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4 Editorial
Chére lectrice, cher lecteur,
Vous avez entre les mains, ou sous les yeux, le premier numéro de la revue CRMEF Didactica Matematica.
Cette revue fait partie d’'un projet ambitieux : faire émerger au sein des Centre Régionaux de Formation aux
Métiers d’Education et de Formation (CRMEF) une communauté de chercheurs-formateurs en didactique des
mathématiques.
Le développement de la recherche en éducation portant sur les systémes d’enseignement des mathématiques et de
formation & ’enseignement des mathématiques s’inscrit dans les priorités nationales pour rehausser la qualité du
systéme d’enseignement au Maroc. Par ailleurs, la formation & I’enseignement et la recherche en didactique sont
une des missions centrales des CRMEF. Ainsi, le perfectionnement des compétences de recherche en didactique
des mathématiques et de formation & I’enseignement des mathématiques est crucial pour les formateurs-chercheurs
de ces jeunes institutions.
Grace au soutien du programme FINCOME, du ministére de ’éducation nationale et du CRMEF de Rabat, une
collaboration active entre le Pr. Squalli de 'université de Sherbrooke et le Pr. My Ismail Mamouni du CRMEF de
Rabat a permis l'organisation d’une premiére journée de didactique des mathématiques le 23 avril 2013 a Rabat,
d’une seconde journée de didactique des mathématiques au CRMEF de Rabat le 14 décembre 2013. Ces deux
journées ont regu un succeés et ont confirmé la volonté des chercheurs-formateurs des CRMEF & se structurer par
la création d’un groupement national de recherche en didactique des mathématiques et ’organisation d’une école
d’été en didactique des mathématiques qui a eu lien du 13-18 juin 2014 dans le centre de formation continue
du MEN. On verra ainsi naitre I’Observatoire Marocain des Systémes d’Enseignement et de Formation & I’Ensei-
gnement des Mathématiques (OMSEFEM) dont les objectifs en matiére de recherche et de développement de la
formation sont

— Documenter les programmes de mathématiques, les programmes de formation initiale et continue des ensei-
gnants de mathématiques, les pratiques professionnelles en enseignement des mathématiques, les apprentis-
sages des éléves en mathématiques, les ressources pédagogiques et didactiques en lien avec I’enseignement
des mathématiques (manuels scolaires, TICE, etc.)

— Constituer un lieu d’échange et de mise en réseau national d’archivage et de diffusion de ces connaissances,
de données sur les pratiques d’enseignement et de formation & I’enseignement des mathématiques.

— Faire des propositions curriculaires pour améliorer les systémes d’enseignement et de formation a ’ensei-
gnement des mathématiques au Maroc.

— L’Observatoire permettra a terme de remplir les fonctions suivantes :
— Le recensement et I'archivage de différents types de ressources pour faciliter leur accés

— La mise en réseau de formateurs - chercheurs et les échanges entre le milieu scolaire et le milieu de recherche
et de formation.

— Une veille scientifique pour suivre I’évolution des curricula et des problématiques de recherche sur le plan
de la didactique des mathématiques.

— Le développement d’ingénieries de formation en formation initiale et continue des enseignants.
— Le développement de recherches collaboratives afin de faire évoluer les pratiques
— La diffusion de connaissances par la publication.

La premiére école d’été de didactique des mathématiques de juin 2014, organisée sous ’égide de ce nouveau
groupement a connu elle aussi un succés important et la participation d’'une quarantaine de chercheurs formateurs
didacticiens des mathématiques des CRMEF des différentes régions du Maroc ainsi que des didacticiens des
mathématiques de 'ENS et de la faculté d’éducation de Rabat. L’idée de création de la revue de ce groupement
est née lors de cette école.

Le présent numéro regroupe ainsi des textes de plusieurs participants a cette école d’été (Ouilal Salek et Oudrhiri
Mohammed) et aussi une contribution de chercheurs de l'université de Sherbrooke (Prs. Adolphe Adihou et
Hassane Squalli, les doctorants Ahmed Abdallah Shalby et Abdelaziz El Habib, ainsi que ’étudiante de Master
Adriana Patricia Fallappa). Par la variété de leur objet, du niveau scolaire visé et des cadres théoriques convoqués,
ces articles offre un échantillon de la recherche en didactique des mathématiques. La revue est ouverte a vos
contributions, suggestions et espére devenir un espace de co-développement en recherche et en formation et de
mutualisation des expériences et des expertises de chercheurs-formateurs en didactique des mathématiques.

Bonne lecture
Hassane Squalli
Université Sherbrooke, Canada
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Narration autour de .. (Adolphe Adihou).

Narration autour de quelques processus personnels d’un éléve
de huit ans : quelques réflexions didactiques

Adolphe Adihou
Université de Sherbrooke, Canada
Adolphe.Adihou@USherbrooke.ca

"T was always deeply uncertain about my own intellectual capacity; I thought I was unintelligent. And it is true that I
was, and still am, rather slow. I need time to seize things because I always need to understand them fully. Towards the
end of the eleventh grade, I secretly thought of myself as stupid. I worried about this for a long time. I'm still just as
slow. (...)At the end of the eleventh grade, I took the measure of the situation, and came to the conclusion that rapidity
doesn't have a precise relation to intelligence. What is important is to deeply understand things and their relations to
each other. This is where intelligence lies. The fact of being quick or slow isn't really relevant.”" Laurent Schwartz,
Gagnant de la médaille Fields, dans A Mathematician Grappling with His Century, (2001)"

Résumé

L’article traite, d’une part, des processus personnels d’un éléve de huit ans au primaire pour
trouver les réponses des opérations de la table de multiplication et, d’autre part, d’une technique
d’algorithme que cet éléve nomme «calcul sans étage » pour contourner 1’algorithme conventionnel
de multiplication, dans le cadre d’un dispositif d’aide aux devoirs. La narration est utilisée comme
un moyen de rendre compte de I’expérience que cet éleve fait des mathématiques et de celle vécue
par le narrateur.

Introduction

L« Jai toujours été profondément incertain au sujet de ma propre capacité intellectuelle. Je pensais que je n'étais pas
intelligent. Et il est vrai que j'étais, et que je suis encore plut6t lent. J'ai besoin de temps pour saisir les choses parce que
j'ai toujours besoin de les comprendre pleinement (...) Vers la fin de la 11e année, je pensais secrétement que j'étais
stupide. Je me suis inquiété a ce sujet pendant longtemps. Je suis toujours aussi lent. A la fin de la onziéme année, j'ai
pris la mesure de la situation, et j'en suis venu a la conclusion que la vitesse n'a pas de rapport précis avec l'intelligence.
Ce qui est important est de comprendre les choses en profondeur, et leurs relations les unes aux autres. C'est la que
réside l'intelligence. Le fait d'étre rapide ou lent n'est pas vraiment pertinent. » Traduction libre de Frédéric Gourdeau,
Université Laval

Matematika Didaktika aux CRMEF
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Narration autour de .. (Adolphe Adihou).

Le programme de formation de 1’école québécoise (PFEQ) insiste sur des processus
personnels des éleves dans 1’apprentissage des mathématiques. Dans le méme sens, la philosophie
qui sous-tend ce méme programme, le socioconstructivisme, invite a placer 1’éléve au centre de son
apprentissage, ce qui suppose en partie de considérer ses connaissances. Par ailleurs, certaines
recherches sur I’enseignement et 1’apprentissage des mathématiques mettent 1’accent sur les
connaissances personnelles de 1’éléve dans le but de I’amener a faire ses propres expériences ou de
I’amener a rencontrer son ignorance en vue de tendre vers le savoir (Conne, 1992, 1997, 1999). La
prise en compte des connaissances personnelles dans la construction des savoirs de 1’éleve 1égitime
la possibilité de 1’éleve a recourir a des processus personnels comme le recommande le PFEQ.
Sont-ils toujours considérés dans les classes?

Le présent article ne fait pas le proces du recours ou non aux processus personnels. Il
présente le potentiel du processus personnel d’un éleve (Jean) de huit ans au primaire dans le cadre
d’un dispositif d’aide aux devoirs. La narration est utilisée pour rendre compte de 1’expérience de
1’éléve ainsi que celle du narrateur. Pour ce faire, je présente d’abord le contexte et le dispositif
d’aide au devoir. Ensuite, je positionne le cadre qui soutient I’étude. Enfin, j’identifie les processus
personnels de 1’éléve et je fais une analyse mathématique et didactique de ces processus. Mon
objectif est de situer I’importance des processus personnels dans 1’apprentissage des mathématiques
en partant des processus personnels de Jean tout en portant un regard didactique sur la place des
processus personnels et leurs potentiels dans 1’apprentissage des mathématiques. Je choisis de
rendre compte de la narration en utilisant la premiére personne du singulier. Il est important de
mentionner que des échanges ont eu lieu avec des chercheurs en 1’occurrence : Frangois Conne
(DDMES?, Université de Genéve), Jean-Francois Maheux (GREFEM?, Université du Québec a
Montréal) et Braconne-Michoux, Annette (Université de Montréal). Dans I’article, je me réfere
parfois a ces certains de ses échanges pour illustrer ou contraster certains propos.

I - Mise en contexte et dispositif d’aide au devoir
Mise en contexte

Jean, un éleve de huit ans au primaire, peine pour trouver les réponses de 50 opérations de
multiplication en cinq minutes. Le Rallye des mathématiques fait partie des activités de fin de la
semaine en classe (jeudi ou vendredi, selon le cas). Jean n’arrive pas a finir son rallye, 1’enseignant
le trouve lent, il se dit étre lent et se retrouve a étre le seul éleve de la classe qui n’a pas encore
réussi ses tables multiplication de 0 a 12. Son frére jumeau, Jacques, qui a une grande capacité de
mémorisation et qui se trouve dans la méme classe, a réussi. Mais quand on demande a Jean de
compléter les opérations en lui accordant suffisamment de temps, il les réussit toutes. Je tiens a
préciser que lors de la rencontre d’étape avec 1’enseignante, il ressort que Jean est le meilleur de la
classe en résolution de problémes mathématiques (99 %), mais qu’il n’arrive pas a finir I’activité
Rallye des mathématiques. Les parents de Jean et de Jacques ont exprimé a 1’enseignante leur
opposition quant a ce type d’activité. Leur opposition s’explique par le fait qu’ils ne savent pas ce
qui est évalué : rapidité? Mémorisation? Compréhension? Toutefois, tout comme 1’enseignante, ils

2 DDMES signifie Didactique des mathématiques de I’enseignement spécialisé en Suisse. Conne est membre de ce

groupe.

®  GREFEM signifie Groupe de recherche sur la formation a l'enseignement des mathématiques

Matematika Didaktika aux CRMEF
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congoivent que le programme prévoit le développement de compétences en calcul mental et Jean
devrait satisfaire a cette exigence. C’est ce qui justifie cette activité de Rallye mathématique en vue
de développer des compétences en calcul mental ou en calcul réfléchi. A la maison, les parents ne
soumettent ni a Jean, ni a Jacques 50 opérations pour pratiquer leur table de multiplication. Parce
que Jean est le seul a ne pas réussir 1’activité Rallye des mathématiques, il cherche des stratégies. Il
I’exprime ouvertement et trés souvent : « Je ne veux pas apprendre par ceeur, mais je veux faire les
opérations dans ma téte ». Pour les parents, |’affirmation de Jean est correcte et tres appréciée. Jean
met alors en place des stratégies pour faire les opérations dans sa téte. Il joue sur les termes des
opérations soit le multiplicande et le multiplicateur. Jean ne satisfait pas les attentes de
I’enseignante; en d’autres termes, il ne rentre pas dans le contrat didactique. C’est dans ce contexte
que je suis intervenu en tant que professeur de didactique des mathématiques pour encadrer Jean.

Dispositif d’aide aux devoirs

Dans le cadre des devoirs scolaires a la maison, mon intervention consistait a observer Jean
et Jacques et a travailler avec eux (opérations arithmétiques, devoir en géométrie, résolution de
probleme, etc.). Cette intervention a duré toute 1’année scolaire (2013-2014) a raison d’une heure
par séance, soit cing heures par semaine. Bien que mon intervention se soit aussi orientée vers
Jacques, les informations qui alimenteront les analyses dans cet article relévent uniquement de Jean.

II - Cadre de référence
Narration

En didactique des mathématiques, Scheibler (2014, p. 5) considére la narration comme « un
exposé présentant un travail de recherche » qui met en évidence, entre autres, le travail sur un
concept de méme que les actions de 1’éléve. Par ailleurs, en s’inspirant de Benjamin* (1936),
DelNotaro (2011) affirme que « la narration est en lien avec I’expérience, de maniére subtile et
multiple ». Cette affirmation trouve écho dans 1’approche de Conne (1997) dans la perspective de la
dialectique connaissance - savoir par le biais de la médiation du couple enseigné / enseignant sur la
base des expériences. A ce propos, DelNotaro (2011) affirme que :

Le fait que la narration d’une expérience — propre ou transmise — puisse devenir a son tour
expérience pour qui I’écoute ou la lit m’ameéne a faire I’hypotheése, par ricochet, que I’expérience
d’autrui a propos des objets mathématiques peut étre révélée par la narration, dans un temps
décalé de prise de distance et d’analyse. Celui qui narre un événement vécu ou relaté — devenu
expérience pour lui — peut en dégager celle faite par 1’autre, en pointant des faits plus ou moins
objectifs se rapportant aux objets mathématiques. C’est ce point (la narration comme révélateur
de I’expérience de 1’éléve) que je souhaite laisser comme trace de ces journées de La Chaux-
d’Abel. (p. 25)

Dans le cadre de cet article qui consiste a rendre compte de 1’expérience de Jean avec les

« Le narrateur emprunte la matiére de sa narration soit & son expérience propre, soit a celle qui lui a été transmise.
Et ce qu’il narre devient expérience pour qui I’écoute » (Benjamin,1936), Extrait de DelNotaro, 2011, p.24).

Matematika Didaktika aux CRMEF
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mathématiques, et aussi de mon expérience, j’utilise la narration, car « la narration d’une situation
produit un effet sur le systéme "expérience de 1’éléve — situation didactique — expérience du
narrateur” qui se définit comme un ensemble d'interactions entre les trois poles » (DelNotaro, 2011,
p. 25). Un des effets produits ici, est le questionnement sur la problématique de la prise en compte
des processus personnels dans les classes et tout ce que cela pose comme probléme, mais surtout,
comme le souligne Conne, du groupe de recherche DDMES? : « pourquoi Jean se donne tant de
peine a réfléchir et pas Jacques? Qu'est-ce donc que ceci? Faut-il espérer que Jacques s'engage
sur la voie que montre Jean ou que Jean, vu la forme de son intelligence, porte son intérét sur des
choses mathématiques plus profondes que les astuces de numération enfouies dans les

algorithmes. »

Processus personnels et théoréme-en-acte

Le processus personnel est le processus par lequel 1’éléve met en ceuvre des stratégies qui
sont du ressort d’une compréhension que je qualifie de primitive dans une activité mathématique.
Cette stratégie peut étre élaborée ou non. Pour 1’éléve, elle se base sur des connaissances qui
releveraient des actions menées dans d’autres contextes pour résoudre des problemes ou par
déduction de certaines connaissances par intuition dont il ne puisse faire la justification. Ce
processus peut étre erroné, mais il peut aussi étre non élaboré et permettre d’amener 1’éleve vers un
processus que 1’on qualifie de conventionnel (c’est le cas des algorithmes de calcul). Elle met en
évidence une compréhension premiere de 1’éleve. La prise en compte de ce processus est importante
parce que c’est sur elle que se construisent les processus conventionnels. Il existe des cas ou le
processus personnel est valide, mais pas économique. Toutefois, sa prise en compte est importante
parce qu’elle valorise le travail de 1’éléve, car c’est le fruit d’un travail et il est signe de
connaissance mise en ceuvre et de différentes facons de faire. Les processus personnels étant
construits dans 1’action, ils peuvent avoir un domaine de validité limité ou peuvent étre valides dans
tous les cas. Ceux construits en action font référence au théoréme-en-acte selon la théorie des
champs conceptuels (Vergnaud, 1991).

Intervention sous I’angle de I’analyse conceptuelle et du contrat didactique

L’intervention en mathématiques est un processus selon lequel I’enseignant observe, évalue
et intervient (enseigne) avec 1’¢éléve. C’est un processus dynamique en boucle. L’intervention
permet d’aider I’¢éléve a développer un concept ou a enrichir sa compréhension en le plongeant dans
une activité a caractére mathématique. Il s’agit :
de confronter I’éléve dans sa compréhension des concepts;
de le plonger dans des activités mathématiques diversifiées et riches;
de mettre en place des situations ou il est appelé a réfléchir, a raisonner;
de mettre en place des situations qui favorisent des interactions sociales;
de problématiser les situations avec lui;
de faire cadeau de I’ignorance;
de lui proposer des situations qui favorisent les interactions de connaissances;
de travailler avec ses forces — lui faire prendre conscience de ses forces;

L’observation faite au sujet de Jean a été sujet de discussion avec Conne et le groupe DDMES. Cette citation est
tirée d’un message de Conne lors de nos échanges.

Matematika Didaktika aux CRMEF
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de varier et de multiplier les acces au savoir (registre et modalit¢);

d’avoir recours a une médiation pertinente (enseignant, pairs, matériel, contextes);

etc. (Mary, Squalli et Marchand, XXX)

Les interventions doivent étre adaptées au style d’apprentissage de 1’éléve. Ainsi les interventions
sont vues sous 1’angle de 1’analyse conceptuelle (Vergnaud, 1991) et sous I’angle du contrat
didactique (Brousseau, 1998) dans une approche systémique (Rapport : éléve — enseignant — savoir
mathématique).

L’analyse conceptuelle permet de se poser plusieurs questions sur le concept et d’y répondre, entre
autres, de maniére a :

choisir la situation qui donnera sens au concept;

anticiper les procédures, les difficultés et les erreurs possibles;

concevoir les interventions en lien avec les difficultés et les erreurs reliées au concept;

prévoir le matériel et la gestion didactique de I’intervention;

choisir les variables didactiques;

amener une progression dans le concept.

Quant au contrat didactique®, il permet de définir I’activité dans laquelle ’intervenant désire
engager 1’¢éleve, mais aussi d’interpréter dans quel type d’activité s’est engagé 1’¢leve.

I1TI - Méthodologie : analyse conceptuelle - observation - narration

Une grille d’observation a été utilisée. Mon role était d’amener Jean et Jacques a mettre en
oeuvre des processus dans la réalisation des activités qui sont données en devoir. En ce sens, les
relances et des questions sont au cceur de mon intervention. Ensuite, j’ai retranscrit les séances sous
forme de narration. Ces narrations sont discutées et partagées avec mes collegues du groupe de
recherche DDMES. En amont, des analyses des taches qui leur sont demandées (maitrise des tables
d’addition, de multiplication, de division, des opérations arithmétiques, des constructions
géométriques) ont été faites.

IV - Description et narration des processus personnels a I’ccuvre

La narration comporte deux parties. La premiére met en évidence les processus utilisés par
Jean dans sa quéte de réponses des multiplications de la table; la deuxieme, quant a elle, rend
compte de la facon dont il exécute 1’algorithme de multiplication.

% Le contrat didactique est I’ensemble des régles qui déterminent explicitement pour une petite part, mais surtout
implicitement, ce que chaque partenaire de la relation didactique va avoir a gérer et dont il sera, d’une maniére ou d’une
autre, comptable devant 1’autre.

Matematika Didaktika aux CRMEF
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1 - Processus autour de la table de multiplication
A - Lorsque les deux termes sont pareils, c’est-a-dire multiplicande = multiplicateur.
Pour faire 8 x 8, Jean fait 9 x 7 + 1. Jean verbalise :

« J’ajoute 1 a 8 (il fait 8+1=9) et j’enléve 1 a 8 (il fait 8 — 1=7), je fais la multiplication de 9 x 7 et
j’ajoute 1 et cela fait 63 + 1 = 64 ».

Surpris par cette stratégie, je propose a Jean de calculer 9 x 9, 11 x 11, 7 x 7 avec le méme
procédé.

« Pour faire 9 x 9, j’ajoute 1 a 9 (9+1=10) et j’enléve 1 a 9 (9 — 1=8), je fais la multiplication de 10
x 8 = 80 et j’ajoute 1 et cela fait 80 + 1 = 81 ».

« Pour faire 11 x 11, j’ajoute 1 a 11 (11+1=12) et j’enléve 1 a 11 (11 — 1=10), je fais la
multiplication de 12 x 10 = 120 et j’ajoute 1 et cela fait 120 + 1 = 121 ».

« Pour faire 7 x 7, j’ajoute 1 a 7 (7+1=8) et j’enléve 1 a 7 (7 — 1=6), je fais la multiplication de 8 x
6 =48 (Mais pour trouver la réponse de 8 x 6, il fait 1’addition 8+8+8+8+8+8 = 48) et j’ajoute 1 et
cela fait 48 + 1 = 49 ».

Je demande a Jean si cela fonctionne toujours. Il me répond par I’affirmative.

La stratégie de Jean fonctionne toujours lorsque les deux termes sont pareils, c’est-a-dire
multiplicande = multiplicateur. De mon co6té, j’ai di vérifier en utilisant la décomposition suivante :

axa=(a+1)x<(a—1)+1] ’apporterai des explications dans la partie V.

B - Lorsque les deux termes ne sont pas pareils, c’est-a-dire multiplicande =/= multiplicateur.

Nous poursuivons les devoirs a faire et je pose la question suivante a Jean :
« Que se passe-t-il lorsque les deux termes sont différents? »
« Lorsque les deux termes ne sont pas pareils, il faut ajouter 2 ».

Jean tente de justifier sa réponse : « Pour faire 7 x 6, j’ajoute 1 a 7 (7+1=8) et j’enléve 1 a 6 (6 —
1=5), je fais la multiplication de 8 x 5 =40 et j’ajoute 2 et cela fait 40 + 2 = 42 ».

Je lui demande de vérifier sa table. Il vérifie et trouve que c’est 42. Jean exulte en disant que
cela fonctionne.

Matematika Didaktika aux CRMEF
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Je demande a Jean :
« Est-ce que cela fonctionne toujours?
« Oui », répond-il.
«Fais9x7et9x6 ».
« Pour faire 9 x 7, j’ajoute 1 a 9 ( 9+1=10) et j’enléve 1 a 7 (7 — 1= 6), je fais la multiplication de
10 x 6 = 60 et j’ajoute 2 et cela fait 60 + 2 = 62 ».
« Vérifier ta table ».

Il constate que c’est 63. Il est décu et je lui demande de faire 9 x 6.

« Pour faire 9 x 6, j’ajoute 1 a 9 (9+1=10) et j’enléve 1 a 6 (6 — 1= 5), je fais la multiplication de
10x 5 = 50 et j’ajoute 2 et cela fait 50 + 2 = 52 ».

Je lui dis de vérifier sa table. Il constate que c’est 54. A nouveau décu, il dit que ce n’est pas la
bonne méthode. Je lui demande s’il peut trouver un moyen. Je suggéere a Jean de bien observer ses
réponses. Il prend un moment pour regarder les opérations. Il s’aide de sa table de multiplication et
fournit ces explications :

« Quand c’est 9 x 9, je fais 10 x 9 +1 parce que 9 et 9 sont pareils, donc 10 X 9 +1 = 81.

Quand c’est 7 x 6, j’ajoute 1 a 7 (7+1=8) et j’enléve 1 a 6 (6— 1=5), je fais la multiplication de 8 x 5
=40, donc 8 x5 +2. C’est parce que j’ai ajouté 1 et encore 1; c’est pour cela que c’est 2. Mais 7 —
6 = 1 et j’ajoute 1 et c’est cela qui fait 2, donc 8 X 5 +2 = 42. Je dois ajouter 1 et je dois ajouter 7-
6= 1.

Quand c’est 9 x 7, j’ajoute 1 a 9 (9+1=10) et j’enleve 1 a 7 (7 — 1= 6), je fais la multiplication de
10 x 6 = 60 et j’ajoute 3 et cela fait 60 + 3 = 63. Je fais 10 X 6 +3, parce que 9 —7 = 2 et j’ajoute 1
et c’est cela qui fait 3, donc 10 X 6 +3 = 63.

Quand c’est 9 x 6, j’ajoute 1 a 9 (9+1=10) et j’enléve 1 a 6 (6 — 1= 5), je fais la multiplication de
10x 5 = 50 et j’ajoute 4 et cela fait 50 + 4 = 54; je fais 10 X 5 +4 parce que 9 —6 = 3 et j’ajoute 1
et c’est cela qui fait 4, donc 10 X 5 +3+1 = 54 ».

Je lui demande de faire 9x8 et 8x7.

« Quand c’est 9 x 8, j’ajoute 1 a 9 (9+1=10) et j’enléve 1 a 8 (8 — 1= 7), je fais la multiplication de
10 x 7, cela fait 70, je fais 9 —8 = 1 et j’ajoute 1 et c’est cela qui fait 2, donc 10 X 7 +1+1 = 72 ».

Quand c’est 8 x 7, j’ajoute 1 a 8 (8+1=9) et j’enléve 1 a 7 (7 — 1= 6), je fais la multiplication de 9 x
6, cela fait 54 (dans la table) je fais 8 —=7 = 1 et j’ajoute 1 et c’est cela qui fait 2, donc 9 X 6 +1+1 =
56 ».

Il dit alors qu’il faut toujours ajouter 1 et enlever 1, ensuite faire la multiplication. Ensuite il
faut faire une soustraction et ajouter les réponses et ajouter toujours 1.

Je demande de faire 99 x 6, 89 x 11 et 47 x 35.

« Quand c’est 99 x 6, j’ajoute 1 a 99 (99+1=100) et j’enléve 1 a 6 (6 — 1=15), je fais la
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multiplication de 100 x 5 = 500. Je fais 99 —6 = 93 et j’ajoute 1 et c’est cela qui fait 94, donc 10 X
5 +93+1 = 594 ». 1l vérifie avec la calculatrice.

Quand c’est 89 x 11, j’ajoute 1 a 89 (89+1=90) et j’enléve 1 a 11 (11 — 1= 10), je fais la
multiplication de 90 x 10 = 500. Je fais 89 —11 = 78 et j’ajoute 1 et c’est cela qui fait 79, donc 90 X
10 +78+1 = 979. 1l vérifie avec la calculatrice.

Quand c’est 47 x 35, j’ajoute 1 a 47 (47+1=48) et j’enléve 1 a 35 ( 35 — 1= 34), je fais la
multiplication de 48 x 34 = 1632 (avec la calculatrice). Je fais 47 =35 = 12 et j’ajoute 1 et c’est
cela, donc 1632 +12+1 = 1645 ». 1l vérifie avec la calculatrice.

Je demande a Jean si cela fonctionne toujours. Il répond par I’affirmative.

Une discussion s’engage entre Jean et son grand-frére André qui lui dit que ce n’est pas
rapide. Jean lui répond : « Moi, je veux faire I’opération dans la téte »

La stratégie construite par Jean fonctionne toujours lorsque les termes @ et b de la
multiplication ne sont pas pareils (sont différents), c’est-a-dire multiplicande # multiplicateur. De
mon coté, j’ai di vérifier en utilisant la décomposition suivante :

axb=(a+1)x(b—1)+(a—>b)+1. J’apporterai des explications dans la partie V.

2 - Processus autour de I’algorithme de multiplication

A - Multiplication dont le multiplicateur a un chiffre et dont le multiplicande est supérieur ou
égal a 13

Jean sait appliquer la technique et s’organise bien avec les retenues
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B - Multiplication dont les deux termes sont supérieurs a 13

Multiplicande deux chiffres et multiplicateur deux chiffres

Apres une semaine de devoirs, Jean me demande :
« Pourquoi devons-nous aller a la ligne et mettre un 0? »
Je lui réponds en lui posant cette question :
« Quelle est la valeur du deuxiéme terme (je pointe 3) du multiplicateur?

I1 me répond que ce sont des dizaines.

Il me demande :
« Pourquoi, il faut ajouter 0? »

Je lui réponds par cette question :
« Une dizaine vaut combien d’unités? »
« 10 ».
« 3 dizaines 53 fois, c’est combien? »
« 159 dizaines ».
« 159 dizaines valent combien d’unités? »
« 1590 unités. Doit-on aligner les chiffres comme dans la maison des nombres (Tableau de
numération).
« Oui ».

Il me demande comment faire s’il y a des centaines. Je lui propose alors I’opération
suivante.

C - Multiplicande trois chiffres et multiplicateur deux chiffres

Avant de commencer, il me dit :
« Cela doit étre pareil ».
« Fais-le ».
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Apres un moment de réflexion, Jean me demande :
« Pourquoi nous devons faire I’addition en colonne? »
« Pourquoi lorsque tu veux faire 18> 2 des fois tu fais une addition?

Il me répond que c’est 18 deux fois ou 2 fois 18. Il dit alors qu’il faudrait faire ici 123 + 123 +
........ 32 fois ou 32 + 32+......123 fois.

J’acquiesce

Puis, il me demande si cela donnera la méme réponse. Je lui dis d’essayer, mais cela donnera la
méme réponse. Il dit que c’est un truc. Il me demande s’il y a des centaines en bas (multiplicateur)
ou si les deux nombres sont de 1’ordre des centaines. Je lui propose deux opérations.

Pour la premiere, j’ai inversé 1’ordre, pour qu’il se rende compte de la commutativité a
travers sa réponse (qu’il faudrait faire ici 123 + 123 +........ 32 fois ou 32 + 32+...... 123 fois. )

Jean a affirmé que si c’est un bon truc, les réponses seront pareilles. Je lui ai demandé pour
quelles raisons. Il me dit que je fais toujours semblant de ne rien comprendre. Je lui réponds que si
j’agis ainsi, c’est pour qu’il me donne des explications. Il me dit qu’il I’avait dit plus tot" : « que
faire ici 123 + 123 +........ 32 fois est pareil que 32 + 32+...... 123 fois. Et que 32 fois 123 est égal
a 123 fois 32 ».

Pour le deuxiéme produit partiel (2 dizaines fois 32 unités = 640 unités), Jean n’a pas eu de
difficulté. Il s’est aligné sur la facon de faire le calcul précédent.

Pour le troisieme produit partiel, il a eu des hésitations. Il écrit :
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Je le félicite. Il me demande si le deuxiéme produit partiel est bon. Je lui retourne la
question.

« Oui, car 2 dizaines 32 fois = 64 dizaines et puis il faut aligner, c’est 640 unités ».

Je lui demande ce que représente le 1. Il me répond que c’est 1 centaine. Je lui demande des
précisions. Il répond :

« 1 centaine 32 fois donne 32 centaines et 32 centaines donnent 320 dizaines et 3200 unités dans la
maison des nombres ». 1l a vu que ce n’est pas 320.

Il reprend et trouve ceci :
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Il le compare a

Pour finir, je lui propose :

... 39975

Jean reproduit la méthode. Il dit qu’il faut regarder le multiplicateur et le « déplacer » et
faire des étages.

D - Algorithme sans étage ou « calcul sans étage »

Quelques jours apres, lors d’une séance de devoirs avec Jean, nous échangeons et il me dit
qu’il a tout compris et qu’il faut seulement connaitre ses tables et faire des étages.

« C’est un truc que I’enseignante nous a appris, mais c’est LONG et on n’a pas le droit a la
calculatrice ».

I1 me dit qu’il a un truc qui fait en sorte qu’il ne fera pas d’étages, s’il peut I’utiliser.

Je me suis demandé ou il voulait en venir. J’ai insisté. Il m’a dit que faire des
mathématiques, c’est réfléchir dans sa téte et trouver des trucs. Je lui accorde qu’il a en partie
raison. A cet age Jean considére déja les mathématiques comme des trucs qu’il faut faire.
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Je lui demande comment il pourra faire 123 fois 32 ou 123 fois 325 sans faire d’étages. Il me
répond que c’est facile. Je lui répéte que je ne le sais pas (a ce moment, j’étais vraiment
IGNORANT) et j’aimerais qu’il me 1’apprenne.

I1 s’y prend de cette facon :

........ 123
Il écrit a coté 32 fois 3 et il trouve 96. Il écrit 6.><-....--. 32 Ilretient9
............. 6
I1 fait ensuite 32 fois 2 et il trouve 64; il ajoute sa retenue 9 et trouve 73. Il écrit 3. Il retient
7
........ 123
el 32
.......... 36

I1 me dit fierement : « Je n’ai pas d’étage et je n’ai pas de 0 ». Je suis demeuré bouche bée

Je propose de faire 123 fois 325 sans faire d’étages.

Il écrit a co6té 325 fois 3. Il fait un calcul a coté et il trouve 975. Il écrit 5. Il retient 97

I1 fait ensuite 325 fois 2 et trouve 650; il ajoute sa retenue 97 et trouve 747. 1l écrit 7. 1l
retient 74
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I1 me dit encore fierement : « Je n’ai pas d’étage et je n’ai pas de 0 ». 11 me répete que faire
des mathématiques, c’est réfléchir dans sa téte, appliquer des trucs de I’enseignant et qu’apres, il
faut construire des trucs.

V - Analyse des processus personnels a I’ceuvre
1 - Processus autour de la table de multiplication
A - Lorsque les deux termes sont pareils, c’est-a-dire multiplicande = multiplicateur

La stratégie de Jean fonctionne toujours lorsque les deux termes sont pareils, c’est-a-dire
multiplicande = multiplicateur. En effet, sa stratégie peut se justifier de plusieurs facons et I’une
d’elles est I’utilisation de la différence de deux carrés.

Elle permet d’avoir : x> — »? = (x+ y) <(x—y)
Enposant X =a@et ¥ =1,0na a”> —1=(a+1)><(a—1)

En ajoutant 14 chaque membre de ’égalité, ona: a><a =(a+1)<(a—1) +1

Mais pourquoi Jean s’est référé a 1 dans sa technique a<a =(a+1)x<(a—1) +1
? Sa facon de faire fonctionnerait pour n’importe quelle valeur de ', car de :
x> —y?=(x+y)x<(x—»),on pourrait déduire de
x? = ( X+ y) ><( X — y) — »> . Mais pourquoi utilise-t-il 1? C’est surtout que le « 1 » est
plus accessible et que 12 = 1. Il « joue » avec 1. Pour d’autres valeurs de J , il faut retrancher

y2.
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B - Lorsque les deux termes ne sont pas pareils, c’est-a-dire multiplicande =/= multiplicateur

La stratégie coconstruite avec Jean fonctionne toujours lorsque les deux termes ne sont pas
pareils, c’est-a-dire multiplicande =/= multiplicateur. En effet, la stratégie peut se justifier de
plusieurs facons. Une de ces facons est ’utilisation du développement des produits de facteurs

(x+z)><(1—2z) .Eneffet,
( x:4—zr)><(_}>——zz) =xy—xz+yz—2z"
( 1:4—22)><( )}——42) =xy—z(x—y)—z"
En ajoutant —z(x— y)—z” aux deux membres de 1’égalité, on a :

(JC—F‘Z) ><( )/-—‘Z) 4-2?(A?—-;V)'+-2?2 = xy

La technique coconstruite fonctionnerait pour n’importe quelle valeur de =
Pour x =a ,y =bet z=1,0na

c1><l)::(¢2-+—1)><(l)——]) 4—(61-—15) + 1,

De axb =(a+1)=<(b—1) +(a—>b) +1  onpourait déduire, le cas précédent qui

devient un cas particulierde @><b =(a+1)<(b—1) +(a—>b) +1lenposant a = b .

On pourrait aussi dire que @a><b =(a+1)x<(b—1) +(a—b) +1 est une

généralisationde a><a =(a+1)><(a—1) +1

2 - Processus autour de I’algorithme de multiplication

Pour cette partie, je me référe a la multiplication en colonne avec les termes écrits de la
facon suivante ot le multiplicande est un nombre a trois chiffres et le multiplicateur un nombre a
deux chiffres.
........ xyz= e (100X +10y + =)

(.
Je me permets d’écrire

Mais pour mieux comprendre la technique, je ferai le développement en ligne pour faire
ressortir les éléments sur lesquels repose la stratégie de Jean. Sa stratégie s’explique par le biais du

développement de
(100x +10y + =)< (10a + b)

= (10a+b)<z+ (10a—+bH)=<10y + (10a + H)><100x
=[QO0a+bH)<=z] +[(10a+bH)=< 1] ><10+[(10a + b)>= x)] <100

Ce qui est transposé dans le calcul en colonne, ce sont les « calculs » qui sont entre les
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crochets. On inscrit le chiffre des unités issu des expressions entre les crochets selon la position et
on considére comme retenue, le nombre formé par le reste des chiffres. Cette technique de retenue
permet de jouer sur la position et non sur des 0 qui permettent de faire des « étages ». Cette
technique peut se généraliser a n’importe quel nombre naturel. En effet, Jean arrive a faire ses
calculs et a inscrire le chiffre des unités issu des expressions entre les crochets selon la position et a
considérer comme retenue le nombre formé par le reste des chiffres. C’est ce qui justifie sa
déduction :

« Il suffit de savoir faire les multiplications ou le multiplicateur a un chiffre ».

VI - Syntheése
1- Conlflit de I’organisation a I’école et a la maison

Cette étude et cette narration mettent en évidence les expériences faites par Jean. Elles
mettent en évidence les décalages existant entre les réalités de 1’école et celles de la maison. Bien
que la prise en compte des processus personnels soit bien explicitée dans le programme, il semble
que pour ce type d’activité, I’enseignante n’y ait pas recours pour valoriser ou pour aider les éleves
a construire du sens. Je me suis vite rendu compte que les trucs de Jean fonctionnent a tous les
coups. Le plus étonnant est que Jean a la certitude que ses trucs fonctionne toujours mais
I’enseignante n’accorde pas d’importance. Il vient de trouver un interlocuteur qui s’y est intéressé.
Mais combien d’éleve ont ce sentiment dans les classe ? Ce n’est pas que I’enseignant ne veut pas y
accorder d’importance. Il semble que les raisons sont plus profondes que cela ait 1’air !

2 - Expériences de Jean

Dans le travail sur les tables de multiplication, Jean a établi des équivalences et cela vaut
beaucoup pour lui. Ce sont des propriétés mises en évidence dans I’action; ce sont des théoremes-
en-acte. Mais I’enseignante n’a pas vu ces équivalences. Pour quelle raison? Elle ignore
certainement ces équivalences et son attention se porte ailleurs. Conne, du groupe de recherche
DDMES, cherche a comprendre ce qui fait que Jean tienne tant a calculer mentalement. Pour lui,
c'est se surcharger passablement la mémoire et la seule réponse qu’il entrevoit est que c'est une
affaire de contr6le. Jean manifeste nettement une réticence a laisser tomber des procédures qu'il
s'est appropriées et auxquelles il a confiance pour recourir a des procédures standard qui « tombent
du ciel » et qu'il ne comprend que partiellement. Et bien entendu, la ritournelle de parler en dizaines
ou en centaines est insuffisante a la compréhension. Il poursuit, ce qui est fort intéressant pour la
technique de retenue de Jean, qu'il joue sur la seule position et pas sur I'artefact de la notation du
zéro qui permet d'aligner correctement les chiffres obtenus. Bien entendu, les retenues
s'additionnent. Jean est conscient que I’addition répétée permet de trouver la réponse d’une
multiplication, mais est toujours sceptique pour 1’algorithme en colonne. Ce qui le dérange, c’est de
savoir pourquoi dans 1’addition répétée et dans la technique, il n’y a pas les mémes termes pour
faire I’addition. Pour reprendre les propos de Conne, il faut qu’il fasse sa propre expérience pour
s’en convaincre. Pour Jean, il faut seulement connaitre les tables et savoir faire les multiplications
dont le multiplicateur comporte un chiffre et dont le multiplicande est supérieur ou égal a 13. La
technique de la retenue permet d’aller vite, mais pour Jean, ce n’est pas nécessaire. Jacques, son
frére jumeau qui se trouve dans la méme classe, ne se préoccupe pas de ces questions : il exécute les
calculs et finit ses devoirs.

J’aurais vraiment aimé enregistrer ces moments avec Jean, mais pour ce que concerne cette
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expérience que j.ai vécu, les interactions avec Jean arrive dans I’action et je m’embarque. Il faut
remarquer que lors de ces échanges avec Jean, je n’avais JAMALIS vu venir sa technique et tout le
potentiel que cela pourrait contenir. Je répondais et je le relangais dans le but de lui apprendre une
certaine facon de faire et de comprendre des aspects de 1’algorithme et en le ramenant sur le sens de
la multiplication (addition répétée). J’ignorais tout de sa pensée. Comment aurai-je pu le savoir?

J’avais mes reperes et lui réfléchissait autrement. Peut-étre que la stratégie s’est construite dans
4784123

I’action. Je I’ignore encore aujourd’hui. Je lui ai demandé de faire ><..11325

Il m’a répondu que c’est facile et qu’il peut le faire, mais ces nombres sont réservés pour
mes étudiants universitaires. Il est vrai que Jean a compris la technique et il faut travailler le sens de
la multiplication et de ces produits partiels et de ces retenues.

3 — Expérience du narrateur

Comme le mentionne Conne, j’ai quelques préoccupations quant aux trucs en
mathématiques et en de multiples occasions, j’évoque, avec ou sans Jean, des trucs et cette catégorie
de « trucs » qui semble exister pour Jean. Je réfléchis aux modes de faire pour « élaborer des trucs »
plutdt que de « construire des trucs ». Pour moi, I’expérience vécue permet de mieux appréhender
I’importance d’un certain nombre de problématiques didactiques qui pourraient étre vues d’autres
facons et pas d’autres supports méthodologiques, mais ce qu’offre la narration est cette interaction
qui se fait sur les connaissances, car c’est I’'une de mes préoccupations. Un autre narrateur mettrait
certainement 1’accent sur d’autres choses. Cette expérience va au-dela de ce qui est narré, car elle
m’invite a aller chercher d’autres explications en d’autres lieux. Conne m’adresse la question
suivante : que pense Jacques des « trucs » de calcul, les siens, ceux de I'enseignante, et, enfin ceux
de son frére?

VII - Discussion
Jean refuse d'apprendre les tables de multiplication et de faire I'algorithme conventionnel de

multiplication. Pour lui, il faut penser dans sa téte pour faire des mathématiques. Jean a peut-étre
raison, mais a cet 4ge C’est un questionnement que je n’arrive pas a comprendre. Si je ne m'abuse
Jean veut faire son expérience des mathématiques et il sort des fagons de faire qui marchent
toujours. Mais I'enseignante ne comprend pas et il ne préte méme pas attention selon nos
constations. Il ne veut pas rentrer dans le contrat de la classe. Pour Conne, vu la forme de ce qu'il
amene a cet age, peut-&tre qu'a travers ses processus personnels il porte son intérét sur des choses
mathématiques plus profondes que les astuces de numération enfouies dans les algorithmes que son
enseignante ne comprend pas. Dans cette quéte d’explication, les déclarations de Maheux ef al.
(2014) et de Braconne-Michoux (2014) m'ont interpelé. En effet Braconne-Michoux (2014) évoque
la nécessité¢ de donner I'occasion aux éleéves de penser dans leur téte. Maheux et al. (2014) évoquent
aussi la nécessité que les €éleves fassent leurs « expériences » des mathématiques. Maheux et al.
regardent ce que les ¢leves font, ce qu'ils disent, contrairement a ce qu'ils « ont ». De ce point de
vue, Maheux et al. (2014) trouve le cas de Jean vraiment tres fantastique. Selon Maheux et al.
(2014), Jean montre justement qu'une fixation sur l'avoir, peut étre un obstacle au faire. Le faire
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¢tant, évidemment, au cceur de 1'idée d'expérience. Apres tout, méme « avoir de I'expérience » c'est
essentiellement « avoir fait de nombreuses expériences » : pas une chose que 1'on « a », mais des
choses que I'on « a faites ». Conne le dit aussi, mais en d’autres termes. La fagon dont on amene
I’¢leve a faire son expérience des mathématiques, donne une autre couleur a l'expression

faire « leurs expériences des mathématiques ».

VIII - Conclusion

Cette étude met en évidence plusieurs éléments, entre autres, la problématique de la
formation des enseignants. Lors d’une formation, les enseignants ne comprenaient pas comment un
enfant de huit ans pouvait mener ces raisonnements qu’eux n’arrivaient pas a expliquer; alors
comment pourraient-ils préter attention a un tel cas en classe? Les éléves du primaire ou du
secondaire font des mathématiques avec les connaissances et les savoirs qu'ils ont. C'est aussi le cas
chez les matheux : ils font les maths avec leurs outils. Par ailleurs, le PFEQ prone la prise en
compte des processus personnels. Dans les classes, cette prise en compte est parfois absente et les
enseignants glissent le plus souvent vers les processus conventionnels ou des trucs sont donnés aux
éléves. Dans une classe ordinaire, cette prise en compte de facon permanente est-elle possible? Les
enseignants ont-ils les moyens de le faire? Dans le cadre de la formation initiale ou de la formation
continue, quel travail peut-on faire pour que les enseignants prennent en compte dans leurs classes
les processus personnels pour permettre aux €leves de rendre compte de leur travail en mémoire et
de leurs expériences?
J’ai demandé a Jean s’il avait construit des trucs pour les tables de division. Il me répond :
« Pas encore. Mais je fais mes multiplications pour faire mes divisions. Cela me prend beaucoup de
temps ».
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Résumé

Ce texte présente les résultats de 1’analyse des scénarios d’introduction de 1’algebre de trois
manuels scolaires québécois de mathématiques du premier cycle du secondaire (7¢ et 8° années) en
considérant certaines orientations du nouveaux curriculum : le recours a des démarches et a des
approches favorisant 1’engagement des éléves dans des apprentissages ouverts et contextualisés
(approches par problemes, par projets). Les analyses portent sur la place accordée aux situations-
problémes dans les démarches d’enseignement-apprentissage, les approches didactiques
d’introduction de 1’algebre. Les résultats montrent que bien que les trois manuels analysés
recourent a des situations-problémes pour débuter de nouveaux apprentissages, certaines lacunes
apparaissent dans au moins deux de ces manuels : dont I’un les situations-problémes ne sont que des
«mises en situation», dans 1’autre des aides sont souvent données aux éléves, ce qui leve I’obstacle
de la situation-probleme. Par ailleurs, dans les trois manuels 1’introduction a 1’algebre est réalisée
principalement dans un contexte de généralisation de suites arithmétiques. Cependant, 1’étude des
suites arithmétiques devient tres vite un objet d’étude.

1. Problématique

Depuis longtemps, 1’algebre est réputée étre un sujet scolaire aride et pour I’apprentissage duquel
beaucoup d'éleéves éprouvent de grandes difficultés (voir par exemple Rosnick & Clement, 1980;
Kiichemann, 1981; Wagner, Rachlin & Jensen, 1984; Booth, 1984). Ce fait devient encore plus
évident lorsqu’il s’agit d’enseigner 1’algebre a tous les éleves.

Dans I’enseignement traditionnel de 1’algebre, celle-ci est vue comme une « arithmétique
généralisée »; elle traite des quantités et des opérations permises sur ces quantités, et ses regles sont
dictées par les propriétés bien connues de 1’arithmétique quantitative (Pycior, 1984). De
nombreuses recherches ont été menées sur les ressemblances et les différences qui existent entre
I’arithmétique et 1’algebre, en vue de mieux comprendre comment 1’enseignement de 1’algebre peut
s’appuyer sur 1’expérience qu’ont les éleves en arithmétique. L’article synthese de Kieran (1992)
fait état de nombreux travaux a ce sujet.

Mais le passage pour les éléves d’un stade arithmétique a un stade algébrique est loin d’étre facile a
réaliser et pose probleme (Vergnaud, Cortes et Favres-Artigue, 1988; Kieran, 1992, Rojano, 1996).
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De plus, il apparait que les longs apprentissages qu’ont réalisés les éléves en arithmétique peuvent
venir faire obstacle a leur apprentissage de 1’algebre (Booth, 1984; Squalli, 2003). Deés le début des
années 90 une discussion soutenue au niveau international a eu lieu pour réformer en profondeur les
curriculums d’algebre. On cherche a définir une nouvelle vision de I’algebre plus large que celle
d’une arithmétique généralisée en insistant sur le développement de la pensée algébrique chez les
éléves, au lieu de mettre 1’accent exclusivement, comme on le faisait traditionnellement, sur la
maitrise du calcul algébrique. Bien qu’il n’existe pas un fort consensus sur les significations de
’algebre et de la pensée algébrique, I’ensemble de la communauté didactique s’entend sur le fait
que I’algebre possede de multiples aspects dont il faut tenir compte dans 1’enseignement; et que le
développement de la pensée algébrique peut commencer bien avant I'utilisation des lettres. Ces
intentions ont été traduites dans les curriculums de certains pays par des changements parfois
importants. Ainsi, a la suite des standards du NCTM de 2000, les curriculums en vigueur aux Etats-
Unis' proposent le développement de la pensée algébrique dés la maternelle et abordent les
fonctions dans les classes du primaire! Cette tendance n’est pas isolée puisque 1’on constate des
orientations qui vont dans le méme sens dans le programme réformé de 1’Ontario ainsi que d’autres
provinces canadiennes et autres pays.
Au Québec, des changements significatifs ont été apportés au curriculum d’algebre des le
programme de 1993 : en secondaire 1, par des activités de généralisation on cherche a introduire le
symbolisme algébrique comme un moyen d’exprimer la généralité. L’introduction de 1’algebre va
surtout s’affirmer en secondaire 2, et ce, dans un contexte de résolution de problémes avec le souci
de faire voire la pertinence du recours a I’algébre (Marchand et Bednarz, 1999). Concernant la
premiere orientation, le travail de Denis (1997, dans Marchand et Bednarz, 1999) a mis en évidence
le glissement qui s’est opéré dans les manuels : de 1’idée d’exploitation de situations qui se
voulaient prétexte a une généralisation et a l’introduction du symbolisme algébrique, a un
enseignement devenu avant tout celui des suites numériques ! Concernant la deuxieme orientation,
par une analyse des problemes utilisés dans des manuels pour I’introduction a I’algebre (leur nature
et leur complexité) Marchand et Bednarz (1999) mettent en évidence que les problémes choisis
n’aident pas les éléves a voir la pertinence d’un passage au raisonnement algébrique et a saisir la
puissance de 1’algebre dans la résolution d’une classe de problémes pour laquelle le raisonnement
arithmétique se révele insuffisant.
Par ailleurs, les programmes de formation au Québec, tout comme ceux de nombreux pays, ont été
profondément renouvelés ces derniéres années et reconfigurés afin de répondre aux nouvelles
attentes de la société a 1’égard de 1’école obligatoire. Une premieére caractéristique de cette réforme
est qu’elle touche toutes les matiéres et toutes les années d’étude, du préscolaire jusqu’a la fin du
secondaire. A I’instar des programmes de plusieurs pays, le programme de formation de 1’école
québécoise est décrit en compétences, qui valent - a quelques variantes prés dans leurs formulations
- du préscolaire a la fin du secondaire. Ces compétences sont de deux types. Des compétences
dites transversales - qui a la fois transcendent et engagent toutes les disciplines — et des
compétences dites disciplinaires, propres a chacune des disciplines. En mathématiques, on a retenu
trois compétences :

- résoudre une situation probleme ;

- déployer un raisonnement en mathématiques ;

- communiquer a I’aide du langage mathématique.
Ces compétences mathématiques concrétisent, tout en les consolidant, les objectifs globaux du
programme antérieur datant de 1994 : gérer une situation probléme; raisonner; communiquer;
établir des liens.
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On peut remarquer 1’absence de compétences mathématiques liées au contenu. Les contenus
disciplinaires sont présentés sous forme d’une liste de savoirs essentiels accompagnée de reperes
culturels.
Une deuxieme caractéristique du nouveau programme est que le développement des compétences
doit étre contextualisé dans des “domaines généraux de formation”. Au nombre de cing, ces
domaines renvoient a des problématiques auxquelles les jeunes doivent faire face dans différentes
sphéres importantes de leur vie et sont porteurs d’enjeux importants pour les individus et pour les
collectivités:

- santé et bien-étre;

- orientation et entrepreneuriat;

- environnement et consommation;

- médias;

-vivre-ensemble et citoyenneté (Gouvernement du Québec, 2004).
Une troisieme caractéristique du nouveau programme est 1’intégration des sciences, technologie et
mathématiques. Pour cela, le programme fait de I’interdisciplinarité une de ses orientations
prioritaires. En outre les mathématiques, les sciences et technologie forment un méme domaine
d’apprent’issage. Le recours a I’interdisciplinarité est justifié par les liens étroits qu’entretiennent
les mathématiques avec les sciences et technologie : «Depuis fort longtemps, ces disciplines sont
intrinsequement reliées et leur évolution de méme que leur dynamique interne portent la marque de
leur synergie. Ainsi, qu’il s’agisse de la conception ou de la représentation de certains objets
technologiques, de la construction de modeles mathématiques ou encore de la représentation de
phénomeénes scientifiques naturels, ’interdisciplinarité qui les caractérise s’avére incontournable.»
(Gouvernement du Québec, 2004)
Une quatriéeme caractéristique du nouveau programme est qu’il appelle a un renouveau au chapitre
de la pédagogie. On s’inscrit dans des perspectives constructivistes et socioconstructivistes et on
entend faire passer les enseignants d’un paradigme centré sur I’enseignement a un paradigme centré
sur 1’apprentissage. Afin de concrétiser ces orientations, le nouveau programme met 1’accent sur
I’implication active des éleves dans 1’acquisition et 1’application d’habiletés et d’habitudes
intellectuelles nécessaires au développement d’une culture mathématique, scientifique et
technologique. Les approches dites intégratives (par problemes, par projets, interdisciplinaires) sont
ainsi placées au cceur des processus d’enseignement et d’apprentissage.
Dans ce sens, tout comme dans le programme antérieur, la résolution de problemes occupe une
place centrale; elle est a la fois un objet d’apprentissage et une modalité pédagogique. La
nouveauté est que dans le programme réformé on parle de situation-problémes et non uniquement
de problémes : «La résolution de situations-problémes est au cceur des activités mathématiques
comme de celles de la vie quotidienne. Elle est observée sous deux angles. D’une part, elle est
considérée comme un processus, d’ou la compétence Résoudre une situation-probléme. D’autre
part, en tant que modalité pédagogique, elle soutient la plupart des démarches d’apprentissage de la
discipline. Elle revét une importance toute particuliere du fait que le traitement des concepts
mathématiques nécessite un raisonnement logique appliqué a des situations-problémes.»
(Gouvernement du Québec, 2004, p. 231).
Par ses orientations, le nouveau programme pose de nouveaux défis aux enseignants et aux
concepteurs des manuels scolaires, entre autres. En effet, la place que les manuels scolaires doivent
occuper dans la mise en ceuvre du curriculum est fortement reconnue et soutenue par les ministéres
de I’éducation qui ont développé des critéres d’approbation permettant de s’assurer de la conformité
de ces derniers aux orientations curriculaires (ministére de I’Education du Québec, 2004 ).
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D’ailleurs, au Québec, parallelement a la préparation et a I’implantation de la derniére réforme le
MEQ annoncait prendre de nouvelles dispositions afin que les manuels scolaires répondent aux
orientations retenues. Ces dispositions ont conduit a «redéfinir la notion de matériel didactique de
base et les criteres relatifs a son évaluation, et réviser le statut des ouvrages de référence courants,
de maniere a introduire une plus grande rigueur scientifique et a proposer des démarches
d’apprentissage plus dynamiques» (p. 14). En conformité avec ces orientations, la Commission du
matériel didactique (2002) attribue huit fonctions au manuel scolaire : médiation entre le
programme et les enseignants; soutien a I’enseignement; support a 1’apprentissage; référent pour
I’éléve et ses aidants (ex : les parents); rehaussement culturel; promotion de valeurs sociétales;
garantie de la gratuité scolaire; supervision pédagogique.

Comment les manuels scolaires proposent-ils de mettre en ceuvre les orientations véhiculées par les
programmes de mathématiques du premier cycle du secondaire (7¢ et 8° années)? Comment ces
orientations sont traduites dans 1’enseignement de I’algebre ? Dans ce texte ces questions sont
abordées en considérant les aspects suivants : les démarches et les approches d’enseignement et
d’apprentissage, notamment le role et les fonctions des situations-problémes et des projets utilisés ;
les approches didactiques de 1’algéebre.

2. Considérations d’ordre conceptuel

2.1 La notions de situation-probléme

a) La notion de situation-probleme se retrouve au cceur des démarches d’enseignement-
apprentissage se référant a un courant constructiviste ou socio-constructiviste. Plusieurs auteurs se
sont attardés sur I’examen de cette notion de maniére plus ou moins approfondie (Charlot, 1978 ;
Meirieu, 1988 ; Brousseau, 1986, Astolfi, 1993 ; Fabre, 1999, Vecchi et Carmona-Magnaldi, 2002).
La définition suivante d’Astolfi (1993) apporte 1’éclairage suffisant des caractéristiques d’une
situation-probleme :

Une situation-probléme est organisée autour du franchissement d'un obstacle par
la classe, obstacle préalablement bien identifié;

L'étude s'organise autour d'une situation a caractere concret, qui permette
effectivement a 1'éleve de formuler hypotheses et conjectures. Il ne s'agit donc pas d'une étude
épurée, ni d'un exemple ad hoc, a caractére illustratif, comme on en rencontre dans les situations
classiques d'enseignement (y compris en travaux pratiques);

Les éleves percoivent la situation qui leur est proposée comme une véritable
énigme a résoudre, dans laquelle ils sont en mesure de s'investir. C'est la condition pour que
fonctionne la dévolution : le probléme, bien qu'initialement proposé par le maitre, devient alors
« leur affaire »;

Les éleves ne disposent pas, au départ, des moyens de la solution recherchée, en
raison de I'existence de I'obstacle qu'ils doivent franchir pour y parvenir. C'est le besoin de résoudre
qui conduit 1'éleve a élaborer ou a s'approprier collectivement les instruments intellectuels qui
seront nécessaires a la construction d'une solution;

La situation doit offrir une résistance suffisante, amenant 1'éléve a y investir ses
connaissances antérieures disponibles ainsi que ses représentations, de facon a ce qu'elle conduise a
leur remise en cause et a 1'élaboration de nouvelles idées;

Pour autant, la solution ne doit pourtant pas étre percue comme hors d’atteinte
pour les éleves, la situation-probleme n'étant pas une situation a caractere problématique. L'activité
doit travailler dans une zone proximale, propice au défi intellectuel a relever et a l'intériorisation des
«regles du jeu »;

L'anticipation des résultats et son expression collective précedent la recherche
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effective de la solution, le « risque » pris par chacun faisant partie du « jeu »;

Le travail de la situation-probléme fonctionne ainsi sur le mode du débat
scientifique a l'intérieur de la classe, stimulant les conflits socio-cognitifs potentiels;

La validation de la solution et sa sanction n'est pas apportée de facon externe par
l'enseignant, mais résulte du mode de structuration de la situation elle-méme;

Le réexamen collectif du cheminement parcouru est l'occasion d'un retour
réflexif, a caractére métacognitif ; il aide les éléves a conscientiser les stratégies qu'ils ont mises en
ceuvre de facon heuristique, et a les stabiliser en procédures disponibles pour de nouvelles
situations-problemes. (p. 319)

Pour les besoins de ce travail nous retenons qu’une situation-probléme est un probléme contenant
un obstacle, pour lequel le répertoire de réponses immédiatement disponibles chez 1’éléve ne permet
pas de fournir une réponse appropriée, et dont le franchissement duquel nécessite la construction de
nouvelles connaissances, celles-la méme visés initialement par I’enseignant.

Deés lors, la fonction d’une situation-probléme est, avant tout, la construction de nouvelles
connaissances; dans le cours de 1’enseignement la situation probléme devant alors précéder
I’explication notionnelle et non lui succéder.

3

2.2 Les approches didactiques d’introduction de I’algébre au secondaire

I existe différentes options curriculaires pour I’introduction de I’algebre. Chacune d’elle
privilégie un aspect de 1’algébre plutdt qu’un autre, ce qui aura des conséquences didactiques
importantes sur les orientations et le contenu du curriculum en question. Ainsi, si 1’accent est mis
sur 1’algebre en tant qu’étude de structures algébriques - comme ce fiit le cas des curriculums des
années 60 issus de la réforme des mathématiques modernes (Squalli, 2002) - il en résultera
nécessairement une certaine structuration du contenu a enseigner et le curriculum véhiculera une
certaine conception de 1’algebre chez les enseignants et les éléves. Ces conséquences didactiques
seraient différentes de celles qui découlent de 1’option privilégiant 1’aspect modélisation de
’algebre. Nous présentons ici les options principales, en mettant en évidence leur fondement ainsi
que les possibilités et les contraintes didactiques qui en découlent.
a) Introduction de 1’algebre par 1’apprentissage de son langage. D’un point de vue didactique, cette
option tire son fondement du fait que tout apprentissage de 1’algébre doit aborder assez vite celui du
langage algébrique. En effet, sans une certaine maitrise conceptuelle et technique de ce dernier,
’algebre ne peut pas étre véritablement utilisée, particulierement pour résoudre des problémes.
Cependant, lorsque 1’on introduit 1’algebre par 1’aspect de son langage, un probleme didactique
important se pose : comment introduire pour la premiére fois 1’emploi des lettres et justifier le
recours au symbolisme algébrique? Une solution, traditionnelle, consiste a introduire les lettres et le
calcul littéral de maniére brusque, c'est-a-dire d’introduire le langage algébrique de maniere
formelle. Dans une telle approche les régles du calcul algébrique sont déduites d’un certain nombre
de regles préalables; les exemples numériques ne sont utilisés que pour illustrer le calcul algébrique.
Cette solution a montré ses limites, les éléves finissent par n’accorder aucune signification a
1’algebre sinon de manipuler des x et des y sans aucun but précis. Une autre solution s’est établie
pendant plusieurs siécles sur une distinction fondamentale : celle entre 1’arithmétique et 1’algébre
(Chevallard, 1989b). L’algébre était présentée comme un outil puissant pour résoudre des
probléemes complexes d’arithmétique, et pour proposer des méthodes générales de résolution de
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classes entieres de problemes. «La plupart des auteurs recourent, a cet égard, a une stratégie
d’exposition simple et nette; partant d’un probleme d’arithmétique, ils en rappellent la solution “par
I’arithmétique” pour lui opposer ensuite la solution “par I’algebre”» (Chevallard, 1985b, pp. 53-54).
Le choix du probleme de départ, sur lequel la présentation de I’outil algébrique sera réalisée, pose
déja un probléeme didactique intéressant, note cet auteur.

Ou bien, en effet, ce probleme est choisi de maniére a montrer

nettement la puissance supérieure de la méthode algébrique :

mais alors son traitement arithmétique posera des problemes

au lecteur, provoquant un “bruit” dans la communication, et

attirant indiment l’attention sur un aspect qui n’est la qu’a

titre de faire-valoir (...). Ou bien le probléme choisi est a peu

pres transparent pour le lecteur, supposé aguerri en

arithmétique, et la solution algébrique, assez facile a présenter

maintenant, risque bien de ne pas convaincre.» (Chevallard,

19894, p.14).
En définitive, les auteurs de manuels choisissent d’illustrer la méthode algébrique a 1’aide d’un
exemple simple, facilement résolu par I’arithmétique, et qui permet en méme temps une exposition
claire de la technique algébrique. Pour les éleves, I’introduction des lettres n’est plus justifiée car
non nécessaire. Tres vite, ils continueront a opter pour des raisonnements arithmétiques ou a
utiliser des lettres de maniére non réfléchie.

b) L’introduction de 1’algebre dans un contexte de résolution de problémes

Si I’on veut introduire 1’algebre dans le cadre de la résolution de problemes, la porte d’entrée est
alors I’initiation a la pensée analytique. En algebre, penser de maniere analytique consiste
essentiellement a accepter de considérer 1’inconnue et opérer sur elle comme on opere sur ce qui est
connu. A 1’opposé, en arithmétique 1’éléve a I’habitude de déterminer la valeur de 1’inconnue en
partant des données connues et en opérant uniquement sur ces données (Bednarz et Janvier, 1996;
Rojano, 1996; Squalli, 2002). Pour favoriser I’émergence chez les éléves d’un tel raisonnement, on
doit utiliser des problemes dits déconnectés (Bednarz et Janvier, 1996), dont la structure ne permet
pas ’établissement d’un lien direct entre deux données connues du probléeme. De tels probléemes
incitent a opérer sur une quantité inconnue et donc a raisonner de maniére analytique. La figure
suivante présente les schémas représentant les structures de deux problémes ayant les mémes types
de relations, un est du type connecté (comme c’est le cas des problemes généralement utilisés en
arithmétique) et I’autre du type déconnecté (cas des problemes généralement présentés en algebre).

Problems generally presented Problems generally presented in algg
in arithmetic (involving the same type of relationg

7 N
-/
N >’ \_"
- = -

[]

"disconnected"

Matematika Didaktika aux CRMEF
Volume I (2015), Page 25



Analyse des scénarios ... (Guylaine COTNOIR et Hassane SQUALLI)

Figure 1 : Probleme arithmétique vs algébrique (Bednarz et Janvier, 1996)

La tendance a opérer sur I’inconnue renforce la tendance a symboliser, puisque pour opérer sur ce
qui est inconnu on doit le considérer et le représenter symboliquement.

¢) L’introduction de 1’algebre dans un contexte de généralisations. Généraliser, formuler et justifier
des généralisations’ est une composante essentielle de la pensée algébrique. L’approche
généralisation introduit I’algebre en mettant 1’accent sur le développement de cette composante de
la pensée algébrique. Selon Mason (1996), généraliser c’est tirer des conclusions valables pour tous
les cas a partir de quelques exemples. La généralisation peut avoir comme objet :1) une régularité
géométrique ou numérique; 2) une propriété d’une ou de plusieurs opérations (commutativité de
I’addition; distributivité de la multiplication par rapport a I’adition, ...); 3) une formule («l’aire d’un
carré de cOté a est a’»; ...); 4) la régle d’une relation fonctionnelle; 5) un procédé général de calcul,
(un algorithme de 1’addition, ...); 6) une proposition mathématique, («le produit de deux nombres
entiers consécutifs est un nombre pair», ...). Le développement de la généralisation peut
commencer bien avant l’usage des lettes. Bien plus, la généralisation renforce la tendance a
symboliser; puisque pour décrire une généralité on a tendance a recourir a un langage général.
Dans cette approche, le véritable objectif d’apprentissage est d’amener les éléves a généraliser, a
formuler et a justifier leurs généralisations.

d) L’introduction de 1’algébre dans un contexte d’étude de relations fonctionnelles. Cette option va a
I’encontre du courant historique du développement de 1’algebre, puisque le concept de fonction y
est venu trés tard. En effet, comme le fait remarquer Kieran :

From the preceding historico-psychological analysis,

reinforced by the available research literature, we see not only

that functional algebra was late in developing historically, but

also that students appear to have a great deal of difficulty with

this advanced kind of algebra. (Kieran, 1994, p.162)
L’objectif dans cette approche n’est pas d’étudier les fonctions, comme on le fait généralement en
analyse, mais d’apprendre a décrire, a manipuler et a interpréter des relations fonctionnelles
algébriques, c’est-a-dire celles pouvant étre représentées par des expressions algébriques. La
principale caractéristique de cette approche est que dans le type de relations qu’on étudie, il y a
I’idée de variation. Une expression algébrique comme 2x + 1 est interprétée comme une relation
fonctionnelle entre la variable x, qui en est I’argument, et la variable y = 2x +1 qui en est la variable
dépendante. Les lettres x et y désignent donc ici des variables qui varient.
L’introduction de 1’algébre par les fonctions nécessite 1’utilisation de moyens d’aide
I’apprentissage permettant a 1’éleve de pallier son manque de compétences mathématiques
résoudre des équations algébriques complexes, a exécuter certains calculs algébriques complexes; a
représenter graphiquement une relation fonctionnelle a partir de son écriture algébrique ou l'inverse,
a générer une fonction a partir d'un tableau de données numériques, etc. Le recours a des moyens
technologiques semble donc incontournable pour utiliser efficacement cette approche a 1’école.
Dans une approche «fonction», la résolution d’équations devient un cas particulier de la recherche
de la valeur de I’argument pour laquelle deux variables prennent une valeur identique : trouver x, tel
que f(x) = g(x). De plus, de telles équations peuvent étre résolues par des méthodes graphiques.

Qs Qs

4 Il ne s’agit ici que de généralisations algébriques. De telles activités doivent mettre en jeu un nombre fini
d’opérations (comme les opérations arithmétiques).
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3. Méthodologie

Trois manuels récents de mathématiques du premier cycle du secondaire ont été retenus pour
cette analyse®: Perspective (Guay et al., 2005) ; Panoramath (Cadieux et al., 2005); A vos
maths ! (Coupal, 2005).
Nous procédons a une analyse systématique de toutes les situations d’apprentissage® (SA) se
rapportant a ’algebre. Le focus de ’analyse porte, dans un premier temps, sur les situations-
problémes utilisées dans les SA. Plus précisément, pour chaque situation-probléeme il s’agit de
connaitre : a) a quel moment se situe-t-elle dans le déroulement de la SA ?; b) quelle est sa raison
d’étre ? (intention didactique explicité dans le manuel) ; c) présence ou absence d’un obstacle ; d)
ses liens aves les savoirs visés explicitement dans la SA ; e) nécessite-elle une démarche de
recherche ? et f) la solution peut-elle étre éventuellement immédiatement disponible chez les
éléves ?
Dans un deuxiéme temps, I’analyse porte sur les scénarios d’introduction de 1’algebre utilisés dans
les manuels. Cette analyse exploite tout en les complétant les analyses précédentes, et se base sur le
cadre conceptuel concernant les approches didactiques d’introduction de 1’algebre présenté dans la
section 2.2.

4. Présentation et discussion des résultats
4.1 Place accordée aux situations-problémes dans les démarches d’enseignement-
apprentissage

Le manuel Perspective est constitué de six situations d’apprentissage. Une SA type s’étale
sur 7 a 9 périodes de 75 minutes ; elle est composée d’un dossier, lequel est suivi de 2 ou 3
séquences d’activités. Chaque dossier est relié a un domaine général de formation, et a deux ou
trois domaines de contenu (1-arithmétique et algebre, 2-géométrie, 3-probabilité et statistiques). Il
présente la thématique qui est censée servir de ligne directrice pour I’ensemble du dossier et
permettre 1’établissement de liens entre les apprentissages scolaires, des situations de la vie
quotidienne et des phénomenes sociaux.
Des situations-problemes sont utilisées a deux moments différents dans le déroulement de la SA.
Au début de chaque dossier, trois situations-problémes sont proposés aux éleves. Selon les auteurs,
elles visent 1’apprentissage de nouvelles connaissances et constituent le cceur du travail a accomplir
par les éleves. Elles sont « plus ou moins complexes, liées au dossier en cours et présentent un
obstacle que les éléves pourront ou non franchir. » (Guay, S. et al, 2005, p. V).
Pour les aider a surmonter 1’obstacle d’une situation-probleme et la résoudre, les éleves sont invités
a réaliser les activités et exercices d’une section associée a la situation probléme, nommée Zoom sur
un des trois domaines de contenus, et portant sur les notions visées par la situation-probleme. «Les
séquences d’activités des sections Zoom sur ... (...) feront découvrir aux éléves les concepts et les
processus liés aux situations-problémes du dossier. » (Guay et al, 2005, p. VI).
Apres la résolution des trois situations-problémes, une banque de quatre situations-problémes est
proposée aux éleves permettant de réinvestir leurs connaissances mathématiques et de développer
des stratégies de résolution de probléemes. Ces situations ne comportent pas d’obstacle dans le sens
strict du terme, mais constituent de véritables problémes, comportant des difficultés qui nécessitent
de la part de 1’éléve dans la majorité des cas analysés, le recours a une démarche de recherche. Ces

5 Au moment de la rédaction de ce texte, seuls ces ensembles didactiques ont recu 1’approbation officielle du
ministére de 1’éducation du Québec.
6  Appelés chapitres dans la collection A vos maths, et panorama dans Panormath )
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situations sont congues non pas pour introduire a de nouveaux contenus mais pour aider les éleves a
développer la compétence mathématique : résoudre une situation-probleme, une exigence du
programme d’étude.

Le manuel Panoramath est constitué de huit SA (nommées des panoramas). Chaque
panorama débute par un projet. Ces SA sont elles-mémes subdivisées en plusieurs unités, chacune
d’elle débutant par une situation-probléeme. Ces situations-problémes sont censées introduire a de
nouvelles notions. Les auteurs caractérisent la place d’une situation-probléeme dans le déroulement
de la SA comme suit : « La situation-probleme est un élément déclencheur comportant une seule
question. La résolution de la situation-probleme nécessite le recours a plusieurs compétences et a
différentes stratégies, et mobilise des connaissances. » (Boivin et al. 2006a, p. IX). Dans la plus
part des cas, les situations-problemes comportent des obstacles qui sont liées aux notions visées.
Toutefois, 1’étendue des connaissances nécessaires a la résolution de ces situations-problémes est en
général moins importante que dans le cas des situations-probléemes débutant les SA du manuel
Perspective et il arrive que certains indices en marge du texte d’une situation-probléme orientent
1’éléve vers 1’obtention d’une solution sans le franchissement de 1’obstacle. Un exemple d’une telle
situation est apporté plus loin dans 1’analyse du scénario d’introduction de I’algebre. En outre,
contrairement au manuel Perspective, les situations-problemes de Panorma ne sont pas
nécessairement en lien avec la thématique du panorama.

Le manuel A vos maths! propose une organisation, plus traditionnelle, différente de celles
des deux précédents. Il est composé de quatre chapitres qui constituent les SA. Chaque chapitre est
divisé en séquences d’apprentissage se déroulant sur une période de 75 minutes. Les situations-
problemes se retrouvent en début de chapitre. La place de ces situations-problemes dans le
déroulement des SA est expliquée dans le guide général du manuel.

Au début de chaque chapitre, une Exploration inspirée de la vie courante est proposée aux
éleves. Elle permet de susciter leur intérét et de solliciter leurs connaissances antérieures.
L’Exploration comprend généralement une mise en situation et une situation-probleme en lien
avec un domaine général de formation. Réalisée en grand groupe ou en équipe, 1’ Exploration
peut donner lieu a d’intéressantes discussions. (Coupal et Marotte, 2005, p.1).
Les situations-problémes ne visent pas la construction de nouvelles connaissances, mais constituent
des mises en situation mettant en perspective les apprentissages qui seront réalisés dans les sections
ultérieures. Prenons comme exemple la situation-probléme du chapitre 3. Aprés une mise en
situation, on demande aux éléves de proposer des pistes de solution aux deux questions suivantes :
1) Pourquoi le 1éopard est tacheté alors que le tigre est zébré ? 2) quel est le lien entre un escargot et
le nombre (1+V5)/2 ? il est clair que les éléves ne disposent d’aucun moyen pour répondre a ces
questions (ce n’est d’ailleurs pas le but des auteurs), de plus la réponse a ces questions n’est pas en
lien avec des contenus mathématiques dont 1’apprentissage est visé.

4.2 Scénarios d’introduction de 1’algebre

Le manuel Perspective, contient quatre sections Zoom sur 1’arithmétique et 1’algébre
associées aux situations-problemes des SA. Les notions mathématiques abordées dans le premier
Zoom sont «les taux», «le sens des opérations», «les grands nombres» et «le pourcentage». Le
deuxiéme Zoom contient «une introduction a 1’algebre» précédée de deux sections qui traitent de
«’addition et la soustraction de fractions», «d’autres opérations avec les fractions», «la
multiplication et la division de nombres décimaux». Avant la présentation de la section
«Introduction a 1’algébre», aucune mention a 1’algebre n’est faite dans la présentation des contenus
abordés (manuel de 1’éleve et guide de I’enseignant). L’analyse du calcul relationnel (Vergnaud,
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1982) qu’impliquent la représentation et la résolution des problémes montre que les problémes
proposés dans ces sections de contenu sont de type connecté (Bednarz et Janvier, 1996); ce sont des
problémes arithmétiques usuels ne nécessitant pas le recours a des méthodes algébriques car la
valeur de I’inconnue peut étre déterminée en partant des données connues sans qu’il y ait nécessité
d’opérer sur I’inconnue.

La section «Introduction a 1’algebre» traite des contenus suivants : «Priorité des opérations»,
«variable», «expression algébrique» et «valeur numérique». L’éléve est introduit a 1’algebre via le
scénario suivant. Il est d’abord confronté a la situation probléme associée a ce Zoom. L’obstacle de
cette situation consiste a décrire un message exprimant la longueur totale des tiges (les tiges
horizontales et verticales mesurent 1 metre, les tiges diagonales mesurent 1,4m) d’une structure de
n’importe quelle longueur de la forme :

Pour ’aider a résoudre ce probléme, trois activités lui sont proposées dans le Zoom.

La premiére, nommée Mon message, est une version simplifiée de cette situation-probléme.
Elle a pour but d’amener 1’éléve a rédiger un message dans le cas d’une configuration de chaines de
triangles et pour des valeurs numérique spécifiques, mais de plus en plus grandes, de la longueur de
la chaine. La deuxieme activité, nommée Une question de priorité, simule 1’échange entre deux
éléeves. Par cet artifice, on présente a 1’éleve une «bonne solution» du probléme de 1’activité
précédente. Le message est formulé comme une chaine d’opérations basée sur un procédé de
construction de la chaine de triangles.

Je me suis dit que, pour une cloture de 1 m de longueur,
il faut 3 tiges. Et pour chaque métre supplémentaire,

il faut ajouter 4 tiges.

Si la cléture mesure 300 m, il faut 3 tiges pour le premier
métre et 4 tiges pour chacun des 299 métres
supplémentaires.

Il faut donc 1199 tiges pour fabriquer une cléture de 300 m.

J'ai traduit mon raisonnement & [‘aide de la chaine
Q’opémtr’ans suivante: 3 + 4 X 300 — 1.

Figure 2 : Solution d’une éléve fictive au probléme de la chaine de triangles (p. 175)

L’activité 3, nommée Un message algébrique a pour but d’amener 1’éleve a faire le saut vers
un message algébrique. On invite 1’éleve a modifier la chaine d’opérations précédente pour
I’adapter au cas de chaines de triangles de différentes longueurs spécifiques (50m, 165m, 420m et
512m) et finalement pour n’importe quelle longueur. On veut amener 1’éléve a prendre conscience
des éléments invariants et de la variable dans ces chaines d’opérations et de remplacer par une lettre
la variable indépendante : longueur totale de la chaine de triangles. «Cette derniére activité ameéne
les éléves a créer un message algébrique, autrement dit a représenter la situation par une chaine
d’opérations contenant des nombres et une lettre. Elle est étroitement liée a 1’activité précédente et
permet aux €éleves de passer de I’arithmétique a 1’algeébre» (p. 174). Apres cette introduction a
I’emploi des lettres, les auteurs introduisent la terminologie algébrique (variable, expression
algébrique, valeur numérique d’une expression algébrique), ils proposent ensuite divers problémes
d’application pour travailler la priorité des opérations, trouver les valeurs numériques de chaines
d’opérations, construire des expressions algébriques généralisant des situations basées sur
différentes configurations géométriques, vérifier 1’équivalence d’expressions algébriques
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syntaxiquement différentes par comparaison de leur procédés de construction.

En résumé, apres analyse du contenu de la séquence d’activités sur I’introduction de 1’algebre, dans
la série Perspective, la stratégie proposée par les concepteurs du manuel consiste dans un premier
temps, a susciter la nécessité de généralisation chez les éleves en leur demandant de formuler un
message d’une régle générale. Ensuite, a partir de I’examen de plusieurs formulations numériques,
on amene ’¢éléve a remplacer les valeurs de la variable indépendante par une lettre. L’algebre est
introduite via la généralisation, plus précisément la formulation de reégles de relations
fonctionnelles. Cette introduction vise, en fait, a introduire le langage algébrique comme outil pour
représenter des relations fonctionnelles. La généralisation n’est pas un but, mais un moyen pour
introduire le calcul algébrique qui va suivre et qui sera le véritable objet d’apprentissage.

Dans le manuel Panoramath, on retrouve les notions algébriques seulement dans le
panorama sept du volume deux s’intitulant « Des suites numériques aux équations ». Il est consacré
explicitement a 1’arithmétique et a 1’algebre. Ce panorama débute par un projet « Balles et
rebonds » et est divisé en trois unités portant sur I’algébre. A I’aide du projet, ’algébre est
introduite par I’intermédiaire des régularités d’une suite numérique. S’adressant aux éleves les
auteurs mentionnent : « Dans ce panorama, tu te familiariseras avec 1’algébre, tu apprendras a
généraliser des situations a 1’aide d’expressions algébriques, a utiliser des formules et a résoudre
des équations. Tu analyseras aussi des suites comportant des régularités, et ce, a 1’aide de divers
modes de représentation. » (Cadieux, R. et al, 2005a, p. 119). Dans le projet « balles et rebonds »,
I’éléve est amené a générer les termes de suites numériques de maniére expérimentale : mesurer les
hauteurs de rebonds successifs d’une balle lancée a partir d’une hauteur initiale donnée. L’élément
critique dans cette situation est la prise de conscience que le rapport entre deux hauteurs successives
est constant. Et que cette constante ne dépend pas de la valeur de la hauteur initiale mais des
caractéristiques physiques de la balle. Cette situation-probléme est donc potentiellement riche en
construction d’instruments mathématiques. Or, les auteurs donnent des indices qui rendent inutiles
de s’engager dans une démarche de recherche pouvant aboutir aux découvertes énoncés
précédemment. Ils introduisent la notion de « pourcentage de rebondissement » d’une balle

comme le rapport des hauteurs de deux bonds successifs. Le pourcentage
Le caractére invariant de ce coefficient (la régularité dans ds rebondissement
; : ; PPN 4 ’ % d’'une balle correspond au
cette situation), au lieu d’étre le résultat d’une démarche de quotient b dunbond__
3 z . hauteur du bond précédent”
recherche, est simplement posé comme allant de soi sans Par exemple,
aucune argumentation. L’activité est vidée de sons sens un pourcentage
premier, 1’éléve n’a plus qu’a prendre des mesure (deux de rebondissement
ffi 1 1 d fficient. L de 80 % indique que
su 1sgnt) pour trouver la valeur de ce coefficient. La 1 Haesur deschgye
situation-probleme est devenue un simple exercice de rebond d’une balle
mesure et de calcul. Pourtant, 1’occasion était propice a équivaut a 80 % de

la hauteur du bond

I’utilisation des mathématiques pour la compréhension d’un e
precedent.

phénomeéne physique et le développement de I’habileté a
généraliser.

Plusieurs autres activités portent sur les suites numeériques.
En résumé, dans ce manuel, I’algebre est introduite dans un contexte de généralisation de suites
numériques. Plus précisément, I’accent est mis non sur la construction des généralisations mais sur
la représentation algébrique de la régularité d’une suite numérique. Tres vite, les suites numériques
deviennent le véritable sujet et on retrouve ici le glissement décrié par Denis (1997) qui s’est opéré
dans les manuels de la réforme antérieure. La regle d’une suite numérique est définit comme une
expression algébrique qui permet de décrire une suite de facon abrégée et de calculer un terme
d’aprés son rang. A partir de 1’expression algébrique d’une suite, on introduit la notion de variable
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pour représenter la valeur d’un terne et la valeur d’un rang. On montre également a 1’éléve
comment calculer un terme d’aprés son rang, par la suite, on définit la raison d’une suite et on
termine en donnant la forme générale de I’expression algébrique d’une suite.

Dans le cas du manuel A vos math ! les auteurs ont choisi d’aborder dans une premiére SA
(Chapitre 1, du manuel C) la notion de variable, de variables indépendante et dépendante en
explorant 1’idée de variation de phénomenes de la vie naturelle ou sociale. Le but est de faire
ressortir les variables d’une situation et de traiter I’influence des variables entre elles. Dans ce
chapitre, les auteurs traitent différents modes de représentation : expression en mots, table de
valeurs et graphique. Dans le Chapitre 3, les auteurs abordent la modélisation de facon générale :
« Modélisation : Représentation d’un phénomene ou d’un objet en vue d’en étudier les variations. »
et donne un exemple de plusieurs situations modélisées par 1’équation y = ax + b en utilisant des
mots ou des cases vides a la place des variables. A la suite de cet exemple, ’auteur traite la notion
de suite et de suite arithmétique. L’emploi des lettres est introduit dans le contexte de
représentation de la regle d’une suite arithmétique par une expression algébrique. Il faut cependant
attendre le chapitre 4 (p. 200) pour voir apparaitre le mot algebre. Dans ce chapitre, trois sections y
sont présentes : le langage algébrique, la résolution d’équation et la mise en équation. Ce chapitre
est entierement dédié a 1’étude du langage algébrique.

5. Conclusion

Par leur structure et leur mode d’organisation, les trois manuels analysés répondent, chacun
a sa facon, aux orientations de la réforme. Cependant, I’analyse du déroulement des SA laissent
apparaitre des lacunes de différents ordres. Ces lacunes témoignent de la difficulté des concepteurs
a proposer des activités conférant aux éléves le role d’acteurs véritables de leurs apprentissages.

Concernant la place des situations problemes dans le déroulement des SA, nous avons relevé
I’effort faits par les auteurs des manuels Perspective et Panormath, d’utiliser des situations-
problémes pour débuter les apprentissages nouveaux. Le scénario proposé dans Perspective est
intéressant : des situations-problémes plus simples et un module de contenu sont utilisés pour
finaliser la résolution de la situation-probléme initiale. I’efficacité de ce scénario dépendra de
’utilisation que 1’enseignant en fera en classe. En effet, la tendance qu’ont certains enseignants a
vouloir trop aider leurs éleves, a ne pas les laisser momentanément dans «l’ignorance», peut les
pousser a donner trop d’indices a leurs éléves ou a débuter I’apprentissage de nouvelles notions non
pas par la situation probléme initiale mais par celles dans les modules de contenus Zoom. Dans le
cas du manuel Panormath nous avons noté la maniére dont les auteurs détournent, assez souvent,
les situations-problémes de situation de recherche vers des situations d’application de consignes.

Concernant I’introduction a 1’algebre, on note peu de changements par rapport aux manuels
de la réforme antérieure. Les manuels restent marqués par 1’empreinte d’une longue tradition dans
I’enseignement de 1’algebre: 1) une insistance de !’introduction de 1’algebre a partir de
I’arithmétique ; 1’algebre étant congue généralement comme une arithmétique généralisée et, 2) la
grande place donnée a 1’apprentissage de la mécanique du calcul algébrique. Pourtant, le
programme de 1993 avait tenté de briser ces tendances en mettant en avant 1’introduction de
I’algebre dans un double contexte de généralisation et de résolution de probléemes. La tendance a
généraliser et la tendance a raisonner sur I’inconnue favorisent en effet la tendance a symboliser
(Squalli, 2000). On a vu que ces orientations ont été traduites, comme dans les manuels des années
90, par I’étude des suites arithmétiques. La généralisation porte exclusivement sur la représentation
des régularités des suites arithmétiques par des expressions contenant des nombres et des lettres.
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Sitot I’emploi des lettres est introduit, le calcul algébrique devient le véritable objectif
d’apprentissage. On peut souligner 1’effort du manuel A vos math ! dans I’exploration de 1’idée de
variation et de la modélisation a travers des phénomeénes de la vie naturelle et sociale, et ce bien
avant I’introduction des lettres. Ce qui est en cohérence avec une introduction de 1’algéebre dans un
contexte d’étude de relations fonctionnelles. Mais les auteurs ont choisi de ne pas continuer dans
cette orientation, et ont adopté ce qui fait maintenant la norme : 1’étude des suites arithmétiques
pour justifier I’emploi des lettres.
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1.INTRODUCTION

Ce texte provient de notre essai de maitrise (sous la direction de Hassane Squalli) dont
l'objectif a porté sur le développement de la visualisation mathématique chez les é¢éleves du
secondaire. En nous basant sur les travaux de Duval (1994, 1995, 2005), nous avons proposé, le
recours a une approche géométrique de la visualisation visant I’appréhension de ses deux modes de
fonctionnement : la visualisation iconique et la visualisation non iconique. Nous avons également
mis l'accent sur le passage de 1'un de ces modes a l'autre en suivant certaines conditions. En effet, la
visualisation iconique s’appuie sur I’interprétation visuelle d’une figure et des formes géométriques
qu’elle peut comprendre. Cette interprétation repose sur la ressemblance entre une forme
discriminée immédiatement et 1’objet a identifier. Quant a la visualisation non iconique, son
fonctionnement s'amorce en se substituant a celui de la visualisation iconique lorsque celle-ci se
retrouve dans 1I’impasse. En outre, dans ce mode de fonctionnement, il s’agit de recourir aux
différents types de déconstructions, a savoir la déconstruction instrumentale, la décomposition
méréologique des figures et la déconstruction dimensionnelle des formes, qui joue un role central
dans la visualisation mathématique. Malgré 1’impasse ou peut se trouver la visualisation iconique,
celle-ci redevient spontanément opérationnelle aussitot qu’une figure est donnée et balayée du
simple regard visuel. L’appréhension de ces modes de la visualisation géométrique peut étre
suscitée par le recours a des méthodes telles que 1) I'introduction des couleurs; 2) les procédures
itératives; 3) la représentation des nombres entiers naturels par des ¢léments graphiques; 4) la
représentation des nombres par des longueurs de segments; 5) la représentation des nombres par les
aires de figures planes; 6) la représentation des nombres par des volumes d’objets; 7)
I’identification des éléments clés; (8) I’emploie d’isométries; 9) I’emploie de la similitude; 10)
I'emploie des transformations préservant 1’aire; 11) le pavage du plan; 12) ’emploie de copies
multiples d’une figure. Nous avions regroupé ces douze éléments dans I'appellation, boite a outils.
Quant a la démarche de visualisation, dans son ensemble, nous l'avions représentée par un
algorithme mettant en jeux les deux types de visualisation : iconique et non iconique. Et c'est cet
algorithme qui servira de stratégie dans la résolution de situations-problémes mathématiques, qu'on
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peut géométriser.

Notre texte sera organisé comme suit. Dans un premier temps, nous allons survoler le
cadre de référence qui nous a servi dans I'¢laboration de cette stratégie. Ensuite, nous allons illustrer
I'application de cette stratégie a l'aide d'exemples. Dans un deuxiéme temps, nous formulons
certaines des recommandations pour l'enseignement et a la formation des enseignants. Nous
terminons le tout par une conclusion.

2. CADRE DE REFERENCE

Selon Duval (2005), parmi tous les domaines de connaissances dans lesquels les éleves
doivent entrer, la géométrie est celui qui exige 1’activité la plus compléte, puisqu’elle sollicite le
geste, le langage et le regard: le geste pour construire ou se positionner; le langage pour raisonner et
le regard pour voir. C’est le domaine ou I’on doit, de maniere indissociable, construire, raisonner et
voir. Au centre de D’activité géométrique, les figures «condensent en quelque sorte toutes les
modalités de I’activité cognitive» (p. 6). C’est autour de cet aspect, celui des figures, que notre
cadre est conceptuel est basé. Commencons, tout d'abord par passer en revue les éléments entourant
cet aspect.

Une figure combine des valeurs de la variable visuelle qualitative de forme et de la
variable dimensionnelle. C’est ce qui permet, selon Duval (1995), de classifier les unités figurales
¢lémentaires servant a représenter toutes les figures géométriques. En d’autres termes, a partir de
cette classification, le registre des figures géométriques (ou registre de toutes les représentations
géométriques) est défini. A partir de cette classification, Duval (1995) fait les remarques suivantes.
Premierement, une figure géométrique se configure toujours a I’aide d’au moins deux des unités
figurales élémentaires ainsi classifiées («un carré avec ses diagonales, une droite et un point marqué
sur cette droite ou en dehors de cette droite, un cercle et son centre»). Deuxiémement, en géométrie,
on étudie les unités figurales élémentaires ayant une dimension 2 («contour fermé d’une zoney),
comme ¢étant des configurations d’unités figurales ayant une dimension 1 («forme «ligne»») (p.
178). Troisiémement, on peut représenter un méme «objet» mathématique a 1’aide d’unités figurales
différentes (un point «peut étre représenté par trois unités figurales différentes: celle typique de
dimension 0 (en dehors, ou sur une autre unité figurale) et celles moins typiques de dimension 2
comme «coin» ou comme «croix» (sommet ou intersection)») (p. 179). Quatriemement, les unités
figurales possédent un caractére hétérogéne du moment qu’elles n’ont pas toutes la méme
dimension. A propos de cette hétérogénéité, Duval (1995) souligne qu’elle ne cause aucune
ambiguité en ce qui a trait a I’appréhension perceptive des unités figurales. Cela est justifi¢, selon
cet auteur, par le fait que les unités de dimension 2 dominent sur les unités de dimension inférieure.

Maintenant, nous allons mettre en évidence les deux opérations qui concernent les
manieres d’appréhender une figure en géométrie. Pour commencer, il faut souligner que la
modification d’une figure quelconque peut étre effectuée de plusieurs fagcons. Une de ces fagons
consiste a partager ses unités figurales qui la constituent et qui sont de dimension 2, en d’autres
unités figurales, homogeénes ou hétérogeénes, ayant la méme dimension 2. La recombinaison des
unités figurales, ainsi obtenues, donne lieu a une modification du contour global de la figure de
départ. Une deuxiéme fagon de modifier une figure, c’est de faire subir, a cette dernicre, des
transformations a savoir, entre autres, un agrandissement ou une réduction par homothétie, un
déplacement par translation ou par rotation, etc. D une part, ces facons de modifier une figure sont
de natures différentes. D’autre part, chacune d’entre elles se rapporte a des opérations spécifiques.
De plus, ce sont ces modifications qui fondent la production heuristique des figures (Duval, 1988, p.
62-63; dans Duval, 1995). Dans ce qui suit, nous allons explorer deux maniéres de modifier une
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figure. La premiére est celle de I’opération de reconfiguration, qui est en lien avec la décomposition
méréologique (nous allons y revenir plus en détail un peu plus loin) des unités figurales de
dimension 2. La deuxiéme maniére de modifier une figure, c’est I’opération de la mise en
perspective qui est en lien avec les modifications optiques de dimensions 2 ou 1 (Duval, 1995).

Pour I’opération de reconfiguration, il s’agit de transformer une figure donnée en une autre
figure, et ce, en réorganisant une ou plusieurs sous-figures différentes de la figure initiale. A propos
d’une sous-figure, il peut s’agir de I’un des deux cas: elle est unité figurale de dimension 2 ou un
regroupement d’unités figurales ayant aussi la dimension 2. D’un c6té, ’augmentation du nombre
des parties d’une figure donnée peut se faire de maniere naturelle en fractionnant les unités figurales
¢lémentaires appartenant a cette figure et ayant la dimension 2 (ce qui est en lien avec la
décomposition méréologique). D’un autre coté, cette opération de reconfiguration touche non
seulement au partage d’une figure donnée en sous-figures, mais, également, a la comparaison de ces
unités et, éventuellement, a leur réassemblage en une autre figure d’un contour global différent (ce
qui est en lien avec la productivité heuristique des figures) (/bid.)

Quant a ’opération de la mise en perspective, il s’agit de voir «en profondeur» deux unités
figurales dont la forme et 1’orientation sont les mémes, et dont les tailles respectives sont variables.
Cette opération, qui permet de percevoir en profondeur une représentation plane, est également
appelée opération de «superposition en profondeur». La figue, ci-apres, met en évidence deux unités
figurales (deux carrés) qui sont de méme orientation et de méme taille, mais dont les tailles
respectives sont perceptivement différentes (Duval, 1995).

Source: (Duval, 1995, p. 187)

Selon Coren et al. (1979, p. 254) (Dans Duval, 1995), I'introduction d’un «repére
familier», dans la figure précédente (a titre d’exemple, un trait désignant une ligne d’horizon),
implique que le carré de droite (le plus petit carré) est vu comme étant plus éloigné que le carré de
gauche. Duval (1995) ajoute que rien ne nous empéche de voir les deux carrés comme étant des
unités figurales ayant la méme taille et que 1’une est plus éloignée et I’autre est plus proche. Cette
figure illustre la mise en perspective de deux carrés (unités figurales) par contextualisation ou nous
pouvons voir deux oiseaux volants dans I’espace et auxquels on fait correspondre deux carrés.

~ X

L]

Source: (Duval, 1995, p. 187)
Figure 0:

Cette mise en perspective par contextualisation nous permet de voir, selon Lémonidus
(1990) (dans Duval, 1995), des figures (des carrés) superposables dans 1’espace et qui peuvent &tre
vues comme étant juxtaposables dans le plan, mais, perspectivement, elles ne sont pas de méme
taille et non superposables. Ainsi, les deux figures peuvent étre mises en correspondance de sorte
que l'une soit I’image de 1’autre. De plus, si nous faisons joindre les points remarquables
homologues comme illustrés a la figure suivante, nous allons obtenir une représentation d’une
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situation homothétique dans le plan (en faisant référence a une transformation, par homothétie
plane) (Duval, 1995).

e

Source: (Duval, 1995; p. 187)

De maniére particuliere, la compréhension de I’homothétie reléve de deux traitements
interactifs: traitement figural et traitement discursif. Dans le traitement figural, visant a appréhender
de fagon opératoire des figures en fonction de leurs modifications optiques, sont vues en premier les
unités figurales de dimension 2 dans I’espace. Tandis que dans le traitement discursif de
I’homothétie, dans les configurations, les seules unités figurales sélectionnées sont celles qui sont
de dimensions 0 ou 1. Tout cela explique deux choses: I’opération de mise en perspective constitue,
d’une part, la productivité heuristique du registre figural relativement au registre discursif en
mathématique, et, d’autre part, un traitement figural qui oriente 1’analyse mathématique de la
configuration homothétique plane et qui favorise un moyen de contrdle et une exécution plus rapide
(Duval, 1995).

De maniére générale,
I’entrée dans une figure géométrique est nécessairement discursive. Par abduction,
le traitement figural oriente la démarche heuristique. Par déduction, le traitement
discursif fournit la démarche concernant les objets qui sont représentés dans la
figure. De plus, ces deux traitements doivent interagir de sorte que le passage du
registre discursif au registre figural (convertir un discours en une figure
géométrique) ne doit pas engendrer I’abdication des traitements discursifs (tels que
I’application de définition, de théoréme, etc.). (Ibid., p. 189).
Cela étant dit, voyons voir comment les deux types de visualisation (iconique et non
iconique) operent sur les figures géométriques.

1.1. Visualisation iconique

Dans le cadre de la sémiologie de I’image, les signes peuvent étre linguistiques, gestuels,
iconiques ou autres. Le signe est défini comme étant «quelque chose qui tient lieu pour quelqu’un
de quelque chose sous quelque rapport ou a quelque titre» (Joly, 2011, p. 36). Cette auteure ajoute
qu’un signe posséde toujours un signifiant et un signifie auxquels correspond un référent et qu’il
existe trois grands types de signes: [’icone, [’index et le symbole. L’icone est «le signe dont le
signifiant a une relation de similarité avec ce qu’il représente, son référent » (p. 39). L’index (ou
indice), est le «signe caractérisé par une relation de contiguité physique avec ce qu’il représente,
une relation de causalité» (p. 40), et qui «semble concerner avant tout les signes ‘naturels’ tels que
la fumée pour le feu, les nuages pour la pluie» (p. 40). Le symbole, quant a lui, «entretient avec ce
qu’il représente une relation arbitraire, conventionnelle» (p. 40). Dans cette catégorie «entrent les
symboles au sens usuel du terme tels que les anneaux olympiques, différents drapeaux ou encore
des allégories telles que la femme nue aux yeux bandés pour représenter conventionnellement la
Vérité» (p.40) (Ibid., p.39-40). Pour terminer ce paragraphe sur les signes, soulignons que ce sont
les signes iconiques qui nous intéressent puisqu'ils sont animés par 1’idée de ressemblance. Et c'est
effectivement cette idée qui est derriere la visualisation iconique.
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Lorsqu’on parle de visualisation iconique, nous relatons en fait le fonctionnement qui,
selon Duval (2005), «repose sur une ressemblance entre la forme reconnue dans un tracé et la forme
caractéristique de 1’objet a identifier» (p.15). Puisque la ressemblance est une mise en
correspondance entre un signifiant (ce qui est percu) et son référent, deux cas se présentent: (1) le
référent est 1’espace physique environnant ou des objets matériels, et (2) le référent est une
représentation de sa forme type (une forme type d’un carré, une forme type d’un rectangle, une
forme type d’un triangle, etc.) a laquelle est associé un nom «qui permet de 1’évoquer et lui confére
ainsi le statut d’objet» (/bid., p. 15). C’est dans ce deuxieme cas que «la visualisation iconique
suppose la connaissance d’une forme type pour chaque objet géométrique a identifier» (p. 15).

Soulignons en passant, comme le souligne Duval (2005), que le la visualisation iconique,
en géométrie, peut se retrouver dans 1’impasse dans 1’'un des trois cas suivants: 1) lorsque nous
n’arrivons pas a voir les formes de sorte a pouvoir les transformer en d’autres formes différentes ou
semblables; 2) lorsque «la dissociation entre les opérations constituant I’acte de voir est d’autant
plus nécessaire qu’il peut y avoir conflit entre la reconnaissance des formes par simple
ressemblance a un exemple type et I’identification de 1’objet auquel correspond la forme reconnue»
et 3) lorsque «toutes les propriétés qui ne sont pas directement liées au contour caractéristique d’une
forme [...] restent hors champ et donc moins facilement mobilisables quand les énoncés de
problémes ne les mentionnent pas explicitement» (/bid., p. 15). Dans une telle situation d'impasse,
un autre mode de fonctionnement s'opére. Il s'agit du mode de la visualisation non iconique
(déconstruction des formes).

1.2. Visualisation non iconique

Selon Duval (2005), le fonctionnement typique de la visualisation non iconique suppose le
préalable de décomposer des formes discriminées en unités figurales. De plus, cette décomposition
doit débuter par les formes qui sont visuellement simples. Cette décomposition peut étre effectuée
essentiellement a 1’aide d’au moins deux manieres qui peuvent étre distinguées en considérant le
critére pratique se retrouvant dans les deux modes de fonctionnement de la visualisation non
iconique (Constructeur et Inventeur-bricoleur). 1l s’agit du critére qui suppose a introduire des
tracés supplémentaires a la figure de départ. Une telle introduction peut se faire dans I’'un des deux
cas suivants: (1) imposée et produite par les instruments utilisés pour construire une figure, (2)
imaginée par celui qui regarde puisque le choix du tracé supplémentaire nous laisse voir une
procédure de résolution du probléme donné. Ces deux maniéres impliquent deux types de
fonctionnement indépendants et qui n’ont aucun point en commun. Pour illustrer cela, Duval (2005)
considére deux types d’activités. Le premier est celui portant sur ’utilisation instrumentale d’une
figure. Le deuxiéme est celui du contexte de résolution de probleme. Concernant le premier type
d’activité, cet auteur relate la construction d’une figure et explique que les figures géométriques se
distinguent des autres types de figures par le fait qu'elles peuvent se construire essentiellement a
l'aide d’instruments producteurs de tracés D1/D2. Produire un tracé, revient a lui faire correspondre
a la fois une instruction formulable ou formulée et la mobilisation d’une propriété géométrique en
lien avec I’instrument utilisé (compas, régle non graduée, régle graduée...). C'est pour ainsi dire que
la construction de figures, comme étant une activité qui consiste presque toujours a configurer des
formes 2D/2D ou 3D/2D, s'appuie sur leur déconstruction en tracés 1D/2D et O0D/2D. La
déconstruction est une activité qui porte sur la reconstruction puisque la déconstruction des formes
2D/2D se fait de manicre automatique par l'instrument alors que la reconstruction prend en compte
l'ordre des instructions a privilégier pour les opérations de tragage a effectuer. C'est cette activité qui
entraine l'apparition de tracés auxilaires (tracés intermédiaires ou tracés supports-ceux dépassant le
contour des formes a tracer) qui étaient absents dans la figure a construire.

Matematika Didaktika aux CRMEF
Volume I (2015), Page 38



Développement de la visualisation ... (Abdelaziz ELHABIB)

Quant au deuxiéme type, celui de la résolution de problémes, cet auteur relate le probléme
du partage suivant: «comment partager un triangle en un seul coup de ciseau de maniére a
assembler les deux morceaux en un parallélogramme» (p. 17). Dans ce probléme, il s’agit d’obtenir
un parallélogramme en transformant le triangle en ajoutant des tracés supplémentaires. Cet auteur
souligne, d’une part, que cette transformation déconstruit une forme visuelle de base afin d’obtenir
une autre forme visuelle de base, et, d’autre part, que «le choix du tracé supplémentaire va dépendre
de la manic¢re dont les deux parties du triangle obtenus par ce tracé vont permettre de les
réassembler sous la forme d’un parallélogramme» (/bid, p.17). Cet auteur souligne que la
déconstruction, relative a [D’activité de résolution de problémes, est indépendante de la
déconstruction concernant 1’utilisation instrumentale. En effet, le fait de choisir un tracé
supplémentaire ne dépend pas de la facon dont le triangle est susceptible d’étre construit. De plus,
ce tracé supplémentaire, qu’on veut trouver, et les tracés auxiliaires (aussi, appelés tracés
intermédiaires ou tracés support) n’ont aucun point en commun. Notons que sont appelés tracés
réorganisateurs, tous les tracés qui favorisent la réorganisation d’une figure donnée dans le but d’y
faire apparaitre des formes qu’on ne reconnait pas immédiatement dans cette figure. Ainsi, une
condition doit étre satisfaite dans le but de réaliser, chez les €éleves, un apprentissage convoitant leur
capacité a voir de tels tracés pour les ajouter en vue de poursuivre dans leur démarche géométrique
et, par voie de conséquence, de trouver la solution a un probléme donnée. Cette condition est celle
qui doit favoriser la reconnaissance visuelle des formes au détriment de 1’identification des objets
représentés, qui va demeurer purement verbale. D’une part, une telle reconnaissance, a la différence
de toute énonciation (donc de la production de toute explication ou justification), se soustrait a tout
contrdle intentionnel. D’autre part, elle est soumise aux lois (lois gestaltistes) d’organisation des
données visuelles, qui «imposent la reconnaissance de certaines formes contre la reconnaissance
d’autres formes, méme si celles-ci sont verbalement évoquées» (Ibid., p. 18). A ce propos, en
explorant les différentes maniéres d’appréhender une figure géométrique, Duval (1994) souligne
que, parmi celles-ci, I’appréhension perspective est la maniére la plus immédiate.

Bref, dans les activités spécifiques de la construction de figures, la décomposition visuelle
n’est subordonnée a aucune connaissance géométrique du moment qu’elle est commandée, dirigée
et controlée par ’utilisation instrumentale. Par contre, ’utilisation heuristique des figures peut faire
appel a de telles connaissances géométriques, puisque 'on se sert des propriétés géométriques a des
fins d’explorations de figures. Tout cela pour dire que la visualisation non iconique ne dépend en
aucun cas d’aucune énonciation qu’elle soit explicite ou implicite. C’est ce point qui est considére,
selon Duval (2005), comme «fondamental pour comprendre I’importance et la spécificité de 1’acte
de voir dans I’apprentissage de la géométrie» (p. 18).

1.3. Visualisation iconique versus visualisation non iconique

Duval (2005) rappelle que «voir recouvre toujours deux niveaux d’opérations qui sont
différents et indépendants 1’un de 1’autre, méme si le plus souvent ils fusionnent dans la synergie
d’un méme acte» (p. 13). Ces niveaux sont: (1) «la reconnaissance discriminative de formesy et (2)
«I’identification des objets correspondants aux formes reconnuesy». Avoir une idée sur la facon de
passer du premier niveau au deuxiéme s’aveére un probléme cognitif majeur. En outre, selon cet
auteur, lors de la perception du monde environnant, ces deux niveaux s’effectuent de maniére
simultanée et sont, donc, indissociables 1'un de 1’autre; 1’objet percu et la forme permettant de le
distinguer sont immédiatement donnés. Ainsi, la fusion de ces deux niveaux constitue la condition
d’obtention de réponses adaptées et rapides a de nouvelles situations et imprévus. Toutefois, quant
aux représentations qu’on construit en produisant des tracés, leur perception n’est pas la méme que
celle qui se rapporte a la fusion des deux niveaux cités précédemment. En fait, les formes, qu’on
reconnait dans un tracé, et 1’objet que ce dernier veut représenter ne sont pas en «relation
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intrinséquey. Il est donc primordial de savoir comment on passe de 1'un a I’autre (Duval, 2005,
p.13).

Entre la forme discriminée visuellement et celle typique de 1’objet représenté, le passage
s’effectue a I’aide d’une «ressemblance» qui constitue généralement I’élément essentiel pour former
I’image (en rapport avec la sémiologie de 1’image) qui comprend d’autres informations qui s’y
integrent comme légende ou comme codage d’un élément figuratif. De plus, Pierce (dans Duval,
2005) considére la ressemblance comme une propriété caractérisant toutes les représentations
iconiques contrairement aux indices et aux symboles. Cependant, cette ressemblance ne constitue
pas naturellement une condition suffisante a la reconnaissance directe et immédiate de 1’objet
représenté. C’est pourquoi le mécanisme cognitif d’iconicité ne s’aveére pas souvent satisfaisant.
C’est pourquoi, comme le précise Duval (2005), il est nécessaire de recourir @ une énonciation
implicite ou explicite. C'est pour ainsi dire que l'identification de ce que les formes discriminées
représentent est assurée par l'apport verbal d’informations. Toutefois, le mécanisme d'iconicité doit
prendre le dessus sur 1'énonciation, jouant un réle auxiliaire, puisqu'il s'impose automatiquement
aussitot que quelque chose est donnée a voir.

Pour voir mathématiquement des figures, Duval examine une maniere de le faire, celle qui
suppose la décomposition d’une forme discriminée en «unités figurales» d’un nombre de
dimensions inférieur a celui de cette forme. Il désigne par forme discriminée, celle reconnue comme
une forme «nD/2Dy. Cette notation, «nD/2D», veut dire, selon Duval, une forme a n dimensions
produite dans I’espace a deux dimensions (le plan). Dans le cas de «0D/2D», c'est-a-dire dans le cas
des points, cet auteur souligne qu’on sort de toute visualisation. Ainsi, dans le but de la mise en
évidence que cette manieére de voir posséde un «caractére irréductible» par rapport a celles
analysées précédemment, et dans le but de prouver qu’elle représente le «premier seuil décisif a
I’apprentissage de la géométrie», il réalise une comparaison entre la décomposition dimensionnelle
des formes et la décomposition méréologique (Duval, 2005, p. 20-21). Pour cela et avant toute
chose, nous allons présenter en quoi consiste la décomposition méréologique.

1.4. Décomposition méréologique

Tout d’abord, rappelons, comme le souligne Duval (2005), que le fait d’utiliser
heuristiquement une figure nécessite souvent qu’on fasse son regard a I’instar d’un puzzle. Une telle
exigence implique que I’on doive décomposer (ou déconstruire) la figure de départ en unités
figurales ayant le méme nombre de dimensions que celui de cette figure. Une telle décomposition
est appelée décomposition, ou division, méréologique. D’un coté, cette division est considérée
comme celle d’un tout en des parties superposables ou juxtaposables. D’un autre coté, elle
s’effectue toujours dans le but de reconstruire, a I’aide des parties ainsi trouvées, une figure qui soit
trés différente visuellement de la figure de départ. La décomposition méréologique des figures, qui
s’inscrit dans le cadre d’un processus plus global de «métamorphose», est considérée comme 1’une
des démarches les plus anciennes historiquement. A ce propos, selon Padilla (1992), la relation de
Pythagore a ét¢ démontrée, lors des premieres fois, grace a des opérations de décomposition visant
une reconfiguration méréologique (Duval, 2005, p. 21). La décomposition méréologique est de trois
types: (1) strictement homogene, (2) homogene et (3) hétérogéne. Le tableau suivant résume
l'illustration de ces trois types.

1. Exemple de décomposition

méréologique strictement

homogéne (Duval, 2005, p. 21) DE
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2. Exemple de décomposition
méréologique homogene (Duval, —» —»
2005, p. 21) < <

3. Exemple de décomposition P, :
méréologique hétérogéne (Duval, M /A
2005, p. 22) S e /

1.5. Déconstruction dimensionnelle
Duval (2005) nous fait savoir que «la maniére mathématique de voir les figures consiste a
décomposer n’importe quelle forme discriminée, c’est-a-dire reconnue comme une forme nD/2D,
en unités figurales d’un nombre de dimensions inférieur a celui de cette forme» (p. 20). A titre
explicatif, il ajoute qu’une forme (3D/2D) (exemple: une pyramide, un cube, etc.) peut-Etre
décomposée en une configuration d’unités figurales (2D/2D) (carrés, triangles, etc.). De méme, une
forme (2D/2D) (polygones: triangle, carré, rectangle, hexagone, etc.) peut-étre décomposée en
unités figurales (1D/2D) (droites, segments de droite, etc.). A leur tour, les unités figurales (1D/2D)
(droites, segments de droite, etc.) peuvent étre décomposées en unités figurales (0D/2D) (des
points). Avec des unités figurales (0D/2D), c'est-a-dire avec les points, cet auteur souligne qu’on
sort de toute visualisation puisqu’un point n’est visible que s’il apparait comme 1’intersection
d’unités figurales (1D/2D), c'est-a-dire, par exemple, comme dans des tracés sécants ou dans des
tracés qui forment un coin tel qu’un sommet ou un angle (/bid.).
Pour terminer ce survol sur le cadre de référence, nous retenons que I’introduction des
connaissances en géométrie peut se faire en recourant selon le cas soit a la visualisation iconique,
soit a la visualisation non iconique tout en sachant que la transition entre I'un de ces deux modes a
l'autre respecte certaines conditions. Nous retenons également que les différents types de
décompositions heuristiques sont des moyens favorables & cette introduction de connaissances. A
tout cela s’ajoute le fait que la situation mathématique, que nous voulons traiter par la visualisation
géométrique, doit étre géométrisable, c'est a dire une situation qui donne lieu implicitement ou
explicitement a une figure géométrique.
A fin de rendre notre cadre de référence & la portée de tous ceux qui veulent se l'approprier (en
particulier les enseignants et les ¢éléves), nous l'avons traduit sous forme d'algorithme qui servira
comme stratégie pour faire de la visualisation géométrique. La figure suivante illustre cet
algorithme.
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Situation mathématique géométrisable

\V4
Figure de départ €
™ Vimalisatoniconique [l [erreeererr e
Visualisationiconique . "
Traitement sur la figure de départ pour en
Traitement sur 1a figure de départ : obtenir une nouvelle:
1- La balayer du regard visuel en discriminant des .
formes qui y sont contenues; C‘me’r "m“'.er"
2- Reconnaitre les formes discriminées en les *des trac(’as rem:g.a].usateurs,
nommant; + des tracés auxiliaires.
3- Reconnaitre les propriétés des relations entre
des formes reconnues

Activité discursive

FIN

(ELHABIB, 2013)

Dans ce qui suit, nous allons présenter des exemples d'application de notre cadre de référence
(donc de cette stratégie ou algorithme). Pour chacun des exemples suivants, nous allons fonctionner
en termes d'étapes.

n(n+1)
1+2+43+4+..+n=——-

n=1
Exemple 1 : Montrer que pour

n=4

Nous allons faire I’illustration pour (la généralité du résultat est conservée si I’on fait d’autres
suppositions). Pour commencer, nous allons considérer la figure de départ suivante (représentation
des nombres par des carrés unité ):

=

> Tableau des aires :
3>
EE\ Airedelazonejaune | 1 + 2 + 3 + 4

Nous ajoutons des tracés pour obtenir la nouvelle « figure de départ» suivante:
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A

En ajoutant de la couleur, nous obtenons:

&
)
=

Tableau des aires :

Aire de la zone

2 g s L+ 2 4+ 3 +H4

Aire de la zone

1+—2+3

bleue

(+2+3+4)+(1+2+3)
Aire totale 4 =<4

(1+2+3+4) +(1+2+3) = 4x4

A

Nous avons donc:

Etape : Nous ajoutons des tracés pour obtenir la deuxiéme nouvelle « figure de départ» suivante:

Ou encore
Nous obtenons le tableau suivant:
Tableau des aires :

—f\iredelazone P P R

jaune
gk S 1+Z #3544 Ona (1+243+4)+(1+2+3+4)=4x]

bleue donc

Aire totale (1+2+3+4)+(1+2+3+4) =

(calculde deux maniére 2(1+2+3+4) N 4><5

4x5
dh‘férentes)
4x5 4x(4+1)
2(1+2+3+4) =4x5 (1+2+3+4) = =
D'ou ou encore
Z:’k3 =[Z’k] n=>1
Exemple 2 : Montrer que pour
n=>5
Nous allons faire I'illustration pour (la généralité du résultat est conservée si I’on fait d’autres
P+2° 43 +4° +5 =(142+3+4+5)°

suppositions): . Pour commencer, nous allons considérer la

figure de départ suivante (représentations des nombres par des longueurs de segments):
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3

2
1

273 4 5

Nous pouvons voir que cette figure se construit selon une croissance itérative par les ajouts de
gnomons (comme illustré dans la figure suivante):

Tableau des aires :

5 Aire du petit carré 12

o Aires des gnomons 9
4 Ainsi Aire du carré du (1+2+3+4+5)Z
3 grand coteé La somme des aires
) du petit carré et des
1 différents gnomons

5(1+2+3+4)

4(1+2+3)

30+2)
. .
12 3 4 5 12 3 4 5
Chaque gnomon (ou équerre) est L’aire du gnomn vaut la somme des aires
composé de deux rectangles juxtaposés a respectifs des deux rectangles et du carré;
un carré;

Ainsi, nous avons:
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L'aire _du_gnomon _d'ordre 2

=2x2(1)+2* =2x2*=2°

L'aire _du_gnomon _d'ordre _3:
=2x3“+2)+33=2x3[ggé]+33=2x32+33=3x33=3’
L'aire_du_gnomon d'ordre 4.
=2x4[l+2+3)+43=2x4[§§i)+43=3x4’+43=4x4’=41
L'aire_du_gnomon _d'ordre 5:

=2x5“+2+3+4)+53=2x5(i§§)+52=4x52+52=5x52=§

PR P+2 43 +4+5 =(1+2+3+4+5)°
En écrivant , nous avons alors
Exemple 3: Construction par Abu-1"Wafa d’un carré¢ EFGH trois fois plus grand qu’un carré ABCD

donné
Etape 1: Nous partons d’un carré ABCD, comme figure de départ, et nous tragons ses diagonales.

& D C D
A B A B
C D '+ D
A B A B

Nous tracons: (1) I’'image du triangle BDC par la rotation de centre B et d’angle -45°; (2) 1’image
du triangle CAD par la rotation de centre C et d’angle -45°; (3) I'image du triangle DBA par la
rotation de centre D et d’angle -45°; et (4) I’'image du triangle BAC par la rotation de centre B et
d’angle -45°;

Ainsi, nous obtenons la deuxiéme nouvelle « figure de départy suivante:
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Tableau des aires :

Aires valeur

Aire de chaque carré |La moitié de l'aire du
jaune carré de départ

Aire total La somme des aires

du carré de départ
et de chaque
triangle jaune

Donc I’aire totale est trois fois 1’aire du carré de départ. Nous pouvons constater que chaque
triangle jaune peut étre obtenu par une rotation d’un autre triangle jaune autour du point O.
v Ainsi, en ajoutant les tracés de droite joignant
les sommets de I’angle droit de chacun des
triangles jaunes, nous obtenons un carré (carré en
rouge)
v Nous pouvons constater que les petits
triangles jaunes se trouvant a I’extérieur du carré
rouge sont isométriques, d’une part entre eux et,

D/ C

A B
d’autres part aux petit triangles blancs qui sont a
I’intérieur.

Nous colorons tous ces petits triangles comme dans la figure qui suit.

¥" Tous les petits triangles gris ont la méme
aire;

v 1l s’ensuit que I’aire du carré rouge est
trois fois I’aire du carré initial ABCD.

D/c
A B
1
x+;22 +>0

Exemple 4 : Montrer que avec
x+ %C
Nous commengons par un carré dont le coté est représenté par (les segments constituant le
1
.

cOté sont représentés respectivement pas et )
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x>0

' — e la situation exige que ;
Dans cette figure, nous avons

X
1 pris inférieur a 1 et, donc
X + . 1/x est supérieur a 1;
Ainsi, pour ne pas perdre la
généralit¢ de la preuve de

1
x+422 x>0

pour tout , il
suffit de garder en téte que
dans le membre de gauche x
et 1/x jouent des rdles

% |

symétriques.
Nous tragons les segments suivants comme dans la figure suivante:
Tableau des aires :

% X o % x+%€
o - 1 x(x+%)
I % 1 (%C)z YA A

e 2 (il SYAVAT IV A)

En développant davantage dans la figure, nous obtenons:

v Nous considérons les quatre rectangles dont
les aires respectives sont de 1;

v Nous colorons ces quatre rectangles pour les
distinguer comme parties du grand carré;

Nous obtenons finalement:
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v" L’aire du grand carré est donc supérieur a 4
2
1
x+— | 24
X
v Ou encore
2
1
x+— | 24
X
1 1
xX+—| 22 xX+—| 22
X X
v Ainsi
v" Nous avons utilisé le fait que si, pour
a b g*<b’
deux nombres positifs et

a<bh

(proposition que nous allons
montrer ci-apres)

Exemple 5 : Montrer que si alors ( )

Nous commencgons par interpréter I’inégalité initiale ( ) comme étant celle entre les aires
b
a

respectives de deux carrés dont les longueurs de leurs cotés respectifs sont les nombres et
Ainsi, en termes d’inclusion, nous pouvons dire que la zone délimitée par le carré, dont la longueur

b
a
de coté est , est contenue dans I’autre zone délimitée par le carré dont la longueur de coté est
b
2 b
a a’ - b b Ainsi
- a
b
alb

D'ou

a+b

- >

2 ab a,b>0

Exemple 6 : Montrer que avec
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Pour commencer, nous allons considérer la figure de départ suivante (représentations des nombres
par des longueurs de segments):

a+é

Ensuite, nous construisons le demi-cercle de rayon . Nous obtenons la nouvelle figure de
départ suivante:

/ \ (a+h)/2

{ (a+b)/2 \

A 1

. . B

a b
b
ab="n’

Les deux triangles ADC et DBC sont semblables. Il en découle que ou encore .D'ou
. \/a_ a +b atby \/—

. Enfin, nous pouvons voir que
Exemple 7 : Théoréme généralisant le theoréme de Pythagore
Etant donnés un triangle ABC quelconque, et deux parallélogrammes ABDE et ACFG
construits a l'extérieur de ce triangle a partir de ses cotés AB et AC.

E G Ensuite, on prolonge
les segments DE et FG
jusqu’a ce qu’ils se
croisent en un point H.

D F qu'on joint par un
B C segment avec le point
A.

Nous  obtenons la
figure ci-contre.

Alors, on construit le parallélogramme BCML de sorte que ses cotés BL et CM aient la méme
longueur que le segment HA et lui soient parall¢les.
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F

N,

Cette figure
constitue notre
figure de départ.
Pour mieux voir,
nous y ajoutons des
tracés et  nous
obtenons la
nouvelle figure ci-
contre:

#
p
LY —M |

Les deux parallélogrammes DBAE et IBAH ont la méme aire. Les deux parallélogrammes ACFG et
ACSH ont la méme aire. Nous colorons les triangles AEH, en jaune, et AGH en vert. Nous
décolorons les triangles DBI et CFS. Nous obtenons la figure suivante.

i

Nous déplagons les
deux parallélogrammes
jaune et vert par une
translation  (IB=BL).
Nous  obtenons Ia
figure ci-contre.

Avant de poursuivre, faisons un rappel sur la transformation préservant I’aire seulement. Elle
s'énonce, selon 1'un des deux cas, comme suit:

a) Si deux triangles ont une base commune et
leurs sommets se trouvent sur une ligne
parall¢le a la base, alors ils doivent avoir

des aires égales;

b) Si deux parallélogrammes ont une base
commune et leurs sommets se trouvent sur
une ligne parallele a la base, alors ils
doivent avoir des aires égales;

Maintenant, revenons a notre figure ci-apes:
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Les deux parallélogrammes BLJA et
BLVK ont la méme aire (image 1’'un
de I’autre par une transformation qui
préserve ’aire seulement).

De méme, Les deux parallélogrammes
AIMC et KVMC ont la méme aire
(image 1'un de l’autre par une
transformation qui préserve 1’aire
seulement). Or, nous avons:

dire{ ZBLMC) = airel 7 BLVK) +aire( 7 KTMC)

Nous avons également:
aire(oBLJA) = aire(a BLVK)
aire(aJMCA) = aire(a KVAMC)
aire(a BLMC) = aire(a BLVK) + aire(a KVM(C)
aire(a BLMC) = aire(a BLJA) + aire(a JMCA)
= aire(clBAH )+ aire(c ACSH)
= aire(ocDBAE) + aire(cGACF)

Avec ces considérations, le théoréme, généralisant celui de Pythagore, implique que ’aire
du parallélogramme BCML est égale a la somme des aires respectives des
parallélogrammes ABDE et ACFG.

D'ou le résultat :

aire(a BCML) = aire(a ABDE) + aire(a ACFG)

Exemple 8 : Inégalité entre les aires d’un rectangle et de son parallélogramme associé

Pour commencer, nous allons partir avec le rectangle ABCD comme figure de départ.
A D

Nous allons tourner les coté AB et CD:
n(B,a)
¢ AB par la rotation ;
n(C,a)
B C -
¢ DC par la rotation
Nous obtenons la figure suivante:
i D > [ D
Kl ' 'B‘ , K ( = |k \ ..Br , K C

R . ! v ( B v : . (
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A D A D

O Le rectangle jaune a la méme aire que le parallélogramme associé;
Q Comme nous pouvons le voir, la zone délimitée par le rectangle jaune est incluse
dans celle du rectangle bleu. Il s’ensuit la preuve souhaitée.

.RECOMMANDATION POUR L'ENSEIGNEMENT ET LA FORMATION A
L'ENSEIGNEMENT

Au cours de notre expérience professionnelle comme enseignant de mathématiques au secondaire,
nous avons souvent constaté, chez nos ¢leves, la difficulté a construire des significations
mathématiques. Les causes de ce probléme peuvent étre variées; mais notre pratique nous a incité a
regarder du c6té du processus de la visualisation mathématique. Cet important processus
mathématique se trouve en effet au coeur de ce probleme. Des auteurs, tels que Arcavi
(1999), Buckley, Gahegan et Clarke (2000), Duval (1999), Gilbert (2005) et Kaput (1999) sont
d’accord que la visualisation joue un rdle central dans les processus cognitifs auxquels les
scientifiques et les mathématiciens se livrent (dans Phillips et al., 2010). Au Québec, le MELS
(2006) insiste sur I'utilisation de la visualisation, en géométrie, par exemple, afin que les €leves
développent leur sens spatial. Notons que le Québec adopte, dans son systéme éducatif, I'approche
par compétences. De méme, Comme le souligne un document du ministére de I’Education de
I’Alberta (Alberta Education, 2008), le processus de visualisation compte parmi les sept processus
mathématiques qui sont interdépendants et essentiels a I’apprentissage, a la compréhension et aux
applications des mathématiques. En outre, selon Armstrong (1993), la visualisation «met en jeu la
capacité a penser en image, a percevoir, a transformer et a recréer différents aspects du monde
visuel et spatial» (lu dans (Alberta Education, 2008, p. 10)). Il ressort de ce qui précede que la
visualisation mathématique joue un role essentiel dans le développement de compétences
mathématiques. Il nous semble que pour un éléve, qui recours a la visualisation dans ses
apprentissages en mathématiques, parviendrait plus a comprendre une notion ou un concept
mathématique et a donner du sens a ce qu'il apprend. De plus, il serait facile a cet ¢leve de
communiquer ou d’exprimer ce qu’il prétend avoir appris ou compris. Pour les raisons que nous
nous venons de citer, nous allons présenter dans ce qui suit certaines recommandations pour
I'enseignement et pour la formation des enseignants.

Pour l'enseignement, il est primordial de valoriser la visualisation mathématique par l'entremise
d'activités d'apprentissages puisqu'elle permet a I'apprenant de vivre des expériences diverses de
modélisation, de généralisation, de preuve, etc. Ainsi, nous invitons l'enseignant a planifier des
taches et des activités en tenant compte de ce processus de visualisation tout en incitant les éleves a
recourir a la stratégie de visualisation que nous avons proposée précédemment. Nous invitons
¢galement l'enseignant a se livrer a la visualisation en salle de classe de maniére réguliére et en
adoptant la stratégie de visualisation, car il développerait chez ses €éléves le sentiment de motivation
et de compétence. Quant a la formation des enseignants, nous pensons qu'il trés rentable de les
amener a adopter le processus de visualisation comme un mode de pensée. Autrement dit, ils
doivent suivre un programme qui met l'accent sur l'importance de visualiser en considérant
I'apprentissage de cette notion a l'instar de toute autre notion mathématique ou pratique
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pédagogique.

4. CONCLUSION

En guise de conclusion, nous pensons que notre cadre de référence, au méme titre que la stratégie
présentée dans de document, vont permettre aux €léves leur prise de conscience que 1’apprentissage
de la géométrie est capital dans la mesure ou il permet d’articuler les différents registres
mathématiques, notamment le registre figural, le registre discursif (discours), le registre numérique
et le registre algébrique. C’est ainsi I’occasion qui met 1’accent sur les différents types de
raisonnement, a savoir les raisonnements par abduction, par déduction et par induction. Sans oublier
le raisonnement analytique qui constitue I’élément clé de I’apprentissage de 1’algebre au secondaire.
De telles occasions concernent également des aspects, décrits par Alsina et Neslon (2006), qui
permettent d’apprendre a conjecturer, a généraliser, a vérifier la vérit¢é ou la validité d’une
proposition ou conjecture, a réfuter heuristiquement, localement ou globalement une fausse
déclaration par le recours a des contre-exemples, et finalement, & comprendre les significations
attachées a une définition, & une proposition, & une argumentation, a une justification, a une
vérification, a une preuve, etc.

Bref, nous demeurons convaincus que 1’adoption de I’approche de géométrisation comme voie a la
visualisation mathématique permet le déploiement de 1’arsenal offert par la géométrie (par exemple,
le registre figurale) et par la visualisation géométrique que nous considérons a la fois comme
processus et comme approche d'acquisition de sens. Nous jugeons qu'il serait bénéfique d'introduire
cette approche d'un coté, dans I'enseignement en salle de classe, aupres des éléves du secondaire en
les incitant a utiliser la stratégie de visualisation, et d'un autre c6té, dans le programme de formation
des future-maitres a l'instar de toute autre approche pédagogique ou didactique.
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RESUME

Cet article présente 1’analyse d’une activité en lien avec les nombres qui fait partie du travail au
quotidien d’une enseignante de maternelle au Québec. Guidée par une définition large du concept
de sens du nombre et en convoquant 1’approche documentaire, I’auteure examine cette partie du
travail de I’enseignante a partir du concept de document : une élaboration comportant une
dimension ressource et une dimension scheme d’utilisation (au sens de Vergnaud). Cette analyse
permet d’identifier non seulement I’activité professionnelle de 1’enseignante associée a une
ressource, mais aussi les idées qui orientent cette activité.

INTRODUCTION

Le terme « sens du nombre » est aujourd’hui généralement reconnu comme une fagon de
penser qui permet d’établir des relations entre les connaissances en lien avec les nombres pour les
utiliser dans diverses situations.

Les programmes d’études actuels de nombreux pays soulignent I’importance de favoriser le
développement du sens du nombre a partir de 1’age préscolaire, car la construction d’apprentissages
par rapport aux nombres commence deés les premiers stades d’apprentissage au fur et a mesure que
I’enfant participe a I’activité mathématique. Toutefois, aucune recherche, a notre connaissance, n’a
étudié le travail que les enseignantes et les enseignants réalisent quotidiennement au préscolaire afin
de favoriser le développement du sens du nombre.

Particulierement au Québec, le travail des enseignantes et des enseignants dans le contexte
des classes maternelles a été peu documenté. Cependant, il semble avoir été influencé par
différentes postures sur la maniére d’aborder les nombres au préscolaire.

Bien que le programme d'éducation préscolaire actuellement en vigueur au Québec n’inclue
pas de maniere explicite le terme « sens du nombre », il offre des orientations générales pour mettre
en ceuvre différentes activités ou les nombres interviennent. Toutefois, ce programme ne précise pas
les apprentissages visés, ce qui laisse une grande marge de manceuvre aux enseignantes et aux
enseignants.

Quels types d’activités en lien avec les nombres sont offerts aux enfants dans le contexte de
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1’éducation préscolaire au Québec? Quels apprentissages par rapport aux nombres pourront-ils
construire? Quelles relations entre ces apprentissages? Qu’est-ce que les enseignantes et les
enseignants utilisent afin de favoriser ces apprentissages? Comment utilisent-ils ces ressources?

Afin de répondre a ces questions, nous avons réalisé, dans le cadre de nos études a la
maitrise, un projet qui nous a permis de décrire une grande partie du travail en lien avec les
nombres d’une enseignante de maternelle au Québec. Dans cet article, nous présentons 1’analyse
d’une des activités qui fait partie du travail au quotidien de cette enseignante.

1. PROBLEMATIQUE

1.1 Pourquoi s’intéresser au contexte de I’éducation préscolaire?

Les orientations et les finalités a privilégier dans le contexte de 1’éducation préscolaire
interrogent toujours le monde de 1’éducation (Dumais, 2005). Dans certains pays, son role est
essentiellement de socialiser le jeune enfant et dans d’autres, I’accent est mis sur 1’acquisition de
savoirs disciplinaires (Bedard, 2010).

Ces deux postures ont pu influencer les ressources que les enseignantes et les enseignants du
préscolaire utilisent dans leur travail en lien avec les nombres et les manieres d’utiliser ces
ressources. En plus, dans le contexte international, la maniére d’aborder les nombres au préscolaire
a connu plusieurs développements au fil des années.

Rieunaud (1989) a identifié une période entre les années 60 et 70 ou I’un des impacts de la
théorie piagétienne sur la pratique pédagogique a 1’école maternelle, a été qu’elle « allait éliminer
de la pratique préscolaire 1’apprentissage de la suite verbale des nombres (ou comptine) et les
pratiques traditionnelles du décompte » (Rieunaud, 1989, p. 8).

Depuis les années 1970, des recherches psychologiques plutot que pédagogiques « ont remis
en lumiére les singuliéres capacités de décompte du tout jeune enfant, contestant ainsi indirectement
la théorie piagétienne » (Rieunaud, 1989, p. 8). Ainsi, la numération et le comptage entrent dans
I’éducation préscolaire a partir de la perspective de la familiarisation (Castro et Penas, 2008). Les
mathématiques sont présentées avec un langage familier en évitant I’abus de formalismes et de
représentations symboliques a travers les situations quotidiennes de la classe et les contextes
proches des enfants (distribution et arrangement de jouets, lecture du calendrier, jeux de dés, de
cartes, les anniversaires, le changement des dents, etc.). Une auteure d’une grande influence sur
cette perspective a été Constance Kamii qui a affirmé qu’enseigner de facon directe la structure
logico-mathématique du nombre n’est pas possible (Kamii, 1990).

Des enjeux liés a ce type de modeéles ont été questionnés (Castro et Penas, 2008). D’abord, si
’activité mathématique est seulement offerte a partir de situations quotidiennes qui dépendent
fortement de I’occasionnel, 1’organisation et le séquencage des contenus sont laissés au hasard.
Ensuite, tous les enfants n’ont pas les mémes expériences et méme si elles sont similaires, ils n’ont
pas la méme facon de s’approcher des connaissances mathématiques. Ces questionnements ont
donné naissance a une autre perspective, celle de I’intentionnalité pédagogique (Castro et Penas,
2008). Les pratiques d’enseignement, méme si elles peuvent étre basées sur les expériences des
enfants, sont planifiées visant a assurer 1’égalité des opportunités face a 1’acces aux connaissances
mathématiques. Cependant, cette posture a été associée, dans certains cas, a des pratiques
d’enseignement traditionnelles de transmission de connaissances.
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Les approches liées a la résolution de problémes constituent la perspective actuelle pour
aborder les mathématiques au préscolaire (Castro et Penas, 2008). Dans cette perspective, les
propositions offertes aux enfants s’organisent autour des problémes ou défis qui promeuvent
I’expérimentation, 1’essai et la discussion d’arguments, non seulement pour résoudre des problemes
pratiques, mais aussi pour participer a 1’activité intellectuelle a la fagon des «mathématiciens».

Cette analyse nous permet de comprendre qu’il existe différents points de vue sur la manieére
d’aborder I’enseignement des nombres au préscolaire qui peuvent influencer le travail des
enseignantes et des enseignants. En plus de ces différents points de vue, dans les années 80 et 90, le
concept de « sens du nombre» gagne en popularité au sein de la communauté éducative
mathématique. Ainsi, les recherches qui se sont intéressées au développement du sens du nombre
chez le jeune enfant offrent une autre perspective sur la maniere d’aborder 1’enseignement des
nombres au préscolaire. Dans la prochaine section nous présenterons I’analyse de cette perspective.

1.2 Pourquoi s’intéresser au développement du sens du nombre au préscolaire?

Le sens du nombre est aujourd’hui généralement reconnu comme une fagon de penser qui
permet d’établir des relations entre les connaissances en lien avec les nombres pour les utiliser dans
diverses situations.

Calculer rapidement un pourboire de 15 pour cent dans un restaurant, savoir que 0,498732
est environ %2 ou reconnaitre que le calcul 48 x 12 sera moins problématique que celui de 48 x 13,
voila quelques exemples des indicateurs du sens du nombre. Des problémes de ce type peuvent étre
difficiles a résoudre pour de nombreuses personnes. C’est possible qu’elles cherchent a identifier
une procédure adéquate pour résoudre les problemes, tandis que ceux qui peuvent trouver une
solution avec une certaine facilité sont capables de reconnaitre et d’utiliser les relations entre les
nombres (Anghileri, 2006).

Cette facon de penser par rapport aux nombres commence a se développer des les premiers
stades d’apprentissage. Case (1989) nous rappelle que le sens du nombre n’est pas statique, il
évolue peu a peu dans la mesure ou I’enfant participe a 1’activité mathématique. En effet, certains
liens et généralisations peuvent commencer a s’établir a partir de 1’age préscolaire (Anghileri,
2006). Le chiffre 6, par exemple, peut étre reconnu non seulement comme représentant le cardinal
d’un ensemble de six objets, mais aussi comme représentant le nombre précédant 7 et succédant a 5
dans les contextes de 1’age des enfants ou de 1’heure. En plus, dans un jeu de dés ou de cartes, le 6
peut étre reconnu comme la somme de 2 plus 2 plus 2, le double de 3 ou le résultat de 4 plus 2. De
cette facon, certains enfants peuvent commencer a réfléchir sur la relation entre 6 et d’autres
nombres, mais surtout ils commencent a construire I’idée que chaque nombre peut étre relié a
beaucoup d’autres (Ibid.).

A la fin des années 80 et au début des années 90, des organismes de différents pays ont
produit des documents appelant aux réformes des curriculums, privilégiant le développement du
sens du nombre. Les ‘Principles and Standards for School Mathematics’ congus par le National
Council for teachers of Mathematics (NCTM) ont inspiré les réformes de programmes de
mathématiques de plusieurs pays (Anghileri, 2006). Actuellement, I’importance de favoriser le
développement du sens du nombre a partir de 1’éducation préscolaire est soulignée dans les
programmes d’études officiels de nombreux pays. Parmi eux, nous pouvons énumérer 1’ Australie,
I’ Angleterre, I’Irlande, les Etats-Unis, le Mexique, I’Espagne, ainsi que plusieurs des provinces
canadiennes anglophones comme 1’ Alberta et 1’Ontario.

De nombreuses recherches se sont intéressées au développement du sens du nombre chez le
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jeune enfant (Sapansky, 2009; Lago, 2007; Moomaw, 2008; Brade, 2003; Bobis, 2008). Toutefois,
aucune d’entre elles n’a étudié le travail des enseignantes et des enseignants d’un point de vue
global qui permettrait d’identifier les apprentissages et les relations entre ces apprentissages qu’ils
veulent favoriser chez les enfants au moyen de leur activité au quotidien.

1.3 Pourquoi s’intéresser au travail des enseignantes et des enseignants de maternelle au
Québec?

Particuliérement au Québec, entre autres services offerts a la petite enfance, ont peut
identifier les classes maternelles a temps plein en milieu scolaire pour les enfants de 5 ans qui
dépendent du Ministere de I’Education du Loisir et du Sport (MELS).

Les pratiques d’enseignement dans ce contexte ont été peu documentées (Bédard, 2010).
Toutefois, I’analyse de publications gouvernementales et de travaux de recherche laisse entrevoir
qu’elles peuvent avoir été influencées par les différentes postures que nous avons décrites
précédemment.

L’influence des postures dérivées de la théorie piagétienne peut étre identifiée dans une
publication officielle de la fin des années 70. En effet, la brochure Les activités a la maternelle.
Eveil mathématique publiée par le Ministére d’Education du Québec en 1977, suggére une série
d’activités pré numériques tels la correspondance terme a terme; la sériation et la classification; la
conservation de la quantité.

La perspective de la familiarisation semble avoir eu sa place dans 1’éducation préscolaire au
Québec. Premiérement, le programme de 1997 utilise le verbe familiariser dans les orientations
offertes pour aborder la mathématique. Deuxiémement, Kamii est une auteure fréquemment citée
dans le matériel adressé au personnel enseignant et aux étudiantes et étudiants en éducation.

Deux recherches québécoises ont convoqué le concept de résolution de problemes : Dumais
(2005) et Poulin, Capuano, Brodeur, Giroux, Vitaro, Verlaan (2002). Ces deux travaux ont étudié
I’impact de séquences didactiques sur la construction du concept de nombre chez des enfants de
classe maternelle. Dans le deux cas, les enfants se sont vus confrontés a résoudre différents
problemes en lien avec les nombres.

Jusqu’a ici nous avons analysé les différentes positions sur la fagon d’aborder les nombres
au préscolaire au Québec qui peuvent avoir influencé les ressources choisies par les enseignantes et
les enseignants et les manieres d’utiliser ces ressources pour favoriser les apprentissages en lien
avec les nombres chez les enfants. Ensuite, nous analyserons la posture pronée par le programme
actuel de 1’école québécoise sur la facon d’aborder la mathématique au préscolaire.

Le curriculum, actuellement en vigueur au Québec est fondé sur I’approche par compétences et
integre, pour la premiere fois, le programme d’éducation préscolaire.

Le chapitre 4, entierement dédié a 1’éducation préscolaire, est structuré autour de six
compétences, parmi lesquelles on identifie la compétence 5 nommée « Construire sa compréhension
du monde ». La mathématique y est placée dans 1’ensemble des domaines de connaissances. A la fin
de ce chapitre sont énoncés les savoirs essentiels des différents domaines de connaissances y
compris ceux ayant trait a la mathématique:

« ...les jeux de nombres (ex. : loto, calendrier); de dénombrement (ex. : compter le nombre d’amis);
d’association (ex. : associer un objet a une forme géométrique); de comparaison (ex. : comparer la
longueur de deux objets); de regroupement et de classement (ex. : classer des objets selon la
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couleur, la texture); de régularité (ex. : créer des suites d’objets de plus en plus complexes);
d’estimation (ex. : la longueur, la quantité); de mesure (p. ex. : mesurer des objets a I’aide d’une
corde) » (Gouvernement du Québec, 2001, p. 68).

Selon notre interprétation du programme, méme s’il n’inclut pas de maniéere explicite le
concept de sens du nombre, il promeuve que les enseignantes et les enseignants de maternelle
proposent aux enfants des activités qui pourraient favoriser la construction d’apprentissages et de
relations en lien avec les nombres. Cependant, ces apprentissages et ces relations ne sont pas
clairement précisés. Par exemple, quelle lecture les enseignantes et les enseignants pourraient-ils
faire de la phrase « les jeux de nombres (ex. : loto, calendrier) ». Quelles seraient les consignes
qu’ils donneraient aux enfants? Quels types de taches : la lecture, 1’écriture des nombres ou la
résolution de problémes simples d’addition? Quels seraient les objectifs a atteindre : avancer sur la
connaissance de la chalne numérique, quelques premiéres réflexions par rapport aux régularités du
systéme décimal? Etant donné que les savoirs en lien avec les nombres sont exprimés en termes de
jeux ou de ressources tels que le loto ou le calendrier, qu’en est-il de 1’utilisation de ces ressources?

Nous répondons en partie a ces questions, en présentant 1’analyse d’une des activités en lien
avec les nombres qui fait partie du travail au quotidien d’une enseignante de maternelle au Québec.
Cette analyse a été guidée par les concepts constitutifs de 1’approche documentaire et par une
définition large du concept de sens du nombre. Dans la section suivante, nous présentons les
travaux retenus et les définitions des concepts qui ont orienté notre démarche.

2. CADRE DE REFERENCE
2.1 I’approche documentaire

Afin de conceptualiser le travail des enseignantes et des enseignants, nous convoquons
I’approche documentaire développée par Gueudet et Trouche (2010).

Le point de départ des concepts constitutifs de I’approche documentaire est 1’approche
instrumentale développée par Rabardel qui repose sur la distinction entre instrument et artefact
(Gueudet et Trouche, 2010). C’est le sujet qui, au cours de 1’usage, attribue a 1’artefact un statut
d’instrument. Un instrument est une entité mixte qui comprend d’une part un artefact et d’autre part
des schemes d’utilisation de cet artefact.

Le terme artefact est utilisé pour désigner un produit de 1’activité humaine élaboré pour
s’inscrire dans une activité finalisée (Rabardel, 1995). Un artefact peut étre un dispositif matériel
(I’équerre, la calculette, 1’ordinateur, etc.), mais il peut aussi étre symbolique. Les abaques, les
tables de multiplication, les méthodes « sont des exemples de dispositifs a dominante symbolique »
(Rabardel, 1999, p. 8). Un artefact n’est pas un matériel neutre. Il comporte des contraintes et des
potentialités qui interviennent sur la construction des savoirs (Rabardel, 1995). Dans le processus
d’appropriation d’un artefact, le sujet élabore des structures permettant 1’organisation de 1’action :
les schémes d’utilisation (Rabardel, 1995).

Gueudet et Trouche prolongent les concepts développés par Rabardel. De cette facon,
chaque concept de 1’approche instrumentale devient particulier dans le contexte de 1’activité des
professeures et des professeurs. Ainsi, le sujet est ici I’enseignante ou 1’enseignant en interaction
avec un ensemble d’artefacts, ici les ressources. L’entité mixte formée par les ressources et les
schemes d’utilisation est ici le document, c'est-a-dire, le concept équivalent a celui d’instrument.

Le principe essentiel de 1’approche documentaire est celui selon lequel les enseignantes et
les enseignants sélectionnent, modifient, recombinent des ensembles de ressources-artefacts, « qui
vont donner naissance, pour une tache donnée, au cours d’une genése documentaire, a un
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document-instrument » (Gueudet et Trouche, 2009, p. 4). La construction de ce document
s’accompagne du développement d’un scheme d’utilisation, concept qui a été développé par
Vergnaud (1996) dans la théorie des champs conceptuels.

Cette théorie « repose sur un principe d’élaboration pragmatique des connaissances »
(Vergnaud, 1996, p. 240). Le concept de schéme concerne I’organisation de 1’activité pour une
certaine classe de situations ce qui « permet de comprendre en quoi |’activité humaine est organisée,
efficace, reproductible et analysable » (Pastré, Mayen, Vergnaud, 2006 p. 154).

Un scheéme est identifiable sous forme d’une régularité reproductible. Méme si elle subit des
transformations et des ajustements aux circonstances, c’est la dimension invariante de 1’organisation
de I’activité qui permet de décrire et de comparer ses différentes formes. « Ainsi le concept de
schéme ne va pas sans le concept d’invariant opératoire » (Pastré, Mayen, Vergnaud, 2006 p. 155).
Les invariants opératoires peuvent étre formulées sous la forme de deux types d’énoncés logiques :
les théorémes-en-acte et les concepts-en-acte.

Les théoremes-en-acte sont des invariants de type proposition. « Ils sont susceptibles d’étres
vrais ou faux » (p. 208). Toutefois, contrairement au contexte scientifique ou la validité des
théorémes est discutable, la fiabilité des invariants opératoires repose pour le sujet sur la
connaissance qu’il a, explicite ou implicite des régles d’action possibles a suivre et des
caractéristiques de la situation ou du probléme a résoudre (Vergnaud, 1996). Ainsi, les théorémes-
en-acte représentent les propositions tenues pour vraies pour le sujet (Bacon, 2009).

Les concepts-en-acte sont des invariants de « type fonction propositionnelle : ils ne sont pas
susceptibles d’étre vrais ou faux, mais ils constituent des briques indispensables a la construction
des propositions » (Vergnaud, 1996, p. 208). Dans le cas du dénombrement, par exemple, il est
possible d’identifier deux concepts mathématiques absolument nécessaires sans lesquels le schéme
ne peut pas fonctionner : ceux de bijection et de cardinal. En effet, lorsque les enfants ne sont pas
encore arrivés a se représenter que le dernier mot-nombre indique le cardinal de tout I’ensemble ou
quand ils recomptent ou omettent des éléments, leur conduite de dénombrement n’est pas efficace
(Vergnaud, 1996).

L’avantage du concept de schéme réside dans le fait qu’il permet d’analyser I’activité des
personnes a travers quatre dimensions. Premierement, le concept de schéme rend possible la
description de la suite de regles d’action qui organisent I’activité. Deuxiémement, il permet
d’observer quel est le but de cette activité. Ce concept permet aussi d’identifier les « invariants
opératoires (concepts-en-acte et théoremes-en-acte) qui pilotent la reconnaissance par le sujet des
éléments pertinents de la situation, et la prise d’information a traiter » (Vergnaud, 1996, p. 229).
Enfin, il offre la possibilité d’étudier les inférences ou raisonnements qui permettent d’adapter les
regles d’action a chaque situation particuliere.

2.2 Le sens du nombre

Bien qu’une définition satisfaisante du sens du nombre soit difficile a atteindre, 1’analysé de
différents travaux nous a permis d’identifier les principales caractéristiques de ce concept.

Sowder, (1989) précise que les recherches en lien avec le développement du sens du nombre
visent a comprendre comment I’individu établit les liens entre les différentes réponses, au lieu de
vouloir savoir comment quelqu’un arrive a une réponse particuliere.

Resnick (1989) congoit le sens du nombre comme un systéme complexe et ouvert qui
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implique la mobilisation des différentes ressources cognitives. Ainsi, cette fagon de penser par
rapport aux nombres comme 1’exprime (Sowder, 1989), impliquerait que le sens du nombre se
comporte d’une maniére différente de la somme des parties, mais que ces parties sont
interdépendantes. Concevoir le sens du nombre comme un systéme ouvert implique que cette facon
de penser évolue dans sa relation avec I’environnement. C’est-a-dire, elle se développe chez
I’enfant dans la mesure ou il participe a I’activité mathématique (Case, 1989).

De nombreux auteurs tels Resnick (1989), Sowder (1989) Grouws (1992), Case (1989) et
Griffin (2004), considérent le sens du nombre comme une intuition a propos des nombres. Le mot
intuition a déja été utilisé par Piaget pour décrire que les connaissances évoluent et se construisent
chez I’enfant comme chez le logicien ou le mathématicien « qui invente intuitivement ses systemes
avant de pouvoir les formaliser » (Piaget dans Bideaud, 1991, p.436). Ainsi, dans le cadre de notre
recherche, nous avons visé a identifier et a analyser un ensemble de documents élaborés par
I’enseignante dans le but de favoriser des apprentissages par rapport aux nombres. Méme ceux qui
ne visent pas favoriser la construction d’apprentissages formels comme les symboles ou le langage
mathématique.

Les recherches, les publications officielles et le matériel adressé aux enseignantes et aux
enseignants de préscolaire sont loin de faire I’unanimité par rapport aux apprentissages et relations
entre ces apprentissages a favoriser chez les enfants. Ainsi, nous avons voulu offrir un portrait des
apprentissages et des relations qu’une enseignante vise favoriser chez les enfants de sa classe, ou
dans d’autres mots, sa vision sur le développement de cette facon de penser chez les enfants.

2.3 Cadre d’investigation

L’analyse des concepts que nous venons de présenter nous ont permis d’énoncer les
définitions retenues qui rendent possible I’opérationnalisation de notre cadre de référence.

Le concept fondamental qui a guidé notre analyse est celui de document : une élaboration
d’une enseignante, fruit de son interaction avec les ressources qu’elle utilise dans son travail.

Nous définissons le sens du nombre comme une fagon de penser qui permet d’établir des
liens entre les connaissances par rapport aux nombres qui permet de les utiliser dans diverses
situations. En conséquence, dans le cadre de notre recherche un document en lien avec le
développent du sens du nombre est : une élaboration d’une enseignante comportant une dimension
ressource et une dimension scheme d’utilisation que celle-ci utilise dans son travail au quotidien
pour favoriser chez les enfants la construction d’apprentissages en lien avec les nombres.

11 est nécessaire alors de définir chacune des dimensions d’un document. Ainsi, une
ressource est pour nous un produit de I’activité humaine, matériel ou symbolique, que I’enseignante
utilise dans son travail au quotidien apres des enfants en lien avec le développement du sens du
nombre.

Un schéme d’utilisation est une structure élaborée par I’enseignante qui permet d’organiser
I’action associée aux ressources qui peut étre analysé a partir de quatre composantes :

Les régles d’action : Suite d’actions stable et reproductible qui organise I’activité
Les buts : Finalité des regles d’action

Les théorémes-en-acte : Propositions tenues pour vraies pour I’enseignante qui guident les regles
d’action

Les concepts-en-acte : Enoncés qui contiennent les ingrédients conceptuels indispensables a la
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construction des théorémes-en-acte et qui orientent également les régles d’action

Les inférences : Raisonnements déductifs qui permettent d’adapter les régles d’action a une
situation particuliere a partir des concepts et des théorémes-en-acte élaborés par I’enseignante.

3. METHODOLOGIE
3.1 Type de recherche et échantillon
La stratégie méthodologique choisie est I’étude de cas de type exploratoire et descriptive.

Le concept de document a déterminé une caractéristique essentielle de la population ciblée.
Comme nous 1’avons dit, un document est « une construction personnelle, résultat d’une genése,
fruit d’une dialectique entre un enseignant et ses ressources » (Trouche, 2009, p. 37). L’¢élaboration
d’un document est un long processus qui est forgé au cours de 1’activité professionnelle. Ainsi, il a
¢été important de cibler une population de professionnelles et de professionnels avec une vaste
expérience a la maternelle.

Un autre aspect qui a été pris en considération est celui concernant la disponibilité et le
consentement de I’enseignante ou de I’enseignant compte tenu du temps et du degré de réflexion
qu’implique la description de sa propre pratique (Gueudet et Trouche, 2010). Pour ces raisons la
méthode retenue est celle de 1’échantillonnage de convenance qui se définit par la sélection des
participants sur une base volontaire (Fortin, 2010).

Afin de réaliser une analyse détaillée et compte tenu de ces aspects, nous avons retenu une
enseignante qui travaille depuis 20 ans en classe maternelle au Québec et qui a accepté
volontairement de participer a notre projet. L’école ou I’enseignante travaillait au moment de la
collecte de données est située dans un milieu socio-économique moyen. Un groupe de 20 enfants
inscrits a temps plein fréquentait la classe de cette enseignante.

3.2 Collecte de données

Les données ont été recueillies au moyen de trois types d’instruments : I’entrevue semi-
dirigée, I’observation de séances et les photographies.

Les entrevues et les séances observées ont été enregistrées par un appareil audio phonique.

Nous avons ¢élaboré des guides d’entrevue qui ont été validés par un professeur et une
professeure composant le comité d’encadrement de notre projet de maitrise.

Les photographies nous ont permis de recueillir les images des ressources matérielles
utilisées par I’enseignante en lien avec le développement du sens du nombre afin d’analyser leurs
caractéristiques.

Le recueil de données s’est déroulé a 1’école ou travaillait I’enseignante participante a notre
projet entre le 8 et le 29 novembre 2012.

Une premiere rencontre avec 1’enseignante nous a permis de lui présenter les grandes lignes
du projet et de fixer la date de la premiere entrevue en fonction de la disponibilité de I’enseignante.
Ce jour-la, nous avons photographié le matériel qui pourrait potentiellement constituer la partie
ressource des documents élaborés par 1’enseignante en lien avec le développement du sens du
nombre. Ensuite, nous nous sommes dirigées a une salle de réunions afin de réaliser la premiére
entrevue semi-dirigée qui a eu pour but d’obtenir une description générale du travail de
I’enseignante en lien avec les nombres et de I’information sur sa carriére professionnelle.

Une deuxiéme entrevue a eu lieu le 15 novembre durant laquelle nous avons demandé a
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I’enseignante de vérifier et de compléter 1I’information de chacune des activités qu’elle avait
décrites. Nous lui avons présenté cette information organisée dans une grille d’analyse.

Inspirées par certaines composantes du guide d’entrevue que Gueudet et Trouche (2009)
incluent dans un de leurs articles, a la fin de cette rencontre, nous avons demandé a 1’enseignante de
nous dire quelles étaient les trois activités qu’elle considérait comme les plus importantes pour son
travail en lien avec les nombres. L’observation de ces trois activités s’est déroulée le 29 novembre
2012. Nous présentons dans cet article I’analyse d’une de ces activités : Les batonnets.

Finalement, une derniere entrevue a eu lieu le 10 avril 2014. Ce jour-la nous avons présenté
a I’enseignante les tableaux qui contenaient les schémes d’utilisation identifiés et nous lui avons
demandé de confirmer ou infirmer les différentes composantes de ces schémes.

3.3 Traitement et analyse des données

Dans un premier temps, 1’analyse thématique de la transcription de la premiére entrevue
semi-dirigée, nous a permis de repérer et regrouper les différents extraits qui correspondaient a
chacune des activités décrites par 1’enseignante. Ces activités ont été considérées comme des
documents potentiels a analyser. Les titres provisoires que nous avons utilisés pour nommer chacun
des documents ont défini les themes pour ce premier traitement.

Ce repérage nous a permis d’élaborer et de commencer a compléter des grilles d’analyse
pour chacun des documents potentiels. Ces grilles ont été présentées a 1’enseignante lors de la
deuxiéme entrevue dans le but de confirmer, infirmer ou compléter la description des documents
identifiés.

L’analyse thématique nous a permis également de réaliser un premier traitement des
transcriptions des enregistrements des séances observées. Les thémes ont été déterminés par une
premiere formulation des régles d’action. Par exemple, les extraits qui correspondaient aux
moments dans lesquels I’enseignante a demandé aux enfants d’expliquer comment ils avaient fait
pour réaliser les différentes taches ont été identifiés avec le theme Demander d’expliciter les
stratégies.

Apres avoir procédé a 1’analyse thématique de toutes les transcriptions, de nouvelles grilles
d’analyse pour chacun des documents identifiés ont été élaborées. Ces grilles contenaient une partie
destinée a décrire la dimension ressource. Une deuxiéme partie était dédiée a la formulation de
différentes composantes de la dimension scheme d’utilisation.

La description de la dimension ressource a été basée sur 1’analyse des photographies, du
discours de ’enseignante et de nos observations. Cette analyse nous a permis d’identifier les
propriétés de ces ressources qui auraient un impact sur les apprentissages et leurs relations que les
enfants pourraient construire en lien avec les nombres.

La deuxieme partie des grilles contenait une ligne pour chacune des composantes des
schemes d’utilisation, a savoir : Les regles d’action, les buts de ces régles, les théoremes-en-acte et
les concepts-en-acte.

Afin de formuler ces différentes composantes nous avons procédé a 1’analyse du discours de
I’enseignante, de nos observations et des premieres grilles que nous lui avions présentées.

D’abord, nous avons examiné la totalité des données pour identifier les consignes que
I’enseignante donne aux enfants lorsqu’elle utilise chacune des ressources repérées. Ensuite, nous
avons travaillé avec les transcriptions des séances observées afin de distinguer les différents types
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d’interventions que 1’enseignante avait réalisées durant ces séances. Cette analyse nous a permis de
formuler les regles d’action des différents schémes d’utilisation.

Nous avons analysé les apprentissages que ces consignes et ces interventions pourraient
favoriser. Cette analyse nous a permis de formuler les théorémes-en-acte, sous la forme des
propositions tenues pour vraies par I’enseignante, selon la définition retenue.

Afin de formuler les concepts-en-acte nous avons procédé a 1’analyse par catégories
conceptualisantes en raison de sa parenté avec les concepts : Une catégorie « a les propriétés
synthétique, dénominative et explicative d’un concept. Le travail de catégorisation s’apparente ainsi
au travail de construction de concepts » (Paillé et Mucchielli, 2010, p. 236). Les catégories sont
fondées empiriquement et tentent de saisir une logique ou une dynamique (Ibid.). Les catégories,
ces productions textuelles qui se présentent sous la forme d’une bréve expression (Paillé et
Mucchielli, 2010), nous ont permis de formuler les concepts-en-acte et de cette facon tenter
d’énoncer les principes logiques et dynamiques qui orientent le travail de 1’enseignante en lien avec
le développement du sens du nombre.

4. PRESENTATION DE RESULTATS

Dans cette section, nous présentons I’analyse d’un des documents que cette enseignante met
en ouvre une fois par semaine durant toute 1’année : Les batonnets.

4.1 Dimension ressource

Cette ressource est constituée par des batonnets en plastique d’environ 8 cm de longueur
dans une quantité suffisante pour que chaque enfant en dispose de 10. Etant donné que la classe que
nous avons observée était fréquentée par 20 enfants, la quantité de batonnets était supérieure a 200.
11 s’agit des petits objets que les enfants peuvent manipuler et déplacer lors de la réalisation des
taches demandées.

s

Figure 1 : Petits batonnets en plastique

4.2 Dimension schéme d’utilisation
4.2.1 Favoriser les apprentissages en lien avec le dénombrement et les compléments a 10

L’enseignante nous a expliqué que, une fois par semaine, dans 1’espace de la causerie ou les
enfants sont habitués de s’asseoir en cercle, elle sort deux boites qui contiennent les batonnets et
demande que chaque enfant en prenne 10 et ensuite elle leur demande de placer sur le plancher un
nombre donné inférieur a 10 et de dire combien de batonnets ils ont gardés dans les mains. Par
exemple, s’il a été demandé d’en déposer 6, les enfants devront premiérement réunir cette quantité
et deuxiemement, déterminer qu’ils en ont gardé 4 dans leurs mains et ainsi de suite pour toutes les
autres combinaisons possibles: 1 et9, 2 et 8,3 et 7,4 et 6, 5 et 5 et leur inversion.
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Ainsi, les enfants se voient confrontés premiérement a la tache de former une collection de
10 éléments et ensuite de former une collection de moins de 10 éléments selon le nombre indiqué
par I’enseignante. Deuxiémement, les enfants devront identifier la valeur cardinale de la collection
de batonnets qu’ils ont gardés dans leurs mains.

Pour réaliser ces taches, les enfants pourraient dénombrer un par un les batonnets, soit ceux
qu’ils doivent déposer, soit ceux qu’ils ont gardés dans leurs mains. Alors, la réalisation de ces
taches favoriserait la construction d’apprentissages en lien avec le schéeme du dénombrement. Les
enfants pourraient aussi calculer mentalement la valeur cardinale du complément a 10. Ainsi, s’il
faut en déposer 7, ils pourront calculer qu’il reste 3 pour arriver a 10, garder 3 batonnets et placer le
reste sans avoir besoin de les dénombrer. En conséquence, ces taches favoriseraient aussi la
construction d’apprentissages en lien avec le calcul mental.

Au-dela des stratégies utilisées, ce travail consistant a décomposer et recomposer la
collection de 10 batonnets favoriserait d'une part la construction d’apprentissages en lien avec la
fonction cardinale des nombres. Notons que dans ce contexte, les nombres représentent une quantité
et qu’ils ne sont pas utilisés ici dans leurs fonctions nominale ni ordinale.

D’autre part, ce travail contribuerait aussi a ce que les enfants commencent a reconnaitre le
nombre 10 non seulement comme le cardinal d’un ensemble de 10 éléments, mais aussi comme le
résultat de la somme de deux collections complémentaires. Ainsi, la relation entre 10 et d’autres
nombres peut commencer a s’amorcer et, d’une facon plus générale, ce travail offre des éléments
pour montrer que chaque nombre peut étre décomposé de diverses facons.

Finalement, la décomposition et la recomposition de la collection de 10 batonnets peut
constituer les premiers pas vers la construction du répertoire en mémoire des compléments a 10, tres
utile pour effectuer des calculs mentalement dans notre systeme décimal, que les enfants pourront
utiliser plus tard. En effet, certains éléves de deuxieme cycle de primaire mobilisent des procédures
pour faire des calculs mentaux basés, entre autres connaissances, sur leur répertoire en mémoire des
compléments a 10. Par exemple, Butlen (2007) a étudié que pour calculer 45 + 17 quelques éleves
utilisaient une décomposition soustractive de 1’un des termes, en faisant : 45 + 20 - 3. Cette
procédure implique de savoir que le complément a 10 de 7 est 3. De cette facon, on peut arrondir 17
a la dizaine pres, en ajoutant 3 et ensuite soustraire 3 pour arriver au résultat final.

Cette analyse nous permet d’identifier un premier schéme d’utilisation associé a la ressource
batonnets élaboré par cette enseignante. Ainsi, dans le cadre de notre recherche, les consignes
qu’elle donne constituent des régles d’action que nous formulons comme :

- Demander aux enfants que chacun réunisse 10 batonnets

- Demander de prendre les 10 batonnets, d’en placer sur le plancher un nombre donné
inférieur a 10 et de dire combien de bdtonnets ils ont gardés dans les mains

Nous pouvons inférer que le but de ces regles d’action est Que les enfants forment une
collection d’un nombre donné d’éléments et identifient son complément a 10. Etant donné que ces
taches favoriseraient les apprentissages que nous avons présentés en amont, il est possible de
formuler trois théorémes et concepts-en-acte qui orientent ces regles d’action.

La premiére proposition tenue pour vraie par cette enseignante peut étre formulée
comme Réunir une collection de 10 ou de moins d’éléments favorise la construction
d’apprentissages en lien avec la fonction cardinale des nombres et le scheme de dénombrement. Les
ingrédients conceptuels peuvent étre énoncés a travers le concept-en-acte de Réalisation des tdches
en lien avec la formation d’une collection a partir d’un nombre donné.
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Le deuxieme théoreme-en-acte identifié est celui selon lequel Identifier la valeur cardinale
d’une collection de 10 ou de moins d’éléments favorise la construction d’apprentissages en lien
avec la fonction cardinale du nombre et le scheme de dénombrement. Cette proposition est
construite en étroite relation avec le concept de Réalisation de tdches en lien avec I’identification
de la valeur cardinale d’une collection.

Finalement, nous formulons le théoréme-en-acte selon lequel La décomposition et
recomposition d’une collection de 10 éléments favorise la construction d’apprentissages en lien
avec le calcul mental, la décomposition des nombres et les compléments a 10 et concept-en-acte de
Réalisation de tdches en lien avec la décomposition et la recomposition d’une collection de 10
éléments.

Le tableau qui suit montre de maniére synthétique les composantes du premier scheme
d’utilisation du document « Les batonnets » que nous avons identifiées.

Tableau 1

Scheme d’utilisation 1 a) : Favoriser les apprentissages en lien avec le dénombrement et les
compléments a 10

Regles d’action - Demander aux enfants que chacun réunisse 10 batonnets

- Demander de prendre les 10 batonnets, d’en placer sur le
plancher un nombre donné inférieur a 10 et de dire combien de
batonnets ils ont gardés dans les mains

But Que les enfants forment une collection d’un nombre donné
d’éléments et identifient son complément a 10

Théoréme-en-acte | Réunir une collection de 10 ou moins éléments favorise la
construction d’apprentissages en lien avec :

La fonction cardinale des nombres

Le schéeme de dénombrement

Concept-en-acte Réalisation des taches en lien avec la formation d’une collection a
partir d’un nombre donné

Théoréme-en-acte | Identifier la valeur cardinale d’une collection de 10 ou moins
éléments favorise la construction d’apprentissages en lien avec :
La fonction cardinale des nombres
Le schéme de dénombrement

Concept-en-acte Réalisation de taches en lien avec I’identification de la valeur
cardinale d’une collection

Théoreme-en-acte | La décomposition et recomposition d’une collection de 10 éléments
favorise la construction d’apprentissages en lien avec :

Le calcul mental

La décomposition des nombres

Les compléments a 10

Concept-en-acte Réalisation de taches en lien avec la décomposition et la
recomposition d’une collection de 10 éléments

L’observation d’une séance ou I’enseignante a mis en ceuvre son travail en classe avec le
document Les bdtonnets nous a permis d’identifier d’autres schéemes d’utilisation qui sont présentés
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dans ce qui suit.

4.2.2 Guider les enfants pour les amener a réaliser un dénombrement efficace

L’enseignante a commencé la séance par placer sur le plancher deux boites contenant les
batonnets et a demandé aux enfants de s’en approcher pour en chercher dix. Une fois tout le monde
avait pris ses batonnets, I’enseignante a demandé de se replacer dans le cercle et de controler que
tous en avaient vraiment 10. Afin de réaliser cette vérification, elle a demandé de compter les
batonnets « tout le monde a la fois ». Voyons un extrait de ce moment :

Enseignante : ... on va tout le monde vérifier... on va vérifier si on en a vraiment dix tout le
monde... alors, ensemble, prenez vos batonnets dans vos mains... [...] alors on en met un...
Enfants : un, deux...

Enseignante : attends... non, Corine mes-le sur le plancher ton batonnet... on va vérifier... Pierre,
en comptant, la, tu en as mis un sur le plancher... Francois tu es rendu ou, toi?... maintenant mon
deuxiéme... deux... non, qu’est-ce que j’ai demandé?... on le refait... Victor tu en as mis deux sur
le plancher?... avant de commencer, on s’assure que tout le monde on en ait bien dix... est-ce que
tu en as mis deux? Mets-en deux... recule toi... maintenant on en met autre, nous sommes rendus a
trois...

Enfants : trois...quatre

Enseignante : on en met un autre, on est rendu a...

Enfants : cing...

Enseignante : cing, ensuite?

Enfants et Enseignante : six... sept...

Enfants : huit...

L’analyse de cet extrait nous a permis de réaliser deux observations. Premierement, nous
déduisons que I’enseignante cherche a favoriser la construction du schéme de dénombrement. Selon
Vergnaud (1996), le dénombrement peut étre considéré comme un schéme en construction chez les
jeunes enfants qui implique 1’élaboration des concepts absolument nécessaires a son
fonctionnement. L’un de ces concepts, caractérisé par Gelman et Gallistel (dans Gelman et Meck ,
1991) comme 1’un des principes sur lesquels repose le processus de dénombrement, est celui de
bijection selon lequel a chaque élément d’une collection correspond un et un seul mot-nombre. En
effet, lorsque 1’un des éléments de la collection est recompté ou omis, le dénombrement n’est pas
efficace. Nous interprétons que le dénombrement synchronisé guidé par 1’enseignante vise a que les
enfants fassent coincider un mot-nombre avec chaque batonnet sans recompter ou omettre aucun et
de cette facon favoriser la construction du concept de bijection.

Deuxiéemement, nous avons observé que ce dénombrement synchronisé a pour but de
constater que tous les enfants aient 10 batonnets, car avoir exactement cette quantité constitue 1’une
des conditions indispensables pour réaliser efficacement les taches ultérieures qui consistent a
décomposer et recomposer la collection de 10. Par exemple, si I’enseignante donne la consigne d’en
déposer 6, le fait que les enfants aient plus ou moins de 10 batonnets, les aménerait a ne pas trouver
la bonne réponse au moment de dire combien ils ont gardé dans leurs mains.

Ainsi, nous identifions la régle d’action que nous énongons comme Demander a tous les
enfants de prendre les 10 batonnets et de les dénombrer un par un, en méme temps et a voix haute.
Cette regle d’action a deux buts, dont le premier peut étre énoncé comme Que les enfants fassent
coincider un mot-nombre avec chaque batonnet sans recompter ou omettre aucun. En lien avec ce
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but, nous formulons le théoréme-en-acte selon lequel Dénombrer de maniére synchronisée favorise
la construction du scheme de dénombrement. Le concept-en-acte élaboré en lien avec cette
proposition peut étre énoncé comme Dénombrement synchronisé.

La réalisation du dénombrement des 10 batonnets « tous ensembles » a également un
deuxieme but : Constater que tous les enfants aient 10 bdtonnets. La proposition tenue pour vraie
par I’enseignante qui y est sous-jacente peut étre formulée comme Le dénombrement synchronisé
permet de guider les enfants pour vérifier I’une de conditions nécessaires pour décomposer et
recomposer efficacement une collection de 10 éléments.

Les concepts-en-acte que nous formulons comme Dénombrement synchronisé et Guidage
pour la vérification des conditions nécessaires contiennent aussi les ingrédients conceptuels de ce
deuxieme théoreme.

Le tableau suivant offre une synthese de 1’analyse que nous venons de présenter.

Tableau 2
Schéme d’utilisation 1b) : Guider les enfants pour les amener a réaliser un dénombrement efficace
Regle d’action Demander a tous les enfants de prendre les 10 batonnets et de les
dénombrer un par un, en méme temps et a voix haute
But 1 Que les enfants fassent coincider un mot-nombre avec chaque

batonnet sans recompter ou omettre aucun

Théoreme-en-acte | Dénombrer de maniére synchronisée favorise la construction du
scheme de dénombrement

Concept-en-acte Dénombrement synchronisé

But 2 Constater que tous les enfants aient 10 batonnets

Théoréme-en-acte | Le dénombrement synchronisé permet de guider les enfants pour
vérifier I’une des conditions nécessaires pour décomposer et
recomposer efficacement une collection de 10 éléments

Concept-en-acte Guidage pour la vérification des conditions nécessaires

4.2.3 Guider les enfants pour vérifier les conditions nécessaires a un dénombrement efficace

L’enseignante a interrompu le dénombrement synchronisé lorsqu’elle a remarqué que 1’un
des enfants avait pris moins de 8 batonnets et lui a donné des pistes afin de le guider pour n’omettre
ni recompter aucun élément. En effet, I’enseignante lui a demandé de les recompter et lui a dit
« regarde entre tes jambes » afin de vérifier qu’aucun des batonnets ne soit resté caché et soit omis
dans le dénombrement. Plus tard, elle a demandé au méme enfant de revérifier s’il en avait pris 10.
Pour ce faire, elle lui a dit que pour les recompter il fallait les « pousser » parce que les batonnets
étaient trés proches I’un de I’autre. De cette facon, il aurait était possible que I’enfant en aurait
recompté quelques-uns en disant un mot-nombre pour plus d’un élément.

Cette analyse nous permet d’énoncer une inférence réalisée par 1’enseignante, a savoir : Si
les enfants ont dénombré moins ou plus éléments que la quantité demandée, alors il est possible
qu’ils aient recompté ou omis quelques-uns. Cette inférence donne naissance a deux autres régles
d’action. La premiere peut étre énoncée comme Demander de vérifier qu’aucun des bdtonnets ne
soit resté caché et recommencer le dénombrement. Le but de cette régle est Guider les enfants pour
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qu’ils n’omettent aucun élément. La deuxieme regle, Demander de séparer les batonnets s’ils sont
tres proches I’un de I’autre et de recommencer le dénombrement, a pour but Guider les enfants
pour qu’ils ne recomptent aucun élément. Le théoréme-en-acte qui oriente ces regles d’action est
celui selon lequel Indiquer des actions pour que les enfants n’omettent ni recomptent aucun élément
permet de les guider pour réaliser un dénombrement efficace. Le concept-en-acte en étroite relation
avec cette proposition peut étre énoncé comme Guidage pour la vérification des conditions
nécessaires.

Voici le tableau synthése de ce scheme d’utilisation.

Tableau 3

Scheme d’utilisation 1c) : Guider les enfants pour vérifier les conditions nécessaires a un
dénombrement efficace

Inférence Si les enfants ont dénombré moins ou plus éléments que la quantité
demandée, alors il est possible qu’ils aient recompté ou omis
quelques-uns

Regle d’action 1 Demander de vérifier qu’aucun des batonnets ne soit resté caché et
recommencer le dénombrement

But Guider les enfants pour qu’ils n’omettent aucun élément

Regle d’action 2 Demander de séparer les batonnets s’ils sont trés proches I’un de
|’autre

But Guider les enfants pour qu’ils ne recomptent aucun élément

Théoreme-en-acte | Indiquer des actions pour que les enfants n’omettent ni recomptent
aucun élément permet de les guider pour vérifier deux des
conditions nécessaires pour dénombrer efficacement

Concept-en-acte Guidage pour la vérification des conditions nécessaires

4.2.4 Observer les différents niveaux de complexité des stratégies des enfants pour identifier
les compléments a 10

Apres avoir réalisé la vérification pour étre certains que chacun avait 10 batonnets,
I’enseignante a demandé de les prendre et d’en placer trois différentes quantités inférieures a 10 sur
le plancher et de répondre combien ils en avaient gardé dans les mains. Premiérement, elle a
demandé de placer 5 batonnets et ensuite, d’en poser 9. Finalement, elle a sollicité 1’ami du jour
pour indiquer la derniére quantité a poser sur le plancher et cet enfant a indiqué d’en placer 4. En
conséquence, durant la séance que nous avons observée, les enfants se sont vus confrontés a
identifier les compléments a 10 de 5, 9 et 4.

Lorsque I’enseignante a demandé : « vous allez placer sur le plancher neuf batonnets », la
plupart des enfants les ont dénombrés un par un. D’autres en ont gardé 1 dans leurs mains et ont
déposé les autres sur le plancher en disant qu’il en restait un. Apres que tous les enfants aient
déposé les 9 éléments, 1’enseignante a demandé a deux d’entre eux d’expliquer comment ils avaient
fait pour savoir si rapidement combien il fallait en placer si rapidement :

Enseignante : moi, j’aimerais... écoutez bien, Pierre 1a, comment tu as fait pour faire ca vite comme
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tu as fait ?

Pierre : parce que... j’en ai laissé un dans ma main...

Enseignante : mais, [...] je voudrais savoir comment tu as fait pour en garder juste un dans tes
mains?

Pierre : parce qu’on a neuf, puis la on en a dix, qu’il faudrait en garder un dans nos mains, comme
ca, ca fait neuf par terre puis un dans nos mains...

Enseignante : tu savais que si on en gardait un dans tes mains... puis tu mettais tous les autres...
qu’en avait neuf sur le plancher?

Pierre : oui.

Enseignante : qui veut nous expliquer aussi comment il I’a fait? (quelques enfants lévent la main)
oui, Nathan?

Nathan : fait que, quand on compte la... on en avait dix... on en mettait un dans nos mains, puis vu
que neuf c’est avant dix, mais 13, je sais qu’il faut... il reste un pour que ca fait le dixiéme... puis
neuf c’est avant dix... c’est comme ¢a que j’ai mis, moi...

Enseignante : c’est comme ¢a que tu savais... que neuf c’est avant dix?

Nathan : oui...

Comme |’on peut comprendre a partir de leurs explications, les enfants qui en ont gardé 1 dans
les mains ont été capables de décomposer mentalement la collection de 10 éléments en 9 et 1 basés
sur leurs connaissances en lien avec les nombres antérieurs et postérieurs. En effet, le premier
enfant a expliqué qu’il savait que s’il en gardait 1 dans ses mains, il en déposerait 9 sur le plancher
parce que 10 est le nombre immédiatement postérieur a 9, revoyons ses mots : « ...parce qu’on a
neuf, puis la on en a dix, qu’il faudrait en garder un dans nos mains, comme ¢a, c¢a fait neuf par
terre puis un dans nos mains... ». Le deuxiéme enfant, pour sa part, a réfléchi sur le fait que 9 est le
nombre immédiatement antérieur a 10 afin de réaliser qu’il fallait en garder 1 et ainsi étre certain
qu’il en placerait 9 sur le plancher: «... vu que neuf c’est avant dix, mais 14, je sais qu’il faut... reste
un pour que c¢a fait le dixiéme ».

Durant les entrevues, 1’enseignante nous a expliqué qu’elle considére que les enfants qui font ce
type de raisonnement démontrent des connaissances plus avancées que les enfants qui ont besoin de
dénombrer les batonnets un par un :

... je les observe et puis aprés oui... si un enfant... exemple, si un enfant au début de 1I’année, si
je lui demande place neuf batonnets sur le plancher et lui automatiquement il en garde un dans ses
mains, il place la balance, moi ¢a me dit... il est plus avancé que celui qui doit compter et
recompter, c’est qu’il a compris...

Ainsi, il est possible de déduire que I’enseignante a identifié le niveau de complexité des
stratégies qu’ils utilisent.

A partir cette analyse, nous formulons la régle d’action Observer les stratégies que les
enfants utilisent pour réunir la quantité demandée et pour identifier son complément a 10. Le but de
cette regle d’action est Evaluer le niveau de complexité des stratégies utilisées par les enfants.

Les propositions en lien avec la différente complexité des stratégies des enfants peuvent étre
exprimées sous la forme de deux théorémes-en-acte :

- Les enfants qui n’ont pas besoin de dénombrer les bdtonnets utilisent des stratégies plus
complexes que ceux qui les dénombrent un par un

- Le dénombrement un a un est la stratégie la plus simple pour la plupart des enfants surtout
au début de I’année
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Nous formulons le concept-en-acte subjacent a ces théoremes comme Différents niveaux de
complexité des stratégies des enfants.

Voici la synthése du schéme identifié:

Tableau 4

Schéme d’utilisation 1d) : Observer les différents niveaux de complexité des stratégies des enfants
pour identifier les compléments a 10

Regle d’action Observer les stratégies que les enfants utilisent pour réunir la
quantité demandée et pour identifier son complément a 10

But Evaluer le niveau de complexité des stratégies utilisées par les
enfants

Théoremes-en-acte | - Les enfants qui n’ont pas besoin de dénombrer les batonnets
utilisent des stratégies plus complexes que ceux qui les dénombrent
un par un

- Le dénombrement un a un est la stratégie la plus simple pour la
plupart des enfants surtout au début de 1’année

Concept-en-acte Différent niveau de complexité des stratégies des enfants

4.2.5 Demander d’expliciter les stratégies efficaces pour identifier les compléments a 10

Durant la séance, nous avons observé non seulement que I’enseignante a identifié le niveau de
complexité des stratégies efficaces utilisées par les enfants, mais aussi qu’elle leur a demandé de les
expliquer. En effet, comme nous 1’avons vu, elle a commencé par solliciter ceux qui avaient résolu
la situation tres rapidement et apres, elle a demandé si quelqu’un avait dénombré les batonnets un
par un :

Enseignante : ... est-ce qu’il y en a qui a fait un, deux, trois... oui voici David fais-le nous (L’ami
du jour commence a compter un par un les batonnets qu’il a mis sur le plancher)

[...]

Enseignante : il t’en est resté combien dans ta main?

David : un

Enseignante : c’est une bonne facon aussi de compter... merci David...

Notre analyse nous a permis aussi de déduire premierement que 1’enseignante demande ces
explications afin de montrer qu’il y a différentes facons de résoudre un méme probléme et que les
stratégies les plus simples comme le dénombrement un a un sont aussi efficaces. Deuxiémement, les
explications portant sur les stratégies les plus complexes font en sorte que les autres enfants
puissent comprendre le raisonnement de ceux qui ont déposé les 9 batonnets rapidement sans avoir
besoin de les dénombrer. Ces déductions ont été confirmées par 1’enseignante quand nous avons eu
I’entrevue ou nous lui avons présenté nos résultats préliminaires. Par rapport a cette deuxieme idée,
elle a fait une précision qui a élargi notre interprétation. Elle nous a dit qu’elle demande aux enfants
d’expliquer, parce que « ce n’est pas moi qui le dit » et « le rapport est différent ». Cette précision
nous a permis d’inférer que pour cette enseignante, 1’explication des pairs, suscite un rapport au
savoir plus favorable que celui des explications qu’elle-méme pourrait donner.
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Nous pouvons, alors, énoncer les composantes d’un autre scheme d’utilisation. D’abord, nous
formulons la régle d’action Demander I’explicitation des stratégies efficaces de différents niveaux
de complexité. Cette régle d’action a deux buts. Le premier est Montrer aux enfants les différentes
stratégies efficaces utilisées qui s’appuie sur la proposition selon laquelle Il est important que les
enfants puissent observer qu’un méme probléme peut étre résolu au moyen des stratégies de
différents niveaux de complexité. Le concept-en-acte qui contient les éléments conceptuels de cette
proposition peut-étre formulé comme Différentes stratégies pour résoudre un méme probléme. Le
deuxiéme but de demander d’expliquer les stratégies, particulierement celles qui sont les plus
complexes, est celui de Que les enfants qui ont dénombré les bdtonnets comprennent les stratégies
les plus complexes utilisées par ceux qui ne les ont pas dénombrés. Le théoreme-en-acte subjacent a
cette finalité peut étre énoncé comme L’explication des enfants qui ont utilisé des stratégies
complexes suscite un rapport au savoir plus favorable que celui suscité par I’explication de
I’enseignante. En étroite relation avec ce théoréme, nous formulons le concept-en-acte :
Apprentissage par ’explication d’autres enfants.

Le tableau suivant montre les composantes du scheme identifié.

Tableau 5

Schéme d’utilisation 1e) : Demander d’expliciter les stratégies efficaces pour identifier les
compléments a 10

Reégle d’action Demander I’explicitation des stratégies efficaces de différent
niveau de complexité

But 1 Montrer aux enfants les différentes stratégies efficaces utilisées

Théoreme-en-acte | Il est important que les enfants puissent observer qu’un méme
probléme peut étre résolu au moyen des stratégies de différents
niveaux de complexité

Concept-en-acte Différentes stratégies pour résoudre un méme probléeme

But 2 Que les enfants qui ont dénombré les batonnets comprennent les
stratégies les plus complexes utilisées par ceux qui ne les ont pas
dénombrés

Théoreme-en-acte | L’explication des enfants qui ont utilisé des stratégies complexes
suscite un rapport au savoir plus favorable que celui suscité par
I’explication de 1’enseignante

Concept-en-acte Apprentissage par I’explication d’autres enfants

5. CONCLUSION

Quelles types d’activités en lien avec les nombres sont offerts aux enfants dans le contexte
de I’éducation préscolaire au Québec? Quels apprentissages par rapport aux nombres pourront-ils
construire? Quelles relations entre ces apprentissages? Qu’est-ce que les enseignantes et les
enseignants utilisent afin de favoriser ces apprentissages et ces relations? Comment utilisent-ils ces
ressources?

Nous venons de montrer que 1’analyse du travail des enseignantes et des enseignants a partir
de I’approche documentaire peut constituer une voie pour trouver des réponses a ces questions.

Premierement, 1’analyse du document que nous présentons dans cet article, nous a permis
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d’identifier I’une des ressources que 1’enseignante utilise dans son travail au quotidien en lien avec
les nombres. Il s’agit de petits objets que les enfants peuvent manipuler et déplacer lors de la
réalisation des taches demandées.

Deuxiemement, I’analyse des taches et des interventions réalisées par I’enseignante nous a
permis d’identifier les apprentissages et les relations entre ces apprentissages qu’elle vise favoriser
par I’entremise de la réalisation de ces taches. Ces apprentissages et relations ont été énumérés dans
la formulation des théorémes-en-acte, a savoir : la fonction cardinale des nombres, le schéme de
dénombrement, la formation de collections d’une valeur cardinale égale ou inférieure a 10, le calcul
mental, la décomposition des nombres, les compléments a 10.

Troisiemement, nous avons énoncé les idées qui guident I’activité de 1’enseignante afin de
favoriser ces apprentissages et relations dans la formulation des concepts-en-acte : Réalisation de
taches en lien avec la formation d’une collection a partir d’un nombre donné, 1’identification de la
valeur cardinale d’une collection, la décomposition et la recomposition d’une collection de 10
éléments; Dénombrement synchronisé; Guidage pour la vérification des conditions nécessaires;
Différent niveau de complexité des stratégies des enfants; Différentes stratégies pour résoudre un
méme probléme; Apprentissage par I’explication d’autres enfants.

Plusieurs questions peuvent étre formulées a partir des résultats que nous avons présentés
dans cet article : Les petits objets manipulables constituent-ils une ressource répandue au
préscolaire? Est-ce que d’autres enseignantes ou enseignants donnent le méme type de consignes
lorsqu’ils utilisent ce type de ressource? Cherchent-ils a favoriser la construction des mémes
apprentissages et relations chez les enfants? Les interventions qu’ils réalisent, sont-elles guidées par
les concepts-en-acte que nous avons formulés? Comment saisir les sources et les processus
d’élaboration des documents chez les enseignantes et les enseignants au préscolaire?

Ainsi, bien que I’analyse que nous avons présentée dans cet article puisse contribuer a mieux
comprendre le travail des enseignantes et des enseignants en lien avec le développement du sens du
nombre au préscolaire, de nombreux travaux de recherche nous semblent nécessaires pour
approfondir cette compréhension.
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«Il y a la cependant, aux yeux des mathématiciens, un
singulier paradoxe : de toutes les théories mathématiques, et
je ne pense pas que ce soit une illusion, celle-ci parait la plus
simple et les difficultés que rencontre son enseignement sont
hors de proportion avec ses difficultés intrinseques. » A
REVUZ (1997)

Résumé

Cet article présente un état de 1’art de la recherche en didactique sur |’enseignement
de I’algebre linéaire en premiere année d’université. Il essaie de fournir un ensemble
d’informations issues de la recherche et plus précisément de 1’articulation de la réflexion
épistémologique entre des recherches historiques et didactiques. Ces informations visent a
mieux cerner les enjeux, les contraintes et les difficultés de cet enseignement.

Le grand public croit que faire des mathématiques consiste a « résoudre des équations ».
Mais que signifie « résoudre » ? Les éleves apprennent a résoudre une équation du premier degré et
connaissent la formule donnant les solutions d’une équation du second degré. Au-dela du degré 4,
les mathématiciens ont montré qu’il ne peut y avoir de formule explicite. Cependant les
mathématiciens sont capables de résoudre, avec une précision aussi forte que 1’on voudra,

n’importe quelle équation : a,x"+a,1x "' + ... + ap = 0 si les coefficients an, an-1, ... , do Sont
explicites. Les procédures utilisées relevent de 1’analyse numérique qui est la science des calculs
approchés.

L’algebre, quant a elle ne s’occupe pas des approximations. Et si on peut résoudre une
équation algébrique a une inconnue, on peut aussi résoudre un systéme de plusieurs équations a
plusieurs inconnues. Certes on peut envisager d’attaquer le probléeme par 1’analyse ou de 1’étudier
par 1’algebre mais souvent on mélera les deux types d’approche. Un cas ou il peut étre entierement
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résolu par ’algébre est celui des systemes linéaires, c’est-a-dire des systemes d’équations du
premier degré a plusieurs inconnues. La partie des mathématiques qui s’intéresse a 1’étude des
systémes linéaires s’appelle 1’algebre linéaire.

L’introduction de la théorie des espaces vectoriels dans 1’enseignement a représenté 1’un des
enjeux les plus importants de la réforme des mathématiques modernes, en France comme a
I’étranger. Elle a bouleversé 1’approche de 1’enseignement de la géomeétrie qui était I’embléme des
mathématiques ». (Dorier 1997, p.15). D’autant plus que le cours de 1’algébre linéaire, que les
étudiants rencontrent, est le premier cours qui expose une théorie mathématique a part entiere. C’est
un cours rempli de démonstrations, construit de fagon systématique de la base au sommet. I.’algebre
linéaire est plus fortement structurée que les autres domaines mathématiques vus jusque la et
s’exprime souvent de maniére plus économique que les autres ; aussi pourrait-on croire qu’elle est
plus accessible. Il convient que la structure du domaine ne soit jamais transparente pour 1’apprenant
et que I’effort de structuration qu’il aura a faire au cours de son apprentissage sera nécessairement
plus important.

L’enseignement de 1’algebre linéaire en premiére année du premier cycle scientifique
n’obtient pas de bons résultats ; c’est un fait admis par la communauté des enseignants concernés.
Ils sont tres étonnés des dérapages qu’ils découvrent dans les copies de leurs étudiants, méme si les
résultats aux examens peuvent atténuer cet état de fait car les étudiants ne sont souvent interrogés
que sur des techniques, et n’ont ainsi pas a mettre en ceuvre les concepts eux-mémes (Robert &
Robinet & Tenaud 87, Robert & Robinet 89, Rogalski 90, Dorier 97). Ce constat ne date pas
d’aujourd'hui puisque déja dans les années soixante, Plancherel confiait a Revuz que de tous les
enseignements qu’il avait donnés, celui de 1’algebre linéaire était de loin celui qui paraissait le plus
difficile aux étudiants. Et Revuz ajoute que trente ans plus tard, la situation semble bien n’avoir pas
changé (Revuz 97). « L’enseignement de 1’algébre linéaire en premiére année scientifique des
universités marche mal, c'est-a-dire se traduit chez les étudiants par un apprentissage médiocre des
concepts, des méthodes et méme des techniques de 1’algebre linéaire.» (Rogalski 91).

Nous présenterons, tout d’abord, des éléments d’histoire de 1’algebre linéaire pour donner
une idée de I’ampleur des difficultés qui attendent les étudiants lorsqu’ils aborderont ces mémes
questions. Ensuite, nous exposerons I'évolution de 1’enseignement de 1’algebre linéaire. Enfin, nous
essaierons de relever les hypothéses qu’on peut faire sur I’enseignement des concepts élémentaires
de 1’algebre linéaire a travers les recherches antérieures.

I. Notes historiques sur I’algébre linéaire

Actuellement 1’algebre linéaire enseigné est le résultat de 1’évolution de concepts vieux de 4000
ans. Cependant on ne s’intéresse pas assez a cette évolution et on se contente de présenter aux
étudiants le produit fini ne rendant pas compte de son sens et de son contexte ; fruit de la
transposition didactique d’un savoir savant achevé, a 1’aspect parfait ce que Chevallard désigne par
savoir enseigné. Dans une telle situation, les étudiants ne voient pas forcément 1’utilité de 1’algébre
linéaire, ils ne peuvent relier ces nouveaux concepts a d’autres déja connus.

Pour la suite, je me suis inspiré de « Esquisse d’une genese des notions d’algebre linéaire
enseignés en DEUG par J. Robinet (Robinet J. 1986).

1. L’antiquité

Depuis les Babyloniens, on savait résoudre des systéemes de plusieurs équations a plusieurs
inconnues. Leur traitement des équations peut étre considéré comme le premier pas vers 1’algebre.
Ils travaillaient avec des nombres écrits en base 60 (les nombres négatifs et les nombres irrationnels
ne seront utilisés que vers le Vleme siecle par les Indiens).

Diophante (400 avant JC), contrairement a ses contemporains qui ne s’intéressaient qu’a la
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géomeétrie va reprendre les travaux des babyloniens. Il va développer des régles de calcul sur des
nombres et inconnues et introduire une notion en abrégé (algebre syncopée).

2. Les Arabes

Pour I’élaboration des calculs arithmétiques et algébriques et dans le domaine du traitement des
équations algébriques, les mathématiciens arabes font faire aux mathématiques d’importants
progres.

Au IXeme siecle, Al Khawarizmi, le précurseur de la théorie des équations algébriques,
introduit le systéeme décimal et les techniques opératoires liées a ce systeme (avec 1’introduction du
0). Il écrit un traité d’algebre ou il enseigne comment résoudre les équations du premier et second
degré a coefficients numériques. Son disciple Abou Kamel élargit le calcul sur les expressions
irrationnelles et introduit des équations a plusieurs variables.

Du Xeme au XIIéme siecle, les mathématiciens arabes développent un certain nombre
d’algorithmes de calcul : extraction de racines carrés et cubiques, décomposition décimale d’un
nombre, etc. Al Kharji a essayé de dégager des regles de calcul pour les expressions algébriques
contenant des inconnues. Son disciple As-sammawal expose systématiquement des regles de calcul
sur des nombres négatifs et sur des exposants. Al Kayyam classe systématiquement et développe
des solutions ingénieuses pour les équations de degré 2 et 3 en fonction du nombre de termes
qu’elles contiennent.

Au début du XVeme siecle, les arabes étendent les regles de calcul numérique a des nombres
irrationnels positifs, des fonctions décimales, des expressions irrationnelles et des expressions
polynomiales.

3. L’occident

A partir de la renaissance, l’occident découvre les mathématiques arabes grice au
développement du grand commerce. A I’époque, il y a floraison de manuels de calcul tel « Summa
de aréthmética » qui est une synthese des connaissances mathématiques et qui va constituer le point
de départ des travaux des rénovateurs du XVIeme siecle.

F. Viete, a la fin du XVIeme siecle, fait faire un grand pas a 1’algebre en transformant 1’étude de
nombreux cas particuliers dans 1’étude de types généraux d’expressions et d’équations grace a ses
travaux de symbolisation. Son idée consistait a désigner par des lettres non seulement 1’inconnue
mais aussi les coefficients indéterminés. Dans la méme lancée, Descartes créera quelques années
plus tard la géométrie analytique ce qui lui permet de résoudre des problemes sur les courbes en
utilisant leurs équations. Ce que Al-Khayyam a fait avant lui.

Au début du XVIiéme siecle Girard annonga 1’ancétre du théoréeme fondamental de 1’algebre. Il
affirme qu’une équation de degré n admet n solutions méme s’il faut introduire les solutions
manquantes. Et a la fin du siecle, avec Cauchy et Gallois, on assiste a 1’étude consciente d’une
structure algébrique.

Dans le méme temps, I’algebre symbolique ou calcul sur les lettres a connu un grand intérét.
L’école anglaise va commencer a justifier les opérations algébriques indépendamment des objets sur
lesquels elles portent ouvrant ainsi la voie vers une pensée plus abstraite et amenant les calculs des
formes, des classes, des idéaux, etc. Et depuis I’algebre linéaire est passé par trois étapes historiques
ou les travaux se sont organisés autour de poles différents.

Le cOté opératoire va s’imposer aux mathématiciens par un long détour. On avait commencé par
représenter un vecteur par un nombre complexe décomposé suivant (1, V-1 . Quelques
auteurs se mirent alors a chercher une généralisation des nombres complexes pour représenter les
vecteurs de 1’espace mais avec 1’idée de disposer encore de deux lois ; une addition et une

Matematika Didaktika aux CRMEF
Volume I (2015), Page 77



II.

L’algébre linéaire, ce singulier paradoxe (Oudrhiri Mohamed)

multiplication. Et un début de la notion de « bases » commence a s’amorcer (et non pas a la suite
des travaux de Descartes sur la géométrie analytique).

L’extension du calcul vectoriel en dimension 3 est le but initial des travaux de W.R. Hamilton.
En 1843, il construit les corps des quaternions en réussissant a se débarrasser de présupposé
commutatif et de 1’idée que n’interviennent que trois composants. Un quaternion Z s’écrit d’une
facon unique : Z = a + i + §j + yk ou a, B, 6, y sont des nombres réels, i, j, k vérifient j.k =i ; k.j =
-iski=j;ik=-;ij=k;ji=-keti*=j=k*=-1.

Parallelement a cette construction, H.G. Grassman développait en 1844 non seulement un
calcul sur les vecteurs, mais aussi sur des grandeurs plus générales. Tres schématiquement,
Grassman partait d’une écriture : X = x;e; + .... + Xy€, OU X3, ...., X, Sont des nombres réels et e,
...., e, Sont des segments orientés de longueur unité déterminant un repere orthonormal (pour n=
3). Il définissait 1’addition comme aujourd’hui et la multiplication selon : ei.e; = 1 ; e..e; = 0 si i#]
conduisant au produit scalaire. Il introduisit le produit vectoriel selon : [e;, e;] = - [ej, ei;[ei, ei] =0
et [er, ex] = ey, etc.

Mais les physiciens et les mathématiciens n’ont retenu, en un premier temps de ces travaux sur
1’algebre linéaire que le calcul vectoriel et matriciel et ont négligé les autres aspects.

En 1988, Peano introduit les concepts d’espace vectoriel (sur IR), de dimension finie ou non, et
d’application linéaire. Cependant, sur ce point, les idées de Peano n’ont pas trouvé d’écho
immédiat : les algébristes continuerent a employer le langage matriciel et les déterminants.

Ce sont les travaux de 1’école allemande sur les algebres et les travaux sur les équations
intégrales et le calcul des variations qui conduisent a I’emploi du langage des espaces vectoriels et
des applications linéaires, etc. Cet emploi devient systématique a partir de 1910 en analyse. Vers la
méme époque, les algébristes de 1’école allemande introduisirent les mémes concepts dans le cadre
plus général des modules sur un anneau. Et vers 1920, les travaux de Banach sur 1’analyse
fonctionnelle vont donner la pleine justification a la théorie axiomatique des espaces vectoriels. Ces
travaux ont montré que 1’approche axiomatique est indispensable pour certains problemes et a
trouvé ainsi sa raison loin des résolutions des systémes d’équations linéaires qui ont été a I’origine
des premiers concepts d’algebre linéaire.

En 1930, la longue geneése des concepts élémentaires de I’algebre linéaire prit fin sous la plume
de Van der Waerden dans son traité « Modern algebra ». Cet ouvrage, adressé surtout a des
étudiants, a des qualités didactiques intéressantes. Il présente les principaux résultats élémentaires
d’algebre linéaire dans un cadre abstrait trés général sous un aspect encore d’actualité. Dans le
méme temps, 1’analyse fonctionnelle permet de dégager la notion de dualité et de préciser les
résultats de 1’algebre linéaire en dimension infinie.

On peut dire qu’a partir de 1930, 1’algebre linéaire moderne est née, depuis elle n’a cessé
d’accroitre ses ramifications et de gagner de plus en plus de domaines dans ses applications et que
le passage a une axiomatique regroupant tous les concepts répond a des soucis didactiques et
d’organisation et non a une nécessité interne aux mathématiques (Robinet).

Ainsi le passage de calculs séparés a 1’étude de structures algébriques a demandé a I’humanité
pratiquement deux millénaires. Il est assez naturel dans ces conditions que I’acquisition des
concepts de I’algebre linéaire ne soit pas aisée et que 1’évolution des apprenants de I’arithmétique a
1’algebre élémentaire a 1’algebre linéaire présente des difficultés certaines.

Etat des nouveaux — étudiants

Le pourcentage de réussite au baccalauréat n’a cessé de progresser ces deux derniéres
décennies pour atteindre 50%. La population concernée n’est plus la méme et on ne peut espérer
enseigner a une telle masse ce qui était possible a une élite.

Les étudiants de licence ont souvent été des éleves plutdt moyens de terminale ; les
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recrutements sélectifs post-baccalauréat ont fait leur ceuvre. Ils sont peu motivés, ils attendent que le
professeur apporte les connaissances et les justifications, ce qui explique leurs difficultés a
réinvestir leurs savoirs (Le Roux 1993, p 20).

De plus, le passage de la vie du lycée a la vie étudiante, que ce soit dans ou hors structure
d’enseignement, n’est pas pour leur faciliter la tache ; il peut perturber 1’organisation et 1’efficacité
du travail : grands campus, lieux de travail et de logement éloignés, liberté de suivre ou non les
cours, etc.

A cette évolution du public scolaire s’ajoute une évolution des contenus des programmes. Les
néo-bacheliers n’ont guere eu 1’occasion dans leur cursus d’aborder des concepts fondamentaux des
mathématiques. Ils ont vu peu de vraies démonstrations. Pou eux les mathématiques sont un outil
quand ce n’est pas une simple pratique calculatoire ou le « savoir-faire », le maniement de formules
peu ou mal maitrisées 1’emporte sur le savoir (Le Roux 1993, p 21) .

Les lycéens ne sont pas préparés a affronter les objets, le langage, les idées et les facons de
penser qui sont propres a l’algebre linéaire. Cette derniére est en rupture compléte avec les
mathématiques vues jusqu’en terminale. Tout va les surprendre : concepts totalement nouveaux
avec leur langage, une cinquantaine de mots nouveaux a apprendre, comme pour une langue
étrangere, ses formulations écrites, ses types de raisonnement, ses exemples abstraits, la masse de
connaissances, de définitions nouvelles a acquérir en un temps record. Méme les méthodes
d’exposition sont complétement nouvelles ; si les exemples ne manquent pas, ils viennent apres la
théorie qui est assénée du bas de I’amphi, alors que la pratique de I’enseignement secondaire était
inverse ; presque jamais de théorie, tout était basé sur des exemples (Le Roux 1993, p 22).

Un questionnaire que nous avons fait passer aupres de 50 étudiants de Licence de la faculté des
sciences de Casablanca a montré que pour 60 % des étudiants intérogés, 1’algebre linéaire est vu
plut6t comme un catalogue de notions abstraites qu’ils n’arrivent pas a se présenter ; de plus ils sont
submergés par une avalanche de mots nouveaux, de définitions nouvelles (plus de 50 mots
nouveaux a retenir en un laps de temps assez court, un semestre). Et si on rappelle que ces jeunes
ont suivi leur scolarisation jusque la en arabe, on peut aisément comprendre leur désarroi.

Cependant, ce sont des adultes qui peuvent a priori réfléchir sur leurs activités et fournir un
travail personnel plus important qu’au secondaire. Ils sont plus aptes a assumer la responsabilité de
leurs propres apprentissages et étre capable de planifier méme si les conditions n’y sont pas
favorables. Ils commencent a prendre conscience que les méthodes d’apprentissage peuvent varier
selon les objectifs a atteindre et selon les individus.

III.  Evolution de ’enseignement en algébre linéaire

Le livre de Van der Waden a suscité un intérét considérable aupres des professeurs universitaires
et des étudiants du troisieme cycle. Ce mouvement est parti de 1’école allemande et a été relayé par
les étudiants. En 1967, G.B. Birkhoff et S. Maclane publient le célebre ouvrage intitulé « Algebra »
destiné a des étudiants (undergraduate équivalent de Licencel et 2). D’un autre cOté, 1’analyse
fonctionnelle qui est le domaine privilégié de la création d’espaces vectoriels occupe de plus en plus
une place importante dans I’enseignement au second cycle universitaire.

En 1947, sous le pseudonyme collectif de N. Bourbaki, un groupe de mathématiciens francais
publie le chapitre deux intitulé « Algebre Linéaire » du livre II « Algebra ». Cet ouvrage a eu une
grande influence internationale et principalement dans les pays francophones. On retrouve dans ce
livre le principe fondamental de 1’enseignement de 1’algébre linéaire : la déduction a partir des
axiomes, aussi bien que la logique formelle, la généralisation, 1’abstraction et la formalisation. Et
tout ce qui n’est pas justiciable d’une approche déductive est relégué a 1’arriere-plan.

C’est essentiellement a partir des années cinquante que se développent les premiéres tentatives
d’enseignement de 1’algebre moderne et en particulier de 1’algebre linéaire, d’abord en troisieme

Matematika Didaktika aux CRMEF
Volume I (2015), Page 79



L’algébre linéaire, ce singulier paradoxe (Oudrhiri Mohamed)

cycle sur D’initiative de certains professeurs dans leurs universités puis en premier cycle des
universités. Juste apres, elle fiit introduite dans les programmes officiels des concours aux grandes
écoles scientifiques frangaises, environ dix ans avant I’introduction de la définition axiomatique des
espaces vectoriels en classe de seconde ( tronc commun)et le théoreme de la dimension en classe de
premiere ( premiere année Bac)

Les premiers ouvrages en France qui présentent 1’algebre sous sa forme moderne et d’un niveau
accessible au premier cycle apparaissent a partir des années soixante. On peut citer :

_ Queysanne, Algebre MP et spéciales A, A’, Armand Collin éditeur, 1960 ;
_ Collecion U Série mathématique dirigé par A. Revuz, Paris 1964.

En 1964, J. Dieudonné publie son célébre livre « Algebre linéaire et géométrie élémentaire ». Il
y présente la géométrie comme un cas particulier de ’algebre linéaire ; il lui suffit d’ajouter aux
axiomes d »espace vectoriel, un axiome sur la dimension (trois vecteurs du plan ou quatre vecteurs
de I’espace sont toujours linéairement dépendants) et les axiomes d’existence d’un produit scalaire.
Il trouve ainsi les principaux résultats des géométries euclidienne et affine a deux et trois
dimensions.

A la fin des années soixante, les mathématiques modernes font leur entrée dans I’enseignement
secondaire. Le programme officiel présente 1’algeébre linéaire par ses applications a la géométrie
plane mais avec un parti pris pour le formalisme et I’introduction du vocabulaire et des définitions
les plus généraux.

Mais les perspectives d’un enseignement de masse et les constats d’échec de 1I’enseignement
des mathématiques modernes ont fait disparaitre 1’algébre linéaire des programmes du secondaire
une vingtaine d’années apres son apparition.

Dans les programmes des lycées, il n’y a plus de référence a la théorie des ensembles et a la
topologie, pas de réflexion sur les outils de la logique ni de 1’algebre linéaire. Certes les
mathématiques du lycée incluent des sujets traditionnels, tels que les systémes d’équations linéaires,
la géométrie analytique qui font partie de 1’algebre linéaire. Mais ces sujets sont enseignés au lycée
d’une facon qui a peu a voir avec les idées élémentaires de 1’algebre linéaire. Si les éléves
pratiquent les vecteurs, ils ne connaissent pas les espaces vectoriels. Ses bases ne sont qu’un outil
pour eux. La linéarité au programme n’apparait que comme un mot pour désigner certaines
propriétés :

- (af + bg)’ = af’ + bg’
- {(mf(t) + ng(t)) dt = mff(t) dt + nfg(t) dt

Et méme dans 1’étude des systemes d’équations linéaires, le seul lien qui existe potentiellement
entre les mathématiques du lycée et 1’algebre linéaire, se résume a une procédure de résolution des
systéemes 2x2 ou 3x3. Les nouveaux étudiants ne connaissent ni les représentations matricielles de
ces systemes, ni I’existence et 1’unicité des solutions, ni les relations avec la géométrie analytique
des droites et des plans dans I’espace, etc.

Et actuellement, I’enseignement de 1’algébre linéaire sous sa forme axiomatique est introduit au
début de la premiére année du cursus des études universitaires scientifiques. Le plan des
enseignements de 1’algebre linéaire donnés dans les universités est assez standard, au-dela de
quelques variantes qu’on peut rencontrer :

- Les axiomes des espaces vectoriels sur IR ou C et leurs premiéres conséquences ;

- Sous espaces vectoriels ;

- Indépendance linéaire, famille génératrice, famille libre, bases, espaces de dimension finie ;
- Application linéaire, noyau et image, rang, théoréeme de la dimension ;

- Calcul matriciel ;

- Déterminant ;

- Equations linéaires ;
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- Inversion des matrices ;
- Vecteurs et valeurs propres.

IV. Spécificité de I’algébre linéaire et de son enseignement

Les concepts d’algebre linéaire sont apparus apres que de nombreux probléemes, pouvant les
mettre en jeu, avaient été résolus autrement. Dorier a relevé, dans sa these, 1’aspect généralisateur et
formalisateur des concepts de 1’algebre linéaire. De plus [’algebre linéaire n’est jamais
indispensable dans les problémes posés aux étudiants ; au mieux elle offre une simplification et
dans la plupart des cas, elle offre surtout 1’intérét de donner une méthode généralisable a toute une
classe de problemes semblables. L’utilisation de 1’algebre linéaire ne correspond pas a une nécessité
du probléme mais a une obligation didactique. Les problémes ou le recours a ces concepts est
indispensable sont assez difficiles (problémes dans des espaces souvent de dimension infinie).
D’ailleurs les étudiants ont du mal a comprendre le jeu qu’on leur fait jouer sans leur avoir donné
toutes les regles. Les concepts restent au stade d’objet et ne deviennent jamais des outils (selon la
terminologie de Douady).

Ce n’est pas sans conséquence sur I’enseignement. Il peut résulter un effet de « contrat » : on
utilise les concepts non parce qu’ils sont indispensables, mais parce qu’on est en train de les étudier.
De méme, l’orientation axiomatique a 1’ceuvre en algebre linéaire s’oppose a la théorie
constructiviste de la formation des connaissances. Il s’agit d’une maniére rapide d’enseigner
I’algebre linéaire, qui va du général au particulier. Les résultats sont établis assez tot. De plus cet
enseignement ne demande formellement aucun prérequis, il peut démarrer en début d’année. Mais
dans un tel cas « le volume des connaissances [...] gonfle dans un terrain vierge » (Brousseau).

Dorier a montré que les compétences (ou 1’absence de lacunes) de I’étudiant en logique
élémentaire et en langage ensembliste semblent étre un atout pour une réussite.

Pavlopoulou, en s’inspirant des travaux de Duvall, a distingué quatre registres de représentation
sémiotiques qui obéissent a des regles précises : le registre graphique (fleches), le registre des
tableaux (colonne de coordonnées), le registre de 1’écriture symbolique (théorie axiomatique des
espaces vectoriels) et le registre de la langue naturelle. Par exemple, c’est la confusion entre un
vecteur et sa représentation géométrique, et non pas son écriture en n-uplets qui est source
principale de problemes. Et elle soutient la these qu’une prise en compte par I’enseignement de ces
registres et les conversions d’un registre a un autre sont susceptibles de donner accés au mode de
pensée propre a 1’algebre linéaire.

De son c6té un groupe de recherche autour de Sierpinska ont identifié la coexistence de trois
niveaux de description : le langage de la théorie général (espace vectoriel, dimension, Noyau, etc.),
le langage plus spécifique de IR" (n-uplet, matrices, etc.), et le langage géométrique dans IR? IR’
(vecteur géométrique, droites, plans et transformation géométrique, etc.). Ils ont montré que ces
langages qui sont parfois interchangeables ne sont pas équivalents et que le choix de IR" comme
modele privilégié peut étre source d’obstacle ultérieur a 1’apprentissage de la théorie générale et a
I’acceptation d’autres catégories d’objets tels que les fonctions, matrices ou les polyn6mes comme
vecteurs.

Dans la continuité de ce travail, ils ont montré que les modes de raisonnement qui coexistent en
algebre linéaire sont le fruit d’une arithmétisation de 1’espace (le passage de la géométrie
synthétique a la géométrie analytique dans IR") et d’une désarithmétisation de 1’espace (le passage
de IR" a la théorie axiomatique). Ils sont au nombre de trois :

- Synthétique-géométrique : se sert de la géométrie et des propriétés géométriques des figures,
utilisés comme des outils heuristiques.

- Analytique-arithmétique : les objets sont définis par une formule qui permet de les calculer en
arithmétique ou par un ensemble de propriétés, dans le cas structurel.
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- Analytique-structurel : démontrer qu’un objet a une certaine propriété.
A la fin de I’étude, ils proposent de s’appuyer sur le gofit des étudiants pour les calculs pour
faire évoluer le mode de raisonnement analytique dans la direction de la pensée numérique.

V. Conclusion

Ce bref résumé de 1’évolution historique de 1’algebre linéaire et de son enseignement fait
ressortir plusieurs des difficultés prévisibles de 1’enseignement de 1’algebre linéaire. Si les
mathématiciens qui ont contribué a la création et au développement de la théorie ont pu avoir autant
de mal a y voir clair, on peut présumer, sans grands risques de se tromper, qu’il en ira de méme pour
les étudiants et pour les enseignants. Par ailleurs, 1’analyse rétrospective de ces difficultés peut nous
aider a définir une forme d’enseignement qui en tienne compte.

Nous pouvons dégager quelques points qui semblent mettre en accord tous les chercheurs dans
ce domaine apres avoir précisé qu’aucune méthode d’enseignement ne garantit un résultat a 100%.
- I est indispensable que des étudiants acquierent les principaux concepts au plus tard durant le
premier cycle universitaire scientifique car c’est un domaine fondamental pour beaucoup de
sciences.
- L’histoire et la nature épistémologique de 1’algebre linéaire sont complexes et indispensables pour
toute ingénierie didactique. Elles nous ont permis de voir que le grand intérét de 1’algebre linéaire,
qui est son aspect simplificateur et généralisateur, n’a pas été le résultat de la nécessité d’une
situation mathématique mais par souci d’organisation, de simplification et d’unification des
théories.
- L’apprentissage de 1’algebre linéaire est lent et son enseignement est court, il faut donc se fixer des
objectifs de compréhension de quelques notions de base.
- les étudiants utilisent beaucoup de vocabulaire et de symboles, mais pas toujours a bon escient,
donc dans I’optique d’un premier contact avec 1’algebre linéaire, il vaut mieux éviter I’accumulation
de « termes et symboles savants et le limiter au nécessaire et suffisant.
- Parmi les sources d’échec des étudiants la disparition dans I’enseignement secondaire de tout
apprentissage non seulement de 1’algebre linéaire mais également d’algebre formelle (étude des
structures, etc.) ainsi que le degré de formalisme et d’abstraction des théories de 1’algebre linéaire
assez important, complétement en rupture avec 1’enseignement suivi au secondaire.
- La nécessité de prérequis concernant la logique et la théorie élémentaire des ensembles pour
I’apprentissage de I’algebre linéaire.
- La géométrie permet de donner du sens aux concepts de 1’algébre linéaire, alors que I’utilisation
de ’outil vectoriel permet de simplifier la résolution de beaucoup de problémes de géométrie.
Donner aux étudiants dés le début des représentations de type géométrique afin d’avoir un exemple
de référence permettant de faire moins d’erreurs grossiéres.
- Diversifier les exercices dans les différents cadres et registres car plus qu’une définition formelle,
les exercices peuvent montrer I’importance de 1’algebre linéaire et son rdle fédérateur en
mathématique. Ils peuvent aussi favoriser 1’apprentissage des méthodes qu’il faut développer a
chaque fois que c’est possible car il est toujours plus simple de retenir une méthode si I’on peut la
relier a un exercice.
- L’algebre linéaire est un domaine mathématique complet (langage, écritures, regles, etc.)
permettant de petits développements logiques sur un champ de connaissance limité a partir de régles
précises, avec une formulation pointilleuse, donc il faut profiter de cet enseignement pour apprendre
aux étudiants a formuler correctement une démonstration et tenter de les délivrer du blocage.
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Introduction

Le sens du nombre a été, et est encore, I’objet de plusieurs travaux en didactique des
mathématiques, comme en témoigne la riche littérature scientifique a ce sujet. Cependant, force est
de constater qu’il n’existe pas de consensus sur la maniére de le définir, et par conséquent, sur ce
qu’il recouvre. Comme le rapporte Case (1998) le sens du nombre est difficile a définir, mais il est

facile a reconnaitre.

La notion de sens du nombre (SDN) demeure assez récente dans le domaine de 1’éducation. Le
Conseil national des professeurs de mathématiques des Etats Unis d’Amérique (NCTM) décrit
I’enfant ayant un SDN comme étant celui qui a une bonne compréhension de la signification des
nombres, de leur grandeur, de leurs relations et de la fagon dont les opérations arithmétiques
affectent les résultats (NCTM, 1987 cité par Howden 1989). Le premier intérét institutionnel porté a
ce concept revient au NCTM en 1989 « Number sense was not a topic identified as important until
the late 1980’s when it emerged as a primary objective of elementary school mathematics in the
document Everybody Counts, and when it was emphasized as a standard in the National Council of
Teachers of Mathematics Curriculum Standards » (NCTM, 1989) (p. 4). Depuis lors, le SDN est
identifi¢ dans des documents gouvernementaux et dans des travaux scientifiques. Il s’ensuit de
multiples travaux de recherche sur ce sujet dans le but d’identifier, de mieux définir et de clarifier le

concept.

Dans les travaux scientifiques sur ce sujet, il s’avére que les points de vue des chercheurs tantot se
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rejoignent, tantdt divergent ’'un de I’autre. Ainsi, Case (1998), Brech (2005), et Gersten, Jordan
&Flojo (2005) ont souligné qu’il est impossible de trouver des chercheurs qui ont donné la méme
définition au concept du SDN. En termes de caractéristiques du SDN, les opinions des chercheurs
tendent également a diverger. De ce fait, certains chercheurs considérent comme caractéristiques
ceux que d’autres consideérent comme des composantes du SDN. Toutefois, il est a remarquer que
les différents auteurs tendent plutot a se compléter en utilisant des idées plutdt complémentaires
pour clarifier celles d’auteurs précédents. En définitive, la question de définir ou de décrire le SDN
demeure une problématique a étudier. La section suivante offre une illustration du SDN, puis les

différentes acceptions du concept sont présentées de facon synthétique.

1. Illustration du sen du nombre

Le SDN est un concept variable et dynamique qui différe d’une personne a 1’autre, ou d’un contexte
a ’autre. Dans sa recherche, Pilmer (2008) montre a 1’aide de ’exemple d’un probléme proposé a

trois éléves, que le SDN différe d’un éléve a un autre.

Estimer : 1{3x 9.5 +10.4 ~0.51

On peut voir les réponses différentes des 3 éleves qui ont un SDN dans le tableau suivant:

Eléve : 1 - T knew that 1|3 is approximately equal to 0.3.
- Using the rules for rounding, I changed 9.5 to 10, 10.4 to
0.3 x10+10+0.5 10, and
3+20 - 0.51t00.5.
23 - Three-tenths of 10 is 3.

- 100 divided by 5 is twenty, so 10 divided by 0.5 must
also be twenty.
- 3 plus 20 s 23

Eléve : 2 - Change 9.5 to 9 because it is easier to multiply 9 by 1|3,
versus 10.

1|3 x10+10+ 12 - 0.51 is approximately equal to 1|2.

3+20 - If there are two halves in one, there must be twenty

23 halves in 10.

- One-third of 9 is 3.
- Add 3 and 20, you get 23

Eléve : 3 - Iknew that 1|3 is approximately equal to 0.3.

- Using the rules for rounding, I changed 9.5 to 10, and
0.3 x10+10+1J2 10.4 to 10.
3+20 - 0.51 is approximately equal to 1|2
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23 - Dividing by a fraction is the same as multiplying by its
reciprocal.

- The sum of 3 and 20 is 23.

Tableau 1 : Illustration du SDN chez trois éleves

Selon cette illustration, les trois éléves sont arrivés au méme résultat, mais ils ont chacun utilisé un
procédé singulier. Ainsi, les réflexions des éléves, les techniques utilis€ées de résolution du
probléme, le déplacement entre les nombres et les opérations différent selon I’éleve. Alors la

question suivante se pose : ¢’est quoi le SDN?

2. Définition des concepts

Pour bien comprendre ce phénomeéne, nous proposons une définition du concept de sens du nombre

selon la littérature.

Le concept de sens du nombre

En 1992 Mclntosch et ses collaborateurs affirmaient que le sens du nombre (SDN) est un nouveau
concept dans le domaine des mathématiques (McIntosh et al, 1992). La reconnaissance de son
importance est trés récente, comme en témoigne la citation précédente du NCTM. Des lors, il est
devenu l'une des idées fondamentales des mathématiques chez les éléves. En effet, le SDN est a la
base de la compréhension des différentes représentations des nombres et des systemes de nombres,
de la signification des opérations et des relations relatives entre elles, ce qui permet de compter
aisément et de faire des estimations raisonnables (NCTM, 2000). Pour définir ce concept, nous
présentons d’abord les mécanismes a la base du sens de nombre et ensuite la manifestation de son

acquisition.

Les mécanismes a la base du sens du nombre

Plusieurs mécanismes sont a la base du sens du nombre. Dans les lignes qui suivent et
comme le montre la figure 1, nous présentons le comptage, la magnitude des nombres et leurs
représentations, Le calcul mental, I’estimation, le jugement raisonnable sur les résultats, 1’intuition
autour des nombres et leurs relations, utilisation d’une référence appropriée « benchmark » et la

décomposition / recomposition des nombres pour des opérations.
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Le comptage

Le comptage constitue un ¢lément fondamental et essentiel dans I’enseignement/apprentissage du
sens du nombre. Il nécessite que les enfants apprennent a compter a partir de 1 et de continuer bien
au-dela (Tsao, 2012). L’enfant apprend a compter (en suivant la séquence un-deux-trois-quatre, etc.)
d’abord par imitation, puis il performe grace a sa compréhension. Sans cette compétence, I’¢éleve
risque de ne pas bien connaitre la signification des nombres ainsi que les relations qui existent entre
eux. Selon Greeno (1991) et Geary (2004, 2003), les stratégies de comptage permettent aux enfants
d’avoir une compréhension conceptuelle des nombres et des quantités. Par exemple, dans la série
2-4-6-8, les €leves devraient savoir que cette série est obtenue par 1’ajout d’une valeur de 2 a chaque
fois. Cette compétence est fort complexe; elle comporte plusieurs dimensions. Ainsi, selon Franck
(1989), il existe cinq compétences de comptage, soit : la rote counting, le point counting, le rational
counting, le counting on, et le skip counting. Le rote counting consiste a citer les nombres en
séquence (Franck, 1989). Le point counting renvoie au fait de ne pas rater, ni de compter un objet
individuel plus d’une fois (ibid.). Le rational counting, quant a lui, référe a la capacité de
comprendre que le dernier nombre cité lors d’un comptage représente le nombre total d’objets de
I’ensemble (Franck, 1989). Le counting on correspond a la capacité¢ de commencer un comptage a
partir d’un nombre autre que 1 (ibid.). Enfin le skip counting renvoie au fait de compter chaque
nombre qui se trouve dans une série (ibid.).

De nombreuses €tudes ont montré que si un €léve détient cette compétence, cela signifie qu’il peut
bien également comprendre le systétme de nombres, les valeurs quantitatives des nombres, les
relations existant entre les nombres, les effets des opérations d’addition ou de soustraction sur le

comptage.
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La magnitude des nombres et leurs représentations

La magnitude des nombres est une composante importante du SDN. Dans plusieurs travaux portant
sur la définition du SDN, cette composante se veut étre un principe essentiel dans I’enseignement
du SDN, notamment au niveau des classes primaires (NCTM, 2000, 2013). Selon Markovits et
Sowder (1994), la compréhension de la magnitude d’un nombre réfere a la capacité d’une personne
de pouvoir comparer les nombres, de savoir lequel entre deux nombres se rapproche le plus d’un
troisieme, et de pouvoir identifier un nombre entre plusieurs. Les auteurs affirment qu’il peut
s’avérer difficile pour les éléves de développer ces capacités lorsque leur instruction se base sur des
manipulations symboliques car la plupart d’entre eux tendent a dissocier les symboles des référents
proprement dits (Resnick, 1989 ; Wearne, 1990, cités par Markovits et Sowder, 1994).

La magnitude des nombres comporte deux catégories : une magnitude relative et une magnitude
absolue. Cette caractéristique confére un sens aux grands nombres, permettant une comparaison
notamment lors de 'utilisation d’un benchmark (Tsao, 2012). Toutefois, de nombreux enfants ne
savent accorder un sens a de grands nombres dans des situations de la vie réelle (McIntosh, Reys,
&Reys, 1997). Selon Zaslavsky (2001), les ¢léves apprennent mieux a appréhender le systeme de
numération arabo-hindoue lorsqu’ils sont exposés aux différentes facons dont les gens comptent et
enregistrent.

Sur le plan empirique, les recherches sur les nombres rationnels permettent de caractériser les
pratiques d’enseignement qui facilitent le mieux la compréhension de la magnitude des nombres par
les ¢leves (Pilmer, 2008). Selon I’auteur, ces études enjoignent les €léves a trouver par eux-mémes
le sens approprié, cela, en mobilisant leurs connaissances formelles et informelles. Elles comportent
une base conceptuelle et exigent que les éleves discutent des stratégies de résolution utilisées. De
plus, elles font appel a plusieurs représentations du nombre rationnel. Cette étude montre qu’il
importe mieux de corriger les erreurs qui surviennent lors des discussions en salle de classe, plutot
que d’identifier expressément les potentielles erreurs des €léves.

Selon les 2° et 3° principes du NCTM (2000, 1989, 2013), la représentation des nombres est une
composante importante dans le développement du SDN. De méme, pour le ministére d’éducation
d’Ontario (MEO, 2005), c’est une composante importante dans les formations des mathématiques
au primaire, soit, de la 1 année a la 8™année scolaire.

En se basant sur les volets comportementaux et neurobiologiques, Brannon (2006) a montré que les

humains posseédent un systeme de représentation numérique, non basé sur le langage, mais plutot
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sur I’évolution et le développement continu de I’humanité. Ainsi selon 1’auteur, sans le langage en
tant que tel, les humains possedent des représentations de la magnitude des nombres qui obéissent a
la loi de Weber. Dans une autre étude, d’autres auteurs regardent dans quelle mesure les adultes
utilisent des représentations intégrées de la magnitude des nombres pour comparer les valeurs des
fractions (Schneider et Siegler, 2010). Les auteurs remarquent que les représentations mentales de la
magnitude des gens ne peuvent étre séparées de leurs choix stratégiques. Les résultats montrent
également que la meilleure compréhension des magnitudes fractionnelles exige une évaluation au
cas par cas des stratégies utilisées dans la comparaison des fractions. De plus, les auteurs
soutiennent que la représentation mentale des nombres offre une structure conceptuelle
déterminante dans I’organisation d’autres connaissances numeériques. Dans la méme logique, la
représentation spatiale de la magnitude numérique semble offrir un support idéal dans la
construction des représentations linéaires de la magnitude numérique Whyte et Bull (2008). Les

deux exemples suivants permettent de comprendre cette composante du SDN.

Ex1 :

Proposer une réponse plus facile et non traditionnelle pour ces problémes :

a) 50 x 48 b) 992 + 993 + 995
Dans la 1°* partie de I’exemple (a), on peut représenter le nombre 50 par 100/2; cela rend
le probléme plus facile que dans la premicre formulation. Et le processus de résolution
sera :

50 x48 =100/2 x 48 =

4800/2 = 2400
Dans la 2™ partie de cet exemple, on peut aussi représenter les nombres dans cette
opération par d’autres formulations qui seront plus faciles a résoudre comme les
suivantes :

992 +993 + 995 =
(1000-8) + (1000-7) + (1000-5) =

3000-20 =2980
Dans cette partie on a représenté les nombres par d’autres formulations, de facon a
faciliter la résolution du probléme. Dans cet exemple 1’éleve peut déplacer les nombres
avec flexibilité et peut bien comprendre les relations existant entre les nombres et les
opérations.

Le calcul mental

Le calcul mental consiste a trouver une réponse numérique avec précision sans usage d’un appareil
ou d’un instrument externe (Pilmer, 2008; Heirdsfield, & Doig, 2010). Selon le premier auteur, son
utilisation différe selon qu’il s’agit d’un probléme contextuel ou non. Le probléme non contextuel
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est souvent considéré comme hors des activités académiques par les éléves. Toutefois, ils ont leurs
propres méthodes de calcul mental. Selon Perry et Dockett (2002), le calcul mental demeure une
partie intégrale de I’apprentissage numérique chez les jeunes enfants. Il permet le développement
significatif des concepts mathématiques et du SDN en facilitant la flexibilit¢ (NCTM, 2000). Selon
le DEEC (2009), le calcul mental consiste en une activité de la vie quotidienne. Les éléves qui sont
encouragés a 1’'usage du calcul mental ont tendance a avoir une compréhension plus profonde des
relations existant entre les nombres. DEEC (2009) identifie certains faits sur le calcul mental. Ainsi,
beaucoup d’enfants peuvent déja effectuer un calcul mental avant de I’avoir appris a 1’école. Ceux
qui calculent mentalement utilisent une panoplie de méthodes qui ne requiérent souvent pas de
grands efforts de la mémoire a court terme. Par contre, ceux qui sont les moins compétents sont
également ceux qui utilisent les stratégies de calcul mental les moins efficientes.

Plusieurs études soutiennent ces idées. Ainsi, Markovits et Sowder (1994) ont examiné 1’effet d’une
intervention sur le développement du SDN chez la plupart des éléves. IIs ont trouvé que les éleves
ont tendance a réorganiser et a utiliser les connaissances actuelles plutét que de développer de
nouvelles structures de connaissances. Les auteurs ont également observé le fait que beaucoup
d’éléves manifestent un SDN dans la résolution des probleémes arithmétiques. En lien avec les
méthodes de calcul utilisées, Hope et Sherrill (1987, cités dans (Reys et Barger, 1994) observent
que les €léves peu expérimentés sont ceux qui utilisent des méthodes de calcul standards basées sur
I’écriture et ils ont moins tendance a maitriser les propriétés des nombres. Par contre, les €léves les
plus qualifiés utilisent une variété de stratégies mentales. Markovits et Sowder (1988) montrent,
d’autre part, que les stratégies non standardisées de calcul mental tendent autant a aider les éléves a
améliorer leurs compétences mathématiques, mais aussi les aident a réduire le temps requis pour la
résolution des calculs. Ainsi, les éléves les plus qualifiés utilisent différentes propriétés des
nombres, telles la commutativité, 1’associativité et la distributivité. Ainsi, le calcul mental aide a

comprendre le systéme de nombres et les opérations entre les nombres (Reys, 1992).

L’estimation

Selon Pilmer (2008), I’estimation consiste a estimer des réponses de calcul numérique. Elle requiert
deux types de composantes qualitatives des activités : ['utilisation du jugement pour sélectionner la
réponse la plus proche de la réalité¢ et le calcul mental du nombre substituant (Case et Sowder,

1990). Le type le plus fréquent de I’estimation renvoie a I’estimation d’un résultat d’un calcul
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mental qui s’approche du nombre original (Sowder, 2000). Elle nécessite 1’utilisation d’une gamme
variée de compétences et de concepts tels que la connaissance des propriétés arithmétiques, le
calcul mental, la confiance en soi, I’acceptation de 1’erreur, la flexibilité cognitive, une profonde
compréhension des nombres et des opérations et la connaissance de plusieurs autres stratégies
appropriées. Dans la vie quotidienne, 1’estimation s’aveére étre pertinente et plus utile que des
calculs précis (Sowder, 1984).

L’un des bénéfices de 1’estimation consiste au fait que les résultats de calcul tendent a étre plus
raisonnables que ceux qui sont obtenus par des méthodes comme le papier crayon ou une calculette
(Sowder, 1984). Selon I’auteur, 1’estimation peut également étre utile dans 1’aide au développement
d’autres compétences mathématiques. Selon certains écrits recensés par Sowder (1984), I’habileté a
estimer est positivement corrélée a 1’habileté quantitative, a la capacité de résoudre des problémes
et a des attitudes positives envers le calcul. Certaines situations se prétent bien a 1’utilisation de
cette composante. Ainsi, Silver (1990, cité dans Pilmer, 2008) identifie certaines situations ou il
importe d’utiliser I’estimation, soit : 1) avant de s’engager dans un calcul, afin de pouvoir déceler
les possibilités d’erreur, dans le raisonnement portant sur un calcul donné et enfin lorsque 1’on
doute des nombres que le calcul doit donner.

Dans une étude réalisée par Sowder and Wheeler (1989) auprés d’étudiants de plusieurs niveaux,
les auteurs trouvent que les ¢€léves peuvent utiliser de multiples stratégies d’estimation, chacune
amenant a une réponse donnée. Dans cette ¢tude, les auteurs observent que plus les €léves sont
dans une classe supérieure, plus ils ont tendance a utiliser la méthode « rounding », cela étant di a
I’accumulation de I’instruction. Les compétences de 1’étudiant sont fortement corrélées a son SDN.
Ainsi, selon Threadgill-Sowder (1984), les réponses a des choix multiples peuvent étre répondues
correctement lorsque les €léves ont une intuition quantitative alors qu’ils tendent a performer moins
s’ils n’ont pas cette intuition. Dans la méme logique, Pilmer (2008) affirme que les réponses
considérées comme acceptables sont a un équilibre entre la validité de la stratégie et la proximité de
I’estimation.

Il s’avére que I’estimation comporte des caractéristiques bien déterminées. Ainsi, un bon estimateur
a une évocation rapide de la base mathématique pour toutes les opérations, il se révele efficient lors
de T'utilisation du calcul mental, il est flexible dans le choix de ses réponses et posséede une
capacité d’ajustement, il peut recourir adéquatement a une variété¢ de stratégies dans 1’estimation
d’un probléme et il utilise efficacement les propriétés des opérations arithmétiques, soit

I’associativités, la distributivité et la commutativité (Reys, Rybolt, Bestgen et Wyatt, 1982, dans
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Pilmer, 2008). Ces caractéristiques ne surviennent pas de fagon spontanée, c'est-a-dire que les
enfants ont besoin de se pratiquer afin de montrer une capacité d’estimation précise (Hope, 1989).

Les estimateurs utilisent ordinairement trois principaux processus d’estimation, soit: la
reformulation, la translation, la compensation (Hope, 1989). Selon les auteurs, la reformulation
consiste a changer des données numériques afin de rendre leur forme mentalement gérable sans
changer la structure du probléme. La translation tend a changer la structure mathématique du
probleme. La compensation réfere a des ajustements qui reflétent les variations numériques. En
somme, le bon estimateur utilise 1’ensemble de ses expériences personnelles, les opérations

mathématiques et les relations entre les nombres.

Le jugement raisonnable sur les résultats

Cette composante du SDN référe au fait que les €éléves examinent dans quelle mesure les réponses
trouvées pour une question donnée sont liées au contexte (Pilmer, 2008). Pour d’autres auteurs, il
s’agit de pouvoir utiliser des stratégies d’estimation dans la résolution des problémes sans avoir
recours a un instrument quelconque (Mclntosh et coll. 1992; Sowder, 1992, cités par Yang, 2010).
Pour ce faire, il importe que les €léves comprennent le processus qui amene aux réponses (Pilmer,
2008). Les résultats d’une étude conduite par Mclntosh, Reys&Reys (1997) soutiennent que I’¢léve
doit pouvoir réfléchir autant sur le résultat obtenu que sur le processus qui sous-tend le calcul; de
méme, les enseignants doivent favoriser le processus en partageant avec 1’¢leve les différentes
méthodes qui permettent la vérification du bienfondé d’une réponse. L’exemple suivant sert a mieux
comprendre cette composante.

Ex :

Si la longueur d’Ahmed était de 1.5 m quand il était dgé de 10 ans, selon vous combien
mesure-t-il a ['dge de 20 ans?

Dans cet exemple, les éléves peuvent en premier lieu effectuer le raisonnement suivant,
soit par exemple : Si Ahmed a 1.5 m de grandeur a 1’age de 10 ans, alors a 20 ans il va en
avoir 3 m. Les ¢léves ont simplement multiplié¢ la grandeur de Ahmed par 2. Mais dans
la réalité cette réponse s’avére inadéquate et illogique. Suivant des algorithmes
mathématiques abstraits, il se pourrait que certains €léves affirment qu’Ahmed aura
4.5m a I’age de 30 ans, et 6 m a I’age de 40 ans. Mais, les éléves qui ont un sens du
nombre peuvent comprendre que ce n’est pas logique pour un humain de mesurer 3 m,
4.5 m ou 6 m de long. Il importe a ce moment que I’¢léve utilise son sens logique sur des
choses pratiques de la vie.
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L’intuition a propos des nombres et de leurs relations

L'intuition est une caractéristique ou une composante qui se retrouve dans la définition du SDN de
plusieurs chercheurs (Howden 1989; Baroody& Wilkins 1999; Case, 1998; Griffin 2003; et Pilmer
2008). Quant au NCTM (1987 et 1989), le SDN se définit comme étant une intuition liée aux
nombres, laquelle intuition étant acquise a travers les significations différentes et variées des
nombres. Elle s’acquiert aussi a travers la compréhension des nombres, la capacité de réaliser les
représentations des nombres et la connaissance des relations entre les tailles des nombres et leurs
valeurs (NCTM, 1989). Enfin, cette intuition s’acquiert a travers la connaissance de 1’influence des
opérations sur les nombres et le fait d’avoir une référence (point de repere) pour mesurer les objets
(NCTM, 1989).

Selon plusieurs auteurs Babaei, Chaiichi-Mellatshahi et Najafi (2012 ), l'intuition est une forme de
connaissance caractérisée par 1’évidence, la persévérance, la coercition, 1'état de théorie, I'implicite.
Comme le caractérise Resnick (198), on peut dire que l'intuition mathématique ou l'intuition par
rapport aux nombres est évidente pour la personne qui la posséde. Elle est facilement accessible car
elle est liée dans la mémoire a des situations particulieres. Selon Resnick (1983), elle est trés
importante dans 1’enseignement des mathématiques car elle est liée aux nombres et a leurs relations,
et donc au SDN. Sur le plan opératoir, l'intuition consiste a préparer et a guider notre activité
mentale ou pratique. Selon Babaei, Chaiichi - Mellatshahi et Najafi (2012), I’intuition a un rdle clé
dans la recherche de la solution du probléme et dans la compréhension de son contenu. Les
résolutions des problémes mathématiques (comme une composante importante du SDN) par
l'intuition entrainent un meilleur rendement des ¢€léves. Ces derniers peuvent mieux réfléchir et
mieux les résoudre. L’utilisation de la méthode intuitive permet a I'é¢tudiant d’€tre créatif et
augmente sa capacité d’analyse. Plus de stratégies et d'instruments lui sont donc accessibles pour
résoudre les problémes. En définitive, un enseignement qui encourage 1’utilisation et le
développement de I’intuition favorise le développement de la pensée abstraite qui est le but final de
l'apprentissage des mathématiques. En effet, 'intuition est considérée comme une composante

importante du SDN. Il faut donc la développer pour faciliter I’enseignement du SDN.
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L’utilisation d’une référence appropriée « benchmark »

Des chercheurs ont décrit le SDN comme une connaissance qui aide les ¢éléves, a utiliser un
« benchmark» comme une référence qui les rend capable de résoudre des problémes
mathématiques, et de percevoir les réponses ou les résultats avant méme de commencer a résoudre
ces problemes (Dowker, 2005; Geary 2004; Gersten, Clarke & Jordan, 2007; Gersten, Jordon,
&Flojo, 2005; Kalchman, Moss, & Case, 2001; Liedkte, 1995; NCTM, 2000; Sowder, 1994; Yang,
Hsu, et Huang 2004). Selon Maclntosh et al. (1992), la capacité d’utiliser une référence appropriée
« benchmark » implique qu'une personne puisse utiliser un point de référence pour résoudre des
problemes de fagon appropriée dans différentes situations. Des reperes numériques sont utilisés
comme des références mentales pour la réflexion sur les nombres et leurs représentations. Ils sont
souvent utilisés pour juger de la taille d'une réponse ou pour arrondir un nombre de sorte qu'il soit
plus facile pour les processus mentaux. En termes d’illustration, I’auteur soutient qu’en utilisant 1
comme référence, la somme de 6/7 et de 14/15 devrait étre proche de 2 et inférieure a de 2 (il est <
2), car chacune des fractions est proche mais inférieure a 1. Dans le méme ordre d’idées, Yang
(2010) décrit un cas dans lequel on demande a un éleve d’estimer la longueur en cm du tableau de
la classe. Cet éléve peut, par exemple, prendre comme référence la longueur de ’enseignant et dire
que la longueur du tableau doit étre le double de la longueur de I’enseignant; alors la réponse

devrait étre entre 3-4 m (ibid.).

La décomposition / recomposition des nombres pour des opérations

La décomposition / recomposition des nombres implique I'expression d'un nombre dans une forme
équivalente en sachant que cette forme équivalente facilitera 1’opération sur les nombres
recomposés (McIntosh, Reys, et Reys, 1992). La capacit¢ a décomposer et a recomposer des
nombres est un comportement qui démontre la présence du SDN (Greeno, 1991; Kaminski, 1997,
Mclntosh Reys, et Reys , 1992; McIntosh &Sowder , 1994; Resinck, 1989; Reys et al , 1995;
Sowder , 1990; Yang, 1997). La décomposition / recomposition des nombres est donc une forme ou
une étape de la représentation des nombres qui facilite le traitement des nombres ou des opérations.
Ex1 : si on veut effectuer ’opération (528 + 538), on peut décomposer les deux grands nombres
comme suit : (500 + 20 + 8) + (500 + 30 + 8) = (500 + 500) + (20 + 30) + (8 + 8) = 1000 + 50 + 16
= 1066. Ex2 : dans 38, il y a 2 groupes de 19 ou 2 groupes de 10 et 1 groupe de 18. Ex3 : pour
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calculer 17 + 24, on peut décomposer 17 en 10 et 7, 24 en 20 et 4, puis additionner 10 + 20 et 4 + 7
pour obtenir 41.

En somme, les mécanismes a la base de I’acquisition du sens du nombre sont : le comptage, la
magnitude des nombres et leurs représentations, Le calcul mental, I’estimation approximative, le
jugement raisonnable sur les résultats, I’intuition autour des nombres et leurs relations, ’utilisation
d’une référence appropriée « benchmark » et la décomposition / recomposition des nombres pour
des opérations. Ces mécanismes permettent et facilitent 1’acquisition du sens du nombre chez

I’¢éleéve, mais une question se pose : comment se manifeste cette acquisition chez lui?

3. Les manifestations de I’acquisition du sens de nombre chez I’éléve

L’acquisition du sens du nombre chez 1’¢éléve se manifeste par plusieurs dimensions comme le
montre la figure 2. Premiérement, elle se manifeste par la bonne compréhension de la signification
des nombres, de leur grandeur, de leurs relations et de la fagon dont les opérations arithmétiques
affectent les résultats. En effet, « understanding of number and number concepts and developing a
good conceptual understanding of numbers is referred to as number sense » (Sood, 2009, p. 94). De
plus, il s’agit de la compréhension concréte des relations numériques et la taille relative du nombre :
« a concrete understanding of numerical relationships such as ‘the same number as’ or ‘more than,’
and the relative size of numbers. » (Baroody et Wilkins, 1999, p. 54). Enfin, cette compréhension
est bidirectionnelle de la séquence du nombre, une connaissance cardinale, et la capacité de
construire ou de créer une séquence de nombres en utilisant I’addition ou la soustraction (Case et
Sandieson, 1991). Par ailleurs, MacIntosh et ses collegues (1997) insistent sur I’importance de la
tendance et la capacité d’utiliser cette compréhension d’une maniere flexible. Ainsi, I’éléve qui a le
SDN est celui qui « have well-understood number meaning, have developed multiple relationships
among numbers; recognize the relative magnitude of numbers; know the objects and situations in
their environment » (NCTM (1989) p. 38). Cette compréhension peut rendre 1’éléve capable de faire
des jugements en lien avec les mathématiques, de développer des stratégies utiles et efficaces dans
le traitement des nombres ou des opérations (ibid) et des réflexions compréhensives et flexibles

autour du nombre (Schneider et Thompson, 2000).
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Figure 2 : Les manifestations de I’acquisition du sens du nombre chez I’éléve

‘fManifestation de Pacquisition du sens du nombre chez l’éléve\‘
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Deuxiemement, le SDN se manifeste par la capacité de I’éléve d’estimer (Reys& Yang, 1998;
Pilmer 2008; Fennell &Landis, 1994), de juger (Plimer 2008, McIntosh et coll., 1997), de calculer
mentalement (Sowder 1994; Reys 1995, Yang 2004) et de faire des représentations flexibles
(Gersten, Jordon, et Flojo 2005). En effet, I’éléve qui a un SDN peut faire des calculs, des
opérations et des calculs mentaux parce qu’il sera capable, a partir de son expérience numérique,
de construire une image mentale pour les nombres et leurs relations et pour les opérations (Dunphy,
2007). De plus, cet éleve peut aussi construire mentalement une droite numérique, fruit de son
imagination et de sa perception (Dunphy, 2007). L’¢léve est ainsi capable d’utiliser les nombres
dans différents contextes, et de les employer dans tous les aspects des mathématiques. Selon le
méme auteur, cette compétence peut faciliter la résolution des problémes mathématiques de fagons
flexibles et variées.

Troisiémement, le SDN se manifeste par « the ability to compose and decompose numbers and
move flexibly among different representations, to compare and order numbers, to use benchmarks,
to deal with absolute magnitude of numbers, to link numeration, operation, and relation symbols in
meaningful ways, to mentally calculate and estimate using “invented” strategies, to understand the
effects of operations on numbers and to be disposed to make sense of numbers. » (Sowder, 1994,
p.145). Sowder (1988) a décrit le SDN comme un réseau conceptuel bien organisé qui permet de
trouver une relation entre les nombres, les opérations et de résoudre les problémes mathématiques
d’une maniére flexible et créative.

Le SDN se manifeste aussi par la capacité de gérer des situations de la vie quotidienne liées aux

nombres. En effet, « Children with good numbersense. develop a referent for measures of common
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objects and situations in their environment » (NCTM : 1989, 38). Certains travaux de recherche ont
décrit le SDN comme un sentiment par rapport au nombre (Pilmer 2008; Fennell &Landis, 1994; et
Howden 1989). L’¢léve qui développe le SDN a un bon sentiment pour les nombres; il apprécie
donc les nombres et a une intuition sur la fagon dont ils sont liés entre eux (Howden, 1989).
Toutefois, selon Berch (2005), ce sentiment ne doit pas relever d’un certain algorithme. D’un autre
coté, Pilmer(2008) considere que le sentiment et I’intuition sont deux caractéristiques principales du
concept du SDN et que ce dernier se développe graduellement.

Finalement, le SDN implique la capacité a composer et décomposer les nombres, a les utiliser de
maniére flexible dans diverses situations, a comparer et a ordonner les nombres, a effectuer les
opérations, a utiliser les symboles de maniéres adéquates, a connaitre la signification des nombres, a
effectuer des calculs mentalement, a inventer des stratégies et a comprendre correctement les effets

des opérations sur les nombres. Le SDN varie d’une personne a I’autre et d’un contexte a 1’autre.

4. Conclusion

En conclusion le concept du sens du nombre, comporte plusieurs acceptions, plusieurs auteurs et
institutions 1’ayant défini d’une facon particuliére; néanmoins, les différentes acceptions référent
globalement a la prise de conscience et a la compréhension de ce que sont les nombres, leur
relation, leur ampleur, l'effet relatif de 1'exploitation des nombres, y compris l'utilisation du calcul
mental et I'estimation. Comme nous avons vu, les mécanismes a la base du sens du nombre et ses

manifestations nous permettent de mieux comprendre le concept du sens du nombre.
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Résumé.

Nous nous intéressons dans cet article, aux erreurs produites
en mathématiques par les apprenants marocains de la premiere et la
deuxieme année du cycle qualifiant, en se basant sur les copies des
éleves issues des devoirs surveillés; cela dans le but double ciblant dune
part I'’enseignant et d’autre part l'apprenant; dans ce contexte cette
recherche action vise |'amélioration de la qualité de I'enseignement
apprentissage des mathématiques; bien entendue, apres avoir analyser et
remédier ces erreurs.

Mots clés: Erreur scolaire - mathématiques- correction du devoir
surveillé.
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