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PREFACE

L’ ASSOCIATION MAROCAINE DES PROFESSEURS AGREGES s’engage dans
une démarche de “qualité”. Cette association n’est pas faite de convenances;
elle regroupe des enseignants dont le souci majeur est ’excellence acadé-
mique, ’engagement professionnel et I’échange fructueux et constructif.

Dans cette perspective, ’AMPA projette I’édition d’une série d’annales du
C.N.C. et ce avec la collaboration de partenaires solidaires avec les C.P.G.E.,
leur public et leur corps enseignant.

Ces premiéres annales reproduisent toutes les épreuves de Mathématiques
toutes filieres confondues relatives aux sessions 2007 et 2008 du C.N.C.
Elles proposent des corrigés réalisés et examinés par des professeurs agrégés
ayant une longue expérience dans I'enseignement en C.P.G.E.

Les objectifs qui ont motivé les concepteurs de ces annales sont purement
pédagogiques. Ils souhaitent permettre ainsi aux étudiants de comprendre
’esprit du concours et de les y préparer avec les meilleures chances de
réussite. Les conseils et les remarques présentés vont sans doute les aider a
remettre des copies bien rédigées qui se distinguent par la pertinence des
réponses.

L’AMPA espére que ces premieres annales constitueront un fond de
documents de référence pour les enseignants et les étudiants. Leurs
concepteurs restent ouverts et attentifs & toutes les suggestions visant
a améliorer les séries & venir. Avec tous nos veeux de réussite.

N’hésitez pas a nous contacter a | *adresse électronique de I’association
ampaannale@gmail.com
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MATHS I - 2007

Enonce

Définitions

Pour tout le probléme, on définit une famille d’équations différentielles (F ), g+ par :

1 A

par "solution d’une équation différentielle", on fait référence aux solutions a valeurs réelles.

La partie I du probleme est largement indépendante des autres.

Premicre Partie

Soit x un réel.
1.a. Etudier, selon les valeurs de x, I'intégrabilité sur I'intervalle 10, 1] de la fonction
t— ¥ e
1.b. Montrer que cette méme fonction est intégrable sur I'intervalle [1,+oo[.

A quelle condition, nécessaire et suffisante, sur le complexe z la fonction

t —s t“le™" est-elle intégrable sur intervalle ]0, oo ?

+00
On pose F(z):f t“letdt, zeCetRe(z)>0.
0
3.a. Soit z un complexe tel que Re(z) > 0 ; montrer que
I'(z+1)=zI(2).
3.b. En déduire, pour tout réel @ > —1 et tout p € N, I'identité
Fla+p+)=(a+p)a+p—1)...(a+)(a+1).
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3.c.
3.d.

4.a.

4.b.

Montrer que pour tout x > 0, I'(x) > 0.

Calculer I'(1) et en déduire la valeur de I'(n + 1) pour tout entier naturel 7.

Soit z un complexe tel que Re(z) > 0 ; montrer soigneusement que

+o0 _1 n 1 +o00
F(z):z( ) +J t“ et dt.
1

!
w— " n+z

: < (=)t

Montrer que la fonction z — Z
= n! n+z

C\{0,—1,-2,... } du plan complexe et qu’elle y est continue.

La formule précédente permet de prolonger la fonctionT a C\ {0,—1,-2,... }.

est définie sur la partie

Soient a et b deux réels avec 0 < a < b, et soit ¢ > 0.

5.a.
5.b.

5.c.

5.d.

Déterminer max(¢*~!, £~ selon les valeurs de .
Montrer que
Vxela,b], 0<t* ' <max(t*!, P71,
En déduire que la fonction T est de classe C! sur R, et donner I'expression de sa
dérivée sous forme intégrale.

Donner un équivalent de la fonction I' au voisinage de 0.

Deuxiéme Partie

Soient A

>0, a un réel et E a,z" une série entiere, a coefficients réels et de rayon de

n>0

convergence R > 0. Pour tout x €]0,R[, on pose

+00
ya(x) = Zﬂnxn-‘ra'
n=0

On suppose que la fonction v, est solution de I’équation différentielle (F)) et que
ay # 0. Montrer que

=2, (a+17=)a;=0, et Y n=2 (a+n)-A)a,=a,_,

On suppose que o = A et que la fonction y,, est solution de I’équation différentielle
ppose q q Va q
(F,) avec ay #0.

2.a.

2.b.

Montrer que
0, = — all(a+1) '
20 plT(a+ p+1)
Les a,, étant ceux trouvés précédemment ; calculer le rayon de convergence de la
série enticre Z a,z".
n=0

VpypeN a, =0 et
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2.c. Montrer que si 2y2'T(A+ 1) =1 alors

V 0 i‘j 1 X 2p+/1
>0, = -
* () p pT(A+p+1) <2>

puis donner un équivalent de la fonction y, au voisinage de 0.

On suppose que 2A €N ;si p € N*, on note le produit (e + p)(a+p —1)...(a +1)

Ile+p+1) .
ar——————siaeC\{-1,-2,... }.
P I'(a+1) M }
3.a. En reprenant la question précédente avec @ = — A, montrer que la fonction
I 1 x\ 2p—4
S -
S pT(=A+p+1)\2

est aussi solution, sur R, de I'équation différentielle (F).

3.b. Vérifier que la famille (y,,y_)), d’¢léments de C(R’,R), est libre et décrire
P’ensembles des solutions, sur R’ , de I'équation différentielle (F ).

Troisieme Partie

Dans cette partie, on va construire, dans les cas A =0 ou 1, une solution z, de I’équation
différentielle (F,), définie sur R’ qui soit linéairement indépendante de la solution y,.

IILA. Etude de (F,)

On rappelle que
400 1
Vx>0, yo(x)=» ——x?.
; (27 p!)?
Soit @ > —1 ; on définit la suite (a, p(a))p o Par la donnée de ag(a) = 1 et la relation
2
ﬂZP(a) (a + 2P> = dz(p—l)(a): p> 1 (1)
1.a. Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,
? 1
a @)= | ——
(%) g(wzk)z

1.b. On voit bien que, pour tout entier naturel p > 1, les fonctions 4, , sont dérivables
en O ; on pose alors

| —

b4
(0) :a;p(O) et H, = Z
k=1




Enoncé | Maths | — 2007

Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,
! H
A (2¢ p!)z 14
1.c. Calculer alors le rayon de convergence de la série entiere Z b, z2P.
p=1

2.a. En utilisant la relation (1), montrer que , pour tout entier naturel p > 1,

(ZP)2 bp + 4p“2p(0) = bp—l
avec la convention b, =0.
+o0
2.b. En déduire que la fonction zy: x — yy(x)Inx + Z bpxzf’ est une solution de
p=1
I’équation différentielle (F;) , définie sur R’ .

Vérifier que la famille (yy, ), d’¢léments de C(R7,,R), est libre et décrire 'ensembles
des solutions, sur R , de I'équation diférentielle (Fy).

IIL.B. Etude de (F,)

On rappelle que
too 1 x\ 2p+1
Vx>0 ym=>——(3)
»() ;p!(p+l)! 2
Soit @ €]0,2[ ; on définit la suite (czp(a))peN par la donnée de ¢y(a) = 1 et la relation
CZp(a)((a +2P)2 - 1) = CZ(p—1)<a)’ P > 1 (2)
1.a. Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,
14 1
o,(@)=| | ————.
2(%) g(a+zk)z—1

1.b. On voit la aussi que, pour tout entier naturel p > 1, les fonctions c,, sont
dérivables en 1 ; on pose alors

dey, ?
d,= d—au): ¢,(1) et H, =§

| =

Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,

1
&=~ gy (e T Hp =)

1.c. Calculer alors le rayon de convergence de la série entiere Z dpzz?7 .
=1
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2.a. En utilisant la relation (2), montrer que , pour tout entier naturel p > 1,
(1+2p) = 1)d, +2(1+2p)c,, (1) =d,,_,

avec la convention d, = 0.

+00
2.b. En déduire que la fonction #, : x — 2y,(x)Inx + Zd[,xzf’ *1 est une solution

p=1
de I’équation différentielle
1 1 2
Y+ =y = (1+5)y=- (Ey)
x x x

définie sur ]Ri.

3.a. Montrer que I’équation différentielle (E,) posséde une solution v;, définie sur

+00
R’,, qui est de la forme v, (x) = Zenx”_l.
n=0
3.b. Vérifier que la fonction z; = v; — #, est une solution de I’équation différentielle
(F,), définie sur R, .

Vérifier que la famille (y;,z;), d’¢léments de (R, R), est libre et décrire 'ensembles
des solutions, sur R , de I’équation différentielle (F,).

FIN DE ’ENONCE
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Corrigé

Filiére MP

Premiére partie

Lapplication t — t*~'e™" est continue sur ]0,4oco[, pour tout réel x, en tant que
produit de deux fonctions continues.
la. t* et ~ t*~1 et, d’apres les exemples de Riemann, on sait que ¢t —*~! est
t—0
intégrable sur ]0, 1] si,et seulement si, x > 0 donc et par comparaison ¢ — t*'e™*
est intégrable sur 0, 1] si, et seulement, x > 0.

1
1.b. t*'e7'= O (=), Oretd’apresles exemples de Riemann ¢ — — est intégrable
t—+o0 tz tz

sur [1,400[, donc et par comparaison ¢ — t*~'e™" est intégrable sur [1,4+o00[.

On pose a = Re(z) et b =Im(z). Alors I'application
s 177 = 14710 = 14V (cos(b In(t)) + i sin(b In(z)))
est continue et par produit d’applications continues, l’apflicationn t—t“le™ est

Re

continue sur ]0,+oo[. De plus, pour tout ¢ >0, |e_ttz_1 =e " tR@~1 donc par la

question 1., Papplication ¢ — t*~e™" est intégrable sur ]0,4-o0[ si, et seulement si,

Re(z)>0.

Quelques formules utiles :

3.a. Les applications ¢ ~— t* et £ — ¢~* sont de classes C! sur ]0,4-o00[ avec

d
dt

Nous obtenons alors, pour tout entier naturel 7 non nul, par une intégration par

(t7)=zt*!
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1
parties sur le segment [—, n]
n

n

J t“e'dt = [—tze‘z]z;’/n+zJ t*le7tdt
1/n 1/n
Comme Re(z) > 0 alors

—1/n

1
— 0

|nz 7"|—n Re(z)e=n 5 0 et
oo pRe(z) motoo

—€
n—4-00 z

n

~

Ainsi et en faisant tendre 7 vers +00 on obtient
I'(z+1)=2zI(z)

3.b. Fixons un réel @ > —1. De la formule précédente, on déduit I'identité par une
récurrence simple sur p € N™.

3.c. Pour x > 0, la fonction t — t*"'e™" est continue, intégrable, positive et non

+o0
nulle sur ]0,4+o00], donc I'(x) = f t*le7tdt >0.

0
3.d. Par un simple calcul, on aI'(1) = 1. En prenant dans I'identité de .3.B, « =0,
et p = n, nous obtenons :

I'(n+1) Hk—n'

Développement en série de T'.

4.a. Ona :I(z)= J t“ e tdt +J t*"'e~'dt. Le développement en série
Jo,1[ [1,4-00[

entiere de fonctions usuelles nous donne
0o (_1\7

!
n—o 1

"~ pour tout t €]0,1]

> (-1
par suite : t“ e :Z< )

Il
/\O

— :
On pose alors : f,(¢) —’t””_1 pour ¢ €]0,1], on obtient :
n!
e La série E £, converge simplement sur ]0, 1] de somme ¢ — t*~ e~

n=0

e /, est intégrable sur ]0, 1] pour tout entier naturel 7

1 1
. f |f,(0)de < f —d t =— quiest le terme général d’une série conver-
10.1] Jo.1] 7 n!

gente ce qui permet d’affirmer que la série Z f (£)|dt est convergente
7>0410,1]
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Il résulte alors du théoréme d’intégration terme a terme que

1 +oo (_1)? 1 +oo (1) 1
J‘ tz—le—tdt:ZQJ tz+n_1dt=Z( )
0 n: Jo

— = nl oz+n
(=1)"

n! z+n
f,, est continue sur C\Z~ ( en tant que fraction rationnelle en z ). Pour tout

z€C\VZ ettoutne€N,ona:
=
z)|=— <—
? n!|n+z| ~ n!|n+Re(z)|

car |n+Re(z)| < |n + z|. Donc an(z) converge absolument et par suite an
converge simplement sur C\Z~.

Soit K un compact inclus dans C\Z ™, et a =d(Z7,K),onaa >0 car Z~ est un
fermé et K un compact. Alors pour z € K, et n €N, |n + z| = d(—n,z) > a, donc

4.b. Posons f,(z) = pour n € N et z € C\Z™. Pour n € N, la fonction

If,(z2)] € ——— < ——. Comme la série Z — converge, il en résulte que
nln+z nla n!
Z f,, converge uniformément sur tout compact de C\Z~, donc, par le théoreme
“+o0o
de continuité de la somme d’une série de fonctions, la fonction somme Z 1, est
n=0
continue sur C\Z™ .

Soit0<a<bett>0,ona: ! =eb )

5.a. Sit€]0,1], alors In(z) <0, donc (¢ — 1)In(z) > (& — 1)In(¢) et comme x— e* est

a—1

b—l) b—l.

croissante, on déduit que 47! > 27! . Soit max(+“~!, 1P =1t
Si t > 1, alors In(¢) > 0, donc t*~! < t¥~et par suite max(t*~', ¢
Conclusion :PourtousO<a<bett>0,0na :

max(t"_l, tb—l) < a1 + tb_l

=t

5.b. Pourt €]0,1], onad’apresL.5.4.,
0< t* ! max(t¥ !, ) = 1% = max(t°~!, £271)

de mémesit>1,ona:

17—1) b—1

—¢ a—l’tb—l)

0< t* ' <max(t* 1t = max(¢

En conclusion : 0 < t*7! < max(¢*~, £°~!) pour tout ¢ €]0,4o00[
5.c. Onpose f:(x,t)—t*" e

e Pour tout x > 0, la fonction ¢ — f(x, ¢) est intégrable sur ]0,4o0[ d’apres I.1.

—t e(x—l)ln(t

e Pour tout ¢ > 0, I'application x — t* e =¢ ) est de classe C! sur

Ri et
d

) = () (1)
x
pour tout (x,t) € R\ X R}.
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e Pour tout segment K =[4,5] CR’ et pour tout (x,t) EK xR" ,on a :

d

|—/f(x,8)] < |In(e)[e "

dx
< In(e)le™ max(£“~", 571
< fln(e)| e (e 227

Or la fonction dominante ¢ : t — |[In(z)]e (¢~ + t271) est continue sur

. s 1 _ 1
Iintervalle ]0,4o0[, et vérifie en plus : ¢(z) = (7) et p(t)= t—v?',-oo(?) ce

qui entraine que ¢ est intégrable sur ]0, +oo[
Donc par le théoréme de dérivation sous le signe intégral, il en résulte que I" est
de classe C! sur R, et que

I(x)= L+oo dif(x, t)dt = J+OO In(t)t*e~'dt

X 0

5.d. T(x+ 1) = xI'(x) pour tout x > 0, et comme I est continue en 1, on obtient

lim I'(x +1)=T(1) =1, donc
x—0"

1
r(x) ~x—0t T
X

Deuxiéme partie

ED Capplication x — x* est de classe C* sur R etx — E a,x” est de classe C* sur

=0
]0,R[ ( somme d’une série entiére ), donc y, est de classe C* sur ]0,R[ (produit de

fonctions de classes C*). D’apres la formule de dérivation d’un produit de fonctions
dérivables et de la régle de dérivation terme a terme de la somme d’une série entiére
sur son intervalle de convergence, nous obtenons

y;(x) = ax“_lzanx”—l—x“Zmznx”_l
n=0 n=1
= Z(a—|—n)anx“+"_l
no:oO
yi(x) = Z(a +n)a+n—1)a, x> "2
n=1

Donc, y, est solution sur ]0, R[ de (F)) si,et seulement si, pour tout x €]0,R[, on a

—(x +/1)Za x“+”+2 a+n)a x“+”+2 a+n)a+n—1)a,x*" =0

n=0 n=0 n=1
Soit que
o0 o0
Z((” + a>2 _ AZ)anxa+n _Zan_zxa+n —
n=0 n=2
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ce qui équivaut, apres simplification par x%, a

Z((n +a) — Aa,x" — Zan_zx" =0
n=0 n=2

Par unicité du développement en séries entiere nous déduisons apres identification des
coefficients que :

@ —=0 car a,#0
(@ + 1) = A?)a; =0
(@ +n)—2Aa,=a, , pourtout n>2

On suppose que : @ = A, a5 7 0 et y, est solution sur ]JO,R[ de (F)) .

2.a. @ = A, et compte tenu de la formule ((@ + 1)* — %)z, = 0 obtenue a la
question précédente, on déduit que 4, = 0. La formule ((« + 1)’ — A)a, =a, ,
pour tout 7 > 2, permet alors d’obtenir, par récurrence sur 'entier naturel p :

1
a =0et a,,=q, —_—.
et i OQ (A+2k) =1
Mais (A +2k) — 2 = 41k + 4k* = 4k(A+ k), d’ot, en utilisant la formule de
[-3-b,
ﬁ 111 1 1 ﬁ 1 1 [(A+1)
/1+2/e — T Ak(Atk) 4P pl i Ak 222 pI T(A4p+1)

C e qui entralne que :

a, T(A+1)
VP EN, 4= 22 pIT(A+p+1)
“przp Y 5 1 2

2.b. Pour x >0 ,o0na: 5| = x° = ——x" — 0
ayp1yX? axp-1) (A2p)+ A7 potee
Ainsi, et d’apres la régle de D’Alembert, la série Zanx” converge pour tout
x > 0. Donc le rayon de convergence de cette série entiére est infini.

2.c. On suppose 2,2°T(A+1)= 1.1l en suit :

+00
V>0, y(x) = ZaszZPH
=0

~ % 4 TO+1)
S22 pIT(A+p+1)

- S % M( )ZPHZA
= P! T(A+p+1) 2
()*m1 L W carag2 T+ 1) = 1.
= (= - a
Y Gt 2

Par prolongement par continuité de la somme de la série entiere en 0, nous

x2p+/1
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obtenons :
1 ( ) 1

>

Donc

On suppose ici que 2A ¢ N .

3.a. D’apres la question 111, et en remplagant dans I1.2, @ = A par « = —A avec la

condition 2,2'T'(1 — A) = 1, nous déduisons que la fonction :

<1 1 X
. i TN2p-4
X
=i ;p!l“(—/1+p+l)<2>

est aussi solution sur R, de (F)) .
3.b. Montrons que (y,,y_,) est un systeme fondamental de solutions sur R, de (F)).

Soit (a, B) € R? tel que ay, + By_, =0.

1 X
(=), on a :

x
~ X ~ —_—
-0t 1"(/1+ 1>( ) y /1< ) x—0t 1"(—/1+ 1) 2
y(x) — Oet y_/l(x) —_ o0, donc si I'on suppose & # 0, alors en faisant
x—0" x—0

Comme y,(x)

tendre x vers 0, on aboutit & une contradiction.

On conclut que @ =0 et puis S =0, donc les solutions y, et y_ sont linéairement
indépendantes .

(F,) est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients continus
et sans second membre, son ensemble de solutions est donc un espace vectoriel
réel de dimension deux. En conséquence : ( y,,y_,) est un systeme fondamental
de solutions de (F)) et toute solution sur R’, de (F)) est de la forme :

y=ay,+By_, on o B€eR

Troisieme partie

III.A. Etude de (F,):

Pour x >0,ona:y,(x

7!:0
l.a. Comme @ > —1, pour tout entier & > 1, a+2k > 0 et donc :
ﬂz(p—n(a)

————. On obtient alors, par une récurrence sur ’entier p > 1,
2
(a+2 p)

a2p(a) =

?
a
(@ H 0:+2/e)2



1.b.

2.a.
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et avec, ag(@) = 1, on déduit la formule :

4 1
a,,(a)=] | ———— pour tout p > 1.
=
1 O \ .
Lapplication a — H—/e)z étant dérivable en O a valeurs strictement
(a+2
positives, est logarithmiquement dérivable, ce qui permet d’obtenir :
a, (0) *=r _
2p
= — =-—H
ﬂ2p(o) ; k ?
P 1

RS

1 2
O 0)= = = ,d :
0= 155 =0y 2f’p!> o

1 2
b, =a,,(0)=~ <2p_py> H,

Calcul du rayon de convergence de Z b pZZP

p=1
Comme H, ~ In(p)alorsb, ~ ————1In(p), par suite, pour tout x > 0,
p p 0 () S () p P

~ x
b,x* | = 4(p+1)
car In(p + 1) ~ In(p). On déduit que :

. bp+1x2(1’+1) _
lim | ———|=0
pol by xt

ce qui montre, en utilisant la régle de D’Alembert, que la série Z bpxzf’ converge
p21

pour tout x > 0. Donc le rayon de convergence de la série entiére Z bPZZP est
p=1
infini.

Pour tout p eN*, ona:

(ZP)Z bp + 4pd2p(o) = _(217)2“2;;(0) + 4]7“2;7 (O)
Mais (2p)2azp(0) =ay(,_1)(0), donc :
(zp)sz +4pd2p(o) = _42(p—1)(o>Hp +4p1d2p(o)

= _ﬂz(p—1)(O)Hp—1_;ﬂz(p—n(O) +4pa,,(0)

=0
= bp_l

D’ou le résultat demandé .
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2.b. Lapplication x — y,(x)In(x) est de classe C* sur R’ (Comme produit de deux
fonctions de classe C* ), donc z, est de classe C* sur R’ . Pour tout x >0, on
obtient alors par dérivation :

z(x) = yo(x)ln(x)+2bpx21’
1
zy(x) = ;yo( x) +In(x) +22pb x2P
1 2
z(x) = _FyOOCH_ ;yo(x)+ln(x).yo (x)+2;p(2p—1)bpx2p 2
Donc
2z (x) +xzg(x) = (x* +0)z5(x) = —po(x)+2xyy(x) +In(x).xyg (x)
+32p(2p = 1)b,x* + yo(x) + In(x).xy(x)
p=1
+i bPprZP —x? ln(x)yo(x)—ib‘l,xzz’+2
p=1 p=1

En tenant compte du fait que y, est solution sur R, de (Fy) et de la question
précédente, il vient :

x?zy(x) +xzl(x) = (C +0)zp(x) = 2xyy(x)+ Db, (2p) % — Z byx?t*?
p=1 r=
= Z4pazp pr(Zp)zxZP —Z bpxzf’“
p=1 p=1
121 hpfleF
= byx?=0
Ce qui permet de conclure .
1 x
ED Comme y,(x) -~ T 1)( : Y = 1mZ b x* =0et xlirgl In(x) = —oo0, alors :
z5(x) ~ In(x). Ceci permet de prouver (comme a la question II 3.b) que les solutions
x—0t

Yo et zg sur R, de (F;) sont linéairement indépendantes. On conclut alors comme dans
I1.35., : toute solution de (Fy) est de la forme que : y = ay,+ Bz, ou a, 3 sont des
constantes réelles arbitraires .
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III.B. Etude de (F,):

1
L.a. Pourtout p €N",ona:c,,(a)= WCZ(P_U. Une récurrence sur p > 1
a+2p) —
permet d’obtenir :
?
c =
(2=l lk_[ a+2/e
et comme cy(a) = 1, on déduit que :
? 1

1.b. L

Czp(a)zlk_:[ (a+2/€)2 -1

‘application @ — ¢, (@) est dérivable en 1 a termes strictement positifs; alors
elle est logarithmiquement dérivable; ce qui permet d’avoir :

" (1 ?
) = —Zln((l +2k) —1),
62p<1) k=1
Par suite :
L 2(142k) £ 1 2 2(1+2k) (£
,ezl: 1+2k)2—11,:[(a+2k Z k(1+k) l,e_[ 1+2/e)2—1
? ] 1 1 L 1 11 1
' 1,:[ 1+2/e)2 _11;[4k(1+k)_22P1,;[k(1+k)_ 20 pl(p+1)!
et

(1+2k) 1 1
RE+D) FE41

P 2(1+2k) 1
dOHC Z m = E(Hp + H]H—l - 1)
D’ot, le résultat demandé :

k=1

1
IR

Ona: )
d, = —-——(H,+H
14 22P+1P!1<P+1)( 14 P+11

- 2H, + -
22P+1p!({>+1)z( 7op+1

~  ———
pooo 2% pl(p+1)! n(p)
En raisonnant comme dans IIl — A — 1.(c) on déduit que le rayon de convergence
de dezzf’ est infini.

p21

—1)
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2.a. On a: Pour tout p € N7, <(1+2p)2 - 1) d, +2(1+2p)c,,(1) =d,_; . Par
dérivation de I’identité :
6p(@) ((142p) = 1) = e, _1(@),
on obtient :

cép(a) ((0{ + 2p)2 - 1) +2(a +2p)czp(a) = c£<p_1>(a)
Pour « =1, il vient :

d,(142p) = 1)+2(14+2p)c,, () =d,_,

2.b. En tant que sommes de séries entiéres, les fonctions y, et x — Z dpxzf”‘H sont
p=1
de classe C* sur R, alors et par dérivation on obtient pout tout x >0

xzu”( )+ xu;(x )= (1+xD)u,(x) =

4
2(2/(lnx) + 31(x) ~ () + 3292+ D2+
X le

(2y1(x)ln(x + y1 +Z 2p+1)d, x*?
p=1

(14 x%)(2y,(x +Zd Y =

21n(x) (x?yy (x) + xy)(x) = (1 +x )yl(X)) +4xy(x)+

Zo(zp + 1>2dpx2p+1 _ (1 + x2)2dpx2p+1
p= p=0

Comme y, est une solution sur R, de (F;), il vient :

x2y{ (%) +xy{(x) = (14 2%)y; (x) =0

et donc
2l (x) + xl(x) — (14 2Dy (x) =
b () + 2+ 1, 7 (1) S =
p=0 pe—
0 2]) + 1) 2[7+1 0 , .
D (@p+17P = 1)d, 21N K+ <
pZ Pp+ D ;« =1, pX_] )
i 42p+1)1 20+ +Z @2p+1)2 = 1)d, 22+ — Zd perss
p:op'p+1'2zﬁ 2 po _

Et en utilisant la relation du Ill — B — 2 — 4, on déduit que :
xzu”( )+ xuy(x)— (14 x?)uy (x) = 2x

Ce qui entraine que u; est bien solution sur R, de (E;).
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e, o0
3.a. On pose v,(x) = ;O +Zepxp_1 avec R= Rcv(z epxp_l) > 0.

p=1 p=1
Sur ]O,R[, nous avons :
2_1

x“v](x)+ x’vi(x) —(14+xN)v,(x)=2x =

(oo}

2 & _ —e B
x? 7+Zl(p—l)(p—2)epxp 2| +x 7+Z;(p—1)epxp 2 —2x
p= r=

[e°]
-1
Z(P(P - 1)ep - ep—z)xp - <eO + 2>x —&
»=0
Par unicité du développement en série entiére nous déduisons qu’une condition
nécessaire et suffisante pour que v, soit solution de (E,) est que :
eg=-2
e, =0
Vp=3,p(p—2)e,—e, ;=0
ce qui permet de conclure par une récurrence que : Vp € N, ¢y, ,; = O et
6, =—20 _— (1). Inversement, la série enticre Ze zP~! ainsi
20 = 320 41 A ) »
plp+1)! p>1
définie a pour rayon de convergence +oo et par suite la fonction v; qui lui est
associée est solution sur R’, de (E,).

3.b. (F,)est équation différentielle linéaire homogene associée a (E;). Comme z, et
uy sont solutions sur R, de (E,), alors z; — #, est solution sur R}, de (F).

-2

x
D De leur expression nous avons : y;(x) ~ —, u;(x) ~ xIn(x), et v (x) ~ —, et
x>

x—0 2

=2 -2
comme xIn(x)= o . <— ,alors @ z(x) = (vy — u,)(x) ~ On démontre alors
X x x—0 x

x—=0 x

comme dans la question Il — 3, que la famille (y,, z,) est un systeme fondamental de
solutions sur R’ de (F;), et que donc toute solution sur R’ de (F;) est de la forme :
y:x— ay,(x)+ Bz (x) ot a et B sont des constantes réelles arbitraires.

FIN DU CORRIGE
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Fnonce

Diverses démonstrations
du théoréme fondamental de I’algebre

Le théoreme de d’Alembert-Gauss appelé aussi théoreme fondamental de I’algebre affirme
que "tout polynéme non constant a coefficients complexes admet au moins une racine
complexe”.

Lobjectif de ce probleme est d’établir ce résultat fondamental par des méthodes analytiques
et une méthode faisant appel a des techniques d’algebre linéaire.

Les deux parties du probleme sont indépendantes.

Méthodes analytiques

I.A. Résultats préliminaires

d
Soit P un polynome a coefficients complexes s’écrivant P = Zak XF avecd > 1etay #0.
k=0
@D 1.2. Montrer que [P(z)| Wi |ay]|2|%, la variable z étant complexe.
z|——+o0

1.b. En déduire qu’il existe R > 0 tels que, pour tout z € C,

1
2l > R=> lagllzl? < [P(2)] < 2lallzf”.

2.a. Justifier que I'application z — |P(z)| est bornée sur tout disque fermé borné de
C ety atteint sa borne inférieure.
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2.b. Montrer alors que I’application z — |P(z)| est minorée sur C et atteint sa borne
inférieure. On pourra appliquer la question précédente sur un disque bien choisi .

I.B. Premiere méthode analytique

Soient 4 un complexe non nul et Q un polynéme a coefficients complexes tel que

Q(0) =0 ; on pose Q, = 1+ bX* +X*Q, k € N*. Soit enfin o une racine k-iéme de
1

=

1.a. Montrer qu’il existe z, €]0, 1] tel que |@*Q(at,)| <

N —

1.b. Un tel ¢, étant choisi ; montrer que |Q,(azy)| < 1.

Inégalité d’Argand : Soient P un polyndme non constant a coefficients complexes,
et y un nombre complexe tel que P(y) # 0. Montrer qu’il existe &, complexe tel que

P
[P(8)| < [P(y)|. On pourra considérer le polynéme Q, tel que Q,(z)= %, zeC.
Y

Application : Soit P un polynome non constant a coefficients complexes ; on note z,
un complexe ou I'application z — |P(z)| atteint sa valeur minimale. Montrer que z,
est un zéro du polynome P.

I.C. Deuxieme méthode analytique

Soit P un polyndme non constant a coefficients complexes ; on va montrer par absurde que
P posséde au moins une racine dans C. Supposons le contraire et considérons la fonction £,
A valeurs complexes, définie sur R? par

(7,9)—>f(r,<9)=1)

rei‘g).

Justifier que f est de classe C' sur R? et calculer ses dérivées partielles premiéres.

Pour tout réel 7, on pose

21 d@
FU)ZL P(re'?)

2.a. Justifier que F est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
2.b. Montrer que F tend vers 0 en +o00. On pourra utiliser les préliminaires.

2.c. Calculer F(0) et trouver une contradiction puis conclure.
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Méthode algébrique

Dans toute cette partie, K désigne le corps des réels ou celui des complexes (K =R ou C)
et 7 un entier naturel non nul. On note M, (K) I’algebre des matrices carrées d’ordre 7 a
coefficients dans K ; la matrice identité se noteral, .

Pour toute matrice A de M, (K), ‘A désigne la matrice transposée de A, TrA sa trace, y,
son polynéme caractéristique et Spy (A) 'ensemble des valeurs propres de A appartenant a
K.

Si A =(a;,,) € M, (C), on appelle matrice conjuguée de A et on note A, la matrice de
M,,(C) dont le coefficient de la k-ieme ligne et la £-ieme colonne est égal au conjugué @,
du complexe 4, ,, pour tout couple (k,£) d’¢lements de {1,...,7}.

Pour tout couple (k,£) d’éléments de {1,...,7}, on note E, , la matrice de M, (K) dont
tous les coefficients sont nuls sauf celui de la k-i¢me ligne et la £-iéme colonne valant 1 ; on
rappelle que la famille (E, /), , ,,, est une base de M, (K), dite base canonique.

On rappelle ici que lobjectif de cette partie aussi est d’établir le théoréme fondamental
de l'algébre et il ne sera donc pas possible de l'utiliser ; on a tout de méme le résultat
élémentaire selon lequel “tout polynéme du second degré a coefficients complexes se factorise
sur C 7.,

II.A. Premiers résultats

1.a. Montrer que tout polynome a coefficient réels de degré impair posséde au moins
une racine réelle. On pourra utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires.
1.b. En déduire que tout endomorphisme d’un espace vectoriel réel de dimension
impaire possede au moins une valeur propre.
l.c. Application : Existe-t-il une matrice A € M;(R) telle que A* + A +1, =0?

Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie # > 1, et soient # et v deux
endomorphismes de E qui commutent.
2.a. Montrer que pour tout A € K, les sous-espaces vectoriels Ker(# — Aidy) et
Im(# — Aidy) sont stables par # et v.
2.b. Montrer que si K = R et 7 impair et distinct de 1 alors E possede au moins un sous-
espace vectoriel strict de dimension impaire, et stable par les endomorphismes #
et v.

Montrer par récurrence sur la dimension que deux endomorphismes commutables

d’un espace vectoriel 7éel de dimension impaire possédent au moins un vecteur propre
commun.
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II.B. Endomorphismes d’un C -espace vectoriel de dimension impaire

On note 7 un complexe tel que i =—1 et F le sous-ensemble de M, (C) défini par
F={MeM,C);;M=M}.

On suppose de plus que 7 est impair.

Montrer que F est un espace vectoriel réel.

Vérifier que la famille constituée des ¢léments E, ;,...,E, ,E; ,+E; 4, i(Ep , —E; )
avec (k,0) € {1,...,n}* et k < {, est une base de F; quelle est alors la dimension de
F? quelle est sa parité?

Soit A une matrice de M, (C) ; on considere les deux applications # et v définies sur

F par
u(M) = %(AM+M‘K), (M) = %(AM —M’A).

3.a. Montrer que # et v sont des endomorphismes de F.

3.b. Veérifier que # et v commutent puis justifier qu’ils possedent au moins un vecteur
propre commun.

3.c. On note M, € F un vecteur propre commun aux endomorphismes # et v et on
suppose que #(M,) = AM, et que v(M,) = uM,, (A, u) € R?.
Exprimer la matrice AM,, en fonction de la matrice M, et montrer soigneusement
que A+ 7 u est une valeur propre de la matrice A.

4.a. Justifier que tout endomorphisme d’un espace vectoriel complexe de dimension
impaire posséde au moins une valeur propre.

4.b. Montrer par récurrence sur la dimension que deux endomorphismes commutables
d’un espace vectoriel complexe de dimension impaire posseédent au moins un
vecteur propre commun.

II.C. Etude du cas général

On sait que tout entier naturel non nul 7 s’écrit de maniére unique sous la forme » =2 p
ou k € Net p est un entier naturel impair.

On considére la propriété P, suivante :

Pour tout entier naturel impair p, et tout espace vectoriel complexe E de dimension 2% p :

(i) tout endomorphisme de E posséde au moins une valenr propre ;

(i) deux endomorphismes commutables de E possédent au moins un vecteur propre
commun.
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On se propose de montrer cette propriété par récurrence sur |’entier naturel k.

La propriété P, vient d’étre établie dans la section précédente. Soit donc £ € N* et supposons
la propriété P, vraie pour tout entier naturel £ < k ; soit p un entier naturel impair et E un
espace vectoriel complexe de dimension 2* p

Etude de l'assertion (i) de P,

Soit / un endomorphisme de E ; on note A la matrice de f* dans une base quelconque de E
et on considere le sous-espace vectoriel , noté G, de M, (C) défini par

G={MeM,(C);;M=-M}.
Préciser la dimension du C -espace vectoriel G.

On considere les deux applications # et v définies sur G par
#u(M)=(AM+M‘A), v(M)=AM"A.

2.a. Vérifier que # et v sont des endomorphismes de G et que # et v commutent.

2.b. Justifier soigneusement que les endomorphismes # et v possedent au moins un
vecteur propre commun.

2.c. Onnote Nj € G un vecteur propre commun aux endomorphismes # et v et on
suppose que #(N,) = AN, et que v(N,) = uNo, (A, u) € C~.
i) Vérifier que (A* — AA + ul, )N, =0.
Dans la suite, on notera W un vecteur colonne non nul de la matrice N, et
on désignera par a et 3 les racines complexes du polyndme du second degré
X2 — XX + p.
ii) Vérifier que (A — ol )(A— BL,)W =0

iii) Justifier alors que a ou 3 est valeur propre de A et conclure .

Etude de Uassertion (ii) de P,

Soient f et g deux endomorphismes commutables de E; on cherche & montrer que f et g
ont au moins un vecteur propre commun.

Si /" est une homothétie de E, justifier que f et g ont au moins un vecteur propre
commun.

Si f n’est pas une homothétie de E, soit A une valeur propre de . On sait que les
sous-espaces vectoriels F| = Ker(f — Aidy) et F, =Im(f — Aidg) sont stables par f et

g.
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2.a. Sila dimension de I'un des sous-espaces vectoriels F, ou F, s’écrit 2 avec £ < k
et ¢ impair, comment peut-on conclure?

2.b. Sinon, cest que I'un de ces deux sous-espaces vectoriels est de dimension 2¢4 ot
q est impair et 'autre de dimension 2% 7 avec 7 pair.
Justifier alors que g < p et indiquer comment on pourrait montrer que les
endomorphismes / et g ont au moins un vecteur propre commun.

IL.D. Retour au théoréme fondamental de I’algebre

n—1

Soit P=X" — E 4, X* un polyndme unitaire de degré 7 A coefficients complexes ; on note
k=0

f 'endomorphisme du C -espace vectoriel C” canoniquement associée a la matrice

0 0 a
1 0 0 a4
A=1{0 :
1 0 a,,
0 0 1 a,,

Calculer le polyndme caractéristique de la matrice A.
Justifier alors que le polyndme P posséde au moins une racines complexe.

Montrer le théoréme fondamental de I’algebre.

FIN DE ’ENONCE



MATHS II - 2007

Corrigé

Filiére MP

Premieére partie : Méthodes analytiques

I.A. Résultats preliminaires

1.a. Pour tout nombre complexe non nul z, nous pouvons écrire

T Ad-1 _
IP(2)| = |ayz? || =z + 220 4+ L
ad ad ad
et comme
A ag_y _
lim |2z 9L 2l =1,
elotoo|ag ag 2
nous déduisons que :
d| _ d
P~ agz| =gzl
|z| >+o00
o . [P(2)] : o
1.b. De la question précédente | Ihm = 1, ce qui permet de dire, a partir de
Z|—>400
a,z
d

la définition de la limite, qu’il existe un réel R > 0 tel que pour tout nombre

[P(2)] 1

-1 < 2 ce qui entraine que

complexe z vérifiant |z| > R, ona :
ladzd

1 d 3 d d
Slagllzl? < PG < S lagllol <2112

2.a. Lapplication z — |P(2)| est la composée de la fonction polyndmiale complexe
continue P et de la fonction module continue sur C, nous en déduisons que
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2.b.

z — |P(2)| est continue sur C. Comme C est un espace vectoriel normé de

dimension finie tout disque fermé borné est un compact. Or, toute fonction

continue sur un compact est bornée et y atteint ses bornes. Le résultat en découle.

{|P(2)| tel que z € C} est une partie de R non vide minorée par 0, elle admet

donc une borne inférieure m. Or, | |lin: |P(z)] = +oo alors et d’aprés la
Z|—1+00

définition de la limite, il existe R > 0 tel que pour tout nombre complexe

z vérifiant |z| = R/, nous aurons : |P(z)| = m + 1. Nous en déduisons que

m = inf [P(z)|= inf |P(z)|.Eten appliquant la question 2.(a) au disque fermé
zeC 2€D(O,R)

D(0,R’), nous obtenons que  inf |P(z)| est atteinte en un nombre complexe
2€D(0,R’)

7o € D(O,R’). Il en résulte que m = Zuel(é |P(z))| est atteinte en z,.

I.B. Premiére méthode analytique

1.a. En considérant la variable réelle ¢, nous déduisons de la continuité du polyndme

1.b.

Q que lirréakQ(at) =0 (puisque Q(0) = 0). Alors, et de la définition de la limite,
t—

nous obtenons que pour tout ¢ assez petit on a : ’akQ(at). < 5 par exemple. Le
résultat en découle.

-1
Nous avons : o* = 5 Qlaty)=1- té’ + téeakQ(ato). Comme t, € 10,1[, il

s’en suit en utilisant I’inégalité triangulaire puis 1.(a) que
tk

k k| k < 0
[Qiat)l S 1=ty +1; ‘a Q(ato)‘ <1-2<1

On considere comme indiqué le polynéme Q, défini par :

P(y+2z)
P(y)

pour tout z € C, Q,(z) =

le coefficient constant de Q, est alors 1. Q, s’écrit alors sous la forme :

Q,=1+bX* +X*Q,

avec Q un polyndme vérifiant Q(0) =0, ot k est la valuation du polynome Q, — 1 et
donc k > 1. Le résultat de la question précédente permet alors de déduire I’existence
d’un complexe & (8 = at,, en conservant les mémes notations) tel que : |Q,(8)| < 1.

Ce qui entraine que & vérifie :

[P(8 + )l <IP(y)l-

Lexistence de z, est assurée par la question I-A-2.(b). Alors P(z,) = 0, Sinon, et en
appliquant la question précédente il existerait un complexe z, tel que |P(z,)| < |P(z,)]

ce qui contredirait la minimalité de |P(z,)|.
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I.C. Deuxieme méthode analytique

Lapplication » —> P(re’?) est dérivable sur R & valeurs dans C* de dérivée
de f est dérivable

r o— eiQP/(rei‘g), alors I'application partielle » —

P(re'’
sur R, d’ou ’existence de la dérivée partielle de / par rapport & 7, avec pour tout
(r,0) e R?
a L P(ret?
_f(r’e):— 16—( - )
dr P(re'’)
De méme f admet une dérivée partielle par rapport a 8 avec pour tout (7, 6) € R?
d o D(re 3
f % (r.0)= (re”) ;91 %/ (r.0)
36 Pz(rele) é’ r

De plus, et comme P et P’ sont des polynémes donc continues, P ne s’annulant pas
0 3f af

et d’aprés la continuité de I’application (7,8) — re’”, nous déduisons que —— et —— >0

sont continues sur R?, et par suite f est de classe C' sur R%.

2.a. F est une fonction intégrale sur le segment [0,27] dépendant d’un paramétre.
Nous appliquons alors le théoréme de dérivation sous le signe | (cas d’un
segment) : f étant de classe C' sur R? (2 valeurs dans C ), elle est en particulier

continue sur R x [0,27] et admet une dérivée partielle = continue aussi. On
r

déduit que F est de classe C' et donc dérivable sur R avec pour tout réel r
2 9 P’ i0
Fiy= [ %L 000 = f L)
o Ir P(re'?)
af -1 df
—(7, 6
FEF T,

Mais en remarquant que pour r # 0, ——(r,0), nous déduisons

que

F(r)= J y t9 (60— f(r,0))d
Comme la fonction  — f (r 0) est continue sur [0,27], le théoreme fonda-

mental d’intégration s’applique

—1i
F(r)= — (f(r.2m) = f(r,0))=0
et comme F’ est continue sur R, nous obtenons que F' est nulle sur R.

2.b. Comme P n’est pas constant alors et d’aprés la question 1.(b) des préliminaires, et
en notant d le degré de P il existe R > 0 tel que pour tout nombre complexe z
vérifiant |z| > Rona :

1 d
5|4d||l| < [P(2))
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4
de sorte que pour r Z R, |F(r)| < W ce qui entraine que
ﬂd r
ARF=0
, . 21 , .
D’aprés son expression F(0) = 0" Or, F' est nulle sur R a valeurs dans

C, alors et d’apres le théoréme de caractérisation d’une fonction de classe C!
constante, nous déduisons que F est constante de valeur F(0) # 0, ce qui contredit
lim F(r) = 0. On déduit ainsi le théoreme de D’Alembert-Gauss : Tout

r—>+00

polyndme non constant a coefficients complexes posseéde au moins une racine
complexe.

Deuxiéme partie

II.A. Premiers résultats

1.a.

1.b.

1.c.

2.a.

2.b.

Soit P un tel polyndme. P est donc une fonction continue sur R. Comme P
est de degré impair, lim P(x)et lim P(x) sont infinies de signes opposés.
xX—>+00 X—>—00
Nous déduisons alors du théoréme des valeurs intermédiaires que P(R) = R. En
particulier, P admet une racine réelle.
Le polyndme caractéristique d’un tel endomorphisme est réel de degré égal a la
dimension de ’espace donc impair. On déduit de la question précédente qu’il
admet une racine réelle. Les racines réelles du polyndme caractéristique étant les
valeurs propres de ’'endomorphisme, nous en concluons que cet endomorphisme
admet des valeurs propres.
Supposons qu’une telle matrice A existe et soit f I'endomorphisme de M ;(R)
canoniquement associ¢. Comme dim M, ;(R) = 3, f admet bien une valeur
propre A et soit X un vecteur propre associé¢. On déduit alors que (A*4+A4+1)X =0
avec X non nul, donc 24+ A+1=0et A €R, ce qui est absurde. Une matrice
A € M,(R) vérifiant A%+ A +1, =0 n’existe pas!

L’endomorphisme # — Aidg; est un polynéme en #, il commute en particulier
avec #. D’autre part, et comme # et v commutent, # — Aid; commute avec v
aussi. Donc, le noyau et I'image de 'un des deux endomrphismes commutant
sont stables par 'autre. Il s’en suit que Ker(# — Aidy) et Im(# — Aidy) sont stables
par # et par v.

Je distingue deux cas : Si # est une homothétie alors tous les sous espaces de E
sont stables par #. Or, et d’aprés la question 1.(b), v admet au moins un vecteur
propre x. La droite dirigée par ce vecteur est bien stable par v et par # aussi.

Sinon, et d’aprés 1.(b) toujours, #» admet une valeur propre A. D’aprés 2.(a),
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Ker(# — Aidg) et Im(# — Aidy) sont stables par # et par v et sont distincts de E
puisque # n’est pas une homothétie. Or, et d’aprés le théoréme du rang, la somme
des dimensions de ces deux sous espaces est égale a la dimension de E laquelle
est impaire par hypothese. On déduit que Ker(# — Aidy) ouIm(u — Aidy) est un
sous espace strict de E de dimension impaire stable par # et v.

La propriété est évidente si la dimension de I’espace est 1. Soit p € N* et supposons
la propriété acquise pour tout espace vectoriel réel de dimension impaire strictement
inférieure a 2p + 1. Soit E un espace vectoriel réel de dimension 2p + 1 et soient # et v
deux endomorphismes de E commutant. On déduit de la question précédente qu’il
existe un sous espace F strict de E de dimension impaire qui soit stable par # et par v.
Soient #” et v’ les endomorphismes induits sur F par # et par v respectivement. #’ et
v’ commutent comme # et v. Lhypothése de la récurrence s’applique : #” et v’ ont un
vecteur propre commun. Ce méme vecteur est un vecteur propre commun de # et de
.

II.B. Endomorphismes d’un C espace vectoriel de dimension impaire

En remarquant que M, (C) peut étre considéré comme un R.e.v (de dimension 217),
il suffit de montrer que F est un sous espace vectoriel réel de ce dernier, ce qui est
évident.

% matrices sont des éléments de F.
Soit M = (m,, ;) appartenant a M, (C). Alors nous avons
— M= M= —
M= >0 my B M= >0 mE M= Y g By

1<k,I<n 1<k, I<n 1<k,I<n

Premiére méthode : D’abord remarquons que ces 7

et soit my, ; = a;, ; + by, ;i écriture algébrique du complexe m,, ;. De sorte que 'on
obtienne
ME./—"<:>V1S/€,Z $n ml’k :mk’l
Vl /€<7’l mkk:akkER
Vi<k<I< b b
<ESMm app=ap et b =—0p

@M:Zﬂk,kEk,k'F Z a (B +E 1)+ Z bkl( Ekl_Elk>)

k=1 1<k<I<n 1<k<I<n
Nous déduisons que F = vectp(E, 5., E, . By +E; 1, 1(Ey  —E; ;1< k< < ).
Reste a vérifier que cette famille est libre dans F. On considere alors une combinaison
linéaire nulle de cette famille a coefficients réels :

Z“/eleEk/e+ D @B +E )+ D0 by (B —Epy)) =0

1<k<I<n 1<k<I<n
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il s’en suit, en posant pour tout k < I, m, ; =a, ; + b, i, que

n

D i Ben+ D mp B+ D g By =0

k=1 k<! k<!
et comme la famille des (E/e,l) 1< k,I < n est libre dans le C espace vectoriel M, (C),
nous déduisons que pour tout 1 < k < 7, 4;;, = 0 et pour tout k < [, m;,; = 0.
L'unicité de I’écriture algébrique d’un nombre complexe entraine enfin que tous les
coefficients de la combinaison linéaire sont nuls et que la famille considérée est libre.
C’est une famille a la fois libre et génératrice de F, c’est donc une base de F.
Deuxieme méthode : Ecrivons M € M, (C) sous la forme : M =M, +iM, ou M, et
M, sont des matrices réelles de sorte que :

M € F si, et seulement si, M, € S,(R) et M, € A, (R)

ouS,(R) et A, (R) désignent les espaces des matrices symétriques réelles et antisymé-
triques réelles respectivement. En d’autres termes nous avons :

F=S,R)®:A, (R)

pm Ep s HE 1<k <] < n) est une base
de S,(R) et (Ek,l —E ;1<k<i< n) est une base de A, (R). Ce qui entraine que la
famille (E, ,...E, ,E, ; +E; ,i(E, ; —E;); 1 <k <[ < n). est bien une base de F.
Ainsi, dimy F = n” qui est impair comme 7.

Or, nous savons que la famille (El’l, s E

3.a. 1l faut d’abord remarquer que pour tout M € F, #(M) € F et v(M) € F de sorte

que # et v appliquent F dans lui méme. La linéarité de # et de v découlent des
propriétés des opérations matricielles.
3.b. On vérifie aussitot que pour tout M de F

1 —

nov(M) (A*M —M(*A)?) = v o u(M)

41
Donc # et v sont deux endomorphismes, du R.e.v de dimension impaire F, qui
commutent. On déduit de la question II-A-3 que # et v ont un vecteur propre
commun.
3.c. Nous avons donc :

AM, + M, A = 2AM, et AM, — M, A = 2i uM,,
par suite AM, = (A+ 7 4)M,. D’autre part, les colonnes d’un produit matriciel
MN s’obtiennent en multipliant a droite de M par les colonnes correspondantes
de N. Comme la matrice M, n’est pas nulle, M contient au moins une colonne
non nulle C, on obtient en particulier : AC = (A+: u)C ce qui justifie que (A+7 )
est une valeur propre complexe de A de vecteur propre associé C.

4.a. 1l suffit de considérer une matrice A associée a cet endomorphisme dans une base.

L'ordre de A étant impair, on déduit de la question précédente que A admet au
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moins une valeur propre qui est aussi une valeur propre de 'endomorphisme
consideré.

4.b. On raisonne comme dans la question II-A-3 en démontrant que le résultat de la
question II-A-2.(b) est encore valable lorsque K=C

II.C. Etude du cas géneral
Etude de l'assertion (i)

G n’est autre que le sous espace des matrices antisymétriques de M, (C), il en découle
n(n—1)

que :dim-G =

2.a. On vérifie que pour tout M € G, #(M) et (M) sont dans G. La linéarité de # et
de v est évidente. De plus, pour tout M € G, nous avons :
noov(M)=A’M'A+AM(*AY = v o u(M)
et donc # et v commutent.

n(n—1) = 2152k p — 1). Et comme

2.b. Avec n = 2*p, il vient que dim-G =

k € N" et p est impair, nous en déduisons que :

dim(c g= Zk_lp/
ol p’ est un entier impair. On applique alors 'assertion (i) de I’hypothése de
récurrence P,_, pour conclure que # et v ont un vecteur propre commun.

2.c. i) Nous obtenons donc :
AN, +N,‘A = AN,

puis

AN'A = uN,.
En multipliant la premiére a gauche par A, nous obtenons :

A’N, +AN,'A = AN,
on déduit en utilisant la deuxieme formule que :
A’N, + uN, = AN,
soit :
(A% — AA + uI, )N, =0.
ii) Comme dans la question II-B-3.(c), on a ici :
(A2 AA + 4l )W =0
Or,
(A—al ) A—BL)=A*—AA+pul,

donc:

(A—al )(A—BL)W=0
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iii) Si a n’est pas une valeur propre de # alors A — al, est inversible et donc
(A—fL,)W = 0 avec W vecteur colonne non nul et donc /3 est une valeur
propre de A. Ainsi @ ou [3 est une valeur propre de A. On conclut que A et donc
f aussi admettent au moins une valeur propre complexe.

Etude de l'assertion (ii)

D’aprés ce qui précéde g admet au moins un vecteur propre x et comme J est une
homothétie, x est aussi un vecteur propre de f.

2.a. En considérant les endomorphismes f” et g’ induits sur ce sous espace par f et g

respectivement et en exploitant I’assertion (zz) de ’hypothese de récurrence P;.
2.b. Duthéoreme du rang, nous obtenons :
2*(g+ r)=dimF, + dimF, =dimE=n=2p

et donc g+ r = p Or, r # 0O car sinon, et comme F, # {0} on aura F, = {0}
et donc dimF; = n soit que /" = Aid} ce qui contredit le fait que f ne soit pas
une homothétie. On conclut que » € N* et que g < p. On consideére alors les
endomorphismes /” et g’ induits par f et g sur ce sous espace de dimension 2¢4 :
Si I’'un de ces deux endomorphismes est une homothétie on conclut comme dans
la question 1. ci-dessus, les vecteurs propres communs a f” et g’ étant des vecteurs
propres communs a f et g, sinon, c’est qu’il existe un sous espace stable par f
et g de dimension 24, tel que g, est impair et ¢, < g < p ainsi de suite. Ce
procédé s’arréte au bout d’un nombre fini d’itérations (on s’arréte lorsqu’un des
endomorhismes induits obtenus est une homothétie)car sinon, on obtiendra une
suite d’entiers naturels strictement décroissants compris entre 1 et p, ce qui est
absurde. Ce qui montre I’assertion (ii) de P,. D’ou la récurrence. On déduit que
tout endomorphisme sur un C.e.v de dimension finie non nulle admet au moins
une valeur propre et que deux endomorphismes de cet espace commutant ont au
moins un vecteur propre en commun.

Retour au théoréme fondamental de 'algébre

Polyn6me caractéristique d’une matrice compagnon : Question classique! Si y, est
le polynome caractéristique de A, alors il existe plusieurs fagons pour montrer que

xa=(=1)"P.

Les racines de P ne sont autres que les valeurs propres de A. Or, et d’aprés I’étude de la
partie II-C, A admet des valeurs propres et donc P admet bien des racines complexes.

Soit Q un polyndme non constant a coefficients complexes. Alors Q est de la forme
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Q = aP tel que a est le coefficient dominant de Q et P est un polynéme unitaire
pouvant prendre la forme ci-dessus. On déduit de la question précédente que P aussi
bien que Q admet au moins une racine complexe. Ce qui démontre le théoréme de

D’Alembert-Gauss.

FIN DU CORRIGE
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Enonce

Dans ce probléme, I’espace vectoriel réel R? est muni de son produit scalaire canonique
et de la norme qui lui est associée, notée ||.|| ; C est muni de sa norme standard z — |z|
qui en fait un R -espace vectoriel normé. On rappelle que si z, € C et r > 0, le disque
D(zy,7):={2€C;|z —2zy| < r} est un ouvert de C .

Résultats préliminaires

On considere 'application ¢ : R? — C définie par

P(x,9)=x+iy, (x,7) ER?
l.a. Vérifier que I'application ¢ est une bijection continue et que ¢~' est aussi

continue .

1.b. Justifier que si Q est un ouvert de C alors {(x,7) €R?; x +iy € Q} est un ouvert
de R?.

1.c. Montrer que 2:= {z € C ;Re(z) > 0} est un ouvert de C et qu’il est connexe par
arcs.

Soit Zanz” une série entiere de rayon de convergence R > 0, de somme f et dont les
n=0
coefficients @, ne sont pas tous nuls ; on pose p =min{k €N ; 4, # 0}.

2.a. Justifier qu’il existe une fonction g, somme d’une série entiére a préciser, telle
que pour tout complexe z de module <R, on ait f(z) = z? g(z). Que vaut g(0)?
2.b. Montrer alors qu’il existe » €]0,R[ tel que, pour tout z € D(0, )\ {0}, f(z) #0.

La propriété (H)

Définition. Soit / : 2 —> C une application définie sur un ouvert non vide 2 de C ;
on lui associe 'application f : U — C, définie sur I'ouvert U = ¢7'(Q) de R? par :
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f(x,y)=f(x+1iy). On dit que f vérifie la propriété (H) si fest de classe C! sur U et
of . _.of
V(x,y)elU, a_(x’y) = lg_(x’y)'
y x
l.a. f:C—>C,z+—e” ; montrer que f vérifie la propriété (H).
1.b. Méme question avec f : z =x+ 1y — In|z|+ i arcsin(ly—l) définie sur 'ouvert
z

Q:= {z € C;Re(z) > 0}. Que vaut ¢/ pour z € 2?
L. Soit P =ay+a,X+---4a,X? € C[X] ot d € N". Justifier que ’application

f 1z — P(z), définie sur C, vérifie la propriété (H) et exprimer 3, fonction
x
deP".
1.d. Lapplication f : C — C, z —> z vérifie-t-elle la propriété (H)?

Cas d’une fonction définie par une intégrale
. . 120
2.a. Soit v un réel ; pour quelles valeurs du complexe z la fonction ¢ —s e *%¢
est-elle intégrable sur R?
Pour tout réel v, on pose
+oo
£.(2) :f et dr, z€Q:={z€C;Re(z) >0}
—00
2.b. Montrer que f, possede, en tout point de U, une dérivée partielle par rapport a sa
deuxiéme variable et ’exprimer sous forme intégrale.
2.c. Montrer soigneusement que f, posseéde, en tout point de U/, une dérivée partielle
\ N : . . v
par rapport a sa premiére variable et I’exprimer en fonction de =
Y
2.d. Montrer que I'application f,, vérifie la propriété (H).

Cas de la somme d’une série enticre
Soit Zanz” une série entiere de rayon de convergence R > 0 ; on note f I’application
n>0
+o00
définie par f(z)= Zanzn, z € D(O,R) (avec D(Q,R) = C si R = +00).
n=0
3.a. Soit y, €] — R,R[ ; montrer soigneusement que ’application x — f(x + iy,)
est dérivable sur Pintervalle | — \/R2 — Y5 \/R2 -3 [ (=R si R = 400) et
exprimer sa dérivée sous forme de la somme d’une série. On posera f,(z) =a,,z",

z€D(0,R), neN.

3.b. Montrer que f posséde des dérivées partielles premiéres en tout point de

d d
U= ¢~ (D(O,R)) et exprimer —f en fonction de —f
dy dx
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3.c. Montrer que f vérifie la propriété (H).

D Quelques propriétés générales
Soit 2 un ouvert non vide de C, et soient f, g deux applications définies sur Q2 &
valeurs complexes et vérifiant la propriété (H) ; on pose U = ¢~'(Q)

4.a. Montrer que, pour tout A € C, I'application Af + g vérifie la propriété (H).

4.b. Montrer que le produit f g vérifie la propriété (H).

4.c. Soient 2 un ouvert de C et F: ' — C une application vérifiant la propriété
(H) ; on suppose de plus que £(£2) C . Montrer que I'application Fo f vérifie la
propriété (H).

1

4.d. On suppose que, pour tout z € 2, f(z)#0 ; montrer que I'application 7 vérifie

la propriété (H).

d
af(xo>9’o)—“+ ib.

i) Exprimer la différentielle de f en (xg,,), notée df (%95 o), a I’aide des réels

4.e. Soit zy = x5+ 1y, €L et posons

a et b puis écrire la matrice jacobienne A de f au point (x,7,) dans la base
canonique (e, e,) de R? et la base (1,7) du R -espace vectoriel C .

ii) On suppose que a + i b # 0 et on oriente I’espace euclidien R? par sa base
canonique ; que peut-on dire de la nature géométrique de 'endomorphisme de
R? canoniquement associé & A ? & quelle condition sur « et b cet endomorphisme
est-il une rotation?

4.f. Si de plus f est de classe C?, calculer le laplacien A_)? de 17 deéfini par
~ 5’2f 5’2f
= &’

y

Analyticite des applications vérifiant la propriéeté (H)

Soient Q2 un ouvert non vide de C , zy = xy + iy, € Q et f : Q+— C vérifiant la propriété
(HD.
Justifier que Pensemble {p > 0; D(z,, p) C Q} n’est pas vide.

Si cet ensemble est majoré, on note R sa borne supérieure, sinon on pose R = +oo.

On note ¢ 'application de ]0,R[ xR dans C définie par
o(r,0) = f(z+ re'?) :f(xo + 7 cost,y, + rsinf).

Justifier que ¢ est de classe C' sur JO,R[xR et calculer ses dérivées partielles 2% o
r
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a

g fonction de =—. Donner une relation entre les dérivées partielles premiceres de
x

Pour tout » €]0, R[, on note ¢, 'application définie sur R par : ¢, (0) = ¢(r,6) = f(z,+7¢'?).

3.a. Justifier que ¢, est 27-périodique, de classe C' et exprimer sa dérivée en fonction
ar
e —.
dx
Dans la suite, on note (c,(r)), _, la suite des coefficients de Fourier complexes
n n€Z
deg,.

d

3.b. Justifier que la suite (c,(7)),_, est sommable. Qu'en déduit-on au sujet de la
convergence de la série de Fourier de la fonction ¢, ? quelle est sa somme? on
précisera les hypothéses des théorémes utilisés.

Les notations étant celles de la question précédente ; on pose

¢,(7)

7_n

h,(r)= , 7 €]O,R[, n€Z

4.a. Donner I'expression intégrale de ¢, () pour tout » €]0,R[ et n € Z.

4.b. Soit n € Z ; montrer que la fonction r — ¢,(7) est dérivable sur JO,R[ et
exprimer sa dérivée sous forme intégrale puis justifier que, pour tout » €]0,R],

, n
(=260
4.c. Montrer que, pour tout 7 € Z, la fonction 5,, est constante sur 'intervalle ]0,R[.

4.d. Montrer que si 7 est un entier naturel non nul alors la fonction 4_,, est nulle puis

n
en déduire que c_,,

(r)=0 pour tout r €]0,R[. On pourra justifier que la fonction
7 — c_,(7) est bornée an voisinage de 0 a droite.

Soit 7 €N ; d’apres ce qui précede, il existe une constante a,, € C telle que a,, = b,,(7)
pour tout » €]0,R[. Montrer que le rayon de convergence de la série entiere » a,z”

n>0
+00
est supérieur ou égal a R et que, pour tout z € D(zy,R), f(z)= Zan(z —zy)".
n=0

Montrer 'unicité de la suite (a,,),, o de la question précédente.

neN

aa

En précisant le théoréme utilisé montrer que, pour tout r €]0,R[,

1 2 . +00
o J |f(zo+ T€l€)|2 df = Z |a,|?r*"  ( Formule de Gutzmer ).
TJo

n=0
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Propriétés fondamentales des applications vérifiant la
propriéte (H)

IV.A. Théoréeme de Liouville

Soit f : C—— C une application vérifiant la propriété (H) ; d’apres I’étude menée dans la

partie précédente, en prenant z, = 0, on obtient R = 400 et il existe une unique série entiere

Zanz” de rayon de convergence infini dont f est la somme.

n=>0

Montrer en utilisant la formule de Gutzmer que si f est bornée, elle est
constante.(Liouville)

Application : Soit P un polyndme non constant & coefficients complexes ; on
veut montrer que P posséde au moins une racine dans C. Supposons le contraire

et considérons I’application g de C vers C , définie par g(z) = m On pose
z
P(z)=ag+a,z+-+ayz%, d >1etay #0.

2.a. Justifier que |P(z)| Wi lag||z|* et trouver la limite de g(z) lorsque |z| tend
z|—+o00

vers +o0 puis montrer que g est bornée.

2.b. Justifier que g vérifie la propriété (H) et conclure.

IV.B. Principe du prolongement analytique

Soient 2 un ouvert connexe par arcs de C , et / : @ — C une application vérifiant la

propriété (H). On suppose qu’il existe z, € Q et p > 0 tels que D(z,, p) C N et £(z) =0 pour

tout z € D(z, p). On veut montrer que f est nulle ; supposons le contraire et considérons

z, € Q tel que f(z;)#0.

Justifier qu’il existe une application y : [0,1] — C continue et a valeurs dans 2 telle
que y(0)=zy et y(1)=z,. Onpose I={t € [0,1] ; Vs € [0,¢], f(y(s))=0}.

Justifier que I posséde une borne supérieure notée o puis montrer que o est > 0 et que
ocel.

3 ustifier que [0,0] CIet que o < 1 puis construire une suite (¢ d’éléments de
q q p kk>1
Jo, 1[ qui décroit vers o et vérifiant f(y(z;,)) # O pour tout k& > 1. En particulier

7(0) # z,, pourquoi?
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4.a. Justifier qu’il existe 7, > O et une série entiere E a,z"” de rayon de convergence
n=0
’ . 14 \
supérieur ou égal a 7, tels que

D(y(o),7)CQ et f(z) Za (z— , z€D(y(a),7,)

4.b. Déduire de la question 3. précédente que les coefficients 4, ne sont pas tous nuls et
justifier qu’il existe r €]0, 7,[ tel que f(z) # 0 pour tout z € D(y (o), 7)\ {y(o)}.

D Montrer que y([0,0]) ND(y(0),7)\ {y(o)} #0 et conclure. (On pourra considérer la
borne inférieure 3 de {t € [0,0] ; y(t) =y(0)} et justifier que 3 > 0).

IV.C. Applications

Principe du maximum : Soient {2 un ouvert connexe par arcsde Cet f : 0 — C
une application vérifiant la propriété (H). On suppose que I"application z — |f(z)|
admet un maximum local en un point z, € 2 et on considere o > 0 tel que D(z, ) C Q2
et que, pour tout z € D(zy, p), |f(2)| < |f (2)|-

1.a. Montrer en utilisant la formule de Gutzmer que, pour tout z € D(zy, p),
f(2)=f(z)-

1.b. Montrer que f est constante sur {2 tout entier.

Calcul d’une intégrale

+o0
On rappelle que, pour tout réel v, la fonction f, : z —> e+ g p définie
sur 'ouvert Q2 := {z € C ;Re(z) > 0}, vérifie la propriété (HS (question 2. de la 2éme

partie).

+0o0o
2.a. On fixe un réel # > 0 et on pose u(v) :J eTHHY t y ER,

v
i) Justifier que la fonction u est dérivable sur R et que u'(v) = —— u(v), pour
tout v €R.

400
ii) On admet que J e™ dt = /7 ; calculer la valeur de (0) et donner

I’expression de u(v), pour tout v € R, a I’aide des fonctions usuelles.
2.b. On sait que 'application f définie sur Q par f(z) = In|z| + 7 arcsin <|y—|>,
z
z=x+1y €, vérifie la propriété (H) (question 1. (b) de la 2éme partie). Soit v

un réel.
. ;. —f(u —o2 /4,
i) Vérifier que, pou tout # >0, f, () = v/7 e/ “e=" 1+,

z —2/y,
—f( )/ze /4

i) Justifier que 'application z — /7 e , définie sur €, vérifie la

propriété (H).
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iii) Montrer en utilisant convenablement le principe du prolongement analy-
o0
. 2t _fe 2
tique quej e " dt = \/me” 2 e % pour tout z €.
—00
(On ponrra appliquer la question 2. des préliminaires en considérant le développement

en série entiere, sur le disque D(1,1), de la différence de ces deux fonctions).

FIN DE ’ENONCE
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Résultats preliminaires

On considére 'application ¢ : R? — C définie par : ¢(x,7)=x +iy, (x,y) € R%.

l.a. ¢ est une application linéaire et transforme la base ((1,0),(0, 1)) de R? en la base
(1,7) de C, donc ¢ est un isomorphisme et ¢y ~" I’est aussi.
Comme R? (respectivement C ) est de dimension finie alors ¢ est continue ( resp
¢! est continue ).

1.b. Soit Q un ouvert de C. Puisque ¢ est continue, alors
47 Q) = {(x,y) €R% x + iy € Q} est un ouvert de R%.

1.c. Lapplication ¢ : z — Re(z) est continue de C dans R, ]0, +oo[ est un ouvert de
Ret 2= {z€C,Re(z) >0} = ¢ '(]0,+00[), donc Q est un ouvert de C.
Soit (z;,2,) €Q? et t €[0,1], alorson a :

Re(tz, 4+ (1—1t)z,) = tRe(z))+ (1 —t)Re(z,) >0

donc tz; +(1—t)z, € Q2 ce qui montre que {2 est convexe, par suite {2 est connexe
par arcs.

Soit Zanzn une série entiere de rayon de convergence R > 0 et dont les coefficients
n>0
a,, ne sont pas tous nuls, f(z) sa somme, on pose p = min{k €N ; q;, # 0}.

2.a. Pourze€Ctelquel|z|<R,ona :

+00 +00
f)=2 a,2" =2 a,,,2" =27¢(2)
n=0 n=0

+o00
ou g(z) =Zan+Pzn. Etona g(O):aP_
n=0
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2.b.

Lapplication g est la somme d’une série entiere de rayon de convergence R, donc
g est continue sur D(0,R), en particulier g est continue en 0.

a

Comme g(0) = a, # 0, pour ¢ = Tp’ il existe r €]0,R][ tel que, pour tout
|, |

ze€D(0,7), g(z)eD <ap, Tp , donc en particulier g(z) #0.

Ainsi Vz € D(0, 7)\{0} f(z)#0.

La propriété (H)

1.a.

1.b.

I ¢ — CZ .Ona U=R?et pour tout (x,y) €U, f(x,y):ex”y.

z — e

Il est clair que fest de classe C' sur U. et pour tout (x,y)€Uona :

of of
a—i(x,y) e et a—f(x y)=ie*t?

of . of
par suite 7 —(x,y)=1=—— B (x,7). Ainsi, f vérifie la propriété (H).

||
Q={zeC,Re(z) >0}
Pour tout (x,y) € U= {(x,y) €R?, x > 0}, nous avons :

f(x,y):ln\/x2+y2+iarcsin 2
[2. 2
X"ty
Il est clair alors que f est de classe C! sur U, et pour tout (x,y) € U et sachant
que x >0 nous avons :
3]7 x oy 3f y ox
—(x,y)= —1 et — = +1
3x( ) 4yt Py’ 3)/ %) 4yt Py
of . _.of

Par suite : —(x,y)=1—
i gy( N=ig
T

Soit z = x + 1y € , alors Re(z) > 0 donc il existe § € [—3,3] tel que

fiz=x+iy—>In|z|+iarcsin <l> définie sur I'ouvert

(x,y) et f vérifie alors la propriété (H).

z=|z|e"?
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. . Y . .
Ainsi : arcsin <|— =arcsinsin @ = 0 et par suite :
z

73)
ef(z):|z|e || :|z|ei9:Z

Soit P=ay+a,X +.... 4+ a,X? € C[X] ot d € N*. f( )=P(z) pour tout z € C.
Pour tout (x,y)GU:RZ:f(x,y) P(x+1iy) Zak x+iy)

]’;est un polyndme en x et y, donc f est de classe C' sur Uet ¥(x,y) € U:

J d of
3{; (x,) Zkak x+iy)l et 8—'; (x,7) Zlkﬂk (x+iy)~

o .af .
par suite 3—(x,y) = z%(x,y) et f vérifie alors la propriété (H).
Y

d of
Ona :P'= Zkaka_l donc pour tout (x,y) € U, a—f(x,y) =P'(x +1y).
k=1 x
C —

. C
Soit  f : ~ . Avec U = R? nous avons pour tout
z — Z

(x,y)€U: f(x,y)=x—iy.
f est donc de classe C' sur U et pour tout (x,y) € U:

f f
a_i:(x3y):1 et a_i(x’y):_

Donc a—f(0,0) #+ ia—f
dy

) (0,0) et par suite f ne vérifie pas la propriété (H).
x

Cas d’une fonction définie par une intégrale

2.a.

—zt?+ivt

Soit v € R. Pour tout z € C, l'application t — e est continue sur R et

2 _ 2
eIV — Re(z) t

. _ 2 . 120
e SiRe(z)>0,alors e ®H = — ), donc la fonction ¢t — 721 %t
lt|—>+oo \ £2
est intégrable sur R.

1 .
e SiRe(z) <0, alors — = X 0 ( ~Re(2) ) donc la fonction ¢ — e7# Fi%¢
t t|——+o0

n’est pas intégrable sur R.

—zt?+ivt

Ainsi la fonction r — e est intégrable sur R si et seulement si Re(z) > 0.

Pourtout v €R, et zeN={z€C,Re(z)> 0}, on pose

+o0 .
ﬁ,(z) :f e—zt +z7ztdt

—00
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2.b.

pour tout (x,y) € U= {(x,y) € R?, x >0} nous avons :

~ +00
()= f eI gy

—0Q0
Soit x € R tel que x > 0. Posons pour tout (y,t) € RXxR,
245 2
h(y,t)=e " +=T) Alors nous avons :
e / est continue sur R X R.

e ) admet une dérivée partielle par rapport a la premiére composante :

V(y,t) ER X R, —(y,t)=—it?e ™+ ot —_ est continue sur R x R.
dy dy

o V(y,t) ER X R, |h(y,t)|=e " et lafonction t —> e~

xt2 .
est continue et

intégrable sur R.

— IZe—x Xt

t2 . 2 - 2 .
et la fonction t — t°e est continue

ah
e V(y,0) eERXR, |=—(y,¢)
dy

et intégrable sur R.

D’apres la formule de Leibniz, nous déduisons que £, admet une dérivée partielle
par rapport a sa deuxieme variable et

9 +oo 8]9 400 L s
Y(x,7) €U, i(x,y)=f —(y,t)dt :f e X Hivt—y ) gy
dy o Y

Soit y € R . Posons pour tout (x, ) €]0,+oco[ XR, g(x,t) = e HEE) Alors

—00

e g est continue sur ]0,+oo[ XR.

e ¢ admet une dérivée partielle par rapport a la premiere composante donnée par

ad :
V(x, t) €]0, +00[ xR, a—g(x, £) = — 2 Hi(ot=y?)
x
dg ..
—— est ainsi continue sur ]0,+oco[ XR.
x
e Soit 2 €]0,+00[

at?

V(x,t) € [a,400[ xR, |g(x,t)| = e < e™* et la fonction t —> e~ est
continue et intégrable sur R. De plus :
d
V(x,t) € [a,+o0[XxR, 3—g(x,t) = 27" < 27 et la fonction
x

at

—at? . .
t —> t?e™*" est continue et intégrable sur R.

Alors et d’apres la formule de Leibniz, nous déduisons que f, admet une dérivée
partielle par rapport a sa premiéme variable avec :

8 7 oo 3 400 , . ,
V(x,y)eU, afv (x,y):f —g(X,t)dt:f _t26—xt +i(vt—yt )dt

x oo Ox oo
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.. af, 134,
Ainsi on remarque que : pour tout (x,y) € U, E —(x,y)= 3 —(x,y).
1 dy

~

d +oo .
Pour tout (x,y) € U, nous avons : E —2(x, y):f —iple ) gy
Y

Posons pour tout ((x,7),£) € UXR, h((x,y),t) = —it2e > +i@t=yt%),
e / est continue sur UXR.
¢ Soit2 €]0,4+00[ ona
V(e ) € (g +oo[ XRIXR, [h((x,), 1) = e < 127"

—at?

et la fonction ¢ — %™ est continue et intégrable sur R.

Alors d’apres le théoréme de continuité sous le signe intégrale, nous déduisons

7] .
que : —— est continue sur U.
y
\
D’apres (c), nous avons donc

13f
i dy

37
Y(x,y) €U, f”( ) ==

E (x,9)

~

donc —= est continue sur U. Ainsi ];; est de classe C' sur U.
x
f 9,
Comme pour tout (x,y) € U, 3 —(x,y)=i— 3 ——(x,) on déduit que f; vérifie
y x
la propriété (H).
Cas de la somme d’une série entiere .

Soit E a,z” une série entiere de rayon de convergence R > 0; on note f
n>0

I'application définie par f(z) = Za z" , z € D(O,R) (‘avec D(O,R) = C si
R =+00).

i) Soit y, €] —R,R[,posonsl:]—\/Rz—yg,\/Rz—yg [ (=R siR=+00)et
pour tout x €1, g(x) = f(x + ivy).

Pour tout x €1, nous avons : |x +1y,| = ‘/x2 +y§ < \/R2 —yg +y§ =R, donc
+o00
g est bien définie sur I et de plus g(x) = Zan(x +1y,)"

Posons pour n €Netx €1, : g,(x)=a,(x +1y,)". Nous avons :

eVneN, g estdeclasse C' surl.

o La série Z g, converge simplement sur I, de somme g.

eVneN" ,Vxel, g (x)=na,(x+ 17,)" " et g(x)=0.

Soit J un compact inclus dans I, I'application ¢ : x — x + iy, est continue de R
dans C, donc ¢(]) est un compact de C tel que ¢(J) € D(O,R).
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La série entiére E na,z"" ' est de rayon de convergence R ( c’est la série dérivée
n>1

de E a,z” ) donc d’apres un théoréme du cours, elle converge uniformément
sur tout compact inclus dans D(0, R) en particulier sur @(])

Et par suite la série entiere E na,(x +1iy,)""" converge unlformement sur J.

En conclusion : g est de classe C' sur I et pour tout x € I,
+00

g'(x)= na,(x+iy)""!
n=1

ii) Soit U= ¢~'(D(0,R)),

~ +o00
V(X,y>EU, f(x’y):f<x+ly)zzﬂ,,(x+zy)”
n=0
Soit y €] — R,R][, posons Iy = ]_\/RZ—yZ,\/RZ—yz[ (=R siR = +o0)

D’apres la question (a), l’application g, 1 x — f(x +1y) est dérivable sur [ et

pour tout x €1, g Zna x+1y)”

Ainsi, / admet une dérivée partielle par rapport a sa premiére variable et pour

U af _+oo -
tout (x,y) €U, Z(x,y)_;nan(x+zy)

oSoith]—R,R[,posonslx:]—\/Rz—xz,\/Rz—xz[ (=RsiR=+400)on

montre de la méme fagon que l’application h.:y+—> f(x+iy)est dérivable sur

I etpourtouty€l,, Zzna (x+iy)"

Donc f admet une dérivée partielle par rapport a sa deuxieme variable et pour

+00
tout (x,y) € U, = Zinan(x +1y)""". On en déduit que pour tout

i

ay n=1

(x,y) e, 5 5
af _adf
gy(xy) 13 (x,y)

of

A

n € N*, et pour tout (x,y) € U, posons g, (x,y) = na,(x +iy)"~". Nous avons :

+o0o
iif) Nous avons pour tout (x,y) € U, = Znan(x +iy)"~ L. Pour tout
n=1

e Vn eN’, g, est continue sur U.

e Soit K un compact inclus dans U , comme ¢ est continue sur R? alors ¢(K) est
un compact inclus dans D(O,R).

Ainsi la série entiére E na,z"~"' converge uniformément sur ¢(K), donc la série
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E g,(x,v) converge uniformément sur K. La fonction, e est donc continue

x
sur U.

of of
D’apres (b) VY(x,y)eU, —f(x,y) =i—(x,y), donc —f est continue sur U .
dy dx dy
L7 1 gf . af
Ainsi f est de classe C' sur U et pour tout (x,y) € U, Q—(x,y) = za—(x,y)
y x
donc f vérifie la propriété (H).

Quelques propriétés générales.

Soit  un ouvert non vide de C et soient f , g deux applications définies sur 2 &
valeurs complexes et vérifiant la propriété (H); on pose U= ¢~ '(12)

i) Soit A€ C. Nous avons (Af +g)= /1]7+ g, donc (Af + g) est de classe C!
sur U. Avec pour tout (x,y) €U :

d(f +g) _of %
H—y(x’y) = Ag(x,y)+8—y(x,y)
af ek
= i<49—];(x,y>+9—i(x,y)>
B i9(1f+g)(x )
- dx Y

Ainsi Af + g vérifie la proprlete (H).
ii) Il est clair que ( fg) f g, donc (fg) est de classe C' sur U..

~

d d a
V(x,y)eU, %(x,y):g—f(x,y)xg(x,y)—l—f(x,y)a—g(x,y):
y y Y
ad ~ dg a
( e gt + i y>9—i<x,y>>=z‘ 8.

Ainsi f g vérifie la propriété (H).

iii) Soient " un ouvert de C et F : Q' — C une application vérifiant la
propriété (H); on suppose de plus que £(Q2) c 0.

Soit (f;, ;) les applications coordonnées de ]’F, alors, pour tout (x,y) € ¢ ()
f(x,y) = fi(x,y)+1 fo(x,y). f vérifie lagropriété (H), donc f; et £, sont de

af 5’f

classe C' sur ¢7'(€) et de la relation : ——(x,y) =i ——(x,7) nous déduisons
dy ' Ox

que :

~

3 3 af, af
V(7)€ 47(9) a—fu,y): afz (x,7) et 9—’;2<x,y>:g—f<x,y> M
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F vérifie la propriété (H), donc F est de classe C! sur JH ) et

y ) oF IF ,

(19 €47 S_n,0)=i5(n0) ()
Ona V(xy) € ¢'(@), Fof(x )= e = B, f( 7). donc
FofestdeclasseClsurgb ). De (1) t()ona\/xy el

OFo f JF af, aﬁ

N ——(x,9)= Z(fl(w),fxx,y)) X g—y(x,y)Jr %Wx,y),fz(x,y)) X 3—y<x,y)

| 9F af, IF 2f,
z %(fl(x’y)’fz(xsy)) X E(x’y)'i' %(fl(x’y)’fz(x’y)) X E(X:y)

~ OFof
= z Jx (x’y)

Ainsi Fo f vérifie la propriéte (H).
iv)  On suppose que, pour tout z € €, f(z) # 0. Puisque (1/£) = 1/f nous avons
donc (1/f) est de classe C! sur U. Pour tout (x,y) € U :

——

7 -
(f(w)z (Fley)’ o

1
Donc ? vérifie la propriété (H).

(x,9)

~

a
v) Soit z, = x, + iy, € Q2 et posons gf(xo,yo)_a+zb a,b eR.

A. f est de classe C' sur U, donc la différentielle de f en (x,,,) existe et pour
tout (b, k) € R?,

~ af af

df(xO’yO)(hak) = _(xoayo)b+ 3__)/

IF
= (h+ik) af(xo,yo) =ah—bk+i(bh+ak).
Par d]? (xgsY0)(e)) =a+ib et df (x970)(€;) = —b + ia nous obtenons

a —b
A= b a

B. On suppose que a + b # 0 et on oriente I’espace euclidien R? par sa base
canonique. Soit # ’endomorphisme canoniquement associé a A.
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a —b
Ao a’+b* 0 Va0 VA
- 0 b a

vV a* + b?

Vi +b*  VaE+b?
Soient b I’endomorphisme canoniquement associé a
< Vat+b* 0 >
0 Va4 b?
et w endomorphisme canoniquement associé a

a —b
\/az+b2 \/42+b2
b a

Vad+b* A+ b2

b est une homothétie de R? et w est une rotation de R? donc # est une
similitude directe de R?. # est une rotation si, et seulement si, V4> + 6> =1
Cest ddire a® + b2 =1.

vi) Supposons que f est de classe C2. f vérifie la propriété (H), donc, pour tout

af d
(x,y),ona : —f(x y)= af(x y) et alors
*f 32 7 3 f o
() =i xy) et == (x,y)=i5—=(xy)

dxdy e y? 33/9
o o o
Le théoréme de Schwarz permet d’obtenir : (x,9)= =—=—(x,7)
xdy dydx

o Pf L 12f
et par suite : 1 ——(x,y)= ———(x,y) puis : Af(x y)=0.
Ix? i dy?

1l Analyticité des applications vérifiant la propriété
(H)

Soient 2 un ouvert non vide de C, zy = x,+ iy, € Q et [ : @ — C vérifiant
la propriété (H).
2.a. Qestun ouvert de C et z, € 2, donc il existe p, > 0 tel que D(zg, o) C £, alors
’ensemble {o > 0; D(z,, p) C 2} n’est pas vide.
Si cet ensemble est majoré, on note R sa borne supérieure, sinon on pose R = +o0.
2.b. On note ¢ l'application de ]0,R[xR dans C définie par

o(r,0)= f(zy+re’?) = f(xo + 7 cos8,y,+ rsinb)
On a l’application (7,0) — (xo + 7 cos8,y, + rsinf) est de classe C' sur
JO,R[XR et f est de classe C' sur ¢7(€2) donc ¢ est de classe C' sur ]0,R[xR.
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2.d.

Pour tout (7,0) €]0,R[ xR

~

d d
g0(1’ 0) = —f(x0+rcos@,yo—l—rsin@)stﬁ
ar dx
Py
+3—f(xo+rcose,yo+rsin6’)XSin9
y
L of
= ¢ a—];(xo+rcosﬁ,yo+rsim9)
et
2 af
8—2(7’,9) = Z(xo+rcos<9,yo+rsint9)x(—rsinﬁ)
af :
+3—y(x0+rc03(9,yo+rsm(9)><(rcos@)
L Of
= ire‘ga—];(xo+rcos@,yo+rsin(9)
Ainsi

do do
(r O=ir —(r 0)

¥(r,0) €l0.R[xR, = =

. Pour tout  €]0,R[, on note ¢, I'application définie sur R par :

0,(0)=p(r,0)=f(zo+ 7"
i) Soit r €]0,R[. ¢ est de classe C' sur J0,R[ xR, donc ¢, est de classe C! sur R.
Pour tout § €R, ¢, (0 427) = f (2 + re'U*2™) = f(z, + re'?) = ¢,(0), donc
@, est 27 périodique sur R. D’autre part, pour tout  €R:

d d
¢ (0)= &)Z(r O)=ire 68—];(960+ rcos0,y,+ rsinf)

On note (c,(7)),ez 1a suite des coefficients de Fourier complexes de ¢, ..
ii) ¢, est 27 périodique, de classe C' sur R donc la suite (c,(7)),cz est
sommable, alors la série de Fourier de la fonction ¢, converge normalement
sur R et d’apres le théoreme de Dirichlet, la somme de cette série est ¢, .

VOER, ¢, (0 r)+2( Yein? 4 n(r)e_i”g)

¢u(7)
On pose b, (r)=——, r €]O,R[, n € Z.
r

1 27 )
1) Vr E]O,R[,VnEZ, Cﬂ(r):z—J §9,((9)€_m€d(9
T Jo

i) Soit n € Z, posons g(r,0) = ¢,(0)e™" = o(r,0)e” ™’ pour tout
(r,0) €]0,R[x[0,27]. ¢ est de classe C' sur ]0,R[xR donc g est de classe C' sur
10,R[x[0,27].
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D’apres la formule de Leibniz ( Dérivation sous le signe intégrale ), la fonction
r — c,(r) est de classe C1 sur JO,R[ et
2 3 g 1 2m 3

—(r,0)dl =

f)e="?d0
27T 0 37’ 27'[ 0 97’(7 )

Vr €]o,R[ ¢/(r)=

do a
Pour tout (r,0) €]0, R[ xR —(r O)=ir —¢(r ), alors

a0 ar
/ 1 271 ago —inf
o (r)= %: i 36’(7 ,0)e™"d 0

Une intégration par parties donne :

11 2 .
d(r)=[e, ((9)6_"’9]2” +—— - X in f 0. (0)e™"dO = ch(r)
" 271 0 r
iii) Puisque la fonction r — cn(r) est de classe C! sur ]0,R[, alors 4, est de
, rc' (r)—nc,(r)
classe C! sur J0,R[ et V7 €]O,R][, b (r)= ”n—H =0.
r

Donc b, est constante sur JO,R[.

iv) Soitn € N*, et p €]0,R[. Lapplication h(r,0) = f(xo+r cos 8, y,+7 sin §)e'?
est continue sur [—p, p] X [0,27], donc, par le théoreme d’intégration sous le
signe intégral, I’application

2

~

re— f(xo+ 7 cosB,y,+ rsin@)e”?df est continue sur le compact
7T Jo

[—p, p], par suite elle est bornée sur [—p, ,o]

~

1 .
Par suite I"application r —> ¢_,(r) = — f (xo+ 7 cos0,y,+ rsin0)e*?d b
est bornée sur ]0,p] et alors  lim h_,(v) = lim c_,(r) x r” = 0. Comme
r—s0t r—s0t

h_,, est constante sur ]JO,R[ , alors h_, =0 sur ]0,R[. Ainsi, pour tout r €]0,R][,
eon="=0
,
Soit n € N, il existe a, € C tel que a, = b,(r). Soit » €]0,R[, on a pour
tout 7 €N, |a,7"| =|c,(r)|. D’apres (3.b) Partie 3), la suite (c,(7)),ez est
sommable, donc la série Zanr” est absolument convergente, et par suite le
n>0

rayon de convergence de la série entiére Zanz” est supérieur ou égal A R.
n>0
Soit z € D(zy,R) tel que z # zy, alors il existe (7,0) €]0,R[xR tel que
z=1zy+re
Pour tout 7 € Z~", ¢,(r) =0 donc

f<z>=f<zo+re"9>=%(9):2%(7)8"@ =2 (re'")" =2 a,(z = )"

Posons Vz € D(zy,R), g(z) Za —zy)" et A =D(z,R)\{z}.
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Ona f et g sont continues sur D(z,,R) et pour tout z € A, f(z) = g(z), donc

VzeA f(z) = g(2), en particulier, Yz € D(zy,R) f(z)= Za (z—zp)"

2.f. Posons pour tout z € D(O,R), h(z) = f(z+2,) = Zanzn. Pour tout x €]—R,R],

n=0
400
h(x)= E a,x". Donc h est développable en série entiere en 0 et d’apres 'unicité
n=0

du développement en série entiére, on déduit I'unicité de la suite (,,),,en-

2.g. Onag, est continue et 27 périodique sur R alors et d’apres la formule de Parseval

+o00
) ||¢r||§ :Z |C,,(7’)|2 c’est a dire :
n=0

1 27

27 ), flzo+re? . do= Z|a |*r**  (Formule de Gutzmer )

Propriétés fondamentales des applications véri-
fiant la propriéte (H)
IV.A. Théoreme de Liouville

Soit f : C — C une application vérifiant la propriété (H); d’apres I’étude menée dans
la partie précédente, en prenant z, = 0, on obtient R = 400 et il existe une unique

série entiere E a,z" de rayon infini dont f est la somme .
n>0

2.a. Supposons que [ est bornée, alors il existe M > O tel que : Vz €C, |f(z)| <M.

Soitn € N* on a d’apres la formule de Gutzmer, pour tout r €]0,+o00[,
2 2

Z|“ P r2 = J |f(7’el€)| df <M?donca, =0,
0

car sinon et en faisant tendre 7 vers 400, on obtient une absurdité. Alors pour
tout z € C, f(z) = ay; et donc f est constante.

2.b. Application : Soit P un polyndme non constant a coefficients complexes; on
suppose que P n’admet aucune racine dans C et considérons ’application g de C

1
dans C, définie par g(z) = —.
par g(z) )
On pose P(z) =ag+a,2 4 oo +ay2%, d > 1 et ay #0.
14l 4, a
i) VzeC\{o}, () =1+—> " etVke[[0,d—1]], lim |——|=0
adz a, 52k Jzl—too | 74—k
141 4 P(z
donc  lim —Z £ = 0 et alors lim =) = 1 par suite
|z[—>+o0 ﬂdk OZd —k |z|—+o0 lled
P~ gl |
|z]—+00
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Donc | |lim |P(z)| = 400 et par suite | llim g(z)=0. Alors pour ¢ = 1, il existe
z|—+o00 z| =400

a >0, tel que pour tout z € C tel que |z| > @ on ait |g(z)| £ 1.

g est continue sur le compact I_)(O, @), donc elle est bornée sur I_)(O, @), alors il

existe M; > O tel que Vz € I_)(O, a), |g(z)| £M;.

Posons M = max(M,, 1), on a pour tout z € C, |g(z)| £ M

Ainsi g est bornée.

ii) D’apres (1.c) Partie 2), on a P vérifie la propriété (H) et d’apres (4.d) Partie 2),
g vérifie la propriété (H) et comme g est bornée, alors d’apres (A. 1. Partie 4),
g est constante, et donc P est constante, ce qui est absurde, car d > 1 et a; #0.

Donc P possede au moins une racine dans C.

IV.B. Principe du prolongement analytique.

Soient ) un ouvert connexe par arcs de C et f : @ — C une application vérifiant la
propriété (H). On suppose qu’il existe z, € Q et p > 0 tels que D(z,,0) C Qet f(2) =0
pour tout z € D(z,, p). Supposons qu’il existe z; € Q tel que f(z;) #0.
Comme 2 est connexe par arcs et (z,,z,) € 2, alors il existe une application
y :[0,1] — C continue et a valeurs dans Q telle que y(0) =z, et y(1) = z,.
OnposeI={t €[0,1]; Vs € [0,¢], f(y(s))=0}.

On a f(y(0)) = f(z,) = 0 donc 0 €I et alors I # @&. Comme I est majoré, alors I
posseéde une borne supérieure notée o.

On a y est continue en O et y(0) = z,, donc pour ¢ = E, il existe @ > O tel que pour

tout s € [0,a] , y(s) € D (ZO, g) Donc pour tout s € [0,a], f(y(s)) = 0 et alors
a €l et par suite o > 0.

d’éléments de I telle que lim ¢, =o0.

n——+00
Comme f oy est continue sur [0,1] (car f = fo¢h™" et pourtout n €N, f(y(t,))=0
dors /(@)= lim_f(r(t,))=0.

Soit s € [0,0[. Par définition de o, il existe ¢, €]s, o[ tel que ¢, €I, donc pour tout

t€[0,z,],0na f(y(¢)) =0, en particulier, f(y(s)) =0.
Comme f(y(0)) =0, alors, pour tout s € [0,0], f(y(s)) =0et ainsi 0 €L.

Par définition de o, il existe une suite (z,,),,ex

Soit s € [0, 0], alors puisque o €1, VYt €[0,s] C [0,0] ,0na f(y(¢)) =0, donc s €1
et par suite [0,0] CL
Onaf(y(1))=f(z;)#0donc 1¢1. Comme o €lalors o < 1.
Posons a; =1, ona a; ¢1, donc il existe ¢; €], 2, [ tel que f(y(z,)) #O.
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1—0

Posons @, = min <t1, o+

1(8)) #0.
So1t k > 2, supposons t; construit tel que ¢, €]o, 1 et f(y(z,)) #0.
l—0o

k+1

> ,onaa, ¢1I, donc il existe ¢, €]o, a,[ tel que

On pose @),y =min ( t;,0 +

tel que f(y(t41)) #O.
Nous avons ainsi construit une suite (), d’éléments de ]Jo, 1] qui décroit, converge

vers o et vérifie f(y(#,)) # 0 pour tout & > 1.

> yonaa,, ¢1, doncil existe ¢, €]o, 2,44

Supposons que y(0) = z, alors par continuité de y en o et du fait que o < 1, il existe
a€lo,1[tel que Vs €[o,a], y(s)eD (zo, §> et donc f(y(s))=0.

On alors Vs € [0,a], f(y(s)) =0 donc a €1 ce qui contredit la définition de o.
Ainsi y(0) # z,.

4.a. [ :Q—> C est une application vérifiant la propriété (H), donc d’apres
(la Partie 3), en prenant y(c) € ala place de ZO, nous obtenons : 3r; > 0 tel que

D(y(o),r)CcQetVzeD(y(o Za z—vy

4.b. Supposons que les coefficients 4, sont tous nuls, alors

VzeD(y(o),r,)f(z)=0.
D’apres (B. 3. Partie 4) il existe une suite (¢, )~ d’¢léments de Jo, 1[ qui converge
vers o et vérifiant £(y(t,)) # 0 pour tout & > 1.
Par continuité de y, il existe ky € N* tel que Yk > ky, y(t,) € D(y (o), ;) et donc
Vk >k, f(y(t,)) =0, ce qui est absurde. Ainsi les coefficients a,, ne sont pas
tous nuls.

Posons h(z Za z" Yz € D(0,7)). On a d’aprés (2. b) Partie 1) ,

existe r €]0, 7’1[ tel que Yz € D(O, r)\{O} h(z) # 0. Par suite pour tout
z€D(y(0), 7)\{y(o)} :ona : h(z—1y(c))#0 et donc f(z)#0.

Posons | = {t € [0,0] ; y(t) = y(0)}. o €] et ] minorée , donc ] admet une

borne inférieure 3. Par définition de f3, il existe une suite (z),>; d’éléments de J

telle que lim ¢, = 8. Comme ¥ est continue sur [0,1] et V& > 1, y(z,) = y(0)
k—s+o00

alors y(fB) = kirﬁooy(tk) = y(o) et donc B € ]J. D’aprés ( B. 3. Partie 4),

y(0) # zy et zy = y(0) donc 0 ¢ J et alors 8 > 0 et pour tout ¢ € [0, B[ nous
avons y(t) # y(o). y(B) = y(o) et B > 0 alors et par continuité de y en 3,
il existe & €]0, B[ tel que pour tout ¢ €]8, B[ on ait y(t) € D(y(o), r)\{r(o)}.
Donc y([0,0]) N D(y(o), 7 )\{y(c)} # @. Alors il existe s € [0,0[ tel que
y(s)€D(y(o), r)\{y(o)} et donc d’apres (B. 4. Partie 4), on déduit que f(y(s)) #O.
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Or s €l donc f(y(s)) =0 ce qui est absurde . Enfin f(z,) =0 et par suite f =0 sur
tout entier.

IV.C. Applications

Principe du maximum : Soient 2 un ouvert connexe par arcs de C et
f : Q2 — C une application vérifiant la propriété (H). On suppose que ’application
z —> |f(2z)| admet un maximum local en un point z, € Q) et on considere p > 0 tel
que D(z,, p) C Q et que pour tout z € D(z,, p), | f(2)| < |f (20)] -

l.a. D’apres (5. de la partie 3) il existe une suite ( 2)nen de complexes telle que :
Yz € D(z,,p) Za (z—z)"

et d’apres la formule de Gutzmer nous obtenons :

+00 1 27 Y
Vr el Dl = o [ [t re)[ a0 <1/ =
0

n=0

Donc Vr €]0, 0], Z|a |* 72" =0 et donc ¥Yn €N, a, =0.
n=1
Ainsi Yz € D(zy,p) f(2)=ay=f(2).

1.b. Considérons I’application g : @ — C définie par : Vz €Q, g(z) = f(2) — f(2y).
g vérifie la propriété (H) et Vz € D(zy,p), g(z) = 0. Donc d’apres ( B. 5.
conclusion Partie 4 ), g = O sur  tout entier. Par suite / est constante sur
1 tout entier.

Calcul d’une intégrale

21 .
On rappelle que, pour tout réel v, la fonction f, : z — f 7evtdt, définie sur

Pouvert Q= {z € C, Re(z) > 0}, vérifie la propriété (H)

(question 2. de la 2¢me partie ).

+o0
2.a. On fixe un réel # > 0 et on pose u(v) = f e v EeR.

—00

—ut’+ivt

i) Considérons g(v,t)=e pour tout (v,¢) € R X R. Nous avons alors

e gestdeclasse C'sur Rx R, V(v,t) ER xR, |g(v,1)| = et

—ut?

e La fonction t — e est continue et intégrable sur R.

—ut?

—g(v,t) = ite " | donc —g(v 0| = te

d
do do

—ut?

e V(v,r) e RxR et la

fonction t — re™*" est continue et intégrable sur R.

Donc et d’apres la formule de Leibniz, u est dérivable sur R et pour tout v € R,
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2.b.

/ oo ag too . t24iot . .
U(v)= 3—(7), fdr = ite "V dt. Ainsi :
o O o

+o0 ,
,u/(fv) — J ite—ut+wtdt

—00

—7 [t , 4] +oo 2,
- (—2ut+iv)e_”t —Hmdt——f e 1t -Hvtdt

2u )_o 2u )_o
_ __l —ut?+ivtq+oo _ i _ _l
= e )= (o)
v
Soit que : ¥V v €R, u'(v)= —2—/1(’0).
+o0 5 " +oo 5
ii) On admet que f e "dt=y/metonau(0)= j e """ dt.Eneffectuant

le changement de variable s = v/, (qui est un C! difféomorphisme de R sur R)

il vient que
0)=— FOO s =)=
#O)=—= =y

v
w est une solution sur R de ’équation différentielle y" + 5= 0. Il existe donc
u
22 T
A € C tel que pour tout v €R, u(v) = Ade” 4« . Et comme u(0) = 4/ — alors pour
u

T _2
(o) =/ e
u

On sait que I"application f(z) =In|z|+ i arcsin <ﬁ> définie sur 'ouvert

z
QN={z e C,Re(z) >0} vérifie la propriété (H) ( question 1. b. de la 2¢me partie
). Soit v € R.

tout v € R,

22

+o00 . T 22
i) Soit# >0,o0na f,(u) :J e " = p(v) = ’/ — e 4,
oo u

0 —f(») 1
D’autre part f(#)=In|u|+ i arcsin <ﬂ> =In# donce 2 =—.
u

—fn) 2
2 e 4u,

Donc f,(#) = v/me

ii) En utilisant (1 et 4.de. la partie 2), les applicatios z — e etz — e’
z

vérifient la2 propriété (H) sur €, et donc les applictions z — e# et
2 — ¢ % vérifient aussi la propriété (H) sur €, et par suite 'application
z— /e _fZ(Z) e_% définie sur , vérifie la propriété (H).

iii) Considérons h(z) = f,(z) — v/me _fZ(Z) e_% VzeQ.
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On a b vérifie la propriété (H), donc d’apres (5. Partie 3), il existe une suite
(,)nen de complexes telle que :

VzeD(1,1)CQ h(z)= f%(z —1y
n=0

Supposons que les coefficients a4, ne sont pas tous nuls, alors et d’apres (2. b.
Partie 1) , il existe r €]0, 1[ tel que pour tout z € D(1,7)\{1}, h(z)# 0. Or,
et d’apres (C. 2. b. 1. Parie 4) , pour tout # €]1 —r,1+r[ h(#) =0, ce qui est
absurde. Donc les coefficients 4,, sont tous nuls et alors

VzeD(1,1) h(z)=0
D’apres (1. c. Partie 1) , on a Q2 = {z € C, Re(z) > 0} est connexe par arcs
et puisque Yz € D(1,1), h(z) = 0, donc d’apres le principe du prolongement
analytique (B. Partie 4) on a » =0 sur Q. Ainsi, pour tout z €

w0 ) 2
J et =F (z)=yme 2 e #

—00

FIN DU CORRIGE
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Enonce

Notations et rappels

Dans ce probleme, K désigne le corps des réels ou celui des complexes (K = R ou C) et
M, (K) I’algebre des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients dans K ; la matrice identité se
notera I,. GL,(K) désigne le groupe des matrices inversibles de M,(KK).

Pour toute matrice A de M,(K), ‘A désigne la matrice transposée de A, TrA sa trace, det A
son déterminant et Spy (A) I’ensemble des valeurs propres de A appartenant a K.

Si A € M,(C), on appelle matrice conjuguée de A et on note A, la matrice de M,(C) dont
les coefficients sont les conjugués de ceux de A ; la matrice transposée de la matrice A se
notera A"

On rappelle que deux matrices A et B de M,(K) sont dites semblables dans M,(K) s’il existe
une matrice P € GL,(K) telle que A = PBP~". 1l s’agit d’une relation d’équivalence sur
M, (K) ; les classes d’équivalence de cette relation sont dites les classes de similitude de M,(K).

Résultats préliminaires

l.a. Vérifier que si A € M,(K), la classe de similitude de la matrice A dans M,(K),
notée Sy (A), est égale 3 {PAP™;P € GL,(K)}.

1.b. Donner la classe de similitude d’une matrice scalaire, c’est a dire une matrice de
la forme xI, avec x € K.

Pour tout A € K, on pose EA:<é f) et 1'7/1:</11 O>.

1
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2.a. Justifier que, pour tout A €K, E, et F, sont inversibles et exprimer leur inverses.

2.b. soitA:<‘C’ Z

2.c. On suppose que la classe de similitude Si(A) de A € M,(K) est réduite a un
singleton. Montrer que A est une matrice scalaire.

> €M,(K) ; calculer les produits E;AE " et F;AF;' ot A€ K.

b
Pour A = <‘C‘ d> € My(K), on pose ||Alls = (Ja* + |B] + |c[* + |d]?) /.

3.a. Montrer que A — ||A||s est une norme sur M, (K).

3.b. Vérifier que, pour tout A € M,(K), ||A]|ls = vV TrAA* et que si U € M(K) est
une matrice vérifiant UU" =1, alors ||Al| = |[UAU"|| = |[U*AU]|,.

On suppose que la classe de similitude Sk (A) de la matrice A € M,(K) est bornée.

4.a. Justifier que les parties {E;AE ;A € K} et {F;AF;'; 4 € K} de M,(K) sont
bornées.

4.b. En déduire que A est une matrice scalaire.
Que peut-on dire d’une matrice B € M,(K) dont la classe de similitude est compacte?
I Montrer que les applications A — TrA et A — det A sont continues sur M,(K).

Montrer que si A et B sont deux matrices semblables de M,(K), elles ont le méme
déterminant, la méme trace et le méme polyndme caractéristique.

Condition pour qu’une classe de M, (K) similitude soit
fermee

Soit A € M,(K).

l.a. SiSpy(A) = {A, u}, justifier que A est semblable dans M,(K) a la matrice
A0
0 u)’
1.b. SiSpy(A)={A}, montrer que A est diagonalisable dans M, (K) si et seulement si
A=M,.

l.c. SiSpy(A)={A} et A n’est pas une matrice scalaire, montrer que A est semblable

dans M,(K) a la matrice <é /1,{>

Soit A € M,(K).
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2.a. Si A est une matrice scalaire, justifier que la classe de similitude Sk (A) de A dans
M,(K) est fermée.
2.b. SiSpy(A)={A} et A non diagonalisable, on pose

27 o\/A 1\/2¢ o
Ak_(o 1><o A><o 1>’kEN‘

Etudier la suite (A ),ey et en déduire que la classe de similitude Sk (A) n’est pas
fermée.

2.c. Si Spg(A) = {A,u}, soit (PkAPlzl)/eeN
converge vers une matrice B € M,(K). Soit € {A, u}.
i) Etudier la suite (P,(A - aIZ)Plzl) pey €t en déduire que det(B —al,) =0.
ii) Montrer alors que B € Sx(A) et conclure que Si(A) est fermée.

une suite d’éléments de Si(A) qui

Montrer que si A € M,(C) alors Si(A) est fermée si et seulement si A est diagonali-
sable dans M,(C).

Soit A € M,(R) une matrice telle que Spg(A) =0.
4.a. Justifier que 4det A — (TrA)* > 0.

Dans la suite, on pose
2 TrA L /TrA -8
r_ “ o "_ _
A_8<A zlz)etA 2<é‘ TrA

avec & := 4/ 4detA — (TrA)%.

4.b. Montrer que A = —L,.

4.c. On note f ’endomorphisme de R? canoniquement associé a A’ et on considere
un vecteur non nul e de R?. Montrer que la famille (e, f(e)) est une base de R? et
écrire la matrice A, de f dans cette base.

4.d. Exprimer A’ en fonction de A, et en déduire que les matrices A et A” sont
semblables dans M, (R).

4.e. ioit (PLAP, "), une suite d’éléments de S (A) qui converge vers une matrice
A élément de M,(R).

i) Montrer que TrA = TrA et det A = det A.
ii) Justifier alors que les matrices A et A sont semblables dans M H(R).

Montrer que si A € M,(R) alors Sg(A) est fermée dans M, (RR) si et seulement si A
est diagonalisable dans M, (R) ou bien Spy(A) =0.

il Une caractérisation des matrices diagonalisables de

M,(K)

Un résultat de réduction
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On muni le K-espace vectoriel K* de son produit scalaire canonique noté (.|.) ; la norme
associée est notée ||.||. Ainsi (K?,(.].)) est un espace euclidien si K =R et hermitien si
K = C. Soit G € M,(K) ; on note g I'endomorphisme de K? canoniquement associé
a G. On suppose de plus que Spi(G) #0 si K=R.

1.a. Justifier que les racines du polynéme caractéristique y; de G sont toutes dans K.

Dans la suite, on désigne par A et u les racines de y (éventuellement confondues);
ce sont les valeurs propres de g. On choisi un vecteur propre #, de g, associé a la
valeur propre A, qu'on compléte en une base (#;, #,) de K et on note (#,,#,) la

base orthonormée de (K?,(.|.)) obtenue en appliquant le procédé de Schmidt a
/ /
(1), 15).
1.b. Rappeler les expressions des vecteurs #, et #, en fonction des vecteurs #] et ).

1.c. On note U la matrice de passage de la base canonique (e;,e,) de K? 4 la base
(uy, u,). Montrer que UU* =1,. (o pourra exprimer les coefficients de U a laide
du produit scalaire).

1.d. On note T la matrice de g dans la base (#,, #,). Justifier que T est de la forme

<é Z> et que G=UTU". Que vaut ||G||s?

Calcul d’une borne inférieure

On consideére une matrice A € M,(K) avec Spy (A) # 0 si K =T, et on désigne par A
et u les valeurs propres de A (éventuellement confondues).

2.a. Justifier que I'ensemble {||[PAP~||s ; P € GL,(K)} possede une borne inférieure.

2.b. Montrer que, pour toute matrice B € Si(A), |Blls > 4/ |A]* + | u|*.
2.c. Montrer qu’il existe @ € K tel que, pour tout réel non nul ¢, la matrice

A ta
< 0 > € Sk (A).
2.d. Déduire de ce qui précede que 5 glf(A)”B”S = VAP +|u
S
2.e. Montrer que A est diagonalisable dans M,(K) si et seulement si la borne
inférieure de ’ensemble
{IIPAP!||; P € GL,(K)}

est atteinte. (pour montrer que la condition est suffisante, on pourra utiliser le résultat
de la question 1.)

Application
On considére une matrice A € M,(K) avec Spy(A) # 0 si K=R, et on désigne par A
et u les valeurs propres de A (éventuellement confondues).

On suppose que la classe de similitude Si(A) de A est fermée.
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3.a. Justifier qu'il existe une suite (P ), d’éléments de GL,(K) telle que, pour tout

entier naturel kb .
P AP, s < o/ 1A + | ul” + 11

3.b. En considérant une sous-suite convergente de la suite (P, AP, ), , dont on
justifiera préalablement I’existence, montrer que la matrice A est diagonalisable

dans M,(K).
Cas d’une matrice réelle n’ayant aucune valeur propre
réelle

On considére une matrice M € M, (RR) n’ayant aucune valeur propre réelle, ce qui signifie que

Spr(M) = 0. On a déja vu que 4det M—(TrM)” > 0 ; on pose alors & := 4/ 4det M — (TrM)?

et
2 TrM ™™ -8
/= _ " T
w=g o= (5 o
On rappelle que M = —1I, et on note f I’endomorphisme de R? canoniquement associé 2
M.
On note M = Z> ; justifier que la matrice M est de la forme M’ = <j LB a> )
ou a, [ et y sont des réels a préciser en fonction de 4, b, ¢ et d, puis vérifier que

a2+[3}/:—1.

Pour tout vecteur v = (x,y) de I’espace euclidien (R?,(.|.)), exprimer le produit scalaire
(v|f () et montrer qu’il existe un vecteur non nul e € R? tel que la famille (e, £ (¢))
soit orthogonale. Justifier que f(e) # 0.

Un tel vecteur e étant choisi, on pose

ulzw.eetu f()

Vérifier que (#,,#,) est une base orthonormeée df (1 espace euclidien (R?,(.|.)) et écrire
la matrice M de f dans cette base.

On note U la matrice de passage de la base canonique (e, ¢,) de R? a la base (#,,#,);
justifier que U est une matrice orthogonale et exprimer M’ en fonction de M, puis en

déduire que M=UM, Uou M, == | & , £ étant un réel > 0 a préciser.
2 ? Tr M

On sait, d’apres les parties précédentes, que ’ensemble {||[PMP™||s ; P € GL,(R)}
posséde une borne inférieure et que les matrices M et M” sont semblables dans M, (R).
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5.a. Justifier que . isnfM)”B”S <|IM”||s = V' 2det M.
EOR

5.b. Montrer que |[M,]|s > |[M”||s et que, plus généralement, |[B||s > v/2detM pour
toute matrice B € Sp(M). Que vaut alors la borne inférieure . ‘iSnEM)| B||s?
€Sk

Conclure que la borne inférieure de ’ensemble
-1
{IIPMP~1}, P € GL(R)}
est atteinte et caractériser toutes les matrices de Sp(M) en lesquelles cette borne est
atteinte.

Conclusion : Soit A une matrice réelle d’ordre 2 ; montrer que la borne inférieure
de ’ensemble {|[PAP™||s ; P € GL,(R)} est atteinte si et seulement si la classe de
similitude Sg(A) est fermée (dans M, (R)).

FIN DE ’ENONCE
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Corrigé

Filiére MP

Résultats préliminaires

1.a.

1.b.

2.a.

2.b.

B € F(A) si, et seulement si, A et B sont semblables dans M ,(K) donc,
B € % (A) si, et seulement si, il existe Q € GL,(K) telle que B = QAQ™! par
suite
F(A)={PAP™!; P e GL,(K)}
Soit A une matrice scalaire A = x.I,, x e K.
VP € GL,(K), PAP™! =P(x.I,)P! = x.(PP™") = x.I, = A; Donc,
Fx(A)={A}

Soit A€ K. Nous avons : E,.E_, =1, =F,.F_,, on en déduit que E et F, sont
des matrices inversibles avec :

(E)~'=E_jet (F)~'=F_,

Un calcul de produit matriciel conduit a

[ atid =2+ AMd-a)+b
EAE, _< c d—Ac

-1 _ d—/lb b
FAAF, —< “Rb+Na—d)+c d+Ab >

. D’abord, pour tout A € K, les éléments E;AE " et F;AF," appartiennent a

Fi(A). Ainsi, si F(A) est réduit a un singleton, alors :
VA€K, E)AE;' =F)AF;'
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3.a.

4.a.

3.b.

4.b.

ce qui signifie que pour tout A€ K, ona :
at+cA=a—bA
c==bX+(a—d)A+c
—c A+ (—a+d)A+b=b
—cA+d=bA+d
ce qui entraine que :a =d et b =c¢ =0. Ainsi, A =a.l, et F(A)={A}.

Il suffit de remarquer que ||.||, n’est autre que la norme euclidienne ou hermi-
tienne associée au produit scalaire (.|.) usuel défini sur M,(K) par :

(A|B) = Tr(*AB) = Tr(A*B)

Soit A= < j b > € M,(K). Alors, on obtient ,

d
Anr— [ lal+Iof ac+bd
“\ ca+db | +|d)

de sorte que

VT A A = [aP+ 6P +|cP +[d2 = [|Alls

. Soit U une matrice vérifiant : UU*=U" U =1L, Alors :

|UA U VIr(UAU) (UAUYY)

JIr(UAUY) (UA* U"))
Vi U)
Vi AY)

= JTr(A A*)

= lIAlls
En remplagant U par U”, on obtient aussi ||[U" A Ul|s =||A][s.

(
(
(U
(U

Comme la classe de similitude #(A) est bornée et, {E,AE;!; 1€ K}
et {F,AF;!; 1€ K] sont des parties de #(A), alors, elles sont aussi bornées.
Il découle de (a) que les fonctions polynomiales de K dans K :

A—a+4Ac; A—a—Ab et A— —Nc+Ad—a)+b

sont bornées ce qui exige qu’elles soient constantes (sinon, en supposant par
exemple b # 0, nous aurons, grace a la deuxieme inégalité triangulaire :

la— Ab| 2 |Al|5] - |a]
qui tend vers +o0o quand | A| tend vers +o0o ce qui est absurde) ainsi : b =c=0et
a =d et donc A est une matrice scalaire.
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Si F(B) est compacte, alors elle est bornée. Par suite et d’apres la question précédente
4, B est une matrice scalaire de M,(K).

D o A Tr(A)est une forme linéaire d’un K-espace vectoriel M,(K) de dimension finie,
donc elle est continue sur M, (K).

e A — det(A) est continue sur M,(K), car c’est la composée des deux fonctions

A:< j fl >'—>(a,b,c,d) et (a,b,c,d)—ad — bc

la premiere étant linéaire et la seconde polyndmiale, ce qui entraine qu’elles sont
continues sur M,(K) et K* respectivement.

Soient A et B deux matrices semblables dans M, (K), donc il existe P € GL,(K) telle
que A =PBP~!. On déduit donc que :
det(A) = det(PBP~') = det(P~'(PB)) = det(I,B) = det(B)
Tr(A) = Tr(PBP™") = Tr(P~'(PB)) = Tr(I,B) = Tr(B)
2a(X) =det(A — X1,) = det(P(B— X L)P~!) = det((P~'P)(B — X L,)) = det(B — X )
= x3(X)

ou y, et yp désignent les polyndmes caractéristiquent de A et B respectivement.

@iP Condition pour qu’une classe de similitude de M,(K)
soit fermée

1.a. On suppose que A admet deux valeurs propres distinctes A et u et comme A est
une matrice carrée d’ordre 2, alors A est diagonalisable et semblable a la matrice
A0
< 0 u > '

1.b. On suppose que Spy(A) = {A}. Il vient alors que : A est diagonalisable dans
M,(K) si, et seulement si, A est semblable a la matrice A.I, donc si, et seulement
si, A= AL,.

1.c. On suppose ici que Spy (A) = {A} et que A n’est pas une matrice scalaire, donc A
n’est pas diagonalisable et dimKer(A — A.L) = 1.

e Soit e; un vecteur non nul de Ker(A — A.L). D’apres le théoreme de la base
incomplete, la famille (e, ) étant libre il existe un vecteur e, de M, (K) tel que
(e}, €,) soit une base de M, , (K).

Ae, = A,
Ae,=a.e;+ B¢,

Donc, A est semblable a la matrice < é ; > et f=A.

On adonc : ., ot (a, B) € K?, avec a #0.

e Ensuite, nous posons e; = a.¢,. Alors (¢] ,e,) est encore une base de M, ;(K) et
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2.a.

2.b.

nous avons
/ /
Ae; = Ae
_ /
Aey=1l.e[+ Ae,

D’ou, A est semblable & la matrice < é i >

Nous supposons que A est une matrice scalaire de M,(K), alors F(A) = {A}.
Or, nous savons que tout singleton d’un espace vectoriel normé est un fermé.
D’ou, i (A) = {A} est une partie fermée.

On suppose ici que Spy (A) = {A} et A non diagonalisable.

Pour tout k €N,

(5 (D)

Et, comme lim 27% =0, donc

k—+o00
i A0
/el—l>r-i1-looAk o < 0 /1 >

La suite (A}),ey d’éléments de F(A) est convergente. Et, elle converge vers
la matrice diagonale é i qui n’appartient pas a S (A), car A n’est pas

diagonalisable. Ainsi, S (A) n’est pas fermée.
On suppose que Spy(A) ={A, u}. Soit @ € {A, u}.
i) Pourtout k€N,

Py(A—aL)P! =P, AP;! — o,
Comme, la suite (P/eAP/zl)keN converge vers une matrice B de M,(K), donc
(P (A - a-Iz)P/zl)/eeN converge vers B — a.I,. D’autre part et par continuité du
déterminant, la suite (det(Pk(A - a.Iz)P;1)>
Or, pour tout k €N,

det(P,(A —a.L,)P, ") =det(A —a.L,)=0

donc det(B—a.I,) =0.
ii) D’apres la question i) précédente, I’élément o appartient a Spg (B), donc
Spr(B) = {A, u}. Nous déduisons alors, de la question II.1.a), que les matrices A

pay COnVErge vers det(B—a.L,).

et B sont semblables a la matrice < é 2 > D’ou, B est semblable a A ; et, par
suite B € F(A). Ainsi, F(A) est fermée.

Soit A € M,(C), donc Sp(A) #0.

D’apres les questions I1.1) et IL.2), la matrice A est diagonalisable si, et seulement si, A

admet deux valeurs propres distinctes ou bien si elle est une matrice scalaire donc si, et
seulement si, S (A) est fermée.
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D Soit A= < j z > € M,(R) telle que Spr(A) =0.

4.a. Lafonction associée au polyndme caractéristique de A :
x = ya(x) = x? — Tr(A)x + det(A)
est un trindme n’ayant pas de racines dans R, donc son déscriminant
A =(Tr(A))* — 4det(A)
est strictement négatif. Ainsi, 4 det(A) — (Tr(A))* > 0.

4.b.
, 4 (Tr(A))?
A? = y<A2—Tr(A).A+ 7 I
d)
4 bc—ad+(ﬂ+ ) 0
= = d2
J 0 bc—ad—l—(d-l_ )
82
4 - 0
= — 4 =-1
2 2
T
4

4.c. D’abord f(e)#0, car f2 = —Idy et e £0.
Soit (a, B) € R? tel que a.e + B.f(e) =0. Donc, a.f(e)+ 3.f*(e) =0 C’est a dire
a.f(e)—B.e=0.
On obtient ainsi le systeme suivant :
a.e+B.f(e)=0
a.f(e)—B.e=0
Donc,
(@B)e+ B.f(€) =0
o fle)—(afB).e=0
En effectuant la somme de ces deux équations, nous obtenons
@+ F).f(€) =0
et, par suite « = 3 =0. Ce qui prouve que la famille (e, f(e)) est libre. Et, comme
card({e, f(e)}) =2 = dim(R?), donc (e, f (e)) est une base de R*.

De plus et par construction la matrice de f dans la base (e, f(e)) est
0 -1
Al _M(e,f(e))(f)_ < 1 0 >
4d. Ay=M s (f) et A= Mg (f), ot B, est la base canonique de R?. Dongc, les

matrices A, et A’ sont semblables ce qui signifie qu’il existe P € GL,(R) telle que
A'=PA D,
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A=

S
S Tr(A S Tr(A S Tr(A
5.A’+ i ).IZ:E.PAP‘1+ i ).12:P<3+ H(A)

Ainsi, A et A” sont semblables dans M, (R).

, 2 Tr(A)
Comme A'=—(A- T.Iz , alors

.12> P! =PA"P!

.e. i) Pour tout k € N, Tr(P,eAPlzl) = Tr(A) et det(PkAPk_l) = det(A). D’apres

la question ¢-3-1), les suites (Tr(PkAP/Zl))keN et (det(PkAPlzl))keN convergent
respectivement vers ¢ 7(A) et det(A). D’ot, Tr(A) = £ 7(A) et det(A) = det(A).

i) 8 = y/4det(A) — (Tr(A)) = y/ 4det(A) — (Tr(R)).

Donc,
At < Tr(A) -8 > _1 < Tr(A) =8 >
2 S tr(A) 2 8 Tr(A)
Et, par suite A” est semblable d A et A.D’ou, les matrices A et A sont semblables

dans M,(R) et A € S (A).

Si A est diagonalisable dans M,(IR) ou bien Spr(A) =0, alors d’apres les questions
IL.2.c) et IL.4.¢.11), la classe de similitude S (A) est fermeée.
Réciproquement, si A n’est pas diagonalisable dans M,(R) et Spr(A) # 0, alors et
d’apres les questions IL.1.c) et I1.2.b), la classe de similitude S (A) n’est pas fermée.

111
My(K)

Une caractérisation des matrices diagonalisables de

Un résultat de réduction

1.a.

1.b.

Soit G une matrice de M,(K) telle que Spy(G) # 0. Donc, il existe un réel A
appartenant a S py (G). Le degré du polynome caractéristique de G est deux, donc
2e(X)=(X = (X — u) ot u € K. Et, comme y5(X)=X* - Tr(G)X + det(G),
donc Tr(G) = A+ u € K; e, par suite u € K et y; est scindé dans K[X].
Lalgorithme de Gram-Schmidt nous permet d’obtenir
o o= o,
. =

eI

1

u, = / / <M;_(”1|”£)741>
oy = Gl |

Comme (e;, e,) est une base orthonormée dans K2, le (4, )" coefficient de U
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est <eb|u]-> pour tout (b, j) € {1,2}%. Soit (b, ;) € {1,2}?, alors on a :

N

2
(UUY(hj) = DURU (k) = > UL TG R)

k=1 k=1
= Z(ehll"k)(ej|”k):Z<”k|eh>(”k|ej)
k=1 k=1

Et comme (#,,#,) est aussi une base orthonormée et d’apres I’expression d’un
produit scalaire (réel ou hermitien) dans une telle base, nous déduisons que

(UU) (b, /) =(eyle;) =),
Ainsi UU" =1,.
1.d. Par construction #, est un vecteur non nul colinéaires a #] qui est un vecteur
propre de g associé a la valeur propre A, on déduit qu’il en est de méme pour #, et

que donc g(u,) = Au, et comme (#,, 1,) est une base de R? il existe deux scalaires
a et 3 tels que g(u,) = au, + Bu, de sorte que la matrice de g dans (#,,#,) est

T= < é ; > . D’autre part et par hypotheése, le polyndme caractéristique
de G est y5 = (X — A)(X — u) qui est aussi le polyndme caractéristique de T.
nous déduisons que B = u, d’ou le résultat. La matrice de passage de la base
canonique a la base (#,,#,) étant U nous déduisons de la relation liant deux
matrices d’'un méme endomorphisme que : G = UTU™! = UTU". Et d’aprés
L.3.b, nous concluons que

IGlls =Tlls = /1A + | + [al?

Calcul d’une borne inférieure
Soit A une matrice de M,(K) telle que Spy (A) # 0. On désigne par A et u les valeurs
propres de A (éventuellement confondues).

2.a. Pour tout P € GL,(K), le réel |[PAP™!||5 est positif. Donc, I’ensemble
{|IPAP~!||s ; P € GL,(K)} est une partie minorée et non vide de R; par suite elle
admet une borne inférieure.

2.b. SiBestun élément de S (A), alors B est semblable a A ; et, par suite
Spk(B) = Spx(A) # 0. D’apres la question IIL.1.d, il existe une matrice

T = g /}: > ouy €K, et V matrice de M,(K) telles que

VV =L etB=VT V"’

Donc,

IBlls = 1T'lls = /1A + [ + 712 = 1A + | el

2.c. Enutilisant le résultat de la question II1.1.d, il existe une base orthonormée (#,, #,)

de K? telle que My (&) = < A

0 Z >, oua €Ket g est 'endomorphisme
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2.d.

de K? canoniquement associé a A.

Drabord, M, ,\(g)= < g ; > est un élément de F(A). Posons :
1
0=
Uy =y
ot ¢t €R\ {0}. On a(v;,v,) est une base de K* et
g(v)= A,
g(v)=(a t)v +u.v,

A ta
Donc, ./\/l(%%)(g) = < 0 u

A ta S
< 0 u >appart1enta§/’K(A).

>. D’ou, pour tout réel non nul ¢, la matrice

D’apres I11.2.a, le réel 4/|A]> 4| |* est un minorant de ensemble F (A).

a a
Soit ¢ > 0. Pour le réel u, il existe & € N\ {0} tel que u <k.
€ ¢

a
P

Posons B, = k |.Nous avons :
0

[laf?
VIAP + [P <[IBlls < VIAP +|ul* + = < A+ ul +e
Ce qui montre que
inf |IBlls = v/[A]* +|uf?

BeH(A)

Supposons que A est diagonalisable dans M,(K). D’aprées la question IIL1, il

A
0

que VV'=Let T=V"AV. Donc, i;}f(A)HBHS =P+l =1ITlls = |Alls-
€S

Ainsi, la borne inférieure de ’ensemble {|[P AP~}||s; P € GL,(K)} est atteinte.
Réciproquement, supposons que A n’est pas diagonalisable dans M, (K). D’apres

les questions, II.1.d et II1.2.b, pour tout B € F(A),
1Blls = VIAF + 11 + 17 > /1P +[paF

Le nombre y est non nul, car B est semblable a A, donc B n’est pas diagonalisable.
D’ot, la borne inférieure de ’ensemble {||P A P~!||s ; P € GL,(K)} n’est pas
atteinte.

. . . a
existe une matrice V de M,(K) et une matrice T = , avec & =0, telles
u

Soit A une matrice de M,(K) telle que Spx(A) # 0. On suppose que la classe de
similitude F (A) est fermée.
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>0, k €N, il existe

1
3.a. CommeB 1nf ||B||s = v/ |A* +|ul?, alors, pour le réel P
e,
1
B € (M) tel que AT+ 4 < Byl < VI + [ + - Pour ce B,

il existe P, € GL,(K) telle que B, = PkAPlzl. Ainsi, il existe une suite (P, ),y
d’éléments de GL,(K) telle que, pour tout k €N,

1
[P AP ls < 4/ 1A+l + P

3.b. YEEN, ||PkAP/;1||S < VAP + |l +1, donc la suite (P, AP, '), o est bornée.
Lespace vectoriel normé (M,(K),||.||s) étant de dimension finie, le théreme
de Bolzano-Wierstrass s’applique. Ainsi, (P,AP, "),y admet une sous-suite

(P AP

faisant tendre £k vers 400 dans

1P AP lls < A/ 1AP + 1l +
1Al < /IAP +

Alors et d’apres les questions IT1.2.b et I11.2.e,

inf IIAlls— VIAP + 1l

BeTx(A

Donc, la borne inférieure de l’ensemble {|IP AP7'||s; P € GLy(K)} est atteinte;
et, par suite A est diagonalisable.

)ben convergente vers un élément A de la classe fermée F (A). En

1
P(k)+1

nous obtenons

Cas d’une matrice réelle n’ayant aucune valeur propre

réelle

Soit M= < j 2 > une matrice de M,(R) telle que Spp(M) =0.

a—d 2b
o 2 Tr(M) S S
Nousavons.M—g(M— > 5L)= z_c d—a
) )
DouM:(;‘/ _ﬁa >301\.1
a—d a—d
a= =

O \fHad —bc)—(a+dy

2b

5 V4ad —bc)—(a+dy
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2d

V4ad —bc)—(a+dy
(a—dy 2b_2c (a+d)Y—4(ad —bc)

52 +HFNF)= 5?2 =-t

20_
3=

Etona :o’+ fy=

Premiére méthode : On pose X =(x,7).Ona

(olf (2)) =" X(M'X) = a(x” —y*) +(B+y)xy
On suppose a # 0. Et, on ch0151t y = 1. Pour avoir (v|f(v)) = 01l faut et il suffit que
a x> +(B+7y)x —a=0. Comme, le déscriminant A = (3 +y)* +4a” est positif, donc
Iéquation a x* 4 (3 + y)x — @ = 0 admet au moins une racine x,. Ainsi, il existe un
vecteur non nul e = (x,, 1) de R? tel que la famille (e, f(e)) soit orthogonale.
Dans le cas ou @ =0, le vecteur (0, 1) répond a la question. D’autre part, f(e) # 0 car
fi=—Tete#0.
Deuxi¢me méthode : De la matrice M’ de f dans la base canonique on tire
f(w)=(ax+ By,yx —ay) et donc

(vlf(0)) = ax? —ay’ + (B +)xy.

Trouver e = (x,y) non nul tel que e soit orthogonal & f(e) revient a montrer que le
cone isotrope de la forme quadratique

q(x,y)=ax’ —ay* +(B+y)xy
n’est pas trivial. Deux cas se présentent :
Si a # 0 alors le vecteur e = (1,0) convient. Sinon, la décomposition de g en somme
de carrées (par la méthode de Gauss par exemple) nous donne
Bty o (B+r)
=l +aly®

2a 4a

q(x,y) = a(x+

= 41 [Qax+(B+7)y) = ((B+7) +42%)»*]

Il vient que le cone de g est I'union de deux droites dans R?. D’ot Iexistence du
vecteur e. D’autre part, en remarquant que det f = detM’ = — (0{2 + ﬂy) =1#£0,
nous déduisons que f est inversible et donc injectif or e est non nul, ce qui entraine
que f'(e) n’est pas nul aussi.

(elf(e)) = 0 et ||uy]| = 1 = ||u,]|, donc (#u,,u,) est une base

() = ——
N PTITTET

orthonormée de l’espace euclidien (R?,(.].)).

llel|
Par construction nous obtenons : M; M (41,) (f) = @l I1f (el

el
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U est la matrice de passage de la base orthonormée canonique (e, e,) de R? 4 la base
passag q 1€
orthonormée (,,#,) de R?, donc U est une matrice orthgonale.
M, =M (fYet M=M,, ,\(f). Donc, M'=UM, ‘U.
1 (11,0) (e1,6,) 1

, 2 Tr(M)
Comme M =35 M- 5 L, |, donc

S, Te(M) S Tr(M) S Tr(M)
M= ?M+TIZZEUM1 + 2:U —M1+

2
T e N
TS o ) T

5.a. Les matrices M et M” sont semblables dans M,(R), donc M” € 4 (M). Et, par
suite p D inf ||B||s <|M’||s. O

12> ‘U=UM,'U

IM/ls = —\/ZTr P +287) = \/ZTr )? +2 (4 det(M) — (Tr(M))?)

= /2 det(M)

5.b. Nous avons

1 1
IM,fls = 5\/2(Tr(M))2 +8%(% + 7

= % \/ 2(Tr(M))* + (4 det(M) — (Tr(M))?) (£ + %)

1
Comme ¢% + f_ > 2 el 4 det(M) — (Tr(M))* > 0, donc

[IM, s > \/z Tr(M))? +2 (4 det(M) — ) = 4/2 det(M) = M|,

SoitBe §”R( ), donc B et M sont semblables; et, par suite Spr(B) = 0. D’apres

la question I1.4.c, il existe une matrice orthogonale V de M,(R) et une matrice
Tr(B) —-8'¢’

B,= 5 i TeB) |’ oul' >0etd = \/4 det(B) — (Tr(B))>, telles que

B =V B, ‘V. Comme, det(B) = det(M) et Tr(B) = Tr(M) alors § = &".

1
En tenant compte que £ + 7 > 2, nous obtenons

IIBlls = [V B, *V]Is =|[B,lls > 4/2 det(B) = 4/2 det(M)
Ainsi pour toute matrice B € #;(M), nous avons : 4/2 det(M) <|[B||s donc
2 det(M) < 1nf ||B||S
Be
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Et, d’aprés la question IV.5.a, on a I'inégalité :

inf |[B|ls < 4/2 det(M)

BeSA (M)

nous en déduisons que : 4/2 det(M) = Bei;nEM) [IBlls
R

Comme M” € Sg(M) et |[M”||y = v2detM = . fsn{M)HBHS, on déduit que
EOR

img )”B”s est atteinte en M”. Soit maintenant B € Sg(M). Alors, B et M ont la
BeSy(M

méme classe de similitude, le méme déterminant et la méme trace. En appliquant le
raisonnement de la question précédente a B, il s’en suit qu’il existe un réel /' > O tel
que B soit orthogonalement semblable a la matrice

1 ( Tr(B) -8 /¢ )
B,=- S
2 ? Tr(M)

1 1
de telle sorte que ||B||s =|[B,||s = 5\/2(Tr(M))2 + 8207 + K_/Z)

On en déduit que inf |[|B||s =||B||s si, et seulement si,
BeSi (M)

%\/z (Tr(M))* + 87 <1/2 + 112> =v2detM

PO | _ . :
ce qui est équivalent a <l 24 172> =2 soit que /' =1, car I’ > 0. Ce qui entraine que

B est orthogonalement semblable a M”.

Conclusion

Soit A € M,(R). Si Fz(A) est fermée (dans M,(R)), d’apres la question 5-II), A est
diagonalisable dans M,(R) ou bien Spp(A) = 0,et d’apres les questions IIL.2.e et IV.6,
la borne inféricure de ’ensemble {||[P A P'||s ; P € GL,(R)} est ateinte.
Réciproquement, On suppose que la borne inférieure de {||P A P'||s; P € GL,(R)} est
ateinte.

Soit que Spr(A) # 0, d’apres la question IIL.2.e, la matrice A est diagonalisable dans
M,(R) et, d’apres la question 5-11), la classe de similitude S (A) est fermée.

Soit que Spr(A) =0, d’apres la question IL.5, la classe de similitude F(A) est fermée.

FIN DU CORRIGE
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FEnonceé

PREMIER PROBLEME

Définitions
Pour tout ce probléme, on définit une famille d’équations différentielles (F ) ,cp+ par :

1 A
VieR™, y”+;y'—(l+;)y:0. (F)

par "solution d’une équation différentielle”, on fait référence aux solutions a valeurs réelles.

Les deux parties du probléme sont largement indépendantes.

Premiére partie

Soit x un réel.
1.a. Etudier, selon les valeurs de x, 'intégrabilité sur I'intervalle 10, 1] de la fonction
x—=1,—t

t—>t e

1.b. Montrer que cette méme fonction est intégrable sur I'intervalle [1,+oo[.

A quelle condition, nécessaire et suffisante, sur le complexe z la fonction

t —> 7" estelle intégrable sur I'intervalle ]0,4-o00[ ?

+o0
On pose F(z):J t“e7tdt, zeCetRe(z)>0.
0
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3.a. Soit z un complexe tel que Re(z) > 0 ; montrer que
I'(z+1)=2zI[(2).
3.b. En déduire, pour tout réel @ > —1 et tout p € N*, I'identité
Ila+p+1)=(a+p)a+p—1)...(a+ 1) (a+1).
3.c. Montrer que pour tout x > 0, I'(x) > 0.
3.d. Calculer I'(1) et en déduire la valeur de I'( + 1) pour tout entier naturel 7.

D Soit z un complexe tel que Re(z) > 0 ; montrer soigneusement que

+00 —1 n 1 +o0
F(Z):Z( ) +f tz—le—t dt
1

!
w—o N n+z

Cette formule permet de prolonger la fonction " & la partie C\ {0,—1,=2,... } du plan

complexe.
, (=D o
Montrer que la fonction x — Z est définie sur R\ {0,—1,—2,... } et
= n! n+x

qu’elle y est continue.

I Soient a et b deux réels avec 0 < a < b, et soit t > 0.

a=1t2=1) selon les valeurs de ¢.

6.a. Déterminer max(¢
6.b. Montrer que
Vxela,b], 0<t* ' <max(t*!, 471
6.c. En déduire que la fonction T est de classe C' sur R?, et donner I’expression de sa
dérivée sous forme intégrale.

Deuxieme Partie

Soient A > 0, @ un réel et Zanz” une série entiere, a coefficients réels et de rayon de
n=>0
convergence R > 0. Pour tout x €]0,R[, on pose

+00
ya(x> = Zﬂnxﬂ-‘rd.
7[:0

On suppose que la fonction v, est solution de I’équation différentielle (F,) et que
aq 7 0. Montrer que

=X, ((a+17=A)a;=0, et YV n=2 (a+n)}’—A)a,=a,_,.

On suppose que @ = A et que la fonction y, est solution de I’équation différentielle
(F,) avec ay #0.
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2.a. Montrer que
al'(a+1)
by =~ .
27 pT(a + p +1)
2.b. Lesa, étant ceux trouvés précédemment ; calculer le rayon de convergence de la
série enticre Zanz”.
n>0
2.c. Montrer que si 2,2*T(A+ 1) = 1 alors
too 1 x\ 2p+A
Vx>0, »,(x)= —<—> ,
PZ:(; PT(A+p+1)\2

puis donner un équivalent de la fonction y, en 0.

VpeEN ay, =0 et

On suppose que 2A €N ; si p € N, on note le produit (e + p)(a+p —1)...(a + 1)

Fla+p+1) .
ar ———~siaeC\{-1,-2,... }.
P Tt M }
3.a. En reprenant la question précédente avec @ = — A, montrer que la fonction
9 1 x\ 2p=4
o> e (3)
S pT(=A+p+1)\2

est aussi solution, sur R, de I'équation différentielle (F).

3.b. Vérifier que la famille (y,,y_)), d’¢léments de C(R’,R), est libre et décrire
I’ensembles des solutions, sur R, de I'équation différentielle (F ).

DEUXIEME PROBLEME

ey

Dans ce probleme, E désigne un plan affine euclidien orienté de direction E, et (O,7,7) un
—

repere orthonormée direct de E ; le produit scalaire de deux vecteurs €] et é; de E se notera
- =
(¢]€3)-

Un point M de E peut étre repéré par ses coordonnées cartésiennes x et y dans le repere
(O,1,7), ou par ses coordonnées polaires p et & (rayon et angle polaires).

Etant donné dans E un arc y birégulier et un point M de ¥, on note :

e s I’abscisse curviligne de M sur y,

—
- el \ 3 . . , . - —> 7T
e T le vecteur unitaire tangent a y en M et N le vecteur unitaire vérifiant (T, N) = >

e R le rayon de courbure algébrique de  en M et I le centre de courbure de y en M,
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o %(0) et 9(0) les vecteurs de E défini par : #(6)=cos6 i +sin6 ]T’ et v(0)=u(0+ g),

—

—

o V l’angle (% (6), ?) eta langle( 7, ?)

Premiere partie

On considere I’arc y; de E d’équation polaire p =1+ cos® et on note ¢ I'application de R
vers E définie par
0 — O+ (1+4cos0)ii(0).
1.a. Déterminer le domaine de définition de la fonction p et en préciser une période.
1.b. Erudier la parité de p et en déduire que le support de I’arc y; posséde un axe de
symétrie a préciser.
l.c. Comment peut-on obtenir le support de I'arc y; & partir de celui de 'arc
7, = ([0, 7], ¢) ou ¢ désigne la restriction de ¢ au segment [0, 7z].

Préciser la nature du pole O, point du support de y; de parametre 7.

gg

Soit My = ¢(6,) un point de y; distinct du pdle O. Montrer que M, est un point
birégulier et préciser la concavité de y; en ce point.

E

Etudier la fonction p: 8 —— 1+cos@ sur le segment [0, 7] et dresser son tableau de
variations.

Tracer soigneusement le support de I’arc y; en précisant les tangentes aux points
d’intersection de son support avec les axes des coordonnées (unité : 3cm).

Calculer la longueur de I’arc y,.

Calculer I’aire de la portion du plan délimité par le support de Iarc y;.

i) Deuxieme partie

II.A. Questions de cours
Soit y un arc birégulier de E d’équation polaire o = () ; on note s une abscisse curviligne
sur y orienté dans le sens des ¢ croissants.

— — dS f
On rappelle que MI=RN, R= e et tanV=—

7.
o4
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Faire un croquis propre et lisible en tragant une portion de I’arc y et en plagant en un

point M de paramétre @, distinct du pole O, les vecteurs #(6), ?, N et les angles 6,
Veta.

ds
Rappeler la définition de s et exprimer ' alaide de f et f'.

Calculer 70 et en déduire ’expression du rayon de courbure R.

Exprimer les coordonnées de I, centre de courbure de y en M, dans le repére

(M, #(6), 7(0)).
IL.B. Retour a I’arc y,

Soit s une abscisse curviligne sur I’arc y; orientée dans le sens des & croissants. A tout point
M(6) de I’arc y,, distinct du pdle O, on associe le centre de courbure noté I(6).

Préciser les coordonnée de I(f) d’abord dans le repere (O, #(0), v(0)) puis dans le
repere (0,1, 7).

Montrer que le point I(8) est I'image du point M(6 + 7) de y; par une homothétie
dont on précisera le centre §2 et le rapport A.

On note H(@) le projeté orthogonal du point 1(6) sur la droite (OM(8)) joignant
les points O et M(#). Montrer que le point H(&) est I'image du point M() par une
homothétie de centre O dont on précisera le rapport u.

D On note y; et yy les courbes décrites respectivement par le centre de courbure I(6) et
son projeté orthogonal H(). Tracer les supports de y;, ; et 135 sur le méme graphique,
et placer un point M(0) de y, et les points I(¢) et H(&) correspondant.

Donner la longueur de la courbe y;; décrite par le point H(8) ainsi que ’aire de la

portion du plan qu’elle délimite.

FIN DE ’ENONCE
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Premicre Partie

Soit x un réel.

1.a. On sait que la fonction ¢t —s t*7!

est intégrable sur I'intervalle ]0,1] si et
seulement si x > O ; par ailleurs on a ’équivalence

tx—l ~ tx—l —t.

e
t—0
Les fonctions considérées étant continues et positives sur I’intervalle ]0,1], on

en déduit que la fonction ¢ — t*"'e™" est intégrable sur cet intervalle si et
seulement si x > 0.

*~1¢~! est négligeable au voisinage de +oo devant la fonction
; cette derniére fonction étant intégrable sur I'intervalle [1,+oo[,
on en déduit que la fonction continue et positive, ¢ —s t*"'e™" est elle aussi

intégrable sur cet intervalle.

1.b. Lafonction t+—¢t

£ —s e—t/2

Soit z un complexe. D’apres les questions précédentes, x étant un réel donné, La
fonction £ — t*~'e™" est intégrable sur I'intervalle ]0,4-00[ si et seulement si x > 0.
Ainsi, puisque
|tz—le—t| — |e(z—1)lnte—t| — tRe(z)—le—t’
pour tout ¢ > 0, alors la fonction continue ¢ — ¢t*~'e™" est intégrable sur I'intervalle

10, +oo[ si et seulement si Re(z) > 0.

3.a. Onsait que I'(z) n’est rien d’autre que la limite en +oco de la fonction

X
x-—>f r*le~tde
0
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A Taide d’une intégration par partie on obtient, pour x > 0, I'identité

X X
J tfetdt = —x%e 4+ Zf #lemt dr
0 0

—X

Compte tenu du fait que |x%e ™| = xR " 0, le résultat demandé découle
X—>100

de I'identité précédente par passage a la limite en +o0.
3.b. Sia>0alors a+k > 0 pour tout entier k£ > 0. La question précédente permet
alors de voir que, pour tout p € N,

Fla+p+1)=(a+p)l(a+p)=(a+p)a+p—Dl(a+p—1).
Une récurrence immédiate sur p permet de voir que

Lla+p+1)=(a+p) - (a+1(a+1).

x—le—t

3.c. Soit x > 0 ; la fonction t — ¢ est positive, continue et non nulle sur

P'intervalle J0,4+o00[. I'(x) qui est la valeur de son intégrale sur cet intervalle est
donc strictement positive.

X

+o0
3.d. Tl est clair que I'(1) :J e tdr= lim etdr=1— lim e*=1.
0

xX—+00 0 x—+00

Soit z un complexe dont la partie réelle est strictement positive ; pour tout réel ¢ >0,

on pose

—1)7?
”n(t) — %tz+n—1.

Le développement en série entiere de la fonction exponentielle, permet d’écrire
+o0
t*lemt = Zun(t), Vi>o0.
n=0

Pour 7 > 1, le module du terme général #, de cette série de fonctions est majoré,

indépendamment de ¢ €]0, 1], par — qu1 est le terme général d’une série convergente.
n!

Ceci prouve la convergence normale donc uniforme sur I’intervalle ]0, 1] de la série de
fonctions E u,, ce qui justifie I’écriture
n>1

[[Enpig e

On en déduit alors que

thz—le—‘dt = J(Z% )dt—thz—ldt-l—Ll<§l4n(t})dt

1 & (=1 1

!
z o= nt n+z

1 n! n+z
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On obtient finalement,

1 +oco +00 (_1)7! 1 400
F(z):f tz‘le‘fdt+J et de = +J et dt
0 1 1

n!' n+z

n=0

On posed =R\ {0,—1,—2,...} ; on remarque que U est un ouvert de R.

-1 1 1
Six €U et n €N, la quantité est bien définie et on a D =0(—).

n+x n! ntx n!

. (=" 1
la série Z est donc convergente ; on note ¢(x) sa somme et on pose
"o n! n4+x
-1y 1
v,(x)= ,x€U, neN.
n! n4x

Considérons x, €U et montrons que ¢ est continue en x.
- Sixy >0, ]xy/2,400][ est un intervalle ouvert contenant x, et contenu dans I et on
a
1
9,01 € = = % € Dxof2bocl.

0
Ceci prouve la convergence normale donc uniforme sur ]x,/2,4+oc0[ de la série de

fonctions E v, ; les fonctions v, étant continues en x,, il en est de méme de la
n>0
fonction ¢.
- Si x5 < 0, notons —n, la partie entiére de x, ; alors 7, € N* et le segment
[xo — 7, %9 + 1], ou n = min(ny + x4, 1 — (15 + X)), est contenu dans U et on

a
1 1
|, (x)] < m < i x € [xg—1n, %5+ 1], n> ny.
! 0 !

Ceci prouve la convergence normale donc uniforme sur [x, — 7, x, + 7] de la série
de fonctions E v, ; comme les fonctions v, sont continues en x,, il en est de

nZ2ng+1
+00 ) +o00
méme de la fonction x — Z v,(x). Comme ¢(x) = qun(x) + Z v, (x),
n=ny+1 n=0 n=ny+1

est somme de 7, + 2 fonctions continues en x,, elle est aussi continue en x,.

Soient a et b deux réel avec 0 <a < b, et soit t > 0.

6.a. On sait que t*' = @) o en déduit que

- si ¢t €]0,1] alors In(z) < 0, et par suite (a — 1)Inz > (b — 1)Inz et

b—1

comme la fonction x —> ¢* est croissante, on obtient t*~! > *~! et donc

max(¢*71, e = o1,

- sit>1lalorslnz >0, donc r* ! < ¢t

~! et par suite max(¢*~!, t2 ") = 27,
6.b. Soit x € [a, b]. D’apres ce qu précede, pour ¢t €]0,1], on a

0< t* ' <max(:*7!, 1) = t*7 = max(¢*~, 1271

b
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de mémessi t > 1, alors
0< t* ' <max(¢*7!, tb7) = t57! = max(¢71, £0 7).

a—l, tb—l)

On en déduit que 0 < 7! < max(t pour tout ¢ €]0,+00[.

6.c. La fonction f : (x,t) — t*'e™" est de classe C' sur R} xR} et, pour tout
* *k
(x,t)€R+ XR+,

ar _
E(X’t) = f(x,t)Inz.

De plus, pour tout segment [c,d] C R, et tout couple (x,t) d’éléments de
[c,d] xR,

J
'—f<x,t)

R =|lnz|e "7 < |In(z)| e max(r L t47) < [In(e) e~ (e 4 197 = o(2)

La fonction dominante ¢ est bien évidement intégrable sur ]0,4o0[

puisque, si 'on prend ¢ > O dans lintervalle ]1 — ¢,1[, on obtient

tf0(t) = 5t + 14 e " |Ing| — 0, ce qui justifie Iintégrabilité de ¢
t—0

sur ]0,1], et Iinégalité (¢) < (¢ + 4™ Vee™ = (1 + ¢t9)e™", valable pour
t > 1, montre que ¢ est intégrable sur [1,+o0[.

Comme le segment [c,d] est arbitraire, le théoréme de dérivation sous le signe
intégral, permet alors de conclure que la fonction T est de classe C' sur R, et que

/ oo gf oo x—1_-t
F(x):J Q—(x,t)dt:J t*“e~fInedt, x>0.
0 x 0

Deuxiéme partie

o0

Lapplication x — E a,x" est la somme d’une série entiere de rayon de rayon de
n=0

convergence R > 0, elle est donc de classe C* sur ]O,R[ et ses dérivées successives

s'obtiennent par dérivation terme a terme ; la fonction x — x* est aussi de classe C*
sur R*. On en déduit que la fonction y,, qui est le produit de ces deux fonctions, est
également de classe C*° sur ]JO,R[ et on a

+00 400 +oo
y;(x) = a’x“—l Zanx" =+ va na,,x”—l — Z(a + n)dnxa+"_1,
n=0 n=1 n=0
de méme
+00
V()= (a+n)a+n—1)a,x*"2
n=1

Ainsi, y, est solution sur ]O,R[ de I’équation différentielle (F)) si et seulement si

+o00 0 0
Vx €]0,R[, —(x*+ ) D Ja,x*"+> (a+n)a,x*"+> (a+n)(@+n—1)a,x*T" =0
n=0 n=0

n=1
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ce qui est équivaut a

Vx€]O,R[, D ((n+a)—P)a,x*™" =D a, ,x*" =0,
n=0 n=2
et puisque x* # 0, pour tout x €]0,R[, cela est équivaut a
V x €]0,R[, Z((n+a)2—/12)anx" :Zan_zx”. (1)
n=0 n=2

Or dans (1), il s’agit d’une égalité, sur I'intervalle ]0,R[, entre les sommes de deux
séries entieres de méme rayon de convergence R; par continuité, ces deux fonctions
coincident donc en 0 ainsi que leurs dérivées successives ; on en déduit alors que

(?=)ay=0, ((a+1=1)a; =0 et Vn>2, ((a+n)*-A)a,=a,,. (2)

D’ou le résultat demandé puisque a, # 0.

On suppose que @ = A, 4, 7 0 et y, est solution sur ]0,R[ de I’équation différentielle
(Fp)-
2.a. D’apres la question précédente on obtient
a,=0 et Yn>2 (A+n)P?—Aa,=a, ,. (3)
Les relations (3) donnent alors
VpeN, azp_H:O

1 1
VpeN', a,,= mﬂzm—o = _4],(“_]))”2(11—1)

et compte tenu de la question 3.(b) de la premiere partie, on en déduit, par
récurrence immédiate, que
VpeN, “2p+1:O
? 1 a,L(A+1)
VpeN,a, =a = 0
20 g 4R(A+R) 222 pIT(A+p+1)

2.b. Avec les notation précédentes, la regle de D’alembert permet de voir que, pour
tout réel x, la série numérique E a, pxzf’ est convergente ; on en déduit alors

>0
que le rayon de convergence de la série entiere Zanz” est infini.
n=>0
2.c. Siag2’T(A+1)=1alors
a,L(A+1) 1

VpeN, a5, ;=0 et

A, = = s
T2 pIT (A4 p+1) 222 pIT(A+ p+1)
et par suite

V asS) 1 X 2p+/1
>0, =5 <—> .
* »lx) ; PT(A+p+1) \2




Corrigé | Maths | — 2007

y(x) 1
e
x* -0t 2A0(A+1)

x4

=0" 2T (A41)

Par ailleurs, il est bien évident que , C’est a dire

(%)

On suppose ici que A n’est pas un demi-entier ; en particulier A > 0.

3.a. Les équivalences établies a la question 1. de cette partie et I’expression de la
fonction y_, permettent de voir facilement que cette fonction est aussi solution
sur RY, de I’équation différentielle (F)) .

3.b. Soient B et & sontdes réelstels que [y, +8y_,=0. (¥

xA x’A

~ ——— ety ; ~ ——— lesfonctionsy, ety_
=0t T4 1)  w=0" 27AT(— A4 1) AT

tendent respectivement vers O et +00 en 0 ; en faisant tendre x vers 0 dans (x), on

Comme y,(x)

obtient & =0 et par suite S = 0. Les solutions y, et y_, sont donc linéairement
indépendantes.

Par ailleurs, (F,) étant une équation différentielle linéaire du second ordre a
coefficients continus et homogene, son ensemble de solutions a valeurs réelles sur
R’ est donc un espace vectoriel réel de dimension deux, dont (y,y_;) est une
base.

DEUXIEME PROBLEME

1l Premicere partie

1.a. Le domaine de définition de la fonction p est égal a R et cette fonction est

2—périodique.

1.b. Lafonction p est paire comme la fonction cosinus ; on en déduit que, pour tout
0 € R, le point p(—0) du support de Iarc y; se déduit du point ¢(6) par symétrie
par rapport a I’axe polaire O + Ri. Ainsi, la droite affine O + R est un axe de
symétrie du support de l'arc y;.

1.c. Puisque la fonction p est 2rr—périodique, le support de I’arc y; est complétement
décrit lorsque 6 décrit I'intervalle ] — 7, 7r]. Ainsi, grace a la parité de la fonction
o5 le support de I’arc y; peut étre obtenu a partir de celui de I’arc y, par symétrie
par rapport a I’axe polaire.

On a p(7r) =0 donc ¢(7) = O, puis p'(7) = —sinw =0 et p"(7) = —cosm =1 #0;

on en déduit que le point O = ¢(7) du support de 'arc y, est un point de
rebroussement de premiere espece.
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Pour tout réel 4, on a
§(6) = O)0)+p(O)F0) et §"(6)=(s"(0) p(0))7(6)+26"O)O).
Le déterminant des vecteurs ¢'(8) et ¢”(6) dans une base orthonormée de E vaut alors
det (¢'(9),¢/'(9)) = 26°(6) + £(6) - p(O)p"(6) = 3(1 + cosb).
On en déduit qu’en tout point ¢(8) de I'arc y; distinct du pole, c’est a dire que

(14 cos®) #0, ce déterminant est strictement positif puisque 1+ cos@ > 0 ; ainsi, ces
point sont biréguliers et la concavité de la courbe est tournée vers le pdle O.

La fonction p est de classes C* et décroissante sur le segment [0, 7] puisque
VOe[o,n], p'(0)=-sinf<O.

on en déduit le tableau de variations suivant

X 0 T
PFx)|[o — o
px) 12 N\, O
15
1
o(7/2)
¢(0)
T
-0.5
4
1.5 [Support de l’arc ;/1}

@ A laide de la définition, on obtient 'expression de la longueur de I’arc y,, notée £(y,),
et donnée par

(y) = f ¢’ (O)I|d6 = J (6)+ p™( 6)d6:zf cos(0/2)d6 = 4
0

La portion du plan délimitée par le support de ’arc y, est définie par
{O+7rid(0);—n<f<nm et 0<r<p(O)};
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elle a la méme aire que ’ensemble

D={(rcosf,rsind)eR*;—n<f<n et 0<r<pd)}
Laire A(D) de D est donnée par A(D) = Jj dx dy ; cette intégrale double se calcule
D

facilement par passage en coordonnées polaire, on obtient alors

w rpe(d) 1 (™ T 3
A(D) :jjdxdy:J J rdrdf = EJ pz(ﬁ)dﬁzj (14cosf)* df = >
—rJ0 -7 0
D

Deuxiéme partie
IV.A. Question de cours

Par définition, ’abscisse curviligne s sur ’arc y orienté dans le sens des & croissants et
correspondant au choix de 6, comme origine est la fonction définie par

7
«(6)= L PO+ de.

s(0,) représente la longueur de la portion de I’arc y décrite lorsque & varie de 8, a 0,
si 6, > 6, et son opposé sinon.

d
Il découle de cette définition que £ =+ fA

dv 2 _ "
On sait que tanV = f//’ et par dérivation on obtient (1+ tan® V) - f—f/{f ,
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d’ou
dV—f/Z_ff//
E_ f2+f/2 :
d ds d6 d dv 242f2 — f "
PuisR:—S:—S—,etcommea:§+Valors—azl —:M.
da dfda dé dé 2417

On en déduit alors que
( f2 + f/2)3/2
R=e—— .
ST
Le fait que I’on puisse diviser par la quantité f2 + 2" — ff” est justifié par la
birégularité de I’arc y en question.

On sait queI=M+ RN, puis N =—RsinV#Z +RcosV7 ; ainsi I a pour coordonnées
(—RsinV,RcosV) dans le repere (M, #(6), 7(0)). Par ailleurs on a
/
cosV = f— et sinV= 4,
/f2+f/2 /f2+f/2
F2+f2f (P4
P21 P r2f = f

> dans le

donc le point I a pour coordonnées ( —

repere (M, #(0), 9(6)).

IV.B. Retour a l’arc y,

On vient de voir que les coordonnées de I(), centre de courbure en M((6)) = ¢(0),
dans le repere (M(0), #(0),0(8)) , sont
(- (*+p%p (PP )= 2w
P’ +20% —pp" P +20% —pp"/ 3
on en déduit que les coordonnées de I(6) dans le repere (O, #(0), v(8)) sont

1 1
g(p,2p') = 5(1 +cosf,—2sin6),
— 1 2

Cestadire que OI(0)= 3(1 +cos0).4(0) — 3 sin6.7.
Alors que dans le repere (O, i ]T’), ses coordonnées sont
1 21
<§(1 —cos®)cosb + 3 3(1 - cos@)sin@)
C’est a dire que

e 1 2 d 1 -
Ol1(0) = (5(1 —cos®)cost + 3)1 + 3(1 —cosf)sinf.j.
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. . — 1
Soit 2 le point tel que O = IR alors

— 1 1 - 1 - 1 1 -
Q) = (5(1 —cos®)cost + g)l + 5(1 —cos@)sinf.j = 5(1 —cos0).u(0)+ gz
Par ailleurs OM(0 + ) = —(1 — cos 0)#(0)

- 1. 1
donc OM(0 + ) = —(1 —cos 0)u(6) — Ei et par suite  QI(0)= —EQM(Q + 1), Clest

a dire que le point I(8) est bien I'image du point M(€ + 7) par ’homothétie de centre

Q et de rapport -5

On a M(OH(O) = pr(M(O)(0)), ou pr désigne la projection orthogo-
nale de E sur la droite vectorielle Rs#(0). Or, d’aprés ce qui précede,
- 2 R 2

M(O(F) = 5(,0((9)12(9)+p/((9)77(€)) donc M(O)H(O) = —g,o(@)ﬁ'(ﬁ). On en

déduit alors que

OH(6) = OM(B) + M(G)H(6) = ; o(0)i(0) =

—_—

OM(6).

1

3

Ainsi, le point H(0) est I'image du point M(8) par "homothétie de centre O et de
1

rapport —.
pp 3

Il s’agit bien entendu de la longueur de la courbe décrite une seule fois, ce qui donne le
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8
tiers de celle de I’arc <] —m, [, /]_n,n[> ; elle vaut donc 3 Laire de la portion du

plan que cette courbe délimite vaut quant a elle =

FIN DU CORRIGE
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Enonceé

Notations et rappels

Dans tout le probléme, R désigne le corps des réels et 7 un entier naturel supérieur ou égal a
2.5i p €N', on note M,, ,(R) I’espace vectoriel des matrices a coefficients réels, a » lignes
et p colonnes ; pour toute matrice A de M,, (R), ‘A désigne la matrice transposée de A.

Si p=n, M, ,(R) est noté simplement M,,(R), c’est I'algebre des matrices carrées d’ordre
n a coefficients réels ; la matrice identité de M, (R) est notée I ,.

Si A € M, (R), on note C,(A),...,C,(A) les colonnes de A, ce sont des éléments de
M,, |(R); par définition, le rang de la matrice A est la dimension du sous-espace vectoriel
de M, ;(R) engendré par les vecteurs C,(A),...,C,(A). Le rang de A se note rgA, on note
aussi Spg (A) 'ensemble des valeurs propres de A appartenant a R et TrA sa trace.

Sia,,a,,..., et a, sont des réels, on note diag(a;, 25, ...,,) la matrice diagonale de M, (R)
qui admet pour coefficients diagonaux les réels @, a,,...,a, pris dans cet ordre.

Premiere partie
Discuter le rang de la matrice <j fl> selon les valeurs de a, b, cetd.

Soit A= (a; ;) € M, (R).
2.a. Montrer que rgA = 0 si et seulement si pour tout couple (z,7) d’éléments de
{1,...,n}, a; ; =0. En particulier, si A n’est la matrice nulle alors rgA > 1.

2.b. Montrer que A est inversible si et seulement si rgA = 7.

Soit A € M, (R) ; on désigne par f, 'endomorphisme de M, ;(R) canoniquement
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associé a A. Montrer que
rgA =dim(Imf, ).

Soient U et V deux éléments non nuls de M, ((R) ; on note #y,..., #, les composantes
deUetv,,...,0v, cellesde V. On pose A=U"'V.
4.a. Exprimer les coefficients de la matrice A a I’aide des #,, et des v
4.b. Que vaut la trace de A?
4.c. Exprimer les colonnes de A a l’aide de v,,...,v, et U.
4.d. On suppose que U#0 et V#0 ; montrer que le rang de A est égal a 1.

On considére ici une matrice A € M, (R) de rang 1.
5.a. Montrer qu'il existe iy € {1,...,n} tel que C; (A) #0.
5.b. Justifier que pour tout j € {1,..., 7}, il existe un réel A; tel que C;(A) = A;C, (A).
5.c. Endéduire que A=X"Y ol X=C, (A) et Y est un élément non nuls de M,, (R)
a préciser.
5.d. On suppose que A =X, 'Y, ; Trouver tous les couples (X,,Y,) d’éléments de
M, (R) tels que A =X, "Y,.

I Soit A € M (R) une matrice de rang r > 0 ; montrer que A peut s’écrire comme
somme de 7 matrices de rang 1.

7.a. Sotent (Y,...,Y,) une famille libre de M, (R), et Z;,...,Z, des vecteurs

)
arbitraires de M,, (R). Montrer que Iégalité ZY;Zi =0 a lieu si et seulement
=1
si les vecteurs Z,,...,Z » sont tous nuls.

7.b. En deéduire que si (X,...,X,,) et (Y;,...,Y,) sont deux bases de M,, ;(R) alors
la famille (X; "Y)<; i<, est une base de M, (R) formée de matrices de rang 1.

D 8.2. Montrer que Iapplication <,>: (M,N) — Tr'MN est un produit scalaire sur
M, (R).
8.b. A quelle condition sur les vecteurs X, X', Y, Y’ de M, 1(R), les matrices XY et
XY’ sont-elles orthogonales dans (M, (R), <,>)?

8.c. En déduire une méthode de construction de familles orthonormées, de I’espace
euclidien (M,,(R), <,>), de la forme (X7Y;),<; i<,

Deuxi¢me partie

Soit A =U"V une matrice de rang 1, ot U et V sont deux ¢léments non nuls de M, ;(R).
On pose a = ‘VU et W =(*VV)U.
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Calculer A% en fonction du réel o et de A.
A quelle condition nécessaire et suffisante sur @ la matrice A est-elle nilpotente?

On suppose que A n’est pas nilpotente ; montrer qu’il existe A, réel non nul, tel que la
matrice AA soit celle d’un projecteur.

4.a. Justifier que O est valeur propre de A et montrer que le sous-espace propre associé
n’est rien d’autre que {Y € M, ;(R), “VY =0}. Quelle est sa dimension?
4.b. On suppose que a # 0 ; calculer le produit AU et en déduire que @ est une
autre valeur propre de A. Déterminer le sous-espace propre associé et donner sa
dimension.

4.c. Préciser selon les valeurs de & le nombre de valeurs propres de A.

Montrer que si a # 0, alors la matrice A est diagonalisable dans M, (R).
Justifier alors, dans ce cas, que A est semblable dans M, (R) a la matrice
diag(0,...,0,a).

@ On suppose que @ =0 et on désigne par / I'endomorphisme de M,, ;(R) canonique-
ment associé a A.
6.a. A est-elle diagonalisable dans M ,(R) ?
6.b. Montrer que U € Kerf et justifier ’existence d’une base de Ker/f de la forme
(E,,....E,_,,W).
6.c. Montrer que (Ej,...,E, ,,W,V) est une base de M,, ;(R) et écrire la matrice de
f dans cette base.

6.d. En déduire que deux matrices de rang 1 et de trace nulle sont semblables dans

M, (R).

Troisiéme partie

Si A=(a, ;) € M, (R), on note A sa comatrice, c’est a dire la matrice de terme général A, ;,
cofacteur de 4; ; dans A. On rappelle que

AA = "AA=detAl,

On admet les deux résultats suivant :

o Silerang de A est égal a v > 0 alors il existe une sous-matrice de A qui est inversible
d’ordre 7.

o $’il existe une sous-matrice de la matrice A, qui soit d’ordre r > 0 et inversible, alors
le rang de A est supérienr ou égal a r.
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Soit A € M, (R).
l.a. Si A est de rang 7, montrer que A€ est aussi de rang 7. Exprimer A€ a Iaide de
Pinverse A~! de A.

1.b. Si A est de rang inférieur ou égal a » — 2, montrer que la matrice A€ est nulle.

On suppose ici que A € M, (R) est de rang 7 — 1.
2.a. Justifier que rgA° > 1.

2.b. Soit f (resp. g) 'endomorphisme de M,, |(IR) canoniquement associé a A (resp.
*A%). Montrer que Img C Kerf et conclure que que rgA“ = 1.

Soit A € M,,(R). On rappelle que le polynéme caractéristique P, de A vérifie
VieR, Pp(t)=det(A—1tL)).
On désigne par B = (ey,...,e,) la base canonique de M,, ;(R) et on rappelle que le

déterminant de toute matrice B € M, (R) est égal au déterminant relativement a la
base B du systeme de vecteurs formé par les colonnes C,(B),...,C, (B) de la matrice
B:
det B =detyz(C,(B),...,C,(B)).
3.a. Montrer que la fonction ¢t — detg(C,(A)—tey,...,C,(A)—te,) est dérivable sur
R et calculer sa dérivée.

3.b. Justifier alors que P, (0) = —TrA".

Soient A et B deux matrices semblables de M ,(R).

4.a. Montrer que A et B ont la méme trace, le méme rang et le méme polyndme
caractéristique.

4.b. En déduire que A° et B¢ ont la méme trace.

4.c. Montrer que si A est de rang 7, alors A et B sont semblables dans M ,(R).

4.d. Que peut-on dire si rgA < 7 —2?

4.e. On suppose que rgA =7 —1.
i) Montrer que si TrA¢ # 0, alors alors A€ et B sont semblables dans M, (R).

ii) Montrer que si TrA® = 0, alors alors A® et B® sont aussi semblables dans

M, (R).

FIN DE ’ENONCE
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Premiere Partie

Osi (a,b,c,d)=0
Le rang de la matrice < “ fl >est Isiad —bc=0, et (a,b,c,d)#0
¢ 2siad —bc#0

A=(a;) € M, (R).
2.a. De la définition du rang d’une matrice, rg(A) = 0 si, et seulement si, le sous-espace
véctoriel engendré par ses vecteurs colonnes est nul et cela équivaut 4 dire que
A =0 ; par contre-apposée A n’est pas nulle rg(A) > 1.

2.b. Si A est inversible, les vecteurs colonnes C, (A),...,C, (A) forment une base
de M, | (R) donc dimvect (C,(A),...,C,(A)) = n Cest a dire rg(A) = n .
Réciproquement, si rg(A) = 7 la famille (C, (A),...,C, (A)) est une base de
M,, 1 (R) donc A est inversible.

On note f, I’endomorphisme de M, | (R) canoniquement associé 3 A. On a

rg(fx) = dim (Im(f,))
et comme Im (f, ) = vect (C, (A),...,C,(A)) alors rg(A) = r g (fy)-

"
4.a. OnaA=U'V=| : |.(v...9,) ;ennotant A= (g, ;) et en effectuant le
"

n

produit matriciel U."V, on voit que 4; ; = #, v, pour tout (k,{) € {1,...,n}".
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4.b. Avec les notations de la question précedente, on a :
n n
—_ —_ —t
Tr(A)= Zai,i = Zuivi =VU
i=1 i=1

4.c. D’aprés la question (4.4), la j*” colonne de A est C;(A)=92,U.
4.d. V # 0 donc il exist'e Jo tel que v, # 0 ;ainsi C, (A) = v, U # 0 puisque
U # 0 ; on en déduit que g (A) > 1. D’autre part, pour tout j € {1,...,7n},
.
C;(A)=ov,U= jC]vo (A) cela montre que rg(A) <1 ; dourg(A)=1.
Jo

5.a. La matrice A est de rang 1, donc non nulle d’ou Pexistence d’un i, tel que

C,. () #0.
5.b. On arg(A) = dimwvect ((C,(A),...,C,(A))) = 1, donc les colonnes de la
matrice A sont toutes proportionnelles a la colonne C, (A) ; ainsi, pour tout
Jj €1{1,...,n}, il existe un réel A, tel que C; (A) = 4,C, (A).
5.c. D’aprés la question (I.4.b) les vecteurs colonnes de A sont
AC; (A),...,4,C, (A)

le calcul éffectué a la question (4.4) montre alors que A =C; (A).(4;...4,),

Ay

Cestadire que A=X."YaveeX=C, (A)et Y=

A
5.. Si A =X,'Y, = X,.'Y, et rg(A) = 1, alors les vecteurs X, X, Y, et Y,
sont non nuls. Posons Y, =" (y;,...,7,) » Y; = (25,...,2,). 1l existe un

indice i, tel que C; (A) #0 ;0r C; (A) =y, X, = z; X; donc X; = AX; avec
Vi . .

A== #0.Parailleurs, pour tout j € {1,...,7},C; (A) =y, X, = 2z,X; = Az; X,
Z:

L]

1
donc z; = 70 et Y, = EYO' Réciproquement, si A # 0 alors on a bien
(AX,).f <;Yo> = X,."Y, = A. Ainsi, les couples cherchés sont de la forme

1
</1XO, ;Yo> avec A€ R".

I. 0O

I Soit A € M, (R) avec rg(A) = r > 0 ; La matrice ], = < v >, oul, estla
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0 0
matrice identité d’ordre 7, est de méme rang » que A, alors les deux matrices sont
dites équivalentes ce qui signifie que A =PJ Q avec P,Q des matrices inversibles de
M,, (R). Notons E;; la matrice de terme général ¢, ; avec ¢, ; = 1si (k,[) =(i,]) et

n
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7 7 7
e,; =0sinon ;alorsJ, = ZEZ-Z- et par suite A=P <ZEU-> Q= ZPE”-Q, de plus
1 =1 =1

1=rg (E;;) =g (PE,;;Q). puisque ces deux matrices sont équivalentes.

7.a.

7.b.

8.b.

n
Siles vecteurs Z,...,Z, sont tous nuls alors ZYi.tZi = 0. Réciproquement, si
‘:1
" 2
ZYi.ZZi =0alors, pour j €{1,...,n},ona

=1
0= (S22 =S¥, ('2,2.) =S (2. 2j)Y
—<ZE i i)' j—ZE i'( i /)—Zl( j Y5
et comme les vecteurs Y,...,Y, sont indépendants, on obtient

||Zj||2 ='Z;Z; = 0, pour tout j € {1,...,n} ; donc les vecteurs Z,,...,Z,
sont tous nuls.

: . ’ t —
Soit (/11-/-> 1<ij<n U0C famille de réels tels que 1<Z< A;X;.'Y; = 0alors
<ijjsn

n n n n
0= X (D4,Y,) = 2% (224, ).
=1 7j=1 =1 j=1
La question précédente montre alors que, pour tout i € {1,...,7}, Z’L‘j 'Y; =0
=1

n
Par transposition on obtient Z/L-]-.Y]- =0, pour tout z € {1,...,n}.
j=1
La famille (Y,...,Y,,) étant libre, on déduit de ce qui prééde que 4;; =0. pour
tout (i,7) € {1,...,7}? ; cela montre que la famille (Xl-.tY])l_ st libre et comme

M, (R) est de dimension 72, cette famille en constitue une base.

La bilinéarité découle de la linéarité de la trace. Par ailleurs, on sait que, pour
tout M,N € M (R), (M, N) = Tr(‘M.N) = Tr (* ‘M.N)) = Tr ("N.M) = (N, M)
; cela montre que la symétrie de la forme bilinéaire. Enfin, pour tout M € M, (R),
(M,M) =Tr(‘M.M) = Z Ml2 >0, en plus
1<i,j<n J
— 2 _ —
(M,M) =0 <= Z M; =0<=M=0.
1<i,7<n
Cela prouve que I'application (M,N) — (M, N) est un produit scalaire sur
M, (R).
SiX, X', Y et Y sont des éléments de M, 1 (R), alors
(XY, XYy = Tr (F(XLY). (X1Y)) = Tr (YX XYY,
et comme XX’ € R alors Tr ("X.X".Y."Y") =" X.XTr (Y.Y') = (X.X').("Y.Y').
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Ainsi

(XY, XYY =0e=' XX =00u Y.Y =0.
On en déduit que les matrices X."Y et X.*Y’ sont orthogonales si et seulement si
les vecteurs X , X ou les vecteurs Y, Y’ sont orthogonaux dans M,, | (R) muni
de son produit scalaire canonique.

Si (Xy,..,X,) » (Yy,-..,Y,) sont deux systemes de vecteurs de M,, | (R), alors
la famille <Xi.t Y]«> . est orthonormée si et seulement si

i
1 st (i,7)=(k,1)
t ty | —
(XY X o) = { 0 s (i))# (kD)
Or d’aprés le calcul précédent, on a <Xl».tY]- , Xk.tY1> ='X,.X,."Y},Y;. Donc,
pour que la famille <Xl-.t Y].)l_ ; soit orthonormée dans (M,, (R),<,> ), il suffit

que les deux familles (X,,...,X,) , (Yy,...,Y,
M,, ; (R), muni de son produit scalaire canonique.

) soient orthonormées dans

Deuxieme Partie

Soit A =U."V une matrice de rang 1, ¢ = V.U et W = (*VV) .U

Ona :A’=(U.V).(U.V)=U.('"V.U).'V=0A

Une récurrence permet de conclure que A¥ = 2*~'A pour tout £ € N* ; on en déduit
que la matrice A est nilpotente si et seulement s'il existe & € N* tel que A¥ =0 c’est &
dire si et seulement si @ = 0 puisque A est non nulle.

Si A n’est pas nilpotente, d’apres la question précédente @ # O et on a

1 \? 1 , 1 1
<—A> :—2A =—aA=-A,

a (o4 tZz a

1
donc la matrice — A est celle d’un projecteur.

o4

4.a. lamatrice A est de rang 1 et comme 7 > 2 alors A n’est pas inversible et O est une
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4.b.

valeur propre de A ; le sous-espace propre de A associée & la valeur propre 0, qui
n’est rien d’autre que son noyau noté KerA, est par définition égal a
{Yem,,®) /AY=0}={YeM,,(R) /U'VY=0}

Or, comme U # 0 on a I’équivalence U'VY = (‘VY).U=0<='VY =0;o0n
en déduit que KerA = {Y eM, (R)/'VY= O} et d’aprés le théoréme du rang
dimKerA=n—rg(A)=n—1.

Ona AU =U'VU = (*VU).U = aU, et comme U # 0 alors & est une valeur
propre de A. Par ailleurs, le fait que la somme des dimensions des sous-espaces
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propres d’une matrice est toujours inférieure ou égale a son ordre, adjoint au fait
que dimKerA = 7 — 1 permet d’affirmer que le sous-espace propre de A associé a
la valeur propre « est de dimension 1 et ce sous-espace propre vaut RU.

Si @ =0, la matrice A est nilpotente et O est son unique valeur propre.

Si @ # 0, la matrice A admet deux valeurs propres qui sont O et a puisque la
somme des dimensions des sous-espaces propres associés est égale a 7.

st @ # 0, d’aprés la question (4) , 0 et a sont les valeurs propres de A et la somme
des dimensions de leur sous-espaces propres est égale a I'ordre de A, donc A est

diagonalisable.

En prenant une base (Uy,...,U,_,) de Ker(A) et une base (U,) de Ker (A —al,,), la
matrice de 'endomorphisme f dans la base (U,...,U,) est diag(0,...,0,a). Donc

A est semblable a diag(0,...,0,a) puisque ces deux matrices représentent le méme
endomorphisme f.

@ On suppose que @ =0.

6.a.

6.b.

6.c.

6.d.

Comme 0 est la seule valeur propre de A, la matrice A est diagonalisable si et
seulement si elle est nulle. Comme A # 0 alors A n’est pas diagonalisable.

AU = U = 0 donc U € Kerf et comme le vecteur W est colinéaire a U et
W £ 0, le théoreme de la base incomplete permet de compléter W en une base
(Ey,..,E,_,, W) de Kerf qui est de dimension  — 1.

Ona AV = U'VV =/ VV.U = W # 0 donc W & Ker/ et par suite la famille
(Eys..,E,_5,W,V) est libre, c’est donc une base de M, , (R).

La matrice de f dans la base (El, ... ,En_z,W,V) est

0 0
0
1
0 0

Soit A une matrice de rang 1, d’apres les questions (1.5.¢) et (1.4.5), on peut écrire
A sous la forme A =U"V ou U,V sont deux vecteurs non nuls de M, ; (R), avec
Tr(A)= VU ;si plus A est de trace nulle, alors d’apres la question (2.6.¢), A est
semblable a la matrice

0 0
0
1
0 0
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La transitivité de la relation de similitude permet enfin de conclure que deux
matrices de rang 1 et de tarce nulle sont semblables.

Troisiéme Partie

A= (al- ]-) €M, (R), on note A sa comatrice et on rappelle la relation
AAS = A A =det AL (1)

l.a. rg(A) = n , donc A est inversible ( d’aprés la question (1.2.5) ) et detA # 0,
puis en multipliant I’égalité (1) précédente a droite par A™!, on obtient
‘A°=det A.A™". On en déduit que rg(A°) = rg (‘A°) = rg(A™") = n et enfin
1
ue Al = ‘AC.
d det A
1.b. Si A est de rang 7 — 2 alors comme les cofacteurs de A sont tous des déterminants

d’ordre 7 — 1, il découle du deuxi¢me résultat admis que tous ces cofacteurs sont

nuls, c’est a dire A° =0.

Sirg(A)=n—1.

2.a. D’aprés le premier résultat admis, on peut extraire de A une sous-matrice
inversible A qui soit d’ordre 7 — 1 ; cette sous-matrice A est obtenue a partir
de A en éliminant une ligne 7 et une colonne 7, donc (A°),; = (1) det A, £0.
On en déduit que la matrice A€ est non nulle et par conséquent rg(A°) > 1.

2.b. Onnote f (resp g ) 'endomorphisme de M,, ; (R) canoniquement associ¢ a A
(resp a "A€) ; d’aprés la relation (1) ona fog = gof = detAld =0 et cette
derniere relation montre que Img C Kerf.

On peut donc conclure que rg(A°) = rg(*A°) = dimImg < dimKerf = 1 et
comme rg(A°) > 1 on abien rg(A°) = 1.

On rappelle que si I un intervalle de R et ¢, ..., ¢, sont des applications dérivables de
Ivers M, | (R), alors 'application ¢ : £ — det (¢, (¢),..., 9, (¢)) est dérivable, avec

B (1) =3 det (1(8)s 41 (058, (05051 (s mr9, (1))
k=1

3.a. On déduit ainsi que I'application P, : £ — det (C, (A) — tey,...,C, (A) —ze,)
est dérivable sur R et sa dérivée est donnée par :

P (6)=> det (Cl(A)—tel,...,C,e_l(A)—tek_l . CkH(A)—te,eH,...,Cn(A)—ten>
k=1
3.b. Ona
P, (0)=> det (C,(A)--,Ciy(A), —¢ s Cpyy(A),-,C,(A))
k=1
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En développant, pour chaque k le déterminant
det (C,(A)y-+,Cii(A), =€ s Cipa(A),-,C,(A))
par rapport a la k-ieme colonne on trouve I'opposé du cofacteur A, ,, de la matrice

A.DouP, (0)=-> A, =—Tr(A°).
k=1

A et B deux matrices semblables de M, (R) ; soit P une matrice inversible telle que
A=PBP".

4.a. Ona
Tr(A)="Tr (PBP~") =Tr (P~'PB) =Tr(B),
rg(A)=rg (P_lBP) =rg(BP)=rg(B) (car P est inversible)

Py(t) = det(A—tl,)=det(PBP~' —¢I,) =det (P (B—¢I,)P")
= det(B—1tIL,) =Py(z)
4.b. D’apres la question (3.3.5) , Tr(A®) = =P, (0) = =Py (0) = Tr (B°).
4.c. SiA est de rang 7, alors inversible, il en est de méme pour B de plus
A°=detA'(A™") =det A’ (PB'P™") =det A’ (P7') ‘B''P

et comme detA = detB , ‘P! = <IP>_1 et B¢ = detB.'B™! alors
A° =" P.(BY). (IP)_1 donc A et B¢ sont semblables.

4.d. Sirg(A) < n—2, alors, puisque rg(A) = r g (B), d’apres la question (3.1.5) ,
A° =B =0 donc les matrices A et B sont égales donc semblables.

4.e. Sirg(A)=n—1,alors d’apres la question (3.2.5) , rg(A°) = rg(B°) = 1. Posons
a =Tr(A®) =Tr(B°).
i) Sia#0,alors on déduit de la question (2.5), que A€ est semblable a la matrice

diag(0,...,0,2) ; de méme B¢ est semblable a la matrice diag(0,...,0,a), donc les
matrices A€ et B¢ sont semblables.

ii) Sia =0, alors les matrices A et B® sont de rang 1 et de trace nulle donc
semblables d’apres la question (2.6.d).

FIN DU CORRIGE
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Fnonce

Dans ce probléme, espace vectoriel réel R? est muni de son produit scalaire canonique
et de la norme qui lui est associée, notée ||.|| ; C est muni de sa norme standard z — |z|
qui en fait un R -espace vectoriel normé. On rappelle que si z; € C et r > 0, le disque
D(zy,7):={z€C;|z —z,| < } est un ouvert de C .

La propriéte (H)

I.A. Préliminaires

On considere 'application ¢ : R? — C, (x,y) — ¢(x,y) = x +iy.
Vérifier que I’application ¢ est une bijection continue et que ¢~ est aussi continue .

Justifier que si 2 est un ouvert de C alors {(x,y) € R? ; x +iy €0} est un ouvert de
R?.

I.B. La propriété (H)

Définition. Si / : @ — C une application définie sur un ouvert non vide 2 de C,
on lui associe I’application f U — C, définie sur Iouvert U = ¢~1(Q) de R? par :
f (x,y)=f(x+1iy). On dit que f vérifie la propriété (H) si f est de classe C! sur U et
V(x,y)€ld, i_f(x’y) = ig_f(x’y)'
y x

l.a. f:C—C,z— 2z’ ; montrer que f vérifie la propriété (H).

1.b. Méme question avec ’application f : C — C,z — ¢”.

1.c. Lapplication f : C — C, z — Z vérifie-t-elle la propriétée (H)?

Cas d’une fonction définie par une intégrale
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2.a. Pour quelles valeurs du complexe z la fonction ¢ — et
I’intervalle [0, +oo[ ?

2.b. Onnote Q:={z € C;Re(z) >0} ; justifier que Q est un ouvert de C .
+o00
Dans la suite on pose  f(z)= J e’ dt, zQ.
0

est-elle intégrable sur

2.c. Montrer que f possede, en tout point de U, une dérivée partielle par rapport a sa
deuxiéme variable et 'exprimer sous forme intégrale.

2.d. Montrer soigneusement que M existe et I’exprimer sous forme intégrale.
x

2.e. Montrer que f vérifie la propriété (H).

Quelques propriétés générales
Soit  un ouvert non vide de C , et soient f, g deux applications définies sur £ a
valeurs complexes et vérifiant la propriété (H).
3.a. Montrer que, pour tout A € C, 'application Af + g vérifie la propriété (H).
3.b. Montrer que le produit /g vérifie la propriété (H).

1
3.c. On suppose que, pour tout z €, f(z)# 0 ; montrer que 'application — vérifie
la propriété (H).

3.d. Soit zy = x4+ 1y, € Q et posons =—(x,,Yy) =a +1b.

dx
i) Exprimer la différentielle de f en (xy,,), notée df (%95 Y0), @ I’aide des réels
a et b puis écrire la matrice jacobienne A de f au point (x,7,) dans la base
canonique (e, e,) de R? et la base (1,) du R -espace vectoriel C .

ii) On suppose que @ + b # 0 et on oriente I’espace euclidien R? par sa base
canonique ; que peut-on dire de la nature géométrique de 'endomorphisme de
R? canoniquement associé a A? 4 quelle condition sur a et b cet endomorphisme
est-il une rotation?

3.e. Si de plus ]7 est de classe C?, calculer le laplacien Af de f défini par
~ 32f f
A =gt
Y

Intégrales curvilignes et applications

II.A. Intégrales curvilignes

Chemin : On appelle chemin, toute application y : [4,b] — C, a < b, continue et de
classe C! par morceaux sur [a,b], ce qui signifie qu’il existe N € N* et des réels
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ag,ay,....ay telsquea =ay <a; <---<ay=betquef/], ,soitdeclasse C' pour
iefl,...,N}L
Si de plus y(a) = y (&), on dit que y est un lacet.

Intégrale le long d'un chemin : Soient 2 un ouvert non vide de C et f : Q@ — C une
application continue. Si y : [4,6] — C est un chemin vérifiant y([a,5]) C €,

on définit lintégrale curviligne de f le long de y, notée | f(z)dz, par
14

b
J flz)dz = J L) (1)de
y a

Exemples : Soient @ €R et 7 >0 ; on considere y, , : [0,1] — C, t —> re’™.

z
l.a. Vérifier que y, , est un chemin contenu dans C\ {0} et calculer J —.
Yra

iz

dz. Montrer que
z

1.b. i) Onposel(r) :f
Vrr

T
1(7'):—17'5+ZJ e—rsinu+ircosnd%
0

/2 )
<2J e~ Tsnu g,
0
iii) En déduire que I(r) . —i7t. (minover t — sint sur [0,70/2] par une

fonction affine).

ii) Montrer que

T
J e—rsmu+zrcosud”
0

. o L OF ~
Soit F : 2~ C une application vérifiant la propriété (H) telle que F f, et soit
x
y : [a4,b] — C un chemin vérifiant y([a,b]) C Q.
2.a. Montrer que Papplication Foy : t — F(y(t)) est de classe C' par morceaux sur
8] que | f(2)dz =F(r(8) -~ Fly a)

v
2.b. Que peut-on dire de cette intégrale si de plus y est un lacet?

Soient y; : [a,6] — C,a < b, et y, : [c,d] — C, ¢ < d, deux chemins tels que
71(b) = y,(c) ; on leur associe 'application y : [a,b +d — c] — C, notée y =y, V 7,,
définie par

()= yi(2) sta<t<b,
ne= (t—b+c) sib<t<b+d—c.

3.a. Vérifier que y est un chemin .
3.b. Siy([a,b]) CQet yy([c,d]) C £, montrer que

J flz)dz=| f(z)dz+ | f(z)dz
Y " 72
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ILB. Etude de la somme d’une série entiére et application

Soit E a,z"” une série entiére de rayon de convergence R > 0 ; on note f 'application
n=0

+00
définie par f(z)= Zanz”, z € D(O,R) (avec D(O,R) = C si R = 400).
n:o
On pose f,(z)=a,z", z€ D(O,R), n €N.
1.a. Soit y, €] —R,R[ ; montrer soigneusement que ’application x — f(x +1y,) est
dérivable sur I’intervalle ] — \/ R? - yé, \/ R? - yg[ (=R si R=400) et exprimer

sa dérivée sous forme de la somme d’une série.

1.b. Montrer que f posseéde des dérivées partielles premieres en tout point de

U= ¢~ (D(O,R)) et exprimer 3_f en fonction de a—f
dy dx
1.c. Montrer que f vérifie la propriété (H).
1.d. Construire une fonction F:D(0,R) — C vérifiant la propriété (H) telle que
IF
Ix /-

Application

i”+1

2.a. Calculer le rayon de convergence de la série entiére E z". On note g sa

"0 (n+1)!
somme ; exprimer g(z), pour tout complexe non nul z de son disque ouvert de
convergence, a I’aide des fonctions usuelles.
2.b. Pour r > 0, on note y: : [0,1]] — C, ¢t — (2t — r et
v [0,1] — C, t — re'™. Vérifier que le chemin y, := yiV oyl est

bien défini et dessiner son image y,([0,2]), puis justifier que J g(z)dz=0.
) eiz -1

2.c. En déduire que f g(z)dz = —f dz.

" oz

sin #

2.d. On note b la fonction # —> prolongée par continuité en O ; montrer que

J g(z)dz = ZiJ h(u)du et en déduire que la fonction r — J h(u)du
! 0 0

r

T sinu

possede une limite finie en +0o qu’on notera J du. Que vaut cette

0 u
limite?
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3" Partie : Analyticité des applications vérifiant la propriété
(H)

Soient Q2 un ouvert non vide de C , zy = x5+ iy, € Qet f : Q+— C vérifiant la propriéte
(H).
Justifier que Pensemble {p > 0; D(z,, p) C Q} n’est pas vide.

Si cet ensemble est majoré, on note R sa borne supérieure, sinon on pose R = +oo.

On note ¢ 'application de ]0,R[ xR dans C définie par

~

o(r,0)=f(xq+ 7rcost,y,+ rsint)

Justifier que  est de classe C' sur J0,R[ xR et calculer ses dérivées partielles premiéres

en fonction de ——. Donner une relation entre ces dérivées partielles.
x

Pour tout 7 €]0, R[, on note ¢, I"application définie sur R par : ¢, (8) = o(r,0) = f(zy+7e'?).

3.a. Justifier que ¢, est 27-périodique, de classe C' et exprimer sa dérivée en fonction

af
de —.
dx
Dans la suite, on note (¢, (7)), la suite des coefficients de Fourier complexes
deg,.
3.b. Justifier que la suite (c,(r)) ez, €St sommable. Qu’en déduit-on au sujet de la
convergence de la série de Fourier de la fonction ¢, ? quelle est sa somme? on

précisera les hypotheses des théorémes utilisés.

@D Les notations étant celles de la question précédente ; on pose

¢,(7)
h,(r)=——, r€]O,R[, n€Z
r

4.a. Donner 'expression intégrale de c,(7) pour tout » €]0,R[ et 7 € Z.
4.b. Soit n € Z ; montrer que la fonction r — ¢, (7) est dérivable sur JO,R[ et
exprimer sa dérivée sous forme intégrale puis justifier que, pour tout r €]0,R[,

, n
c,(r)= 7C”(‘V).
4.c. Montrer que, pour tout 7 € Z, la fonction 5, est constante sur 'intervalle J0,R[.

4.d. Montrer que si 7 est un entier naturel non nul alors la fonction 4_, est nulle puis
en déduire que c_,(7) =0 pour tout » €]0,R[. On pourra justifier que la fonction
r — c_, () est bornée an voisinage de 0 a droite.

Soit 7 €N ; d’apres ce qui précede, il existe une constante a,, € C telle que a,, = h,,(7)
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pour tout 7 €]0,R[. Montrer que le rayon de convergence de la série entiére E a,z”

n>0
+00
est supérieur ou égal a R et que, pour tout z € D(zy,R), f(z)= Zan (z —z)".
n=0

Montrer I'unicité de la suite (,,),,cy de la question précédente.

Montrer que, pour tout » €]0,R[

1 27 . ~+00
o J |f(z+ Tele)|2 df = Z |a,, |*r#  (Formule de Gutzmer)
7 Jo

n=0

D Application au théoréme de Liouville
Soit f : C — C une application vérifiant la propriété (H) ; d’apres I’étude menée dans
la partie précédente, en prenant z, = 0, on obtient R = 400 et il existe une unique

série entiere E a,z” de rayon de convergence infini dont f est la somme.
n=0
Montrer en utilisant la formule de Gutzmer que si f* est bornée, elle est constante.

FIN DE ’ENONCE
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La Propriété (H)

I.A. Préliminaires

¢ est une application linéaire et transforme la base ((1,0),(0,1)) de R? en la base (1,7)
de C, donc ¢ est un isomorphisme et ¢~ I’est aussi.
Comme R? (respectivement C ) est de dimension finie alors ¢ est continue (resp ¢
est continue ).

Soit 2 un ouvert de C. Alors,
{(x,y) ERGx +iy e} =¢7()
est 'image réciproque d’un ouvert par une application continue, ¢’est donc un ouvert

de R?.
I.B. La propriété (H)

B»i. f:C — C ,dong f: R? — C est une applica-
z — Z (x,y) — x*—9y*+2ixy

tion de classe C' avec, pour tout (x,y) €R? :

~ ~

af . 9f :
—(x,y)=2x+2iy et =—(x,y)=—2y+2ix
dx dy
of of
par suite g—f(x,y) = ig—f(x,y). Ainsi, f vérifie la propriété (H).
y x
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1.b.

1.c.

De maniere similaire a la question précédente f: C — C , donc

z — e

f:R? — C est une application de classe C' avec, pour tout
(x,y) —_— ex+zy
(x,y)€R? :

af . 7 |
f(x,y>=€x+ly et ——(x,y) =i

dx
. af . af . . N .7
par suite =—(x,y) =i—=—(x,y). Ainsi, f vérifie la propriété (H).
dy dx
Pour f: C — C ,ona:f: R? — C qui est bien de
z — Z (x,y) — x—1iy

classe C! avec, pour tout (x,y) € R? :

of af |
—_— =1 — [
Selen=ta Soey)=—i

~ ~

a a
Donc a—f(0,0) #+ ia—f(0,0) et par suite f ne vérifie pas la propriété (H).
y x

Cas d’une fonction définie par une intégrale
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2.a.

2.b.

. , . 2
Soit z € C, I'application t — e™**

— e—RE(Z)IZ .

est continue sur R et pour tout t € R,

2
—zt
e

. _ 2 . 2
e SiRe(z) >0, alors e Re(z)t* X ) <—2> , donc la fonction ¢ — e7*" est
t|—>+oo \ ¢
intégrable sur R.
. 1 2 ) >
e SiRe(z) <0O,alors - = o <e_Re(Z)t ) , donc la fonction ¢t — e7**" n’est
t |tlotoo
pas intégrable sur R.

zt

. . . 2 . . .
Ainsi la fonction £ — ¢7*"" est intégrable sur R si et seulement si Re(z) > 0.

Lapplication ¢ : z —> Re(z) est continue de C dans R, ]0,+o00[ est un ouvert de
RetQ={z€C,Re(z) >0} = ¢~ '(]0,+00[), donc N est un ouvert de C.

Pour tout (x,y) €U = {(x,y) € R?, x > 0} nous avons :
~ 400 )
f(x:9) =J e g
0

Fixons x € R tel que x > 0, et posons pour tout (y,¢) €R X [0, 4+o0[,
h(y,t)= e~ Alors nous avons :

e /1 est continue sur R x [0, +oo[.



2.d.

Annales CNC | Filiere PSI

e ) admet une dérivée partielle par rapport a la premiére composante :

ah

V(y,6) ER x [0, 400 <—(7,1) = —itlem it
Y
ah ,
et — est continue sur R X [0, 4o0[.
Y
o V(y,t) ER x [0,+00[, |h(y, )| = e et la fonction £ —> e~ est continue
et
intégrable sur [0, +ool.
e V(y,t)eER xR, = t2e7 et la fonction ¢ —> t2™**" est continue

319( )
—(y,t
dy ?

et

intégrable sur [0, +oo].

D’apres la formule de Leibniz, nous déduisons que f admet une dérivée partielle
par rapport a sa deuxieme variable et

~

Sf +oo 3/9 +00 g i
V(x,y)eu, —(x,y):f _(yat>dt:J —i 2o x4
dy o 9y 0

Soit y € R . Posons pour tout (x,t) €]0,+o00[ X [0,4o00[, g(x,t) =e
Alors :

e g est continue sur ]0,+o00[ x[0,4o0].

—xt?—iyt?

e g admet une dérivée partielle par rapport a la premiere composante donnée par

ag 2 — 2__ ;42
V(x,t)E]O,+oo[x[0,+oo|:,a—(x,t):—t e XTI
x
a

28 est ainsi continue sur ]0,+oo[ X [0,+00].

dx
e Soit 2 €]0,4o0[.

V(x,t) € [a,400[x[0,+oo[, |g(x, )| = e < e~ et la fonction t —» e~
est continue et intégrable sur [0,4o00[. De plus :

2

9g 2 2
—2(x,t)| = t?e™" < t%e™*" et la fonction

dx

2 . . /’
est continue et intégrable sur [0, +oo[.

V(x,t) € [a,+00[x[0,4o00],

t—s tZe—az
Alors et d’apres la formule de Leibniz, nous déduisons que /* admet une dérivée
partielle par rapport a sa premi¢me variable avec :

~

3 +003 oo 2_ ;042
V(x,y)EU, —f(x’y>:J —g(x,t)dt :J _tze—xt —iyt dr
9x 0 gx 0

. af 19f
Ainsi on remarque que : pour tout (x,y) €U, —(X,y) — —,—(x,y).
dx i dy
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2.e. Pour tout (x,y) €U, nous avons : i—y(x,y) = J+ —itle™ T gy,
Posons pour tout ((x,7), £) €UX[0,400[, h((x,7), 1) = —it2e =%,
e /1 est continue sur U x [0, +o0[.
e Soit a ]O +oo[ on 2 Y((x,y)t) € ([a, +oo[><]R) [0, 4o,
|h((x,y),t)] = t2e™" < t?e™" et la fonction t —» 2™ est continue
et intégrable sur [0, +o0[.
Alors d’apres le théoréme de continuité sous le signe intégrale, nous déduisons
o
—— est continue sur Y.
3y

Or, et d’apres la question précédente, nous avons :

~ ~

2 10
Y(x,y) €U, %(X,JQ: :9—;[(%9’)

~

donc —— est continue sur /. Ainsi f est de classe C' sur .
x

~ ~

a d
Comme, de plus, pour tout (x,y) €U, a—f(x,y) = ia—f(x,y) nous déduisons
y x

que f vérifie la propriété (H).

Quelques propriétés générales.

Soit 2 un ouvert non vide de C et soient f , g deux applications définies sur 2 a
valeurs complexes et vérifiant la propriété (H); on pose U = ¢~'(12)

3.a. Soit A€ C. Nous avons (Af +g)= /1]? + g, donc (Af + g) est de classe C' sur
U . Avec pour tout (x,y) EU :

d(Af+¢) _df g
a—y(x’)’) = Ag(x»y)‘l‘a—y(x»y)

.7
- <3fxw+ ﬂ,w>

=T @)

Ainsi Af + g vérifie la propriété (H).

3.b. Tlest clair que (/]?g-a :]N[ g, donc (f g) est de classe C' sur U4 . Y(x,y) €U,

(fg) E 33
%(m) = aj; (x,9) % g(x,y +f(x y gj(x,y)
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. On suppose que, pour tout z € (2, f(z) #0. Par <f> = — nous avons <—> est
f
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E ~ g
= (a]; ,y) X g(x,y)+f(x,y)9—i(x’y))

9~
= 3 ;{Cg)(x,y).

Ainsi f g vérifie la propriété (H).

— —

de classe C' sur . Pour tout (x,y) €U :
()xy)_ <1>(”) ~Fewy) iy ()
o o <f(x,y>2 <f~”(x,y>2 o

~

~

1
Donc ]7 vérifie la propriéte (H).

Soit zy = xy + iy, € et posons a—f(xo,yo) =a+ib.a,beR.
x

i) f estde classe C' sur U, donc la différentielle de  en (x,,7,) existe et pour
tout (b, k) €R?,

~ ~

af af
%(xo,yo)h‘*‘ é,_y(xo,yo)k

~

a
(h+ ik)g—f(xo,yo) =ah—bk+i(bh+ak).
x

df (x50 75)(h, )

Ainsi : 5 5
df (x0,30)(e) =a+1b et df (xo,00)(e;) =—b +ia
Par suite, A = « —b
b a

ii) On suppose que @ + b # 0 et on oriente I’espace euclidien R? par sa base
canonique. Soit # I’endomorphisme canoniquement associé a A.

a —b
A:< Va?+b* 0 > ¢ﬂ2b+bz Vit
a

0 vV a* + b?

Val+br Vi +b?
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Va*+b* 0 >

Soient » ’endomorphisme canoniquement associé a
0 Va+b?
a —b
\/ 42 + bz \/ dz + bz
b a

et w I’endomorphisme canoniquement associé a

Vai+ 0> NP+
b est une homothétie de R? et w est une rotation de R? donc # est une similitude
directe de R%. # est une rotation si, et seulement si, Va?+b*> = 1 c’est &
dire s> + b* =1.
3.e. Supposons que f est de classe C. f vérifie la propriété (H), donc, pour tout

a d
(x,y),ona : —f(x,y) f(x ) et alors
dy "ox

o2f 22f o2 f L
ax—ay(x,y)— N 5 (x,p)et 2 (%)= ENED =——(x,).

22f o
(x,y —m(x’y)

~

Le théoréme de Schwarz permet d’obtenir :

xdy
22f 127

et par suite : lgx >(x,9) = i 7y ——(x,y) puis : Af(x y)=0.

Intégrales curvilignes et applications

II.A. Intégrales curvilignes

Exemples : Soient @ €Ret >0 ; on considere y, , : [0,1] — C, £ —> re’™
l.a. y,, estclairement de classe C', avec
y;’a(t) =irge’®
De plus et comme 7 #0, 'image de y, , est contenu dans C\ {0}. Ainsi, y, , est
un chemin contenu dans C \ {0}. D’autre part nous avons par définition :

dz Uirae't )
— = - dt =1x
z 0 relat

7

I(r) = f oty

z

1.b. i) Nous avons

7,7

1 _
= f in(e —1)de
0
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1
. . LY 13
= —l7’C+lf e’ nmdt
0

En effectuant le changement de variables # = 7rt, nous déduisons :
T

I(T) =—in+i f ei‘r(cosu+isinu) du
0
Ce qui entralne le résultat.
q

ii) Par le théoreme de majoration, nous obtenons :

s ) ) T
‘J e—rsmu-Hrcosu d% < f e
0 0
T .

— f e—rsmud%
0

Or et par la relation de Chasles nous avons :

T ) /2 ) T )
J e TSN qyy :J e~TSInH qyy +J e~ TSI qyy
0 0 /2

et en effectuant le changement de variables v = 7 — #, nous remarquons que

/2 T
f e "M dy = f e~ """ dy. On déduit ainsi 'inégalité :
0

/2
/2 )
< 2J e~
0

iii) Sachant que la fonction sin est concave sur 'intervalle [0, 7t/2] et que la
corde joignant les points de son graphe d’abscisses 0 et 7t/2 respectivement a pour

—rsinu+ircosu

du

T
|J e—rsmu+zrcosu dI/t
0

équation y = —x, on déduit que pour tout # € [0,7/2] : —x < sinu. Ce qui
7
entraine par croissance des intégrales que :
/2 ) /2 s T
f e_rslnﬂdugj‘ e_T;%dM:_[l_e_r]
0 0 2r

qui tend vers 0 quand 7 tend vers +co. D’ou, I(r) — —im.
r—+400

Comme ¥ est continue sur [, b] a valeurs dans et que F est continue sur 2,
alors et par composition F o y est continue. De plus, considérons une subdivision
0 = (agyay, .- -,ay) associée A y. Par composition d’applications de classe C',
nous déduisons que Fo y est de classe C' sur les intervalles [4;_;,4,] pour tout
1< i <N. Ce qui montre que Foy est C' par morceaux sur [, b]. D’autre part,
on pose y(t) = x(t)+iy(t) pour tout ¢t € [a,b] et on identifie y(¢) au couple
(x(1),y()) et }//(t) au couple (x'(¢),7’(¢)) quand cela a un sens, on obtient alors
pour tout ¢ € [a,b] \ {ag,ay,...,an}
(Foy)(t) = (Foy)(r)

/

= dF(y (). ()

129




Corrigé | Maths | — 2008

JF , JF ,
= —(y( t — (£ t
ERARL +3y(y( W
F I9F ~ ,
et comme : — =i—— = f, nous déduisons que :
dy  Jdx

(Foy)()=Fr()r (6)=F () (2)

Lf(z)dz = f £

=Zf (1)de

1=1v4;4

i=N ra; _
-3 f Foro)y (6)de
i=1va;_

= Z (Foy

i=1va;_4

Ainsi :

En utilisant le théoréme fondamental d’intégration, nous déduisons que :

=N
f f2)dz = S [F(r(a) — Fyla;_)] = Fr (b))~ F(y(a).
Y 1=1

2.b. Lorsque y est un lacet alors y(b) = y(a) et par suite : f f(z)dz=0
14

Soient y; : [a,6] — C,a < b, et y, : [c,d] — C, ¢ < d, deux chemins tels que
71(b) =7,(c) ; on leur associe I'application y : [2,b +d — c] — C, notée y =y, V 7,,

définie par
A sia<t<b,
r(t)= { (t—b+c) sib<t<b+d-—c.
3.a. Larestriction de y a [a, b] coincide avec y;, ce qui entraine que : y est continue
en tout point de [, b[ et que liril y(¢£)=7,(b). Larestrictionde y a [0, b+d —c]
t—b"

est la composée de I’application ¢ — ¢ — b+ ¢ continue de [b, b +d — c] a valeurs

dans [¢,d] avec gamma, qui est continue sur [¢,d]. On déduit alors que y est

continue sur |b,b +d — c] et que lil’ll;l y(t) = y,(b) et comme y,(b) = y,(c)
t—0~

nous déduisons que y est continue sur [, +d —c]. De plus, en considérant une

subdivision o = (ag,44,...,ay) de [, b] associée au chemin y; et une subdivision
0y = (Cos€45-++5 €x) de [¢,d] associée au chemin y,, pour tout 0 < 7 < N, posons
tany; = ¢+ b —c, desorte que 0 = (ag,4y,...,ay ) soit une subdivision du

segment [4,b +d — c], telle quon ait :
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e pour chaque 0 < 7 <N, la restriction de y a [4;_,,4;] coincide avec la restriction
de y, a cet intervalle et donc elle est de classe C'.
e pour N+1 <7 < N+N/, larestriction de y & [4;_;,4;] coincide avec la composée
de P’application ¢ +— ¢t — b +c et de la restriction de y, a I'intervalle [¢;_;_y, ¢;_n]
et qui sont de classe C' alors et par composition la restriction de y a [4;_,,4,] est
de classe C' sur [4;_;,4;].
On conclut ainsi que y est bien un chemin.

3.b. De la définition, et en utilisant la rela tion de Chasles pour les intégrales nous
obtenons :

L f(z)dz

b+d—c
f SOy ()de

b b+d—c
= f F(n(©)y(e)de +L F(ra(t —b+0)ys(t —b+c)dt

f iy (2 yl t)dr = | f(z)dz et en effectuant le changement de variables

u=1t—>b+cnous obtenons :
b+d—c , d ,
[ e bt -prod= [ fawiid= | s
¢ 72

Ainsi :

| rez=| s+ | re
Y " V2

ILB. Etude de la somme d’une série entiére et application

l.a. Soit y, €] — R,R[, posons I = }—\/Rz—yg, \/Rz—yg[ (=R siR=+o0)et
pour tout x €1, g(x) = f(x +iy,).

Pour tout x €1, nous avons : |x +1y,| = \/x2 +y§ < \/R2 —yg +y§ =R, donc
+00
g est bien définie sur L et de plus g(x) = Zan(x +iy,)"

Posons pour n €Netx €1, : g,(x)=a,(x +1y,)". Nous avons :

eV¥neN, g, estdeclasse C! surl.

e La série Z g, converge simplement sur I, de somme g.

eVneN" Vxel, g;l(x) =na,(x+iy,)" et gé(x) =0.

Soit J un compact inclus dans I, I'application ¢ : x — x + iy, est continue de R
dans C, donc ¢(]) est un compact de C tel que ¢(J) € D(O,R).

La série entiére Znanz“l est de rayon de convergence R (c’est la série dérivée
n>1

de Zanz" ) donc, elle converge uniformément sur tout compact inclus dans

D(0,R), en particulier sur ¢(J)
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132

1.b.

1.c.

Et par suite la série entiere E na, (x +iy,)""" converge uniformément sur J.

En conclusion : g est de classe C' sur I et pour tout x € I,

+00
g'(x)=D na,(x+iy)"™!
n=1

Soit U = ¢~ !(D(0,R)), pour tout (x,y) €U, f(x y)=f(x+iy) Za (x+iy)”

Soit y €] = R,R[, posons I, = ]—\/Rz—yz,\/Rz—y [ (=R siR =+400)
D’apres la question (a), I'application g, : x — f(x + iy) est dérivable
+o00

sur I, et pour tout x € I, gy/(x) = Znan(x + iy)""1. Ainsi, f ad-

met une dérivée partielle par rapport a sa premiére variable et pour tout

(x,y)el/{ (x y) Zna (x+12y)"

OSoith]—R,R[,posonst:]—\/Rz—xz,\/Rz—xz[ (=RsiR=+400)on

montre de la méme fagon que l’application h.:y+—> f(x+iy)est dérivable sur

I etpourtouty €l , Zzna x+1y)”

Donc f admet une dérivée partielle par rapport a sa deuxiéme variable et pour

af . et i
tout (x,y) € U, a—(x,y) = Zznan(x +:y)""". On en déduit que pour tout
y n=1

(x,y) €U,

~

of of
2 = (x,9)= ax(x,y)

~

a—f(x )= +Z.Ona (x +iy)"~L. Pour tout
gx ’y e n y *

n €N, et pour tout (x,y) €U, posons g, (x,y) = na,(x +iy)"~". Nous avons :

Nous avons pour tout (x,y) € U,

e Vn eN", g, est continue sur Y.

e Soit K un compact inclus dans ¢/ , comme ¢ est continue sur R? alors ¢)(K) est

un compact inclus dans D(O,R).
! converge uniformément sur ¢/(K), donc la série

~

Ainsi la série entiere E na,z

E g,(x,y) converge uniformément sur K. La fonction, M est donc continue
x
surlf .

~ ~ ~

\ af df af :
Dapres (b) V(x,y)el, =——(x,y)=1i—=—(x,y), donc —— est continue sur I/ .
dy dx dy



Annales CNC | Filiere PSI

~ ~

T ' af af
Ainsi [ est de classe C* sur U et pour tout (x,y) €U, 3 —(x,y) = zg—( x,9).
y x

Donc f vérifie la propriété (H).
1.d. 1l suffit de considérer la fonction F:D(0,R) — C définie comme étant la somme

"1 qui admet le méme rayon de convergence que

n>O +1

Zanzn : R ce qui montre, en remplagant dans les questions II.B.1.2 et II.B.1.4,
n>0

JF~
f par F, que F vérifie la propriété (H) et que : 5= f.
x

Application
it 1 1

2.a. Pour tout n €N, posons :a, = ——. Onaalors : |a,| = ——
(n+1) (n+1)!
montre que le rayon de convergence de cette série est +o0 et pour tout z € C,

, ce qui

non nul nous avons :

too  jn+l 110 lz)”""l eiz—l
z)= =
8(2) ;(71 Z (n+1) z

2.b. On remarque que y! et y” définissent bien des chemins (puisqu’elles sont de
classe C') et de plus on a : y(1) = r = y*(0), ce qui montre, d’aprés la question
II.LA3.a,quey, = 7/: \Y yf défini bien un chemin.

Y

—r r

De plus, y(0) = yrl(O) =—r= yf(l) = y(1) ce qui montre que y est un lacet.

Alors et d’apres la question ILA.2.5, on déduit que : J g(z)dz=0.
}/T
2.c. De la question II.A.3.5, nous obtenons

1z -1
J g(z) dz:f g(z)dZ+J ‘ dz
1 v, o Z
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et comme J g(z)dz =0 alors,

iz -1
J g(z)dz= —f ‘ dz
},1 }/2 z

r r

sin %

2.d. On note b la fonction # —> prolongée par continuité en O ; montrer que

Par définition de I'intégrale le long d’un chemin nous obtenons :

1 eir(2t—1) -1
z)dz=| —2dt
Lg 8(e) L (2t -1)

En effectuant le changement de variables # = (2¢ — 1)r, nous obtenons :

r iu_l r ) 1 2
J o(2)dz = J A J ELLCIC
y! _, _ u

En séparant la partie réelle et imaginaire, nous obtenons :

Jlg(2>dz=iJr Sin(”)du_zjr sin’(/2)
y)

_, u — u

et comme les fonctions a intégrer sont respectivement paire et impaire, il vient

o f g(z)dz:Zifrb(u)du

D’autre part, et d’apres la questlon II.A.1, on reconnait que :

12_1 ezz_l
J dZ:J dz =1(r)
),2 V4 z

r T

On déduit, en comparant avec 1’égalité de la question précédente, que :

Jorh(u)du = %I(r)

et comme I(r) — —imalors :
r—~+00

f/ou)du—»—

r—=+00

3°™¢ Partie : Analyticité des applications vérifiant la
propriéte (H).
Soient 2 un ouvert non vide de C, zy = x, + iy, € Q et f : 2 +— C vérifiant

la propriété (H).
Q2 est un ouvert de C et z, € £, donc il existe py, > 0 tel que D(zy, po) C £, alors
’ensemble {o > 0; D(z,, p) C 2} n’est pas vide.
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Si cet ensemble est majoré, on note R sa borne supérieure, sinon on pose R = +oco0.

On note ¢ I'application de ]0,R[ xR dans C définie par

o(r,0)=f(zy+re'’?) :}(xo + 7 cosb,y,+ rsinb)
On a lapplication (7,8) —s (x4 + 7 cos 8, y, + 7 sin §) est de classe C' sur ]0O, R[xR

et f est de classe C' sur ¢~(Q) donc ¢ est de classe C' sur ]J0,R[xR. Pour tout
(r,0)€]0,R[xR
g of of
gD(r 0) = —f(xo+ rcos8,y,+ rsinb) ><cos(9+—f(xo+rcos@,yo+rsin§)xsin€
dr dx dy
Lof
= e’ea—f(xo+rcos<9,yo+rsin9)
x
et
a a d
—gﬂ(r,@) = —f(xo+rcos@,yo+rsin0)><(—rsin6’)+—f(xo+rc039,yo+rsin(9)x(r
ao dx dy
L Of
= ireﬁ%(xo+rcos@,yo+rsin9)
Ainsi

J
220r,0)=ir Z2(r,6)

V(r,6) €]0,R[xR, 5

do
a0
Pour tout r €]0,R[, on note ¢, 'application définie sur R par :

¢,(0)=¢(r,0)= f(zo+ re”)
3.a. Soit r €]0,R[. ¢ est de classe C' sur J0,R[xR, donc ¢, est de classe C' sur R.
Pour tout § €R, ¢, (0 +27) = f(z,+ re' ) = f(z, + re'’) = ¢,(), donc
@, est 27 périodique sur R. D’autre part, pour tout € R:

~

d d
¢ (0)= QZ(V O)=ire' ﬁa];(xo+rcose,yo+rsin<9)

On note (¢, (7)),ez, la suite des coefficients de Fourier complexes de ¢,..

3.b. ¢, est 27 périodique, de classe C! sur R donc la suite (c,,(7)),cz est sommable,
alors la série de Fourier de la fonction ¢, converge normalement sur R et d’apres
le théoreme de Dirichlet, la somme de cette série est ¢, .

V&ER (Pr +Z< m6+C_n(7') zn&)

¢u(7)

r”

, 7 €]0,R[, n €Z.
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4.a.

4.b.

4.d.

Vr€lo,R[,VneZ,c, J 0)e= "0 df

Soit n € Z, posons g(r@ = gp,(@)e_”’g = o(r,0)e"""  pour tout

(r,0) €]0,R[x[0,27]. ¢ est de classe C' sur ]J0,R[xR donc g est de classe
C' sur ]0,R[x[0,27].

D’apres la formule de Leibniz ( Dérivation sous le signe intégrale ), la fonction
r — ¢, (7) est de classe C1 sur JO,R[ et

27 ag 2n a¢
Vr €]0,R e
r €]O,R[ ¢/ (r)= 7 ). ar(r ,0)do = il 87’(r ,0)e™77 do
Jo e 11 g
Pour tout (r,6) €]0, R[ xR %(7’ O)=ir E(” ,0),alors ¢ (r) = — 2mir ) 39;

Une intégration par parties donne :

. 1 1 2n . n
& (1) = [0, (O) P+ — — xi J 0O do="c (r)
0

2 ir r

Puisque la fonction 7 — ¢, () est de classe C' sur ]0,R[, alors 4, est de classe C'

rc’ (r)—nc,(r)
sur JO,R[ et Vr €]0,R[, 19;(7) = ”n—ﬂ =0.
7

Donc b, est constante sur |0, R[.
Soit 7 € N*, et p €]0,R[. Lapplication h(r,0) = f(x,+ r cos 0,y + 7 sin f)e?
est continue sur [—p, o] X [0,27], donc, par le théoreme d’intégration sous le
signe intégral, ’application
2 ~
re— f (x4 7cos8,y,+ rsinf)e”? df est continue sur le compact
7

[—p, p], par suite elle est bornée sur [—p, p].
271 ~

Par suite I"application r —> c_(7) = f(xo+ 7 cos,y,+ rsin@)e? d§

27 Jg
h

est bornée sur ]0, p] et alors lim h_,(r)= lim c_,(r)x r” =0. Comme
r—0 r—0

h_,, est constante sur ]JO,R[ , alors »_, =0 sur ]O,R[. Ainsi, pour tout r €]0,R][,
h_,(r)

C_n(f) = T =0.

Soit 7 € N, il existe 4, € C tel que 4, = b, (7). Soit r €]0,R[, on a pour tout 7 €N,
|a,r"| = |c,(r)|. D’apres (3.b) Partie 3), la suite (c,(7)),cz, est sommable, donc la

136

série

a,r" est absolument convergente, et par suite le rayon de convergence de la
n>0

;. o n , . ’ \
série entiere E a,z" est supérieur ou égal a R.

n>0

Soit z € D(zy,R) tel que z # 7y, alors il existe (7,6) €]0, R[XR tel que z = z, + re'’.
Pour tout n € Z™", ¢,(r) = 0 donc

(r,0)e=" 6.
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F(@)= flzgt e =g, (0)= S (e =3 a(re®V =S a(z — 25)"
n=0 n=0 n=0

+00
Posons Vz € D(zy,R), g(z):Zan(z —zy)" et A=D(z,R)\{zo}.
n=0
Ona f et g sont continues sur D(z,,R) et pour tout z G A, f(z)=g(z),donc Vz €

A f(z)=g(z), en particulier, Vz € D(z,,R) f(z)= Za (z—2z)"

+00
Posons pour tout z € D(O,R), h(z) = f(z+ z,) = Zanz". Pour tout x €] = R,R[,
n=0
+00

h(x)= Zanx". Donc 4 est développable en série enti¢re en 0 et d’apres 'unicité du
n=0

développement en série entiere, on déduit 'unicité de la suite (a .
PP n/neN

On a ¢, est continue et 27 périodique sur R alors et d’aprés la formule de Parseval ,

+00
||go,||§ = Z |c,(r)? Cest & dire :
n=0

1 27

P , f(Zo‘i‘V@ | df = Zld |2 2 (Formule de Gutzmer)

Application au théoreme de Liouville Supposons que f* est bornée, alors il existe
M>O0telque : Vz€C,|f(z)| <M.
Soit 7 € N*, on a d’apres la formule de Gutzmer, pour tout r €]0, 400,

< +oo 2 2 i JZn

< ; a7 = — .
car sinon et en faisant tendre r vers +oco, on obtient une absurdité. Alors pour tout
z€C, f(z)=aqy; et donc f est constante.

2n
a,r

f(reie)r df <M? donca, =0,

FIN DU CORRIGE
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Enonce

Notations et rappels

Dans ce probléme, K désigne le corps des réels ou celui des complexes (K = R ou C) et
M, (K) ’algebre des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients dans K ; la matrice identité se
notera I,. GL,(K) désigne le groupe des matrices inversibles de M,(K).

Pour toute matrice A de M,(K), ‘A désigne la matrice transposée de A, TrA sa trace, detA
son déterminant et Spy (A) I’ensemble des valeurs propres de A appartenant a K.

On rappelle que deux matrices A et B de M,(K) sont dites semblables dans M,(K) s’il
existe une matrice P € GL,(K) telle que A = PBP~". Il s’agit d’une relation d’équivalence

sur M,(K) ; les classes d’équivalence de cette relation sont dites les classes de similitude de
M,(K).

Résultats preliminaires

l.a. Vérifier que si A € M,(K), la classe de similitude de la matrice A dans M,(K),
notée S (A), est égale 3 {PAP™';P € GL,(K)}.
1.b. Donner la classe de similitude d’une matrice scalaire, c’est a dire une matrice de
la forme xI, avec x € K.

0 1

2.a. Justifier que, pour tout A € K, E, et F, sont inversibles et exprimer leur inverses.

2.b. soitA=<‘Cz b

Pour tout A € K, on pose EA:<1 /11> et F)= <,11 o>'

d> € M,(K) ; calculer les produits EAAEgl et FAAF;1 ou AeK.
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2.c. On suppose que la classe de similitude F(A) de A € M,(K) est réduite a un
singleton. Montrer que A est une matrice scalaire.

b

Pour A = (‘j d) € My(K), on pose [|Ally = (Jaf + [ +[c +[dP*)

. Montrer

que A — [|A|s est une norme sur M, (K). Dans la suite M,(K) sera muni de cette
norme.

On suppose que la classe de similitude . (A) de la matrice A € M,(K) est bornée.
4.a. i])ustif}er que les parties {EAAEII;/{ € K} et {FAAFEI;A € K} de M,(K) sont
ornées.

4.b. En déduire que A est une matrice scalaire.
Que peut-on dire d’une matrice B € M,(K) dont la classe de similitude est compacte?
@ Montrer que les applications A — TrA et A — detA sont continues sur M,(K).

Montrer que si A et B sont deux matrices semblables de M, (K), elles ont le méme
déterminant, la méme trace et le méme polyndme caractéristique.

Condition pour qu’une classe de similitude de M,(K)
soit fermée

Soit A € M,(K).
l.a. SiSpy(A) = {A, u}, justifier que A est semblable dans M,(K) a la matrice
<,1 o> ‘
0 w
1.b. SiSpy(A)={A}, montrer que A est diagonalisable dans M, (K) si et seulement si
A=AL,
l.c. SiSpy(A)={A} et A n’est pas une matrice scalaire, montrer que A est semblable

dans M,(K) a la matrice <§ /1,{> .

Soit A € M,(K).
2.a. Si A est une matrice scalaire, justifier que la classe de similitude 7 (A) de A dans
M, (K) est fermée.
2.b. SiSpg(A)={A} et A non diagonalisable, on pose

27% o\ /A 1\/2F o
Ak_(o 1><o A><o 1>’k€N
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Etudier la suite (A} ),y et en déduire que la classe de similitude 4 (A) n’est pas
fermée.

2.c. Si Spy(A) = {A,u}, soit (PkAP:) pey Une suite d’éléments de F(A) qui
converge vers une matrice B € M,(K). Soit a €{A, u}.

i) Etudier la suite (PL(A— aIZ)Plzl) beN

ii) Montrer alors que B € #(A) et conclure que F(A) est fermée.

et en déduire que det(B — al,) = 0.

Montrer que si A € M,(C) alors S (A) est fermée si et seulement si A est diagonali-
sable dans M,(C).

Soit A € M,(R) une matrice telle que Spg(A) =0.
4.a. Justifier que 4detA — (TrA)? > 0. Dans la suite, on pose

2 TrA 1 —
A= 3 (A — %Iz> et A= 3 <T3A Tr8A> avec & := 4/ 4detA — (TrA)>.

4.b. Montrer que A = —L,.

4.c. Onnote f 'endomorphisme de R? canoniquement associé 2 A’ et on considére
un vecteur non nul e de R?. Montrer que la famille (e, f(e)) est une base de R? et
écrire la matrice A, de f dans cette base.

4.d. Exprimer A’ en fonction de A, et en déduire que les matrices A et A” sont
semblables dans M,(R).

4.e. Soit (PkAPlzl) peny Une suite d’éléments de #z(A) qui converge vers une matrice
A éément de M,(R).
i) Montrer que TrA = TrA et detA = detA.
i) Justifier alors que les matrices A et A sont semblables dans M, (R).

Montrer que si A € M,(R) alors S (A) est fermée dans M,(R) si et seulement si A
est diagonalisable dans M, (R) ou bien Spg(A) =0.

11 Un autre aspect de ’étude des classes de similitude de
My(R)
ITI.A. Résultats utiles

Soit G € M,(R) une matrice telle que Spgp(G) # 0. Justifier que les racines du

polyndme caractéristique y; de G sont toutes réelles.

Soit A € M,(R).
2.a. Vérifier que ||Alls = v TrA’A.
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2.b. Soit U € M,(R) une matrice orthogonale.
Montrer que [|A]|s = |[UA'U||s = ||'UAU]s.

Justifier que I’ensemble {||[PAP~||s ; P € GL,(R)} posséde une borne inférieure.

La suite de cette partie sera consacrée au calcul de cette borne inférieure et a la caractérisation
des matrices pour lesquelles elle est atteinte ; pour cela, on muni le R -espace vectoriel R? de
son produit scalaire canonique noté (.|.), la norme associée sera notée ||.||.

IIL.B. Etude du cas d’une matrice ayant des valeurs propres réelles

Un résultat de réduction

Soit G € M,(R) une matrice telle que Spg(G) # 0 ; on note g I'endomorphisme de R?
canoniquement associé & G et on désigne par A et u les racines de y (éventuellement
confondues) ; ce sont les valeurs propres de g. On choisi un vecteur propre #; de
g, associé 4 la valeur propre A, qu'on compléte en une base (#],#,) de R? et on note
(1, 1,) la base orthonormée de I’espace euclidien (R?,(.|.)) obtenue en appliquant le
procédé de Schmidt 4 la famille (], u)).

l.a. Rappeler les expressions des vecteurs #, et #, en fonction des vecteurs #] et ).

1.b. On note U la matrice de passage de la base canonique (e, e,) de R? & la base

(uy,u,) ;justifier que U'U =1,.
1.c. On note T la matrice de g dans la base (#,#,). Justifier que T est de la forme

<é Z) , ou a est un réel, et que G = UT*U. Que vaut ||G]|s?

Calcul de la borne inférieure en question
On considere une matrice A € M,(R) telle que Spg(A) # 0, et on désigne par A et u
les valeurs propres de A (éventuellement confondues).

2.a. Montrer que, pour toute matrice B € F(A), ||B|ls > 4/ A* + 1.
2.b. Montrer qu’il existe @ € R tel que, pour tout réel non nul f, la matrice

A ta
<0 H)eYR(A).

2.c. Déduire de ce qui précede que . g}f(A)”B”S =+
€Ir

2.d. Montrer que A est diagonalisable dans M, (R) si et seulement si la borne inférieure
de I’ensemble {|[PAP7'||s ; P € GL,(R)} est atteinte. (pour montrer que la
condition est suffisante, on pourra utiliser le résultat de la question 1.')

Application : On considére une matrice A € M,(R) telle que Spyp(A) # 0, et on

désigne par A et y les valeurs propres de A (éventuellement confondues). On suppose
que la classe de similitude 7 (A) de A est fermée.
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3.a. Justifier qu'il existe une suite (P, ), d’éléments de GL,(R) telle que, pour tout

1
entier naturel &, ||PkAP/;1||S <Y A+ + Tl

+1
. . 1 ,
3.b. Justifier que la suite (P,AP; "), est bornée.
3.c. On admet que cette suite posséde une sous suite convergeant vers une matrice

A de M,(R) ; montrer que ||A]s = / A2+ 1 et conclure que la matrice A est
diagonalisable dans M, (RR).

III.C. Cas ou la matrice n’a aucune valeur propre réelle

On considére une matrice M € M, (R) n’ayant aucune valeur propre réelle, ce qui signifie que

Spr(M) =0. On a déja vu que 4detM — (TrM)? > 0, on pose alors & := 4/ 4detM — (TrM)?

et
2 TrM L/TM =8
r_ “ _ "_ _ )
w0 =3 (5
On rappelle que M = —1, et on note f I’endomorphisme de R? canoniquement associé a
M/

SiM= <i z> , justifier que la matrice M’ est de la forme M’ = <; B >, oua, 3

et y sont des réels & préciser en fonction de 4, b, ¢ et d, puis vérifier que &>+ By = —1.

Pour tout vecteur v = (x, %) de ’espace euclidien (R?,(.|.)), exprimer le produit scalaire
(v|f(v)) et montrer qu’il existe un vecteur non nul e € R? tel que la famille (e, £ (¢))
soit orthogonale. Justifier que f(e) #0.

1
Un tel vecteur e étant choisi, on pose #; = ﬂ.e et u, = @I (e) ; Vérifier que
e e

(1, 1,) est une base orthonormée de ’espace euclidien (R?,(.|.)) et écrire la matrice
M, de f dans cette base.

D On note U la matrice de passage de la base canonique (e;,e,) de R? & la base (#,, #,);
justifier que U est une matrice orthogonale et exprimer M’ en fonction de M, puis en

déduire que M=UM, UouM,==| & , £ étant un réel > 0 a préciser.
2 7 TrM

On sait, d’apres les parties précédentes, que ’ensemble {||[PMP™!||s ; P € GL,(R)}
posséde une borne inférieure et que les matrices M et M” sont semblables dans M, (R).

5.a. Justifier que inf |[B|ls <|M”||s = v/ 2detM.
BeSA (M)

143




Enoncé | Maths Il — 2008

5.b. Montrer que ||M,]|s > ||M”||s et que, plus généralement, |[B||s > v/ 2detM pour
toute matrice B € S (M).

I Conclure que la borne inférieure de I’ensemble {|[PMP™!||s ; P € GL,(R)} est atteinte,

donner sa valeur et caractériser toutes les matrices de /(M) en lesquelles cette borne
est atteinte.

I11.D. Conclusion

Soit A € M,(R) ; montrer que la borne inférieure de 'ensemble {||PAP~!||s ; P € GL,(R)}
est atteinte si et seulement si la classe de similitude S (A) est fermée.

FIN DE ’ENONCE
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Résultats préliminaires

1.a.

1.b.

2.a.

2.b.

Soient A, B € M,(K). Par définition d’une classe d’équivalence nous avons :

B € % (A) <= 3P € GL,(K); B=PAP™!
ainsi :
S (A)={PAP™!; P e GL,(K)}
Sachant que pour tout x € K et pour tout P € GL,, PxL,P~' = xI, il vient que
S (xl) = {xL,}.

Soit A€ K. Nous avons : E).E_; =1, =F,.F_), on en déduit que E, et F, sont
inversibles d’inverses E_ et F_ respectivement.

Par calcul de produit matriciel, nous ontenons :

[ atid =2+ ANd-a)+b
EAE, _< c d—Ac

et
- a—Ab b
FAF) = < “Rb+Na—d)+c d+2b >
On suppose que S (A) = {A}. Comme pour A €K, E, et F, sont inversibles,
alors : E/lAE;1 =A= FAAFII.
Donc, pour tout A€ K
{ at+Ac=a=a—Ab
e+ Ad—-a)+b=b

ce qui entraine que b = ¢ =0eta =d. Par suite A = al,.
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Il sutfit de remarquer que ||.||, n’est autre que la norme euclidienne ou hermitienne
associée au produit scalaire (.|.) usuel défini sur M, (K) par :

(A[B) = Tr(*AB) = Tr(A*B)

4.a. Une partie d’une partie bornée Iétant, ces deux parties de F(A) sont bornées.
4.b. 1l découle de 1.4.a que les fonctions polyndmiales de K dans K :
A—adAc; Am—a—Ab et A— —Xc+ANd—a)+b

sont bornées elles sont donc constantes (car sinon, en supposant par
exemple b # 0, nous aurons, grace a la deuxi¢me inégalité triangulaire :
la — Ab| > |A]|&| — || qui tend vers 400 quand |A| tend vers +o0 ce qui est
absurde). Ainsi : b=c=0eta=d et A=al,.

Un compact étant borné, il s’en suit, de la question précédente, que si F(B) est
compacte alors B est une matrice scalaire.

a b
c d
est linéaire et comme M,(K) est un espace de dimension finie, cette application
est continue, de plus les deux applications qui 4 (a,b,c,d) € K* associe a + d
(respectivement ad — bc) sont des fonctions polyndmiales donc continues. Par
composition, les applications

Comme I’application qui 3 A = € M,(K) associe (a,b,c,d) € K*

c d

sont continues de M,(K) a valeurs dans K.

A:< a b >-—>TrA:a+d et A——detA=uad—bc

Soient A et B deux matrices semblables. Soit P € GL,(K) tel que A = PBP~. Des
propriétés du déterminant et de la trace il vient :

Tr(A) = Tr(BP™'P) = Tr(B) et det(A)= det(P)det(B)det(P~!) = det(B)
D’autre part, pour A € K, A — Al, = P(B — AL,)P™" ce qui montre que A — AL, et
B — AL, sont aussi semblables et donc det(A — Al,) = det(B — AL,). Ainsi A et B ont
méme déterminant, méme trace et méme polynéme caractéristique.

Condition pour qu’une classe de similitude de

M, (K) soit fermée

146

1.a. 1l est sous entendu dans cette question que A € M,(K) admet deux valeurs
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On suppose que A admet une seule valeur propre A dans K. Alors A admet
Ker(A — AL,) pour seul sous espace propre. Ainsi, pour que A soit diagonalisable,
il faut et il suffit que Ker(A — AL,) = M, ;(K) ce qui est équivalent a A = AL,.

On suppose que A admet une seule valeur propre A dans K et qu’elle n’est pas
scalaire. Considérons ’endomorphisme # canoniquement associé a A et soit e de
M, 1(K) un vecteur propre associé a la valeur propre A. Comme dim M, ;(K) =2
et e est non nul, alors et d’apres le théoreme de la base incompléte, il existe un
vecteur e, de M, ;(K) tel que (e, e,) soit une base de M, ;(KK).Dans cette base
u(e,) s'écrit : u(e,) = ae + Bey, a #0, car A non diagonalisable. Posons e; = ae,
il est clair que (e;,e,) est une base de M, (K) dans laquelle la matrice de # est

1 . .
< A > . 3 est ainsi une valeur propre de # donc de A, Il s’en suit que 8 = A

o p

et que A est bien semblable a < g /11 > .

Si A est une matrice scalaire alors d’aprés I.1.b F(A) = {A} qui est un fermé
dans M,(K) .

On suppose que A admet une seule valeur propre A dans K et qu’elle n’est pas

—k
diagonalisable. En effectuant le produit matriciel on obtient : A, = < A2 >

0o A
pour tout £ € N, on en déduit que la suite (A,) est convergente de limite
L= é i = Al. Par construction (A}) est une suite a termes dans S (A),

convergente dans M,(K) mais sa limite L n’appartient pas a S (A). Ceci prouve
que S (A) n’est pas un fermé de M, (K).
i) PourkeN,P,(A— ozIZ)P/;1 = P,eAP/;1 — al,, Ce qui montre que
Jim (Py(A—al,)P;') =B—al,
Or I'application det est continue de M,(K) dans K. On en déduit, puisque
a €Spg(A), que
det(B—al,)= lim det (Py(A—al,)P;") =det(A—al,) =0

k—+00
i) De la question précédente, nous déduisons que B admet A et u pour valeurs
propres distinctes. De I.1.4, on déduit que B appartient a la classe de similitude de
A0
0
a termes dans . (A) converge dans S (A); ce qui prouve que F(A) est fermé
dans M,(K).

, donc a celle de A par suite B € F(A). Ainsi, toute suite convergente

Soit A € M,(C). Alors, A admet au moins une valeur propre. Trois cas se présentent

alors :
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e A admet une seule valeur propre et A est diagonalisable alors d’apres1.1.5 A est

scalaire et donc S (A) est un fermé d’apreés L.2.a.

A admet une seule valeur propre et non diagonalisable alors d’apres 1.2.5 S (A)
n’est pas fermé.

A admet deux valeurs propres distinctes, donc d’apres I.1.4 A est diagonalisable
et d’apres 1.2.c S (A) est un fermeé.

Ceci prouve que S-(A) est un fermé si, et seulement si, A est diagonalisable dans

M,(C).

4.a. Sachant que Spr(A) =@, le polyndme caractéristique

4.b.

4.d.

2a(X)=X? = Tr(A)X +det A
de A, n’admet pas de racines réels; son discriminant est donc strictement négatif,
d’ou, 4det A — (TrA)Y > 0.
Tr(A)?

Ona:A?= — (A2-Tr(A)A
na:A” = e —Tr(A)A+
Hamilton A% — Tr(A) A +det (A)I, = 0. ce qui prouve

PG <det (A)— (Trf>2> =1,

Iz> . Or d’apres le théoréme de Cayley

32
Soit (a, 3) € R? tels que ae + Bf(e) = 0. En composant par f et sachant que
f? = —idp, on obtient : af(e) — Be = 0 aussi. En éliminant f(e) des deux

formules nous obtenons : (a® + 3%)e = 0 avec e vecteur non nul et o, 3 des
réels, ce qui entraine que @ = 8 =0 et que (e, f(e)) est libre dans R? qui est de
dimension 2, donc, (e, f(e)) est une base de R? dans laquelle la matrice de f est

0 -1
=13

A’ et A, étant deux matrices représentant dans une base un méme endomor-
phisme, sont semblables. Donc il existe une matrice P inversible d’ordre 2 telle que

) TrA ) TrA )
A'=PA,P1.Or,A= —A TIZ, donc A= P( A +TIZ)P_ =PA’P™".
Ce qui justifie que A et A sont semblables dans /\/l H,(R).
i) D’apres L7 V/e,Tr(P,eAP/e ) = Tr(A) et det (PkAP/e ) = det A. Le résultat

découle alors de la question 1.6 et de la caractérisation séquentielle d’une
application continue.

i) Daprésl4.i A”=A"et y, = Xz donc d’apres1.4.d A et A sont toutes les
deux semblable a A”, elles sont donc semblables par transitivité.

Soit A € M,(R). On distingue trois cas :

e Spr(A)# @ et A non diagonalisable alors d’apres I1.2.5 S (A) n’est pas fermé
o Spr(A)# @ et A diagonalisable alors d’apres I1.2.a et IL.2.c F(A) est un ferme.
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o Spr(A) =@ d’apres 114 toute suite d’élément de S (A) qui convergente dans
F=(A) converge dans S (A), ce qui montre que F(A) est un fermé.

11 Un autre aspect de I’étude des classes de similitude de
M,(R)
ITI.A. Résultats utiles

Soit o une valeur propre réelle de G  est une racine de y; polynome réel et unitaire
de degré 2, il existe donc S € R tel que y; = (X — a)(X — ). B est donc la deuxieme
racine réelle de (.

a c

2.a. Enposant A = < i Z > , nous obtenons ‘A = < b 4 > , de sorte que les
coefficients diagonaux de A’ A sont : a? + b? et ¢ 4 d? et par suite :
VI (A'A) =V + 57+ 2+ d? = ||A|s

2.b. U étant orthogonale, elle vérifie U™! = ‘U, ainsi et d’apres les propriétés de la

transposition des matrices, nous obtenons :
|[UA'U|], = Tr((UA'U)' (UA'U))

= Tr(U'A'UUA’U)

= Tr(U'AA'U)

= Tr(*AA'UU)

= Tr(*AA)
d’ot UAtU” & =|IA]l5 - La deuxieme égalité s’obtient en remplagant U par "U
dans la premiere.

{ PAP~!

donc une borne inférieure. Elle admet donc une borne inférieure.

o Pe GLZ(K)} est une partie de R non vide minorée par 0, elle admet

III.B. Etude du cas d’'une matrice ayant des valeurs propres réelles

Un résultat de réduction

l.a. En notant ||.|| la norme associé au produit scalaire on a :

1 /
weo= ot
"
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1.b.

2.d.

1
w, = T ()= (m|u))n,)

oy — (o |) 0,

Comme la base canonique (e, , e,) est une base orthonormée de R? pour le produit
scalaire usuel (.|.) et (#,, #,) est aussi une base orthonormée alors la matrice de
passage U entre ces deux bases est une matrice orthogonale, ce qui signifie :
U'U=L,

Par construction #, est un vecteur non nul colinéaire a ui qui est un vecteur
propre de g associé a la valeur propre A donc #, est aussi un vecteur propre de g
associé a A par suite g(#,) = Au,. Ceci prouve que la matrice T de g dans (%, #,)

A a

o B8 )
Sachant que yo =X - D)X - ) et yo=yr=X-A)X—-LB)onau=pSdo
u le résultat. U étant la matrice de passage de la base canonique a la base (#,, #,) :.
G=UTU™' = UT*U (U étant orthogonale).
Puis, et d’apres I — A — 2.5

IGlls =ITlls = ¥/ IAI* + |u* + |al’
Soit B € H(A) alors d’apres 1.7 A et u sont valeurs propres de B. Les résultats de
II.1.c montrent qu’il existe &’ tel que ||B||s = \//12 + i +a?> \//12 + 2

Considérons la matrice P = < é Cl) >.OnaPTP_1 = < é t: > il en découle

est sous la forme T =

ta

A ta . . A
donc que < 0 u > est semblable a T et par suite < 0 u > € S(A)

Posons g = Beg”lf(A)”B”S' De la question IIl.2.2 on déduit :q > 4/ A+ u?. Et
R

A ta
0

g <|IM@)l| = Y IA +|uf +2a?

en faisant tendre ¢ vers 0, dans I'inégalité précédente on obtient g < 4/ A* + 12,
ce qui montre finalement que :

inf [[Blls= /2 + 2

BeHA(A)

d’apres la question IIL.25 M(z) = < > € Sz(A), pour tout ¢ non nul on

adonc :

Notons toujours g = . ijr}f(A) |IBlls = 4/ A% + % ott A et u sont les valeurs propres
555

réelles de A distinctes ou confondues.

Supposons A diagonalisable elle est donc semblable a la matrice T = < é Z > ,

or [|T|ls = 4/ A + u> =g et T € F(A) donc la borne inférieure . i;f(A) |[BJ|5 est
ESR
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3.b.

3.c.
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bien atteinte. Inversement, supposons I’existence d’une matrice B € S (A) telle
que |B|s = g = 4/ A%+ 1%, Or B étant semblable 3 A admet pour valeurs propres

Aet u donc d’apres IIL1.c il existe @ € R tel que B soit semblable a < g Z >

avec ||B||s = \//12+/12+a2, ainsi \//12+ wtat= \//12 + w?, donca =0et B
est diagonalisable donc A I’est auussi.

Spr(A) # @ donc d’aprés la question II.2c, . ijr}{A)”B”s = /R + 1% alors et
ESR
d’apres la caractérisation de la borne inférieure dans R, pour tout ¢ > 0, il existe

B € 4 (A) tel que |[B||s < 4/ A2+ 1 + ¢, en particulier, pour tout & € N il existe

1
P, € GLy(R) tel que : ||PkAP/;1||S <V A+ A+ T

D’apres la question IIl — B.3.4., on déduit que

Vk €N, ||P,€AP/;1|S§\//12+/12+1

ceci montre que la suite (PkAPlzl) est bornée.

Soit (P(P(k)AP;(lk)) une sous-suite convergente de (PkAPlzl). FR(A) est
fermé la limite A de (Pgﬂ(k)AP;(lk

)) appartient a S (A) donc d’apres 1124

A”S > 4/ A+ % . D’autre part et par construction de la suite (P}, ) nous avons

1
VEeN, [[PwAP [l <2+ 2+
P(k) (k) ||g = H o(k)+1
alors en faisant tendre k vers I'infini et par continuité de la fonction norme ||.||g

.- v

Ceci montre que  inf |[B]| est atteinte en Ae F=(A) donc d’apres IL.2d A est
BeHA(A)

diagonalisable dans M, (RR).

on obtient :
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III.C. Cas ou la matrice n’a aucune valeur propre réelle

OnposeM':(j, j,,).Onaalors:
1 a—d
d=—2a-TM)=
)
&
==
S
= S d — ey = 4=
-3 TS
—d 2b 2
Posons : @ = 4’ = a—, B=0b = 5 ety =c = gc On obtient alors :
—dP?+4b
a2+ﬁ;}/:(a;#’or
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8?=4(ad —bc)—(a+d)? =—[a*+d* —2ad +4bc] = —[(a —d)* + 4bc],
dot, o® + By =—1.

M’ étant la matrice de f dans la base canonique, nous tirons que :

f(@)=(ax+fy,yx—ay)

et donc (v]f(v)) = ax? — ay* + (B + y)xy. Trouver e = (x,y) non nul tel que e soit
orthogonal 4 f(e) revient 3 montrer que {(x,y) € R?, g(x,y) =0}, dit cbne isotrope
de la forme quadratique g(x,y) = ax* — ay® + (8 + y)xy n’est pas trivial. Deux cas se
présentent :

e o =0alors le vecteur e = (1,0) convient.

e o #0, décomposons g en somme de carrées (en utilisant la méthode de Gauss par

exemple) :
2
4 /6+Vy)2_ [(/6+7) +a]y2
2a 4o

_ % [Cax+(B+7)y7 - ((B+y) +4a)5?]

Il vient que le cone de ¢ est 'union de deux droites dans R?. D ot P’existence du
vecteur e.

q(x,y) = af

D’autre part, en remarquant que det f = detM’ = — <a2+,3}/> =1#0, f est
inversible donc f'(e) est non nul.

Comme e et f(e) sont orthogonaux alors #, et #, le sont aussi. De plus #, et #,
sont unitaires par construction, donc (1, #,) est une famille orthonormée dans R? de
dimension 2, c’est donc une base orthonormée de R?.
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= — “f ” 2 r M”? = —1, par suite
f(l)‘nnf<> el f<1 ||f<>||f”OM‘ 2 par suit
2— _id., il sen suit que f(u,) = _ ¢ n déduit que :
S = gl e suit que f ;) = e = - On déduitq
kel
0
B @
Mi=1 kel

lell

D U cst une matrice de passage entre deux bases orthonormées, c’est donc une matrice
orthogonale, par suite ona : M' = UM, U™ = UM,'U. Ainsi
& . Tr(M) )
T —u

Tr(M)_ \°
M=—M+ —M,+ ——1,) U=UM,’U
2 2 2 2

1
ou:M,= E(SMI + Tr(M)L,) qui est bien de la forme demandée avec / = ”]|(|(e||)”
e

5.2. Comme M” € (M), 5 g}f ||B||s < [[M”]|s. Or
<

M7l = 5\/ 2(Tr(M)? +282 = V/2detM

D’oti 'inégalité.

1
5.b. ||M2||S:§\/2(Tr(M))2+32 <12 I > Or pour tout réel x >0, :

1 1 )
x+——-2=—(x—1)">0
x x

1
ceci montre que [ + 7 > 2.1l vient alors

1
M, g > EJz(Tr(M))Z 4287 = v/2detM

Soit maintenant B € S (M). d’apres la question L7 Spr(B) = @,
detB = detM et TrB = TrM, d’apres la question 1.4, on déduit lexis-
tence d’'un réel I’ > 0 tel que B soit orthogonalement semblable a la

Tr(M) 81’
) , d’apres la question 135 on a
7 Tr(M)

1
I = ], = 52ctar+ot (124 ) 2 VadaM. On dedui
que inf ||B||S > v 2det M. Finalement :
BeSA% (M)
1nf ||B||S_v2detM

BeHA(

. /
matrice M2 =

N =
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E» Comme M” € HM) et |[M7|y = V2detM = Beiyr}f(M)HBHS, on déduit que
R

imz )”B”s est atteinte en M”. Soit maintenant B € #;(M). Alors et en adoptant les
BesAf(M

mémes considérations de la question ci-dessus, on obtient que inf ||B|g = ||B||s
BeF(M)

1 y 1
si et seulement si E\/ 2(Tr(M))* + 82 <l 24 172> = v/ 2detM ce qui est équivalent a

, 1
<Z ‘4 Z72> =2 soit que /' = 1, ce qui signifie que B est orthogonalement semblable a
M”.

ITI.D. Conclusion
Soit A € M,(R). Deux cas se présentent :

e On suppose que Spr(A) # @&, dans III-2, nous avons établi ’équivalence entre

inf( )||B||S est atteinte et A est diagonalisable et dans la question II-5 nous avons
BeA(A

montré I’équivalence entre A diagonalisable dans M,(R) et F(A) est fermée. Il en
découle : F(A) est fermée si, et seulement si, inf( )”B”s est atteinte.
BE (A

e On suppose que Spg(A) =@, alors et d’apres II-5, S (A) est fermeée puis dans III — C

nous avons montré que  inf |[B||s est atteinte. Nous déduisons que, dans ce cas aussi,
Be Sy (A)
nous avons I’équivalence entre  inf ||B||s est atteinte et S (A) est fermée.
BeFA(A)

En conclusion : inf( )”B”s est atteinte si et seulement si F(A) est fermée.
eSa(A

FIN DU CORRIGE
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Enonce

PREMIER PROBLEME

Soient a et b deux réels strictement positifs ; pour tout entier naturel non nul 7, P, désigne
la fonction polyndmiale définie par

x"(a—bx)"
P,(x)=——, xeR.
" n!

Premiére partie

Soit 7 un entier naturel non nul.

l.a. QuelestledegrédeP,?
1.b. Que peut-on dire de la dérivée k-ieme P(nk) de la fonction P, pour tout entier
E>2n+1?

2.a. Préciser les racines de P, et donner ’ordre de multiplicité de chacune d’elles.

2.b. Donner la valeur de P k)(O) et P(k ( ; ) pour tout entier k € {0,...,n —1}.

Soit k un entier compris au sens large entre 7 et 27.

3.a. Montrer que, pour tout réel x,

n

1
P = 3] ¢l

tp=k-n

n! n!
n—pl(n—rk+p)
On pourra utiliser la formule de Leibniz donmmt la dérivée k-ieme d’un produit.

3.b. En déduire les valeurs de P )(0) et P(/e ( ; ) en fonction de a, b, n et k.

(=b) P x""P(q — bx)'*+P,

a
3.c. Vérifier que sia et b sont des entiers, il en est de méme de P(nk)(O) et Pg")(z).
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Deuxieéme partie

Soit 7 un entier naturel non nul.

2, . . ﬂ . .
1.a. Etudier la fonction P, sur le segment [0, —] ; dresser son tableau de variations.

b

a
1.b. En déduire que P, est positive et bornée sur le segment [0, Z] puis déterminer sa

borne supérieure notée 3, : B, = sup P, (x).
0<x<§

a étant un réel strictement positif, on considere la suite (#,),, définie par :
n

u,=—,nz1
n!
Mn+1

u,

2.a. Montrer que la suite < > converge vers 0.
n>1

2.b. En déduire que la suite (#,),, converge vers 0.
2.c. Que peut-on alors dire de la suite (3,,),,>, ?

Soit (x,),,~ une suite d’entiers qui converge vers 0. Montrer que ses termes sont nuls
n/nz1
a partir d’un certain rang.

Troisieme partie

On se propose de montrer I'irrationalité de 7w ; on suppose donc qu’il existe deux entiers

naturels non nuls, notés ¢ et d, tels que 7= —.

Pour tout entier naturel non nul 7, on pose

Qn(x):M,xER et In:jﬂQn(x)sinxdx.
0

n!

C2

n
7
Montrer que, pour tout 7 € N*, 0< I, < - <a) , puis en déduire la limite de
n!

(T )e>1-
Montrer soigneusement que, pour tout 7 € N*, I #0.

En utilisant des intégrations par partie, montrer que pour tout 7z € N,
2n

= (k)icosi z 7) — Q¥)(0)cos z T
1 =33 (QUQeos(g 45 +7) - QPO)costh 3 + 7).
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Justifier alors que, pour tout » € N*, I est un entier.

¢
Conclure au sujet de 'hypothese 7w = 7 €Q.

DEUXIEME PROBLEME
Dans ce probléme, E désigne un plan affine euclidien orienté de direction f, et (O, z_: ]T') un
—s
repére orthonormée direct de E ; le produit scalaire de deux vecteurs €] et ¢, de E se notera

(eiley).

Un point M de E peut étre repéré par ses coordonnées cartésiennes x et y dans le repere
> -
(O,1,), ou par ses coordonnées polaires p et ¢/ (rayon et angle polaires).

Etant donné dans E un arc y birégulier et un point M de ¥, on note :
e s I’abscisse curviligne de M sur y ;

s d . . 4 . . .
e T le vecteur unitaire tangent 2 ¥ en M et N le vecteur unitaire vérifiant
—_—
T

(?, ﬁ)) = 5 >
e Rle rayon de courbure algébrique de y en M et I le centre de courbure de y en M,
e #(0) et 9(0) les vecteurs de E défini par : #(f) = cosf i + sin6 ]T’ et
30) =0 +);

e
— —
1, T

e V langle (7°(0), ?) etalangle (i, T).
III.A. Premiere partie

On considére I'arc y; de E d’équation polaire p =1+ cost et on note ¢ I'application de R
vers E définie par
0 — O+ (1+ cos0)u(0).
1.a. Déterminer le domaine de définition de la fonction p et en préciser une période.
1.b. Frudier la parité de p et en déduire que le support de I’arc y, posséde un axe de
symétrie a préciser.
1.c. Comment peut-on obtenir le support de I'arc y; a partir de celui de 'arc
7, = ([0, 7], ¢) ot ¢ désigne la restriction de ¢ au segment [0, 7).

Préciser la nature du pdle O, point du support de y; de parametre 7.

Soit My = ¢(,) un point de y; distinct du pdle O. Montrer que M, est un point
birégulier et préciser la concavité de y; en ce point.
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Etudier la fonction p:6—s 1+ cos8 sur le segment [0, 7] et dresser son tableau de
variations.

Tracer soigneusement le support de I’arc y; en précisant les tangentes aux points
d’intersection de son support avec les axes des coordonnées (unité : 3cm).

I Calculer lalongueur de larc y,.

Calculer I’aire de la portion du plan délimité par le support de Iarc y;.

Deuxi¢me partie
IV.A. Questions de cours

Soit y un arc birégulier de E d’équation polaire o = f(6) ; on note s une abscisse curviligne
sur y orienté dans le sens des @ croissants.

— —_— dS f
On rappelle que M[I=RN, R=— et tanV==—

da -

Faire un croquis propre et lisible en tragant une portion de I’arc y et en plagant en un
. .« . - =di<4
point M de parametre 0, distinct du pole O, les vecteurs #(6), T, N et les angles 0,
Veta.

, .- . ds \ . /
Rappeler la définition de s et exprimer 5° 'aide de f et /7.

Calculer —g en déduire I’expression du rayon de courbure R.

D Exprimer les coordonnées de I, centre de courbure de y en M, dans le repére

(M, #(6), 7(0)).
IV.B. Retour a l’arc y,

Soit s une abscisse curviligne sur I’arc y; orientée dans le sens des & croissants. A tout point
M(8) de Iarc y,, distinct du pdle O, on associe le centre de courbure noté I(6).

Préciser les coordonnées de I(6) d’abord dans le repere (O, #(6), v(8)) puis dans le
repere (O, 1,7).
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Montrer que le point I(£) est I'image du point M(6 + 7) de y, par une homothétie
dont on précisera le centre €2 et le rapport A .

On note H(@) le projeté orthogonal du point 1(¢) sur la droite (OM(&)) joignant
les points O et M(8). Montrer que le point H(#) est I'image du point M(6) par une
homothétie de centre O dont on précisera le rapport w.

On note y; et ¥y les courbes décrites respectivement par le centre de courbure I(8) et
son projeté orthogonal H(6). Tracer les supports de y; et 344 sur le méme graphique,

et placer un point M(6) de y, et les points I(¢) et H(6) correspondant.

Donner la longueur de la courbe y3; décrite par le point H() ainsi que aire de la
portion du plan qu’elle délimite.

FIN DE ’ENONCE
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PREMIER PROBLEME

Premiére partie

1.a.

1.b.

2.a.

2.b.

3.a.

La fonction polynomiale P, étant le produit de deux fonctions polyndmiales de
degré n, elle est donc de degré 2.

Le polynéme P, étant de degré 27, toutes ces dérivées d’ordre supérieure a 272 + 1
sont nulles, c’est a dire, pour tout £ > 2n + 1, Pg"') =0.

Le polynome P, admet exactement deux racines qui sont 0 et 2/ b, chacune d’elles
étant de multiplicité 7.

Par définition de I'ordre de multiplicité d’une racine on obtient
Vke{o,...,n—1}, P®©0)=P®@a/b)=0.

Pour tout k € {n,n+1,...,2n}, la formule de Leibniz permet d’écrire
1 _*
P = ~ D Cl (") (a — b)) D).
<=
Les dérivées d’ordre supérieur a n + 1 aussi bien de x — x” que de
x — (a — bx)" sont toutes nulles, on ne garde dans la somme ci-dessus que

les indices p telles que k — 7 < p < 7, ce qui donne

n

1 n
k) — Py n\(p) ny(k—
P® = n!P_Ek_ C(x")P((a—bx)") 2
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& n! n!

c? x"7? (=b)eP(a — bx)'~F+r
r k(n—p) (n—k+p)
_ “ C n!
B S, Fn—pn— k+p)!

3.b. D’apres3.(a),ona :

A

(=b) = Px""P(q — bx)'R+P,

T

n!
P(n/e)(o) — CZ ST (—b)k_”az"_k

a n! a
P(/e) - :Ck—n b)Y (= 2n—k —(—1 kP(/e) 0).
WG =l b = () R)
3.c. Sia et b sont des entiers, alors C:Z(—b)/‘a_”ozz'i_le aussi. Par ailleurs, puisque
n!
n <k <2nalors 2n — k < n et par conséquent m est aussl entier ; on en
n—k)

dui (k) )2 -
déduit que PI*(0) et P} (Z) sont des entiers .

Deuxieéme partie

1.a. Lafonction P, étant polyndmiale, elle est continue, de classe C' sur le segment

a
[0, Z] et sa dérivée P/ vérifie

a Lo
Vxe [O,Z], P (x)= oo

Ce qui donne le tableau de variations suivant :

(a—2bx)[x(a—bx)]""".

x 0 a/2b alb
P (x) + 0 -
ﬂZn

O

1.b. D’apres le tableau de variations de P, on voit que

Vxe[0.7] 0<P,(1)<P,(5);

a
en d’autres termes, la fonction P, est positive sur le segment [0, Z], bornée et

a
admet un maximum au point 7 ou elle prend la valeur

ﬂZn
= sup P,(x)=——.
IBn OSxS% " 72!4nbn
. . . o U, a
2.a. Une simplification évidente donne = —0.
u n+1 n—oo

n
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2.b. Par le critere de D’ALEMBERT, on déduit de la question 2.(a) que la série
numérique Z u, converge, et que par conséquent son terme général #, tend
n>1
vers 0 lorsque 7 tend vers I'infini.
n 2

a
2.c. Pour tout entier naturel 7, 8, = —aveca=—>0; donc d’apres la question
n

45

précédente, la suite (3,,),, converge vers 0.

Si(x,), est une suite d’entiers naturels qui converge vers 0, alors pour ¢ = 1/2, il existe
un rang 7, € N tel que |x,| < 1/2 deés que 7 > ny. Les x,, étant des entiers, on obtient
x,, = 0 pour tout entier 7 > 7,.

Troisieme partie

Pour tout x € [0, 7], ona 0 <sin(x) < 1 et d’apres la premiere question de la partie
2
c

. on en déduit que

SO .
précédente, on aaussi 0<Q,,(x) < TR
C2n

Vx € [0, 3], 0<Q,(x)sinx vl

En intégrant entre O et 7 on obtient

7'C62n
0<l, < 47d"n)’
CZn
Enfin, la suite (W> étant convergente vers 0, il en est donc de méme de la suite
n!/n

(L),

Pour tout n € N, la fonction x — Q,(x)sinx est continue, positive et non
identiquement nulle sur le segment [0, ], son intégrale sur ce segment est donc
strictement positive ; en particulier I, # 0.

Par des intégrations par parties successives on obtient, pour tout entier naturel p >
et tout couple (f, g) de fonctions de classe C? sur un segment [, b],

p-1

J F)8 ) dx = [ S~ P)gr 1) j FOx)g(x) d.
k=0

Cette formule appliquée sur le segment [0,2] aux fonctions x — Q,(x) et

x — (=1)"" cosx, pour p = 27 + 1 et compte tenu du fait que Qf”H)(x) =0
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et que cos®)(x) = cos(x + 7) donne

J Q,, (x)sin(x)(x)dx = [gQik)(x)cos(x + an + ﬁ):lf

Enfin, d’apres la question 2.(b) de la premiére partie, s1 0 < b < 7 — 1, la dérivée k-ieme
C . .
de Q, s’annule en O et en 7w = 7 ce qui permet de restreindre la somme trouvée

ci-dessus aux indices k compris entre 7 et 2. On obtient alors

2 c c km kr
J Q,, (x)sin(x)(x)dx = kz (QSZM(Z)COS(Z + - +7)— Q(nk)(O) cos(T + 7t)>

Soit 7 € N*. D’aprés la question 3.(c) de la premiére partie, pour tout 7 < k < 27, ¢ et

c
d étant entiers, QS{”(E) et ng)(O) le sont aussi.

c m i 7'5
D’autre part cos(— +/e3 +7)= cos(kz) €{0,1,—1}, et cos(/ez + )€ {0,1,—1},

d

par suite I qui est la somme d’entiers est lui méme un entier.

c
Supposons que 7w = 7 € Q avec ¢,d € N ; alors d’apres les questions 1. et 4.
précédentes, (I,),, est une suite d’entiers qui converge vers 0 et d’apres la question 3. de

la deuxiéme partie, les I, sont nuls a partir d’un certain rang, chose qui contredit le
résultat de la question 2. précédente. On en déduit que 7t n’est pas rationnel.

DEUXIEME PROBLEME

Premiére partie

l.a. Le domaine de définition de la fonction p est égal a R et cette fonction est

2 —périodique.

1.b. Lafonction p est paire comme la fonction cosinus ; on en déduit que, pour tout
g €R, le point ¢(—6) du support de Iarc ¥, se déduit du point ga(@) par symétrie
par rapport a I’axe polaire O + Ri. Ainsi, la droite affine O + Ri est un axe de
symétrie du support de I’arc y,.

1.c. Puisque la fonction p est 2rr—périodique, le support de I’arc y; est complétement
décrit lorsque 6 décrit I'intervalle ] — 7, 7r]. Ainsi, grace a la parité de la fonction
o5 le support de I’arc y; peut étre obtenu a partir de celui de I’arc y, par symétrie
par rapport a I’axe polaire.

On a p(7r) =0 donc ¢(rr) = O, puis p'() = —sint =0 et p"(7) = —cosw =1 #0.
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On en déduit que le point O = ¢(7) du support de I'arc y; est un point de
rebroussement de premiére espece.

Pour tout réel 8, on a
§(6) = O)0)+p(O)F0) et §"(6)=(s"(0) p(0)7(6)+26"E)O).
Le déterminant des vecteurs ¢'(8) et ¢”(6) dans une base orthonormée de E vaut alors
det (¢/(9),¢/'(9)) = 26™(6) + £(6) - p(O)p"(6) = 3(1+ cos0).

On en déduit qu’en tout point ¢(8) de I'arc y; distinct du pole, c’est a dire que
(14 cost) #0, ce déterminant est strictement positif puisque 1+ cos@ > 0 ; ainsi, ces
point sont biréguliers et la concavité de la courbe est tournée vers le pole O.

La fonction p est de classes C* et décroissante sur le segment [0, 7] puisque
VOe[o,n], p'(0)=-sinf<O.
on en déduit le tableau de variations suivant
g 0 /2 7T
e |o - 1 - 0
02 N 1N\ o

1.5
1
¢(7/2)
¢(0)
T
-0.5
-1
1.5 [Support de l’arc ;/1}

@ A laide de la définition, on obtient 'expression de la longueur de I’arc y,, notée £(y,),

et donnée par

U

T T G
fy)= f I5/(6)]) d6 = f 20+ 70 do =2 J cos 2 df=4.
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La portion du plan délimitée par le support de I’arc y, est définie par
{O47rid(l);—n<b<m et 0<r<p(d)};
elle a la méme aire que I’ensemble

D={(rcosf,rsind)eR*;—n<O<m et 0<7r<p(6)}
Laire A(D) de D est donnée par A(D) = JJ dx dy ; cette intégrale double se calcule
D

facilement par passage en coordonnées polaire, on obtient alors

) 1 (7 T 3n
D)= [ asdy=[" [ rarao=3 [P0 do= [ (oot dp= T
D —mJO 2 —7 0 2

Deuxieme partie
V.A. Question de cours

Par définition, I’abscisse curviligne s sur ’arc y orienté dans le sens des & croissants et
correspondant au choix de ¢, comme origine est la fonction définie par

%
()= L PO+ 20 dr

s(0,) représente la longueur de la portion de I’arc y décrite lorsque & varie de 0, a 0,
st 0, > 0, et son opposé sinon.

d
Il découle de cette définition que d_; =/ fr+1"7
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f/2 _ f f//

On sait que tanV = /é et par dérivation on obtient (1+tan’V)— = ———,

de f/2
d’ou
& _frfp
o frefr
ds ds df v 242 ff"
PuisR:d—;:d—;a,etcommeazﬁ—FValorS@=1+@:f+fszsz'

On en déduit alors que
( fz + f/2)3/2
_f2+2f/2_ff//‘
Le fait que ’on puisse diviser par la quantité f? 4 2f? — ff” est justifié par la
birégularité de I’arc y en question.

®» Onsatquel=M+ RN, puis N = —sinVi7 + cos V& ; ainsi I a pour coordonnées
(—RsinV,RcosV) dans le repere (M, #(6), 7(0)). Par ailleurs on a
/
cosV = f— et sinV= L,
VI VI
(42 B+
fP2f =" P2 = ff

> dans le

donc le point I a pour coordonnées ( —

repere (M, #(0), 9(0)).
V.B. Retour a I’arc y,

On viens de voir que les coordonnées de I(6), centre de courbure en M((0)) = ¢(0),
dans le repere (M(6), #(60),7(0)) , sont
(- P’ +p%p (P47 )= 2 (=0
PP 20" —pp" PP +20% —pp"/ 3T
on en déduit que les coordonnées de I(8) dans le repere (O, #(6), v(8)) sont

1 1
g(p,Zp/) = 5(1 +cosf,—2sin )

—

1 2
C’est adire que OI(f)= 5(1 +cos0)u(6) — gsin 0v(8).
Alors que dans le repere (O, i ;), ses coordonnées sont
1 21
<§(1 —cos®)cos b + 3 5(1 - cos@)sin@)
C’est a dire que

> 1 2 - 1 e
oI1(f) = <§(1 —cosB)cosf + 5) i+ 5(1 —cos®)sinfj

LA
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. . — 1
Soit 2 le point tel que O = IR alors

— 1 1N- 1 - 1 15
QIf) = <5(1 —cosf)cost + g>i+ 3(1 —cosf)sinf;] = 5(1 —cos0)i(0) + gi

Par ailleurs
OM(0 + ) = —(1 — cos 0)4(0)

donc )
OM(6 + 7) = —(1 — cos §)i#(6) — Ez_:

— 1—
et par suite QI(_QS = —EQM(H + 1), c’est a dire que le point I(8) est bien I'image du

1
point M(6 + ) par ’homothétie de centre Q2 et de rapport -3

Ona M(0)H(8) = pr(M(0)I(8)), ot pr désigne la projection orthogonale de E sur
la droite vectorielle Rs(8). Or, d’apreés ce qui précede,

MEIG= - ((O)(6)+ £ O)30)

.,
donc M(O)H(0) = —510(9)1/7(6’). On en déduit alors que

—_—

OH(&):OM(€)+M(6)H(6’):;p(ﬁ)ﬁ’(@): OM(B).

1

3

Ainsi, le point H(0) est I'image du point M(8) par "homothétie de centre O et de
1

rapport —.
pp 3
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1l s’agit bien entendu de la longueur de la courbe décrite une seule fois, ce qui donne le

tiers de celle de ’arc <] — 7,7, go/]_n’ﬂ[> ; elle vaut donc 3 Laire de la portion du

. . 7-[
plan que cette courbe délimite vaut quant a elle o

FIN DU CORRIGE
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Enonce

PREMIER PROBLEME

Dans tout le probleme, R désigne le corps des réels et 7 un entier naturel supérieur ou égal a
2.5i p €N*, on note M,, ,(R) I'espace vectoriel des matrices a coefficients réels, a » lignes
et p colonnes ; pour toute matrice A de M,, ,(R), A désigne la matrice transposée de A.

Si p=n, M, ,(R) est noté simplement M, (R), c’est I'algebre des matrices carrées d’ordre
n a coefficients réels ; la matrice identité de M, (R) est notée I .

Si A € M, (R), on note C;(A),...,C,(A) les colonnes de A, ce sont des ¢léments de M, | (R)
; par définition, le rang de la matrice A est la dimension du sous-espace vectoriel de M, | (R)
engendré par les vecteurs C,(A),...,C,(A). Le rang de A se note rgA, on note aussi Spp(A)
I’ensemble des valeurs propres de A appartenant a R et TrA sa trace.

Siaj,a,,..., et a, sont des réels, on note diag(a,, @5, ...,2,) la matrice diagonale de M ,(R)
qui admet pour coefficients diagonaux les réels ay,a,,. .., a,, pris dans cet ordre.

Premicre Partie

Discuter le rang de la matrice <j Z> selon les valeurs de 4, b, cetd.

Soit A = (ﬂi’]‘) S Mn(R>
2.a. Montrer que rgA = 0 si et seulement si pour tout couple (z,;) d’éléments de
{1,...,n}, a;;=0.En particulier, si A n’est la matrice nulle alors rgA > 1.

2.b. Montrer que A est inversible si et seulement si rgA = 7.
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Soit A € M, (R) ; on désigne par f, I'endomorphisme de M, ;(R) canoniquement
associé a A. Montrer que
rgA =dim(Imf, ).

Soient U et V deux ¢léments non nuls de M, |(R) ; on note #,...,#, les composantes
deUetvy,...,v, cellesde V. On pose A =U'V.
4.a. Exprimer les coefficients de la matrice A a I’aide des #;, et des v,,.
4.b. Que vaut la trace de A?
4.c. Exprimer les colonnes de A 4 l’aide de v,,...,v, et U.
4.d. On suppose que U#0 et V#0 ; montrer que le rang de A est égal a 1.

On considere ici une matrice A € M, (R) de rang 1.
5.a. Montrer qu'il existe iy € {1,...,7n} tel que C; (A) #0.
5.b. Justifier que pour tout j € {1,..., 7}, il existe un réel A; tel que C;(A) = A;C, (A).
5.c. Endéduire que A=X"Y ou X =C, (A)et Y est un élément non nuls de M,, ,(R)
a préciser.
5.d. On suppose que A =X, 'Y, ; Trouver tous les couples (X,,Y,) d’éléments de
M, (R) tels que A =X, "Y,.

I Soit A € M (R) une matrice de rang > 0 ; montrer que A peut s’écrire comme
somme de » matrices de rang 1.

7.a. Sotent (Y,...,Y,) une famille libre de M,, (R), et Z;,...,Z, des vecteurs

?
arbitraires de M,, (R). Montrer que Iégalité ZYfZi =0 a lieu si et seulement
i=1
st les vecteurs Z,,...,Z » sont tous nuls.
7.b. En déduire que si (X,...,X, ) et (Yy,...,Y,) sont deux bases de M,, |(R) alors

la famille (X; Y;)1<; i<, est une base de M,,(R) formée de matrices de rang 1.

D 8.2. Montrer que Iapplication <,>: (M,N) — Tr'MN est un produit scalaire sur
M, (R).
8.b. A quelle condition sur les vecteurs X, X', Y, Y’ de M, 1(R), les matrices XY et
X*Y’ sont-elle orthogonales dans (M, (R), <,>)?
8.c. En déduire une méthode de construction de familles orthonormées, de I’espace
euclidien (M,,(R), <,>), de la forme (X7Y),<; i<,

Deuxiéme Partie

Soit A =U"V une matrice de rang 1, ot U et V sont deux ¢léments non nuls de M, ;(R).
On pose a = ‘VU et W =(*VV)U.
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Calculer A% en fonction du réel o et de A.
A quelle condition nécessaire et suffisante sur @ la matrice A est-elle nilpotente?

On suppose que A n’est pas nilpotente ; montrer qu’il existe A, réel non nul, tel que la
matrice AA soit celle d’un projecteur.

4.a. Justifier que O est valeur propre de A et montrer que le sous-espace propre associé
n’est rien d’autre que {Y € M, ;(R), “VY =0}. Quelle est sa dimension?
4.b. On suppose que a # 0 ; calculer le produit AU et en déduire que @ est une
autre valeur propre de A. Déterminer le sous-espace propre associé et donner sa
dimension.

4.c. Préciser selon les valeurs de & le nombre de valeurs propres de A.

Montrer que si a # 0, alors la matrice A est diagonalisable dans M, (R).

Justifier alors, dans ce cas, que A est semblable dans M, (R) a la matrice
diag(0,...,0,a).

@ On suppose que @ =0 et on désigne par / I'endomorphisme de M,, ;(R) canonique-
ment associé a A.
6.a. A est-elle diagonalisable dans M ,(R) ?
6.b. Montrer que U € Kerf et justifier ’existence d’une base de Ker/f de la forme
(E,,....E,_,,W).
6.c. Montrer que (Ej,...,E, ,,W,V) est une base de M,, ;(R) et écrire la matrice de
f dans cette base.

6.d. En déduire que deux matrices de rang 1 et de trace nulle sont semblables dans

M, (R).

DEUXIEME PROBLEME

Le théoreme de d’Alembert-Gauss appelé aussi théoreme fondamental de I’algebre affirme
que "tout polynédme non constant a coetficients complexes admet au moins une racine
complexe".

Lobjectif de ce probleme est d’établir ce résultat fondamental par deux méthodes analy-
tiques.
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Résultats preliminaires

d
Soit P un polynome a coefficients complexes s’écrivant P = Zﬂk XF avecd > 1etay #0.
k=0

1.a. Montrer que |P(z)| Wi lag|||?, la variable z étant complexe.
z|—+00
1.b. En déduire qu’il existe R > 0 tels que, pour tout z € C,

1
d d
|z| >R=> Elﬂdllzl < [P(2)] < 2|ay||z|*.

2.a. Justifier que 'application (x,y) — |P(x + iy)| est bornée sur tout disque fermé
borné de R? et y atteint sa borne inférieure.
2.b. Montrer alors que I’application z — |P(z)| est minorée sur C et atteint sa borne
inférieure. On pourra appliquer la question précédente sur un disque bien choisi .

Premiere méthode analytique

Soient b un complexe non nul et Q un polynéme a coefficients complexes tel Q(0) =0

1
;on pose Q, = 1+ bXF +X*Q, k € N". Soit enfin & une racine k-iéme de -5

1
1.a. Montrer qu'il existe £, €]0, 1] tel que |2*Q(aty)| < >

1.b. Un tel t, étant choisi ; montrer que |Q,(aty)| < 1.

Inégalité d’Argand : Soient P un polyndme non constant a coefficients complexes,
et y un nombre complexe tel que P(y) # 0. Montrer qu’il existe &, complexe tel que
P(y+z
[P(8)| < [P(y)|. On pourra considérer le polyndéme Q, tel que Q,(z)= %, zeC.
Y
Application : Soit P un polynome non constant a coefficients complexes ; on note z,
un complexe ou I'application z — |P(z)| atteint sa valeur minimale. Montrer que z,
est un zéro du polynéme P.

Deuxie¢me méthode analytique

Soit P un polyndme non constant a coefficients complexes ; on va montrer par I’absurde que
P posséde au moins une racine dans C. Supposons le contraire et considérons la fonction £,
a valeurs complexes, définie sur R? par

(r.6) s f(r,0) = —

P(rew).
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Justifier que f est de classe C! sur R? et calculer ses dérivées partielles premiéres.

dg
P(re'?)
2.a. Justifier que F est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

21
Pour tout réel 7, on pose  F(r)= f
0

2.b. Montrer que F tend vers 0 en +oco. On pourra utiliser les préliminaires.

2.c. Calculer F(0) et trouver une contradiction puis conclure.

FIN DE ’ENONCE
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PREMIER PROBLEME

Premiere Partie

Isiad —bc=0,(a,b,c,d)#0

Osi (a,b,c,d)=0
>est
2siad —bc#0

Le rang de la matrice < j 2

A=(a;;) eM,(R).

2.a. Ilest évident que rg(A) =0 si et seulement si le sous-espace véctoriel engendré
par ses vecteurs colonnes est nul et cela équivaut 4 dire queA =0 ; en particulier
st A n’est pas nulle rg(A) > 1.

2.b. Si A est inversible, les vecteurs colonnes C, (A),...,C, (A) forment une base
de M, | (R) donc dimVect (C,(A),...,C,(A)) = n cest a dire rg(A) = n .
Réciproquement, si rg(A) = 7 la famille (C, (A),...,C, (A)) est une base de
M,, ; (R) donc A est inversible.

On note f, 'endomorphisme de M,, ; (R) canoniquement associ¢ a A. On a

rg(fa) = dim (Im(£4))
et comme Im(f,) = Vect (C; (A),...,C, (A)) alors rg(A) = rg(fy)-
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4.a.

4.b.

4.c.
4.d.

5.a.

5.b.

5.d.

u
1
OnaA=U.'V= : |.(v;...9,) ; ennotant A = (g, ;) et en effectuant le
Mn

produit matriciel U."V, on voit que 4; ; = #, v, pour tout (k,{) € {1,...,n}>.

Avec les notations de la question précedente, on a :
n n

= E :“i,i = E :”ivi =
) 1=1

D’aprés la question (4.2), la j°” colonne de A est C;(A)=92,U.
On a V # 0 donc il existe j tel que v; # 0 ;ainsi C; (A) = v; U # 0 puisque
U # 0 ; on en déduit que rg(A) > 1. D’autre part, pour tout j € {1,...,n},
-
C;(A)=ov,U= jC]-O (A) cela montre que rg(A) <1 ;dourg(A)=1
Jo

La matrice A est de rang 1, donc non nulle d’ou I’existence d’un i, tel que

A)#£0.
On a rg(A) = dimVect ((C;(A),...,C,(A))) = 1, donc les colonnes de la
matrice A sont toutes proportionnelles a la colonne C, (A) ; ainsi, pour tout
Jj €{1,...,n}, il existe un réel 4; tel que C; (A) = A,C; (A).

.. D’aprés le calcul précédent, les vecteurs colonnes de A sont 4,C; (A),...,4,C; (A);

o

le calcul éffectué a la question (4.2) montre alors que A = C J(A). (/1 Ay
Ay
Cestadire que A=X."YaveeX=C, (A)et Y=
A
Si A=X,"Y,=X,."Y, et rg(A) = 1, alors les vecteurs X, X, Y, et Y, sont
non nuls. Posons Y, =" (yy,.. ,yn) Y, =" (2,...,2,). ll existe un indice 7 tel

Vi
queC; (A)#0;0rC,; (A)=y,; X, =2 X, donc X, = AX, avec A= —2 #0. Par
z;

fo
1
ailleurs, pour tout j € {1,...,7}, C; (A) = y;X, = 2z;X, = Az;X,, donc z; = 3
1
et Yl = EYO
1
Réciproquement, si A # 0 alors on a bien (4X,)* <§YO> =X,.'Y,=A.

1
Ainsi, les couples cherchés sont de la forme </1XO, EY0> avec A€R".

I Soit A€ M, (R)avec rg(A) = r >0 ; d’aprés un résultat du cours, on peut mettre

A sous la forme A = PJQ avec ] = <
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et P,Q des matrices inversibles de M,, (R). Notons E;; la matrice de terme général

.
ey avec e, = 1si (k1) = (i,) et ¢,; = O sinon ; alors | = ZE“- et par suite

=1

A=P <ZEii> Q= ZPE“Q, en plus 1 =rg (E;;) = rg (PE;;Q) puisque ces deux

=1 =1

matrices sont équivalentes.

7.a.

7.b.

n
Il est évident que si les vecteurs Z,,...,Z, sont tous nuls alors ZYi.tZi =0.
1=1
n
Réciproquement, si ZYi'[Zi =0alors, pour j €{1,...,n},ona

1=1
0= (iYi.fZi).Z/ = iYi'zZi'Zj — i(tzjz]')yi,
=1 =1 =1

et comme les vecteurs Y,,...,Y, sont indépendants, on obtient

||Zj||2 =! Z]-Z]- = 0, pour tout j € {1,...,n} ; donc les vecteurs Z,,...,Z
sont tous nuls.

Soit ('1’7)1 ., une famille de réels tels que Z A;;X;."Y; = 0alors

NI

n

1<i,<n
— t — t
0=37X.(304;1Y;) =32 (2o4,.Y) ).
=1 7j=1 1=1 j=1
La question précédente montre alors que, pour tout i € {1,...,7}, Z’L’/ .tY]. =0.
=1

n
Par transposition on obtient Z/L-]-.Y]- =0, pour tout z € {1,...,n} ; la famille
j=1
(Yy,...,Y,) étant libre, on déduit de ce qui prééde que A;; = 0, pour tout
(i,) € {1,...,n}* ; cela montre que la famille (Xi'lY/>ij est libre et comme
M, (R) est de dimension 77, cette famille en constitue une base.

La bilinéarité découle de la linéarité de la trace. Par ailleurs, on sait que, pour tout
M,N € M, (R), (M,N) = Tr (‘M.N) =Tr (* (‘M.N)) = Tr (‘N.M) = (N, M) ;
cela montre que la symétrie de la forme bilinéaire. Enfin, pour tout M € M, (R),
(M,M)=Tr (‘"MM) = Z Mlz.]. >0, en plus
1<2,j<n
— 2 _ —
(M,M) =0 <= Z M =0<¢=M=0.
1<i,7<n

Cela prouve que I'application (M,N) — (M, N) est un produit scalaire sur
M, (R).
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8.b. SiX,X',Y et Y’ sont des éléments de M, | (R), alors
(XY, XYY = Tr (* (XLY) . (XY)) = Tr (Y. XXEYY),
et comme X.X’ € Ralors Tr ("X.X".Y."Y') = X.X'Tr (Y."Y') = ("X.X).("Y.Y').
Ainsi
(XY, XYY =04='X.X' =0 ou ' V.Y =0.
On en déduit que les matrices X."Y et X'.Y’ sont orthogonales si et seulement si
les vecteurs X , X ou les vecteurs Y, Y’ sont orthogonaux dans M,, | (R) muni
de son produit scalaire canonique.
8.c. Si(Xy,...,X,), (Yy,-..,Y,) sont deux systemes de vecteurs de M,, | (R), alors

la famille (Xi.t Yj> .. est orthonormée si et seulement si

i\j
t t _ 1 s (i’j>:(ksl)
(XY X o) = { 0 si (i)A kD)

Or d’aprés le calcul précédent, on a <Xl-.tY]- , Xk.tY1> :tXl-.Xk.tY]-,Yl. Donc,

pour que la famille <Xi.t Yf)i ; soit orthonormée dans (/\/l,, R),<,> ), il sutfit

que les deux familles (X,,...,X,) , (Y;,...,Y,) soient orthonormées dans
M,, ; (R), muni de son produit scalaire canonique.

Deuxieme Partie

Soit A =U."V une matrice de rang 1, = V.U et W = (*VV) .U
Ona :A’=(U.'V).(U.V) =U.(*V.U)./V=2aA

Une récurrence permet de conclure que A* = o* ' A pour tout £ € N* ; on en déduit
que la matrice A est nilpotente si et seulement s'il existe & € N* tel que A¥ =0 c’est &
dire si et seulement si @ = 0 puisque A est non nulle.

Si A n’est pas nilpotente, d’apres la question précédente @ # 0 et on a
N2 1, 1
<—A> =—2A =—aA=-A,

24 a az e

1
donc la matrice —A est celle d’un projecteur.
a

4.a. lamatrice A est de rang 1 et comme 7 > 2 alors A n’est pas inversible et O est une
valeur propre de A ; le sous-espace propre de A associée a la valeur propre 0, qui
n’est rien d’autre que son noyau noté KerA, est par définition égal a

{YeM,,(R) /AY=0}={YeM,,(R) /U'VY=0}
Or, comme U # 0 on a I’équivalence U'VY = (*VY).U=0<='VY =0;o0n
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en déduit que KerA = {Y eEM, (R) /'VY= O} et d’aprés le théoréme du rang
dimKerA=n—rg(A)=n—1.

Ona AU =U'VU = (*VU).U = aU, et comme U # 0 alors a est une valeur
propre de A. Par ailleurs, le fait que la somme des dimensions des sous-espaces
propres d’une matrice est toujours inférieure ou égale a 4 son ordre, adjoint au fait
que dimKerA = n — 1 permet d’affirmer que le sous-espace propre de A associé a
la valeur propre « est de dimension 1 et ce sous-espace propre vaut RU.

Si @ =0, la matrice A est nilpotente et O est son unique valeur propre.

Si @ # 0, la matrice A admet deux valeurs propres qui sont O et o puisque la
somme des sous-espaces propres associés est égale a 7.

st @ #0, d’aprés la question (4) , O et  sont les valeurs propres de A et la somme de

leur sous-espaces propres est égale a 'ordre de A, donc A est diagonalisable.

En prenant une base (Uy,...,U,,_,) de Ker(A) et une base (U,,) de Ker (A —al,), la
matrice de 'endomorphisme f dans la base (U, ...,U,) est diag (0,...,0,a). Donc
A est semblable a diag (0,...,0,a) puisque ces deux matrices représentent le méme

endomorphisme /.

@ On suppose que « =0.

6.a.

6.b.

6.d.

Comme 0 est la seule valeur propre de A, la matrice A est diagonalisable si et
seulement si elle est nulle. Comme A # 0 alors A n’est pas diagonalisable.

AU = qU = 0 donc U € Kerf et comme le vecteur W est colinéaire a U et
W £ 0, le théoreme de la base incompléte permet de compléter W en une base
(Eys...,E,_», W) de Kerf qui est de dimension 7 — 1.

Ona AV = UVV = VV.U = W # 0 donc W ¢ Ker/ et par suite la famille
(Ep ... ,En_z,W,V) est libre, c’est donc une base de M, | (R).

La matrice de f dans la base (El,...,En_z,W,V) est

0 0
0
1
0 0

Soit A une matrice de rang 1, d’aprés les questions (1.5.¢) et (1.4.5), on peut écrire
A sous la forme A =U"V o1 U,V sont deux vecteurs non nuls de M, ; (R), avec
Tr(A)="VU ;i plus A est de trace nulle, alors d’apres la question (2.6.¢), A est
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0 0

semblable a la matrice | - .. E La transitivité de la relation de
1
0 . 0

similitude permet enfin de conclure que deux matrices de rang 1 et de tarce nulle
sont semblables.
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DEUXIEME PROBLEME

Résultats préeliminaires

1.a.

1.b.

2.b.

Pour tout nombre complexe non nul z, on a

IP(2)| = |ay2*

aoz_d +alzl_d totay_ 27+ 1)

et comme | |lim |aoz_d a2 tay 2+ 1| =1, on deéduit que
z|—>+00

d d
P~ Jagz| = lagllzl.

|z|>+oc0
g . [P(2)] . o .
On vient d’établir que lim =1 ; on en déduit par définition de la limite
|z] =400 ﬂdzd

qu’il existe un réel R > 0 tel que pour tout nombre complexe z vérifiant |z| > R,

P(2)|

dl_l

on ait

1 1 d 3 d d
< Svetdone Slagl|z1* <P <5 lagl |21 <2l

|ddZ

Lapplication (x,y) +—— |P(x+1iy)| est la composée de la fonction
(x,9)—> P(x + iy ), polynomiale en x et y donc continue sur R, et de la fonc-
tion z — |z| qui est 1-lipschitziénne sur C ; on déduit que (x,y) — [P(x +1y)|
est continue sur R?. Or on sait que, toute fonction réelle continue sur une partie
férmée bornée de R? est bornée et y atteint ses bornes, d’ott le résultat demandé
puisque tout disque férmé borné de R? est une partie férmée borée de R?.

{|P(2)| ; z € C} est une partie de R, non vide et minorée par O ; elle admet
donc une borne inférieure notée m.Comme | |hr~rr1 |P(z)| = +oo alors d’apres

Z|—>1+00

la définition de la limite, il existe R’ > O tel que, pour tout nombre complexe z
vérifiant |z| > R/, on ait |P(2)| > m + 1. On en déduit que
m = inf |P(z)| = inf |P(z)|= inf |P(x+iy)|,
z€C |zI<R’ x4y <R?
quantité atteinte, d’apres la question 2.(a), en un point (x,,y,) du disque férmé de
R?, de centre O et de rayon R’. On en déduit que la fonction z — |P(z)| atteint
sa borne inférieure en zy = x, + i7,.

@i Premiere methode analytique

1.a.

La fonction t — Q(at) est polyndmiale en ¢, donc continue ; on déduit de la
continuité en 0 de cette fonction que lin% 2*Q(at) = 0 (puisque Q(0) = 0), ce
t—
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II1

1
qui se traduit par "éxistence de 7 > 0 tel que |a*Q(at)| < 5 pour t €]0,n[. Le

résultat en découle si I’on choisit ¢, €]0, min(1,7)[.

-1
1.b. of = - done Q(aty) =1—tf + tFa*Q(at,). Comme t, € 10, 1[, Iinégalité tri-

k
t
angulaire adjointe a 1.(a) donnent |Q, (at,)| < 1— tée +t§|akQ(at0)| <1- % <1

On considére comme indiqué le polyndme Q; tel que, pour tout z € C,

P(y +2)
Q(2) = ——=—

P(y)

laforme Q, =1+ bX* +X*Q, ot1 Q est un polyndme complexe vérifiant Q(0) =0
et k désigne la valuation du polyndme Q, — 1 ; en particulier £ > 1. On peut donc
appliquer le résultat de la question précédente et déduire I’existence d’un complexe &
(8 = aty) tel que |Q,(8)] < 1, ce qui est équivaut & |P(8)| < |P(y)|.

. Le coefficient constant de Q, vaut 1 et Q, s’écrit alors sous

Lexistence de z, est assurée par la question I-2.(b). Alors P(z,) = 0 ; sinon, en
appliquant la question précédente il existerait un complexe z, tel que [P(z,)| < |P(z,)|,
ce qui contredirait le caractére minimal de la valeur |P(z,)|.

Deuxieme méthode analytique

n
On suppose que le polyndme P s’écrit P = Zakxk avec n > 1 et a, # 0. Son polynome

k=0

n
dérivé, noté P/, s’écrit alors P/ = Z /eaka_l.
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k=1

n
La fonction 7 — P(re'?) = Zak rke™®? est polyndmiale donc dérivable sur R (3

k:o
n
valeurs dans C*) de dérivée la fonction r — Zkak pk=leikd — eleP/(rele) ; on
k=1
en déduit que P'application partielle » — o) de f est dérivable sur R, d’ou
P(ret

Pexistence de la dérivée partielle de f par rapport a 7, avec pour tout (7,6) € R?,

a L Pl(ret?

—f(r, 0)= —e’e—( : )2.

ar (P(re’@))

De méme la fonction 6 — P(re’?) = Zak r*e'*? est dérivable sur R (3 valeurs dans
k=0

n
C") de dérivée la fonction § — Z ikayr*e™® = ire'?P'(re'?) ; ceci montre quef
k:l
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admet une dérivée partielle par rapport a 8 avec pour tout (7,6) € R?,

/(10
af( 0= o Pl(ret”)y Of

- 7,0
a6 (p(yezﬂ))z 87( )

De plus, comme les applications (x,y) — P(x +iy) et (x,y) — P'(x + iy) sont

continues, la premiére ne s’annulant pas, et d’apres la continuité de I’application

(r,0)— (r cosb, rsin0),
af d

on déduit, vues leur expressions, que les dérivées partielles = et — sont continues

dr d0

sur R? et par suite f est de classe C' sur R%.

2.a.

2.b.

F est une fonction définie par une intégrale (sur le segment [0,27]) dépendant
d’un paramétre. On applique donc le théoréme de dérivation sous le signe

(cas d’un segment) : £ étant de classe C! sur R? (a valeurs dans C ), elle est en
particulier continue sur R X [0,277] et admet une dérivée partielle 5 continue

elle aussi. On déduit que F est de classe C' et donc dérivable sur R, avec pour tout
réel 7,

2 g . P’ i0 m ;4

F(r)= f (r,0)d0 = j 19 (re )zde_f L0y a0
0 )) 0

Le théoreme fondamental de calcul des 1ntegrales s’applique et, compte tenu de la

27-péridicité de f par rapport a €, on obtient F'(7) = _71 (f(r,2m)—f(r,0))= 0,

pour tout » € R.

Comme P n’est pas constant alors d’apres la question 1.(b) des préliminaires, il
existe R > 0 tel que pour tout nombre complexe z tel que |z| > R on ait

1
S a1z < P2,

ce qui entratne que lim F(r)=0.

de sorte que pour » > R, |F(7)| <
ja, | 7" e

2
D’aprés son expression F(0) = ——. Or, F’ étant nulle sur R a valeurs dans C, F

P(0)
est constante de valeur F(0) # 0, ce qui contredit le fait que 1ir£_1 F(r)=
r—>T100

On déduit donc de ce qui précede que notre hypothese de départ est fausse d’our
le théoréme de D’Alembert-Gauss : Tout polyndme non constant a coefficients
complexes posséde au moins une racine complexe.

FIN DU CORRIGE
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Enonce

Définitions et notations

Dans ce probleme, R désigne ’ensemble des nombres réels. Par "solution d’une équation
différentielle", on fait référence aux solutions a valenrs réelles définies sur R.

Les trois parties du probléme sont largement indépendantes ; seul le résultat de la question 2
de la premiere partie est utile pour la suite.

Résultats préliminaires

Soit » : R — R une fonction continue telle que, pour tout (x,y) € R?
h(x+7y)=h(x)+ h(y) ; on pose
:f h(t)dr, xeR.
0

y
1.a. Montrer que, pour tout (x,y) € R?, f h(x+rt)dt =yh(x)+H(y).
0

1.b. En déduire que , pour tout (x,y) € R?, H(x +y)—H(x) — H(y) = yh(x).
1.c. Exprimer de méme la quantité xh(y), (x,y) € R
1.d. Justifier alors que, pour tout réel x, h(x)=xh(1)

Soient I un intervalle de R, x, €I et f : I — R une fonction continue ; pour tout
x €Il on pose

F(x):fxf(t)dt.

2.a. Justifier que F est dérivable sur I et préciser sa dérivée.
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2.b. Soit ] un intervalle de R, et soient # : ] — R, v : ] — R deux fonctions

dérivables a valeurs dans I. On pose

o(x) v(x)
Fl(x):f f(e)de et Fz(x):f( ) f(r)de, x €].

i) Montrer que F, est dérivable sur J et préciser sa dérivée.
ii) En déduire que F, est dérivable sur ] et préciser sa dérivée.
iii) Side plus # et v sont de classe C', justifier que F, et F, le sont aussi.

Application

Soit g : R — R une fonction continue et soit (4,5) un couple de réels avec
a < b. En effectuant un changement de variable, montrer que I'application

b
G:x—> J g(x 4 1)cost dt est de classe C' sur R et que, pour tout réel x,
b
G'(x)=g(b+x)cosb — g(a+x)cosa +J g(x+1)sinrde.

a

Etude d’une équation fonctionnelle

Soit f : R — R continue telle que

X+
V() eR, f()f()= f Cf()r. )
x—y

On suppose de plus que f n’est pas la fonction nulle et on considere un réel a tel que

f(a)#0.
Justifier que f(0)=0.

1 X+a
2.a. Vérifier que, pour tout réel x, f(x) = m f f(r)de.
a)Jx—a

2.b. Montrer alors que /" est dérivable et calculer sa dérivée.

2.c. En déduire que £ est de classe C°.

Montrer que, pour tout couple (x,y) de réels,
FEf0)=f+2)=fx=y) e fOf 0)=fx+y)+f(x=y).
On pose A = —]% ; déduire de ce qui précede que f est solution de I’équation
a
différentielle
72"+ Az=0. V)

Etude de I’équation différentielle (€,)
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5.4. On suppose que A> O et on pose u = v A,
i) Donner la dimension et une base de I’espace vectoriel des solutions de
I’équation différentielle (£)).
ii) En déduire que dans ce cas, il existe un réel non nul A tel que

2
f(x)=Asin(ux), x€R, puis justifier que A = —.
u
5.b. On suppose que A <0 et on pose =+ —A.
i) Donner de méme une base de I'espace vectoriel des solutions de I’équation

différentielle (£)).

ii) En déduire que dans ce cas, il existe un réel non nul A’ tel que
2

f(x)=A"sh(ux), x€R, puis justifier que A’ = —.
u

5.c. Si A=0 montrer que, pour tout réel x, f(x)=2x.

I Vérifier que les fonctions trouvées ci-dessus vérifient bien I’équation fonctionnelle (1).

[7i® Ftude d’une fonction

x2

On considére la fonction f définie par f(x) = f v ou In désigne le logarithme népérien.
. Int
Justifier que si x > 0 et différent de 1 alors x et x? sont d’un méme c6té de 1 sur la

droite réelle.

En déduire que le domaine de définition de la fonction f, noté Dy, est égal a
10, 1[U]1, 4o00[.

Justifier que la fonction f* est dérivable en tout point de son domaine de définition et
exprimer sa dérivée en tout point de D .

4.a. Ecrire le développement limité i ordre 2 de la fonction In au voisinage de 1.

1 1 1
4.b. Justifier alors que — = —— + -+ o (1).
Inx x—1 2 ==t
1 1
4.c. En déduire que les fonctions f” et x —> e N posseédent des limites finies
nx x-—

\ O
en 1 a preciser.

Etude de f au voisinage de 1
5.a. Justifier qu'il existe @ €]0,1[ tel que , pour tout x €]1 — a,1 + a[\{1},

1
<3/2.

Inx x-—1
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3|x? — x|

5.b. En déduire que, pour tout x €]1—a,1+a[\{1}, |f(x) —In(1+ x)| < 3

puis trouver la limite de f en 1.

5.c. On prolonge f par continuité en 1 et on note encore f la fonction ainsi obtenue.
Montrer que cette fonction est dérivable en 1 et préciser sa dérivée. On énoncera
le théoréme utilisé.

@ fFtude de f au voisinage de 0

—x
6.2. Montrer que, pour tout x €]0,1[, 0 < f(x) < e et en déduire que | est
nx
prolongeable par continuité a droite en 0.

6.b. On note encore f la fonction ainsi prolongée en 0. Préciser f(0) et montrer que
£ est dérivable a droite en 0 ; quelle est la valeur de £7(0)?

@ Ftude de / au voisinage de +oco

Montrer qu’au voisinage de +o0, la courbe représentative de f* présente une branche
parabolique de direction asymptotique I’axe des y.

Dresser le tableau de variations de f sur [0,4o00[.

Montrer que la dérivée de f est strictement croissante sur [0,4o00[.

i Tracer la courbe représentative de f (unité 2 cm).

i Calcul d’une intégrale

1
) . t—1
11.a. Montrer soigneusement que I’intégrale J S dt est convergente.
0 nt

11.5. Montrer que, pour tout couple (x,y) d’éléments de Iintervalle ]0,1[,
Y1—t
J J —— du et en déduire que f fo)=| — dt
: Int Inu
Tr—1

11.c. En déduire la valeur de I'intégrale f S de.
0 n

FIN DE ’ENONCE
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Résultats préliminaires

1.a. Soit y un réel. On sait que, pour tout couple (x, ¢) de réels, h(x+1) = h(x)+h(2) ;
on en déduit par intégration sur le segment d’extrémités O et y que

F h(x+t)dt = Jy h(x)dt+ jy h(t)dt =yh(x)+H(y).

1.b. Le changement de variable s = x + ¢ dans I'intégrale du membre droit de la
formule précédente donne

yh(x)+H(y):Lyh(x+t)dt:J;

d’ot1 le résultat demandé.

X+

’ h(s)ds = H(x +y)— H(x),

1.c. Comme x et y jouent des roles symétriques, on obtient par la formule précédente
que
H(y +x)—H(y) - H(x) =xh(y), (x,7)€R’.
1.d. D’apres les question (b) et (c), on a yh(x) = xh(y), pour tout couple (x,y) de
réels, et en prenant y = 1 on obtient h(x) = xh(1), x €R.

2.a. F est une primitive de f, continue sur I, elle est donc dérivable sur I de dérivée
égaled f.
2.b. 1) Ilestclair que
Vxe], F,(x)=Fouv(x).
F, est donc dérivable puisqu’elle est la composée de deux fonctions dérivables
(v est dérivable sur J et F est dérivable sur I qui contient v(])), et sa dérivée est
donnée par

Vxe], F(x)=2'(x)F(o(x))=2"(x)f(v(x))

195



Corrigé | Maths | — 2008

ii) Ilest clair que F, =Fov —F o, on en déduit que F, est dérivable sur ] et
que

Vxe], Fyx)=2'(x)f (v(x)) = u'(x)f (u(x)).
iii) Etant primitive d’une fonction continue, F est de classe C! sur L. Si de plus
u et v sont de classe C! sur J, alors les fonctions Fo v et Fo # le sont aussi ; ainsi,
la fonction F, est de classe C' en tant que différence de fonctions de classe C'.

Application

Le changement de variable x + ¢ = s permet de voir que

o= " g()cos(s — )ds = cos | "

+x a+x

b+x

g(s)cossds +sinx J g(s)sinsds.
atx

Les fonctions s — g(s)coss et s —> g(s)sins étant continues et les fonctions
x — a+x, x —> b+ x de classe C', la question précédente permet de voir que les

b+x btx
fonctions x — g(s)cossds et x — J g(s)sins ds sont aussi de classe C'
atx a+x
sur R, donc G aussi et on a, pour tout réel x,
b+x
G(x) = -—sinx f g(s)cossds + cosx <g(b +x)cos(b +x)— g(a+x)cos(a + x))
a+x
b+x
+ cosx J g(s)sinsds +sinx <g(b +x)sin(b +x) — g(a + x)sin(a + x)>
a+x
On en déduit, par le biais de formules trigonométriques, que
b+x
G'(x)=g(b+x)cosb — g(a+x)cosa +j g(s)sin(s — x)ds
a+x

et par un changement de variable on obtient
b
G'(x)=g(b+x)cosb — g(a+x)cosa —}—J g(x+1)sinr dr.

a

Etude d’une équation fonctionnelle

En donnant i x et y la valeur 0 on obtient (f(O))2 =0donc f(0)=0.

2.a. On obtient le résultat voulu en donnant a y la valeur a4 dans I’égalité (1), puisque

f(a)#0.

2.b. Lafonction f est continue sur R, les fonctions x — x —a et x — x +a sont
x+a

de classe C' sur R, donc la fonction x — f()dt est, d’apres la question

X—a
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L.2. (b)iii, dérivable donc aussi f avec

1
VxeR, f/(x):]%(f(x-i—a)—f(x—a)).

2.c. Comme f est dérivable, la formule précédente montre que f” ’est aussi et donc
f est deux fois dérivable sur R avec

" 1
VxeR, f (x):m<f/(x+a)—f/(x—a)>.

Donc f est de classe C* sur R puisque f” est continue.

Les mémes arguments utilisés précédemment montrent que la fonction de deux

variables -
g:(xy)— | f(n)d
x—y
est dérivable par rapport a x et y et on a
g de
S, 0N =flety) = flx—y) e a—y(x,y)=f(X+y>+f<x—y)-

On obtient alors le résultat demandé en dérivant les deux membres de ’égalité (1) par
rapport a x et y respectivement.

En dérivant les deux égalités de la question précédente par rapport a x pour la premiére
et y pour la seconde on obtient, pour tout couple (x,y) de réels,
[0 =f(x+y)=fx=y) et fE)f"G)=Fx+y)=f(x=)
d’ou
ff0)=f@)f0),  (x,y)eR™
Ainsi, en posant y = a et compte tenu du fait que f(a) # 0, on voit bien que f est

solution de I’équation différentielle

Z"+Az=0,

On note I'; 'ensemble des solutions de I’équation différentielle (£,).
5.4. SiA>0posons u=+ A

i) (&) est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants et homogene ; son équation caractéristique est x> + A= 0 et comme
A> 0, 'ensemble I, de ses solutions est donc un espace vectoriel de dimension 2
dont une base est constituée des fonctions x — sin(ux) et x —> cos(ux) :

[, ={x— Asin(ux)+Bcos(ux); (A,B) e R*}.

ii) Puisque f €T, alors il existe un couple (A, B) de réels tel que, pour tout réel
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x, f(x) = Asin(ux)+ Bcos(ux). Comme f(0) =0, alors B=0 ; par ailleurs, en
2

prenant x =« et y = 0 dans la deuxieme égalité établie en I.3., on obtient A = —.

u
5.b. Si A<0posons u=+—A

i) Dans ce cas aussi, (£)) est une équation différentielle linéaire du second ordre
a coefficients constants et homogene ; son équation caractéristique est x> + A =0
et comme A < 0, ’ensemble I'; de ses solutions est donc un espace vectoriel de
dimension 2 dont une base est constituée des fonctions x — e”* et x — e 7#* :

[, ={x— Ae"* +Be **; (A,B)€R?}.
ii) Puisque f €T, alors il existe un couple (A, B) de réels tel que, pour tout réel
x, f(x) = Ae** +Be™#*. Comme f(0) =0, alors B= —A et par suite
F(x)=A(e"* —e )= Alsh(ux), x €R,
avec A’ = 2A. Par ailleurs, en prenant x = a et y = 0 dans la deuxi¢me égalité

2
établie en 11.3., on obtient f(a)f'(0) = 2f (a), donc uA' = f'(0)=2et A’ = —.
U

5.c. SiA=0, f est affine de la forme f : x — Ax + B, avec (A,B) € R%. Comme
f(0) =0 alors B=0, puis en prenant x = a et y = 0 dans la deuxi¢me égalité
établie en I1.3., on obtient A = 2.

@ Réciproquement,
e sif(x)=2x, x €R,alors

x+y
V)R | 2tde=(ey) - (e =y =)
x=y
2
e sif(x)=—sin(ux), x €R, avec u # 0 alors pour tout (x,y) € R?,
*y 2 -2 4 .
| Zsingunyar = 5 Leo(ue ) —cose—3)] = ~sin(x). sinls) = (1 0)
x=y
2
e sif(x)=— sh(ux), x €R, avec u # 0 alors pour tout (x,y) € R?,
/u

—

x+y 2 2
J — sh(ut)dt = —[ch
. w

(s +)) — ch(pu(x — )] = : sh(jux) sh(iy) = £ (<)f )
-y

Donc les fonctions trouvées vérifient bien ’équation fonctionnelle (1).

Conclusion : Les solutions non nulles de 1’équation fonctionnelle (1) sont les

fonctions de type x — 2x, x — —sin(ux) ou x — —sh(ux) avec u #0.
K I
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[7i® Ftude d’une fonction

Sio<x<lalors0<x?<x <1letsix>1alorsx?>x > 1, ce qui répond 4 la
question.

1
L’ensemble de définition de f est I’ensemble des réels x tel que la fonction £ — —
nt

soit définie et continue sur le segment d’extrémités x et x* ; ce qui correspond,
d’apres la question précédentes, aux x strictement positifs différents de 1. Ainsi
D, =]0,1[U]1,+ool.

La fonction f est dérivable sur chacun des intervalles ]0, 1[ et ]1,+oco[ d’apres la partie
T appliquées aux fonctions # : x — x et v : x — x?, elle est donc dérivable en tout point
de Dyetona

2x 1 x—1

VxeDy, flx)=

Inx?> Ilnx Inx

1
4.a. Testclairque Ilnx=In(1+(x-1)=(x—-1)— E(x —1P%+ o 1((x —1)%.

1 1 1
4.b. D’apres ce qui précede, — = , et en compo-

-
nxoox 11—§(x—1)+ 0 (x—1)

sant avec le développement limité, a ’ordre 1 au voisinage de 0, de la fonction

t—> on obtient
! ! <1+ Le— )4 o 1)) Ll
_—= . —(XxX — (o] X — = - o .
Inx x—1 2 x—1 x—1 2 x—l
, x—1 1 . ,
4.c. Onaf'(x)= =1+-(x—1)4+ o (x—1),donclimf'(x)=1.
lnx 2 x—1 x—1
1 11 o 1 1
D’autre part — — =-+ o (1),donc lim (— - ) =-.
nx x—1 2 =x-1 x=1\lnx x—1 2

5.a. Pardéfinition de la limite, il existe @ €]0, 1[ tel que, pour tout x €]1—a, 1+a[\{1},
1 1 1 1 1

on ait |[— — —— — — — =
nx x—1 2 Inx x-—1

5.b. Comme lafonction x — x? tend vers 1 lorsque x tend vers 1, il existe n > O tel que,
pour tout x €]1— 7,14 7[, on ait |x* — 1| < @. Ainsi, en posant &’ = min(a, ) il
vient : pour tout x €]1—a’, 14 a’[\{1}, tout ¢ entre x et x* est dans I'intervalle
11— a,1+ [ prive de 1 et vérifie 'inégalite

1 1

3
— | < -
Int t—1172

3
< 1donc |§—.
2

199




Corrigé | Maths | — 2008

en intégrant entre x et x*, on obtient

()= In(+ )] =| f ()| <

Int t—-1

1 1 3 )
A P )
lnt t—1 2

J\xz
X

Comme lirr% |x?—x|=0et lirr% In(x+1) =In2, la propriété des gendarmes permet

de voir que limlf(x) =In2.
x—
5.c. Lafonction f est continue en 1, dérivable sur ]0,+oo[\{1} et lin}f’(x) = 1. donc,
xX—

d’apres le théoreme de la limite de la dérivée appliqué a / sur chacun des intervalle
[1/2,1[ et ]1,2], la fonction f est dérivable en 1 et f/(1)=1.

1
I 6.2. Soit x €]0,1[ ; alors x* < x < 1 et, pour tout t € [x?,x], ™ < 0, donc

nt

fx)= f 4o

Int¢
. -1, . iy 2
En plus, la fonction ¢ — —— étant croissante et positive sur le segment [x~, x],

nt
on obtient
/ sz dt J dt 1 5 —X
=| —=| ——<—@E-x)<—.
() . Int  Jo Int lnx(x <) Inx

Par ailleurs, le fait que lin% —— = 0 montre, via les inégalités précédemment
x=0 In x
établies, que lin(l) f(x) = 0, ce qui montre que f est bien prolongeable par
xX—

continuité en O.

6.b. Lafonction f est continue sur le segment [0, 1] et dérivable sur I'intervalle ]0, 1]
et sa dérivée possede O comme limite a droite en O ; le théoréme de la limite de la
dérivée permet alors de voir que f est dérivable en O et £/(0)=0.

Si x > 1alors x < x* et la fonction ¢ — ™ est décroissante sur I'intervalle [x,x?] ;

o nt
on en deéduit que

) J"z dt  x*—x
¢ Int  Inx?
L ox—1 () .
Comme lim =+o00, alors lim ——= =400 ; on en déduit que f admet une
x—+400 | x x—+00  x

branche parabolique de direction I’axes des y.

ED Tableau de variations de f

200



Annales CNC | Filiere TSI

°c /

ED st deux fois dérivable sur son domaine de définition et pour tout réel x de D pona

') xIn®x

Si Pon considére la fonction 4 définie sur R** par : h(x) = x Inx — (x — 1), la fonction
h est dérivable sur R et sa dérivée en tout x > 0 vaut »’(x) = Inx. On obtient ainsi
le tableau de variations de 5 suivant :

_xlnx—(x—1)

X 0 1 400
h'(x) - 0 +
1 400
bx) N/
0

D’apres le tableau ci-dessus, ' < 0 sur ]0, 1[U]1,+oo[ et nulle en 1, et par conséquent
/" est strictement croissante sur [0,~+oo[. On en déduit que f est convexe sur [0, +oo[.

Graphe de f : y

x? dt /

/

L /
/

/

—_
N

(o}

—_

<
I

e}

(o)

S
N\

2 /,
In2|---=

Calcul d’une intégrale

t—1
11.a. La fonction ¢t —

est continue sur ]0,1[ ; elle est prolongeable en une
nt
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fonction continue sur [0,1] (puisque lim —— = 0, lim—— = 1). Donc
: =0 Int t—>1 Int
Iintégrale J ——dt est convergente.
o Int
11.b. En effectuant le changement de variable # = /¢, on obtient

tdt x
f — —f du_J —du
2 Int In #? Inu
On déduit que

f f ~ J;xz dt J;yz di B Y dt J‘yz dt J"Z dt fyz dt
x)—f(y) = . Int , Int . lnt+ y lnt+ » Int y Int
v dt Jyz de  (rdt (7t

=| ——| —dt

Int > Int ), Int ), Int

1—1t
= —d
,[ Int g

11.c. En faisant tendre x vers O et y vers 1 dans I’égalité
Y1—t

F@)-10)=|
. Int

établie a la question précédente on trouve

FIN DU CORRIGE
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Enonce

Sur les classes de similitude de
matrices carrées d’ordre 2

Lobjectif de ce probleme est d’étudier quelques propriétés topologiques des classes de simili-
tudes de matrices carrées a coefficients réels ou complexes en liaison avec la diagonalisabilité.

Notations et rappels

Dans ce probleme, K désigne le corps des réels ou celui des complexes (K = R ou C) et
M, (K) I’algebre des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients dans K ; la matrice identité se
notera I, et toute matrice de la forme AL, avec A €K, est dite une matrice scalaire.

GL,(K) désigne le groupe des matrices inversibles de M,(K).

Pour toute matrice A de M,(K), ‘A désigne la matrice transposée de A, TrA sa trace, detA
son déterminant et Spy (A) I'ensemble des valeurs propres de A appartenant a K.

b

a
Pour A =
our <C d

> € My(K), on pose [|Alls = (|al* + |5 + [e* +|dP) .

On rappelle que deux matrices A et B de M, (K) sont dites semblables dans M,(K) s’il existe
une matrice Q € GL,(K) telle que A = QBQ™, cela revient a dire que A et B sont les
matrices d*un méme endomorphisme de K* dans deux bases en général différentes.

Lensemble # (A) = {PAP™;P € GL,(K)} est appelé la classe de similitude de A dans
M,(K).
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Résultats preliminaires
Quelle est la classe de similitude d’une matrice scalaire de M,(K)?

0 1

2.a. Justifier que, pour tout A €K, E, et F, sont inversibles et exprimer leur inverses.

2.b. soitA=<‘C‘ b

Pour tout A €K, on pose EA:<1 i) et FA:</11 O>.

d

2.c. On suppose que la classe de similitude 7 (A) de A € M,(K) est réduite a un
singleton. Montrer que A est une matrice scalaire.

> € M,(K) ; calculer les produits E AAE;1 et F AAFXI ouleK.

Soient (A} ),y une suite d’éléments de M,(K) et A € M,(K). On suppose que

a b a, b
A= etA,= ("% k) keN.
c d Cp dk
Définition : On dit que la suite (A, ),y converge vers la matrice A si les suites
(@p)rers (Bp)rens (€ )pen €t (dp)pen convergent respectivement vers a, b, ¢ et d.

3.a. Justifier que si la suite (A} ),y converge vers la matrice A alors A est unique.

3.b. Montrer que la suite (A}),cy converge vers A si et seulement si la suite
(II1A, — A”S)/eeN converge vers 0.

3.c. Montrer que si la suite (A}),cy converge vers la matrice A alors les suites
(TrAp)pen et (detAy), oy convergent respectivement vers TrA et detA.

Montrer que si A et B sont deux matrices semblables de M ,(K), elles ont le méme
déterminant, la méme trace et le méme polyndme caractéristique.

Condition pour qu’une classe de similitude de M,(K)
soit fermée

Définition : Une partie £ de M,(K) est dite fermée si toute suite convergente d’éléments
de £ converge vers un élément de Z.

Soit A € M,(K).
l.a. SiSpy(A) = {A, u}, justifier que A est semblable dans M,(K) a la matrice

A0
0 u)’
1.b. SiSpy(A)= {A}, montrer que A est diagonalisable dans M, (K) si et seulement si
A=AL,.
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l.c. SiSpy(A)={A} et A n’est pas une matrice scalaire, montrer que A est semblable

dans M,(K) a la matrice <é /11>

Soit A € M,(K).
2.a. Si A est une matrice scalaire, justifier que la classe de similitude F(A) est fermée.
2.b. SiSpy(A)={A} et A non diagonalisable, on pose

27 o\ /A 1\/2¢ o
Ak_(o 1><o A><o 1>’k€N

Etudier la suite (A} ),y et en déduire que la classe de similitude 4 (A) n’est pas
fermée.

2.c. Si Spg(A) = {A,u}, soit (P/eAPlzl)keN une suite d’éléments de F(A) qui
converge vers une matrice B € M,(K). Soit a €{A, u}.
i) Etudier la suite (P (A — aIz)Plzl) beN
ii) Justifier alors que B est semblable & A et conclure que F (A) est fermée.

et en déduire que det(B — al,) =0.

Montrer que si A € M,(C) alors S (A) est fermée si et seulement si A est diagonali-
sable dans M,(C).

Soit A € M,(R) une matrice telle que Spg(A) =0.
4.a. Justifier que 4detA — (TrA)? > 0. Dans la suite, on pose

2 TrA 1 _
A= 5 <A — %Iz> et A" = 3 <T;A Tri) avec 8 = 4/ 4detA — (TrA)>.

4.b. Montrer que A = —L,.

4.c. On note f ’endomorphisme de R? canoniquement associé 2 A’ et on considére
un vecteur non nul e de R?. Montrer que la famille (e, f(e)) est une base de R? et
écrire la matrice A, de f dans cette base.

4.d. Exprimer A’ en fonction de A, et en déduire que les matrices A et A” sont
semblables dans M, (R).

4.e. Soit (PLAP,"),  une suite d’éléments de F5(A) qui converge vers une matrice
A élément de M,(R).
i) Montrer que TrA = TrA et detA = detA.

ii) Justifier alors que les matrices A et A sont semblables dans M,(R).

Montrer que si A € M,(R) alors S (A) est fermée (dans M,(R)) si et seulement si A
est diagonalisable dans M, (R) ou bien Spy(A) =0.

Un autre aspect de I’étude des classes de similitude de M,(R)
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II.A. Résultats utiles

G € M,(R) une matrice telle que Spp(G) # 0. Justifier que les racines du polynome
caractéristique yg; de G sont toutes réelles.

Soit A € M,(R).

2.a. Vérifier que ||Al|s = v TrA’A.
2.b. Soit U € M,(R) une matrice orthogonale ; montrer que

[1Alls = [UAU]|s = [|'UAU]|s
Justifier que I’ensemble {||[PAP™||s ; P € GL,(R)} posséde une borne inférieure.

La suite de cette partie sera consacrée au calcul de cette borne inférieure et a la caractérisation
des matrices pour lesquelles elle est atteinte ; pour cela, on muni le R -espace vectoriel R? de
son produit scalaire canonique noté (.|.), la norme associée sera notée ||.||.

IL.B. Etude du cas d’une matrice ayant des valeurs propres réelles

Un résultat de réduction : Soit G € M,(R) une matrice telle que Spr(G) #0 ; on
note g I'endomorphisme de R? canoniquement associé a G et on désigne par A et u les
racines de y (éventuellement confondues) ; ce sont les valeurs propres de g. On choisi
un vecteur propre #, de g, associé a la valeur propre 4, qu'on compléte en une base
(ui, ué) de R? et on note (#,,#,) la base orthonormée de I’espace euclidien (R?,(.].))
obtenue en appliquant le procédé de Schmidt a la famille (i, 1,).

1.a. Rappeler les expressions des vecteurs #; et #, en fonction des vecteurs #, et u,.

1.b. On note U la matrice de passage de la base canonique (e, e,) de R? & la base
(uy,u,) ;justifier que U'U =1,.

1.c. On note T la matrice de g dans la base (#,,#,). Justifier que T est de la forme

<§ ,z> , ou a est un réel, et que G = UT*U. Que vaut ||G]|s?

Calcul de la borne inférieure en question : On considére une matrice A € M,(R)
telle que Spp(A) # 0, et on désigne par A et u les valeurs propres de A (éventuellement
confondues).

2.a. Montrer que, pour toute matrice B € S (A), ||B|ls > / A + .
2.b. Montrer qu'il existe « € R tel que, pour tout réel non nul ¢, la matrice

A ta
<o H>€=7R(A)-

2.c. Déduire de ce qui précede que . i;f(A)HBHS =/ 2+
€S
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2.d. Montrer que A est diagonalisable dans M, (R) si et seulement si la borne inférieure
de ’ensemble {|[PAP7'||s ; P € GL,(R)} est atteinte. (pour montrer que la
condition est suffisante, on pourra utiliser le résultat de la question 1.')

II.C. Cas ou la matrice n’a aucune valeur propre réelle

On considére une matrice M € M, (RR) n’ayant aucune valeur propre réelle, ce qui signifie que

Spr(M) =0. On a déja vu que 4detM — (TrM)* > 0, on pose alors & = 4/ 4detM — (TrM)?

et
2 TrM 1 TrM _8
r—Z _ I "_ _ )
M 5‘(M 2 2>’ M 2<8 TrM
On rappelle que M = —1, et on note f I’endomorphisme de R? canoniquement associé a
M.

SiM= <j 2) , justifier que la matrice M’ est de la forme M’ = <; B >, oua, 3

et y sont des réels & préciser en fonction de a, b, ¢ et d, puis vérifier que &>+ Sy = —1.

Pour tout vecteur v = (x, ) de I’espace euclidien (R?,(.].)), exprimer le produit scalaire
(v|f(v)) et montrer qu’il existe un vecteur non nul e € R tel que la famille (e, £ (¢))
soit orthogonale. Justifier que f(e) # 0.

1
Pl @I

(#,, 1,) est une base orthonormée de I’espace euclidien (R?,(.|.)) et écrire la matrice
M, de f dans cette base.

1
Un tel vecteur e étant choisi, on pose #; = ﬂ.e et u f(e) ; Vérifier que
e

On note U la matrice de passage de la base canonique (e;, e,) de R? & la base (#,,#,) ;
justifier que U est une matrice orthogonale et exprimer M’ en fonction de M, puis en

déduire que M=UM, ‘Uou M, == | & ,  étant un réel > 0 a préciser.
2 7 TrM

On sait, d’aprés les parties précédentes, que ’ensemble {||[PMP™!||s ; P € GL,(R)}
posséde une borne inférieure et que les matrices M et M” sont semblables dans M, (R).

5.a. Justifier que inf |[B||s < |[M”||s = v/ 2detM.
BeS (M)

5.b. Montrer que |[M,||s > |[M”||s et que, plus généralement, ||B||s > v 2detM pour
toute matrice B € S (M).

@ Conclure que la borne inférieure de 'ensemble {||[PMP~||s ; P € GL,(R)} est atteinte,
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donner sa valeur et caractériser toutes les matrices de /(M) en lesquelles cette borne
est atteinte.

I1.D. Conclusion

Soit A € M,(R) ; montrer que la borne inférieure de 'ensemble {||PAP~!||s ; P € GL,(R)}
est atteinte si et seulement si la classe de similitude S (A) est fermée.

FIN DE ’ENONCE
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Résultats préliminaires

Soit A une matrice scalaire A = AL, A€ K.
VP € GL,(K), PAP™! =P(AL)P~! = A (PP~") = AL, = A. Donc, T (A) = {A}.

2.a. det(E,)=1etdet(F,)=1, donc E, et F, sont inversibles.

L1 =2\ . [1 0
TR |
o [cA+ta —cX+(—a+d)A+b
2.b. EAE; _< ) o .
- —bA+a b
1_
A= <—b/12+(a—d)/1+c b/l+d>‘
2.c. D’abord, pour tout A € K, les éléments E AAE;1 et F AAFT appartiennent a
T (A).

Si Tx(A) est réduit a un singleton, alors :

VAeK, E,AE;' =F,AF}'
c’est-a-dire
cAta=—-bl+a

c=—bXl+(a—d)A+c

—c X+ (—a+d)A+b=b
—cA+d=bA+d
etdonca=d et b =c=0. Ainsi, A =a.l, et T(A)={A}.

Viek,
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3.a.

3.b.

3.c.

On suppose que la suite (A), ey converge vers la matrice A et vers une matrice

, / b/ )
A= <j, d') de M,(K). Donc, les suites (a3 )rens (25 )pens (€2 )ren €t (dr)ren

convergent respectivement vers 4,b,c et d. De méme ces suites convergent
respectivement vers a’, b’,c’ et d’. On sait que dans K, si la limite d’une suite
existe alors elle est unique. Ainsi,a =a’, b = b’, c =’ et d =d’; et, par suite
A=A
Comme, pour tout k €N, on a :
| —al < [|A, = Alls, [5, — b < [IA, = Alls, lep — ¢ < [IA, — Alls et
: - Nt
|d, —d| <||A, —Allg, donc khm [|A, —Allg =0 équivaut a lim |a;, —a|=0,
400 k—+0c0

lim |5, —5|=0, lim |¢, —c|=0et lim |d, —d|=0

_;+oo /e—»-‘,—oo k—>+00
Ce qui prouve que la suite (A} ),y converge vers A.
Pour tout k €N, Tr(A,) =a, +d;, et det(A,) = a,d;, — bycy.
Silasuite (A}),ey converge vers A, alors les suites (4, +d, )pen €t (@, dp — by ey )pen
convergent respectivement vers 4 +d et ad — bc. Ainsi, klim Tr(A,)=Tr(A) et

—400

lim det(A,)=det(A).
k—+o0

Soient A et B deux matrices semblables dans M, (K), donc il existe P € GL,(K) telle
que A=PBP~.
Tr(A) = Tr(PBP™) = Tr(P~(PA)) = Tr(I,A) = Tr(A).

det(A —X L) =det(P(B—XL,)P™") = det(( “IP)(B-X1,))
det(I,(B — X 1,)) = det(B— X I,) = ¢5(X

Pa(X)

ou ¢, et ¢ désignent les polyndmes caractéristiquent de A et B respectivement.

@D Condition pour qu’une classe de similitude de M,(K)
soit fermée

1.a.

1.b.

1.c.
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Si Spr(A) = {A, u} alors A admet des valeurs propres simples, donc A est
diagonalisable. D’ou A est semblable dans M,(K) a la matrice <é f‘) .

On suppose que Spi(A) = {A}.
A est diagonalisable dans M ,(K) si, et seulement si, dim[Ker(A — A.L)] =2 si,
et seulement si, Ker(A — AL) = M,(K) si, et seulement si, A = A.L,.

On suppose ici que Spy(A) = {A} et A n’est pas une matrice scalaire, donc A
n’est pas diagonalisable et dim[Ker(A— AL)] =1

e Soit ¢; un vecteur non nul de Ker(A — A.L)). D’apres le théoréme de la base



2.a.

2.b.
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incompléte, la famille (e,) étant libre il existe un vecteur e, de M,(K) tel que
(e;,e,) soit une base de M,(K).

Ae, = Ae,
Ae,=a.e;+ [.¢,

Ona : , ot (2, B) € K?, avec a #0.

Donc, A est semblable a la matrice <é a> set f=A

p

. / /
e Ensuite, on pose ¢; = a.e;. On a (e

| »€) est une base de M,(K) et

Iy
Ael = /1.61

.D’ot, A est semblable a la matrice </1 1> .
Ae,=1l.e,+ Ae, 0 4

Si A est une matrice scalaire de M,(K), alors T (A) = {A}.

Toute suite d’éléments de T (A) = {A} est constante, donc convergente et sa
constante A appartient a Tx(A) = {A}. D’ou, T (A) = {A} est fermée.

On suppose ici que Spy (A) = {A} et A non diagonalisable.

Pour tout £ €N, on a

A_z—ko A 1\ (28 o\ _ [r 27*
=\ o 1)\o AJ\o 1)7\o 2
Et, comme lim 2% =0, donc lim A, = </1 O).

k—+0c0 k—+00 0 A
La suite (A})pey d’¢léments de T (A) est convergente. Et, elle converge vers

i qui n’appartient pas & Ti(A), car A n’est pas
diagonalisable. Ainsi, T (A) n’est pas fermée.

On suppose que Sp(A) ={A, u}. Soit @ € {A, u}.

i) Pour tout & € N, P (A — (J{.IZ)I’/;1 = PkAP/;1 — al,. Comme,
la suite (P,AP, '),y converge vers une matrice B de M,(K), donc
(P,(A — a'IZ)szl)/eeN converge vers B — a.I,. D’aprés la question ¢-3-I), la
suite <det(Pk (A— a.Iz)P;1)> Ly COnVerge vers det(B — a.1,).

Pour tout k € N, det(P,(A— oz.Iz)P;l) =det(A—a.1,) =0, donc det(B—a.I,) =0.
ii) D’apresi), ’élément a appartient a Spy (B), donc Spy (B) = {A, u}. D’apres la

la matrice diagonale

. . . . A0 .
question a-1-II), les matrices A et B sont semblables a la matrice 0 .D’ou,

B est semblable a A; et, par suite B € T (A). Ainsi, Ti (A) est fermée.

Soit A € M,(C), donc Sp(A) #0.
D’apres 1-IT) et 2-II), la matrice A est diagonalisable si, et seulement si, Spy (A) = {4, u}
ou (Spx(A) = {A} et A matrice scalaire) si, et seulement si, 7;(A) est fermée.
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b

Soit A = <j d> € M,(R) telle que Spr(A) =0.

212

4.a.

4.b.

4.d.

Le fonction polyndme caractéristique x — ¢/(x) = x* —Tr(A)x +det(A) est un tri-
nbéme n’ayant pas de racines dans R, donc le déscriminant A = (Tr(A))*—4 det(A)
est strictement négatif. Ainsi, 4 det(A) — (Tr(A))* > 0.

Ona
A? = % <A2 “Tr(A)A+ (Tr(f))z .12>
4 bc—owl+(ﬂ—|rd)2 0
RS 0 bc—ad+(ﬂ+d)2
4 2 0
_ AT -
= 5 ; _8_2 = I2

4

.c. D’abord f(e) #0, car f* = —Idg: et e £ 0.

Soit (@, 3) € R? tel que a.e + 3.f(¢) =0. Donc, a.f (e)+ B.f*(¢) =0 cest a dire
a.f(e)— B.e=0.

On obtient ainsi le systeme suivant :

a.e+B.f(e)=0
a.f(e)—B.e=0

Donc,

(af).e+ [3.f(e)=0
a’.f(e)—(af).e=0
On effectue la somme de ces deux équations, on obtient (o + 3%).f(e) = 0; et,

par suite @ = 8 = 0. Ce qui prouve que la famille (e, f(e)) est libre.
Et, comme card({e, f(e)}) =2 =dim(R?), donc (e, f (e)) est une base de R?.

0 -1
Ay :M(e,f(e))<f>: <1 0 >

Ay = M o)) et A= Mg (f), B, est la base canonique de R?. Donc, les
matrices A, et A’ sont semblables c’est-a-dire il existe P € GL,(R) telle que
A'=PA P

, 2 Tr(A)
Comme A =5 A— 5 L, |, donc

S, Ti(A) S Tr(A) S Tr(A)
A:3A+ IZ:?PAP + L=P 3+

12> P! =PA"P~!
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Ainsi, A et A” sont semblables dans M, (R).

4.e. i) Pourtout k € N, Tr(PkAPlzl) = Tr(A) et det(PkAP:) = det(A). D’apres
la question ¢-3-1), les suites (Tr(PkAPlzl))keN et (det(PkAPlzl))keN convergent
respectivement vers Tr(;x) et det(INX). D’ou, Tr(g) =Tr(A) et det([NX) =det(A).

ii) & =4y/4det(A) - (Tr(A)) = \/ 4det(A) — (Tr(A)).

1 - 1 A) -
Donc, A” = 3 <Trg\A) T (SA)> = 5 <Tr§\A) Tr(§)> Et, par suite A” est
semblable & A et A. D’ot), les matrices A et A sont semblables dans M, (R) et
AeTg(A).

Si A est diagonalisable dans M,(R) ou bien Spg(A) = 0, alors d’apres les questions
a-c-2-11) et ii-e-4-11), la classe de similitude Tz (A) est fermée.
Réciproquement, si A n’est pas diagonalisable dans M,(R) et S p (A) # 0, alors d’apres
les questions c-1-II) et b-2-II), la classe de similitude 7z (A) n’est pas fermée.

@il Un autre aspet de ’étude des classes de similitude de
My(R)

III.A. Résultats utiles

Soit G une matrice de M,(R) telle que Spr(G) # 0. Dong, il existe un réel A
appartenant a Spr(G). Le degré du polynome caractéristique de G est deux, donc
(X)) = (X = )(X — u) ott u € K. Et, comme ¢g(X) =X? — Tr(G)X + det(G), donc
Tr(G ) /1 + u €R;et, par suite 4 € R et ¢ est scmde dans R[X].

o _fa b in_ [&+D ac+bd
ED 2. SOltA_<c d)EMZ(R).OnaA A_<ac+bd cz+d2> donc

VIAA) = Val + b+ A +d? = ||Alls.
2.b. Soit U une matrice orthogonale c’est-a-dire ‘' UU=U'U=1L,.
[UAU|ls = 4/Tr((UA'U)'(UA'U))
Ve ( (UA‘U )(U*A*U))
VT (U @A) )
= \/Tr«UU)(A A) = VA'A= Al
On montre de méme ||"U A Ul|s =||A][s.

Pour tout P € GL,(R), le réel |[PAP™"|| est positif. Donc, I'ensemble
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{|IPAP~!||s ; P € GL,(R)} est une partie minorée de R; et, par suite elle admet une
borne inférieure.

IILB. Etude du cas d’une matrice ayant des valeurs propres réelles

l.a.

1.b.

/

Ml
w=——
I /
_ 1 <Ml—(”2|”1) u
B (1) 2 21
Iy = S|\l

U est la matrice de passage de la base orthnormée canonique 3, de R? a la
base orthonormée (1,, #,) de R?, donc U est une matrice orthgonale c’est-a-dire
U'U=L,

My (g)=Get M, ,\(g)=T matrice triangulaire supérieure de M,(R), car #,
vecteur propre de g associé a la valeur propre A. Donc, G et T sont semblables dans
M, (R); et, par suite elles ont les mémes valeurs propres avec les mémes ordres de

multiplicités. Ainsi, T = <é

D’apres la question b-2-11), ||Gl|s = |[|U T ‘Ul|s = ||T|ls = 4/ A + &> + 2.

z>,oﬁaeR,etG:UTU—lzerTfU.

Calcul de la borne inférieure en question Soit A une matrice de M,(R) telle
que Spr(A) # 0. On désigne par A et u les valeurs propres de A (éventuellement
confondues).

2.a.

2.b.

214

Si B est un élément de T (A), alors B est semblable & A ; et, par suite
Spr(B) =Spgr(A) (#£0). D’apres la question précédente c-1-B-I1I), il existe une

Y

matrice T = ,ouy €R, et V matrice orthgonale de M,(R) telles que

0
B=VT?.
Donc, [[Blls = [T'lls = v/ 22+ 2 + 72 = y/ 2+ 2

En utilisant le résultat de la question c-1-B-III), il existe une base orthonormée

(1, ,) de R? telle que M, )(8)= <é Z> ,ou @ €R et g Pendomorphisme

de R? canoniquement associé a A.

D’abord, M, (&)= <é Z) est un élément de TR(A).
1

v ==y

On pose ,ou ¢t € R\ {0}. On a (v;,,) est une base de R? et

t
Uy =1,
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A

=A
g(v) = A, - Done, M, ,\(g) = <O t:> D’ou, pour tout

g(v)=(at)v +u,
’ . /1 ta . N
réel non nul ¢, la matrice 0 u appartient a Tz(A).
2.c. Draprés la question a-2-B-III), le réel 4/ A* + * est un minorant de I’ensemble
{IIP AP~"[ls; P €GLy(R)}.
a a
Soit ¢ > 0. Pour le réel u, il existe £ € N\ {0} tel que u < k . On pose
€ e
a
p | &
B, = ( k).Ona A A2+ 1 <|IBylls < WV A2+ P+ = <A+ te.
0
Ce qui montre que _inf ||B|ls = 4/ A*+ &*.
BeTR(A)

(d) On suppose que A est diagonalisable dans M,(R). D’apres la
question 1-B-III), il existe une matrice orthogonale V de M,(R) et une

matrice T = </1 Z), avec @ = 0, telless que T = V A V. Donc,

0
. i71_1f(A)||B||S =4/ A+ = |T|ls = ||Alls- Ainsi, la borne inférieure de I'en-
€ /r

semble {|[P AP7!||s; P € GL,(R)} est atteinte. Réciproquement, supposons que
A n’est pas diagonalisable dans M ,(R). D’apres la question c-1-B-III) et a-2-B-III),
pour tout B € T (A), ||B||s = \//12 +ut+yr> \//12 + w?. Le réel y est non nul,
car B est semblable a A, donc B n’est pas diagonalisable. D’ot, la borne inférieure
de I’ensemble {||P A P7'||s; P € GL,(R)} n’est pas atteinte.

III.C. Cas ou la matrice n’a aucune valeur propre réelle

Soit M= <j z> une matrice de M,(R) telle que Spr(M) = 0.
a—d  2b
!/ __ _ 5 A
OnaM _g(M— 5 L)= 5. 1% .D’ou,
S S
a—d a—d
a=
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[ 2

[ 5

216

b 2c a+d)? —4(ad — be
s =T Ry

(a—d)
82

Onaaz—}—ﬁy:

On pose X = <;C> .Ona(v|f(v)) =" X(M'X)=a(x* —y*)+(B+7)xy

On suppose a # 0. Et, on choisit y = 1. Pour avoir (v|f(v)) = 0l faut et il suffit que
a x* +(B+y)x —a=0. Comme, le déscriminant A = (8 +7y)* +4a” est positif, donc
I’équation @ x* + (8 +y)x — @ = 0 admet au moins une racine x,. Ainsi, il existe un
vecteur non nul e = (x,, 1) de R? tel que la famille (e, f(e)) soit orthogonale.

Dans le cas ou o =0, le vecteur (0, 1) répond a la question.

e)#0car f2=—I, et e #0.

(elf(e)) = 0 et ||uy]| = 1 = ||u,]|, donc (u,u,) est une base

(taliny) = ——
N PTITTEeT

orthonormée de l’espace euclidien (R?,(.].)).

el
~ _ CIf
Ml - M(”p”z)(f) - ||f(€)|| 0
lell

U est la matrice de passage de la base orthnormée canonique (e;,e,) de R? 3 la base
orthonormée (#,,#,) de R?, donc U est une matrice orthgonale c’est a dire U ‘U =1L,

My = My, () et M'= M, (). Done, M'= UM, U,

, 2 Tr(M)
Comme M =3 M- 5 1, ), donc

S, TrM). & Tr(M) ) Tr(M)
M:EM + 12=3UM1 ,=U[( =M, L |'U=UM,'U
" 1 Trg\M) 4 , llell .
ou = - etf = >
T2\ = T(M) £l

5.a. Les M et M” sont semblables dans M,(R), donc M” € T(M). Et, par suite

f |B|l. <|M”
B‘%’ 1Bl < [IM7]|s

IM’|ls = %\/Z(Tr( 4287 = \/2 Tr(M))* + 2 (4 det(M) — (Tr(M))?)

= 2det(M)
5.b. Ona

Ml = g\/z<Tr<M>>2+82<f2+%>
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= % \/ 2(Tr(M))* + (4 det(M) — (Tr(M))?) (£ + %)

1
Comme /% + 7 > 2 el 4 det(M) — (Tr(M))? > 0, donc

Ml > 5 20N+ 2 (4 dex(V) — (T = /2 den () = [V

Soit B € Tx(M), donc B et M sont semblables; et, par suite S pp(B) = 0. D’apres
la question 4-C-III), il existe une matrice orthogonale V de M,(R) et une matrice

Te(B) —8' ¢/

1

B,=-| & ,oul' >0etd = \/4 det(B) — (Tr(B))?, telles que
7 (B

B=VB, V.

Comme, det(B) = det(M) et Tr(B) = Tr(M) donc § = &".

1
En tenant compte que £ + 7 >2,0ona

IIBlls =V B, “V|ls = [[B,]ls > /2 det(B) = 4/2 det(M).

@ D’aprés la question b-5-C-III), pour toute matrice B € T(M), 4/2 det(M) < ||B|fs,
donc 4/2 det(M) < in fyer apBlls- Et, d’apres la question a-5-C-III), on a I'égalité
2detM)=inf |[B||sc. D’oti, inf ||B||s=]|M" M” € Te(M).
aM)= inf Bl Dot i [1Bl = [M'll e M" € T, (00

Les matrices B de Tz(M) en lesquelles cette borne est atteinte vérifient

Bl = /2 det(M).

D’apres la question b-5-CAII), [|B|ly = 2 det(M) si, et seulement si,
. 1 1 .
I[B,||s = 4/2 det(B) si, et seulement si, 5\/2(Tr(B))2 +8%(0* + ﬁ) = 4/2 det(B) si,

et seulement si,
1
SU*+ 75" 2)=0.0r, & >0, donc |[B||s = 4/2 det(B) équivaut a ¢’ € {—1,1}.

Ainsi, les matrices B de Tz(M) en lesquelles cette borne est atteinte, sont semblables a

1 TI’(M) _— 1 Tr(M> i\ o . -
5( S Tr(M)> ou E< 5 Te(M) c’est-a-dire M” ou ‘M".

III.D. Conclusion

Soit A € M,(R).

Si Tg(A) est fermée (dans M,(R) ), d’apres la question 5-II), A est diagonalisable dans
M, (R) ou bien Spp(A) = 0,et d’apres les questions d-2-B-III) et 6-C-11I), la borne inférieure
de ’ensemble {||P A P!||s; P € GL,(R)} est ateinte.

217




Corrigé | Maths Il — 2008

Réciproquement, On suppose que la borne inférieure de {|[P A P!||s ; P € GL,(R)} est
ateinte.

Soit que Spg(A) # 0, d’apres la question d-2-B-III), la matrice A est diagonalisable dans
M, (R) et, d’apres la question 5-II), la classe de similitude T (A) est fermée.

Soit que Spr(A) =0, d’apres la question 5-1I), la classe de similitude 7z (A) est fermée.

FIN DU CORRIGE
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MATHS I - 2007

Enonce

PREMIER PROBLEME

Soient a et b deux réels strictement positifs ; pour tout entier naturel non nul 7, P, désigne
la fonction polyndmiale définie par

x"(a—bx)"
P,(x)=——, xeR.
" n!

Premiére partie

Soit 7 un entier naturel non nul.

l.a. QuelestledegrédeP,?
1.b. Que peut-on dire de la dérivée k-ieme P(nk) de la fonction P, pour tout entier
E>2n+1?

2.a. Préciser les racines de P, et donner ’ordre de multiplicité de chacune d’elles.

2.b. Donner la valeur de P k)(O) et P(k ( ; ) pour tout entier k € {0,...,n —1}.

Soit k un entier compris au sens large entre 7 et 27.

3.a. Montrer que, pour tout réel x,

n

1
P = 3] ¢l

tp=k-n

n! n!
n—pl(n—rk+p)
On pourra utiliser la formule de Leibniz donmmt la dérivée k-ieme d’un produit.

3.b. En déduire les valeurs de P )(0) et P(/e ( ; ) en fonction de a, b, n et k.

(=b) P x""P(q — bx)'*+P,

a
3.c. Vérifier que sia et b sont des entiers, il en est de méme de P(nk)(O) et Pg")(z).
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Deuxieéme partie

Soit 7 un entier naturel non nul.

2, . . a . .
1.a. Etudier la fonction P, sur le segment [0, —] ; dresser son tableau de variations.

b

. .. a . .
1.b. En déduire que P, est positive et bornée sur le segment [0, —] puis déterminer sa
b

borne supérieure notée 3, : 5, = sup P, (x).
0<x<§

 étant un réel strictement positif, on considere la suite (#,),>, définie par :
n

u,=—,n>1
n!

Wyt1

u,

2.a. Montrer que la suite < > converge vers 0.
n>1

2.b. En deéduire que la suite (#,),,~, converge vers 0.
2.c. Que peut-on alors dire de la suite (3,,),,>, ?

Soit (x,,),~ une suite d’entiers qui converge vers 0. Montrer que ses termes sont nuls
=

a partir d’un certain rang.

Troisiéme partie

On se propose de montrer I'irrationalité de ¢ ; on suppose donc qu’il existe deux entiers

naturels non nuls, notés ¢ et d, tels que = = 7

Pour tout entier naturel non nul 7, on pose

Qn(x):M,xER et In:ann(x)sinxdx.
0

n!

2
w[c
Montrer que, pour tout 7 € N*, 0 < < - <E> , puis en déduire la limite de
n!

Le)e>1-

Montrer soigneusement que, pour tout 7 € N*, I, #£0.

En utilisant des intégrations par partie, montrer que pour tout 7z € N*,
1, =37 QU peor S 4 Z 47~ QU)o +7))
= —)cos(— +k— - cos(k— .

T\ R R TR T 2"

Justifier alors que, pour tout » € N*, I est un entier.
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c
Conclure au sujet de 'hypothese 7w = p] €Q.

DEUXIEME PROBLEME

Dans ce probleme, (X}), >, désigne une suite de variables aléatoires discretes définies sur
un espace probabilisé¢ (2,.4,P), deux a deux indépendantes et prenant leurs valeurs dans
I’ensemble {0, 1} selon la loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[ :

PX,=1)=p et PX,=0=¢g=1-—p, keN"
On définit une nouvelle suite (S, ), de variables aléatoires par

Vn>1,S,=X,+---+X,.

Premiere partie
Préciser Pespérance et la variance de la variable aléatoire X,,, k£ € N*.
Calculer la loi de la variable aléatoire Sy pour tout entier naturel non nul N.

En utilisant un théoréme de convergence dont il faut préciser I’énoncé et en choisissant
convenablement le parametre p, montrer que I'on a ’équivalence

n

, 22?1 ,
S o~ 2 J et dr.
2n"  p—+too [ 0

r=0

Deuxiéme partie

Si x est un réel, E(x) désignera sa partie enticre. Soient ¢ et A deux réels strictement positifs.

Soit x un nombre réel;
. 2
l.a. Six > 1, montrerque e* +x>e".
1.b. Six <1, Justifier que

e 1 1 x
x? % — k( (-
¢ rre ;x (& <(2/e)!+(2/e+1)!>>’

. . 2 ..
puis en déduire que  e* +x > e*. On pourra distinguer les cas 0 < x < 1et x <0.

2
1.c. Montrer que pe_kq +qe’1p < e
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Montrer que, pour tout entier 7 > 1,
S E(n(p—e» ok, ot
P(|Z-p|ze)= X Ciple > Crte

k=0 /e 1+E(n(p+¢))

Montrer que, pour tout entier 7 > 1,

S n n
n —An€ k  A(np—k) b n—Fk k  A(k—np)  k n—k
P< ” p 25) <e <k§_0Cne piq" T+ EO Cre P q >

En déduire que, pour tout entier 7 > 1,
S

P< z e> —Ane <(pe M getry (pe*q+qe_lf’)”>.
n

On pourva remarquer gue p +q = 1.

Montrer que , pour tout entier 7 > 1,

P( S;n_p >E> < 2eXn—ne
puis que
P( S;”—p >s><2€_#

Comparer cette majoration avec celle obtenue en appliquant 'inégalité de Bienaymé-

Tchebychev.

a

Donner, pour tout entier 7 > 1, une estimation de la probabilité de I’événement

U {weﬂ; Su(®) ;s}.

n=>m
Peut-on avoir une estimation de cette probabilité par I'inégalité de Bienaymé-

Tchebychev?

FIN DE ’ENONCE
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PREMIER PROBLEME

Premiére partie

1.a.

1.b.

2.a.

2.b.

3.a.

La fonction polynomiale P, étant le produit de deux fonctions polynomiales de
degré n, elle est donc de degré 2n.

Le polynéme P, étant de degré 27, toutes ces dérivées d’ordre supérieure a 272 + 1
sont nulles, c’est a dire, pour tout £ > 2n + 1, P(nk) =0.

Le polynome P, admet exactement deux racines qui sont 0 et 2/ b, chacune d’elles
étant de multiplicité 7.
Par définition de 'ordre de multiplicité d’une racine on obtient

Vee{o,...,n—1}, P®©)=P"(a/b)=0.
Pour tout k € {n,n+1,...,2n}, la formule de Leibniz permet d’écrire
1 k
(R)( 4\ — (PN (F — n\(k—p)
Pio(x) = n!pzzcgck(x )P ((a—bx)" )P

Les dérivées d’ordre supérieur a n + 1 aussi bien de x — x” que de
x — (a — bx)” sont toutes nulles, on ne garde dans la somme ci-dessus que
les indices p telles que k — 7 < p < 7, ce qui donne

1 n
PR(x) = ~ D> Cl) P ((a— bx)r )k
t p=k—n
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LI N« S L A T
n k(n—p) (n—Fk+p)

n!

= c? (=b)e=Px""P(a— bx)"*+P,
S, = pln—k+p)
n!
3.b. Dapres (3.2.), on a POQ)=C?——(—p)e-7 2 F
a n! a
tP(k) - :C/e—n b)Y — 2n—k _ -1 kP(/e) 0).
e (G) = b = (1))
3.c. Sia et b sont des entiers, alors CZ(—b)k_”aZ"_k aussi. Par ailleurs, puisque
n!
n <k <2n alors 2n — k < n et par conséquent m est aussl entier ; on
n—k)!

¢ dui (k) )2 ~
déduit que PI*(0) et P} (Z) sont des entiers .

Deuxiéme partie

l.a. Lafonction P, étant polyndmiale, elle est continue, de classe C' sur le segment

a
(o, Z] et sa dérivée P/ vérifie

Vie[02], P (x)=—
b " (n—1)

Ce qui donne le tableau de variations suivant :

(a—=2bx)[x(a—bx)]""".

x 0 a/2b alb
P (x) + 0 -
ﬂZn

P(x)|0o /

nl4” b"

1.b. D’apres le tableau de variations de P, on voit que

Vxe[0.7] 0<P,(1)<P,(5);

a
en d’autres termes, la fonction P, est positive sur le segment [0, Z], bornée et

. . d
admet un maximum au point 2 ou elle prend la valeur

ﬂZn
= sup P,(x)=——.
/Bn OSxS% " n!4"b”
. . . , . %71+1 [e4
2.a. Une simplification évidente donne = — 0.
u n+1 n—oo

n

2.b. Par le critere de D’ALEMBERT, on déduit de la question 2.(a) que la série
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numérique E u, converge, et que par conséquent son terme général #, tend
n>1
vers O lorsque 7 tend vers I'infini.

a” 2

) a
2.c. Pour tout entier naturel 7, 5, = — avec « = — >0 ; donc d’aprés la question
"o 4b
précédente, la suite (3,,), converge vers 0.

Si(x,,),, est une suite d’entiers naturels qui converge vers 0, alors pour ¢ = 1/2, il existe
un rang 7, € N tel que |x,,| < 1/2 dés que 7 > n,. Les x,, étant des entiers, on obtient
x,, = 0 pour tout entier 7 > 7,.

II.A. Troisieme partie

Pour tout x € [0,7t], ona O <sin(x) < 1 et d’apres la question (I.B.1.a.), on a aussi

CZn

0<Q,(x)< YTy , donc

Vx e[

CZn

C .
0,=], 0<Q,(x)sinx < ——— YTy

d

En intégrant entre O et 7 on obtient

7.“.2;1
0<l, < 47dn )’
2n
Enfin, la suite étant convergente vers 0, il en est de méme de la suite (L)), .
4°d"n/ n n/n

Pour tout » € N, la fonction x — Q,(x)sinx est continue, positive et non
identiquement nulle sur le segment [0, 7], son intégrale sur ce segment est donc
strictement positive ; en particulier I, # 0.

Par des intégrations par parties successives on obtient, pour tout entier naturel p >
et tout couple (f, g) de fonctions de classe C? sur un segment [, b],

j /) dx—[:if(—nkﬂ% -1 J 7

c
—] aux fonctions x — Q,(x) et

d

cosx, pour p = 2n + 1 et compte tenu du fait que Q

Cette formule appliquée sur le segment [0,

)ﬂ+1 (2n+1)

x — (=1 ) =0et

que cos®)(x) = cos(x + —) donne

JOdQn(x)sin x)dx = [ZQ ) cos( x+k7+ﬂ):|2

Enfin, d’apres la question (.A.2.b.), si 0 < k < 7 — 1, la dérivée k-ieme de QQ,, s’annule
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c
enOeten = 7> cequi permet de restreindre la somme trouvée ci-dessus aux indices

k compris entre 7 et 272. On obtient alors
2 c c kn kr
J Q,(x)sin(x)(x)dx = Z (Qik)(z)cos(z + 5 +m)— Qik)(O) cos(T + 7r)>
k_
Soit 7 € N*. D’apres la question (I.A.3.c.), pour tout 7 < k < 2n, ¢ et d étant entiers,
c
Q(nk)(g) et lek)(O) le sont aussi. D’autre part

c
cos(—

d

par suite I, qui est somme d’entiers est lui méme un entier.

7 7 7
+/e3 + ) :cos(/ez) €{0,1,—1}, et cos(/ez +n)e{0,1,—1}

c
Supposons que 7w = 7 € Q avec ¢,d € N* ; alors d’apres les questions (I.C.1.) et

1.C.4.), 1,),, est une suite d’entiers qui converge vers 0 et d’apres la question (I.B.3.),
les I, sont nuls a partir d’un certain rang, chose qui contredit le résultat de la question
(I.C.2.). On en déduit que 7 n’est pas rationnel.

DEUXIEME PROBLEME

1l Premicere partie

Pour tout k € N*, ’espérance et la variance de la variable aléatoire X, sont donnés par
EXp)=p et V(X;)=pq.

La variable aléatoire S,, est la somme de 7 variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes et suivant toutes la loi de Bernoulli de parametre p, S, suit alors la loi binomiale
de paramétres 7 et p, c’est a dire

S, ()=10,..,n} et Yke{0,...,n}, P(S,=k)=Ctptg"*.

E) Pour p=g=1/2et N=2n% ona
[ 3 ] P q / ,

ZC”Z'H_ZN Z C/e k N k_ZNP<§<SN§§+\/§)_2NP<O<S£ Sﬁ)

Par apphcatlon du théoréme de la limite centrée, dont I’énoncé est donné ci dessous, a
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la variable aléatoire Sy, de notre probléeme et vue que 7 = o = 1/2, on obtient
1 V2

2 1 1
2 éﬁ) —_— — e” 7 dx:—f e_tzdt,
n—co for Jo Vo

Théoreme de la limite centrée : Si (X)), est une suite de variables aléatoires
indépendantes et suivant une méme loi, d’espérance m et de variance o* strictement

P<O< S

~2

le résultat en découle.

positive, alors la variable centrée réduite
G — S,—nm

associée a la variable aléatoire S, = X, + X, + ...+ X,,, converge en loi vers une

variable aléatoire X qui suit la loi normale centrée réduite ; en d’autres termes, pour tous

a,b e RU{Fo0} telsquea < b ona
. S, —nm 1 b
l1mP<a<—<b>:—J e~ 7dt
n—00 O'ﬁ /277: P
Deuxi¢me partie

@D 1.. Six>1alors x* > x et par suite ¥ hxzet zet

1.b. Le développement en série entiére de la fonction exponentielle donne
0 xZ/e

e_z T

Ce qui en séparant les 1ndlces paires et 1mpa1res dans la premiére somme, donne
+o0 x2/€+1 +o0 2/6 1 x

e~ _Z k! _Z (2k +1)! Z +Z 2k</ev T)!Jr(z/eﬂ)!))

d’ou la réponse a la premiére partie de la question posée.

1 1
Par ailleurs, on sait que, pour tout k > 1, ———— < —— < ——, on en déduit

QR +1)! ~ (2k) ~ 2k!

1 x 1 1 _
', et par suite

SE TSI C TRV ICTA TN S

que

e Six >0 alors, pour tout & > 1

exz—ex-f—x;o.
1 b 1 1 1

e Si0<x<lalors,pourtoutk>1, —+ —— < —+ — = —, et par
P k) k1) 2k 2k RSP
suite ¥ — e* + x >0.
l.c. Dinégalité démontrée précédemment appliquée respectivement & x = Ap et
x = —Aq donne
pe M +qe" <=Apg+Apq+pe T +qel P <(ptq)et =,

la derniére inégalité venant du fait que p* < letg* < 1.
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232

Pourtoutn >1,0na

S
P( s ) = P(S, =
= —p|>e >
Eplze
— Z /e n k_|_ Z Ck k n k
k<np—ne kZnp+ne
E(”(P—E))
— Z /e n k+ch k_n— k
k=0 k=1+E(n(p+e))
Soit 7 > 1 alors, pour tout 0 < k < n(p —¢), np —k > ne etdonc 1 < eM”P_k)e_A”";

de méme, pour tout #(p +¢) <k <1,k —np > ne et donc 1 < e &7~

On en déduit que

S Bs) bk _n—k Z k, k_n—k
P<—"—p>5): Chptq ™+ Chprqm™
n k=0 k=1+E(n(p+e))
E(n(p—e)
< e—/lnc’( Anp— kC/ep/eqn /e+ZeA(/e np Ckpleqn k)
k=0 k=1+E(n(p+e))
n
< e-m( Atnp— /eck knk+Zeknpck kn/e)
k=0

Par la formule du bindme de Newton et en remarquant que £ = kp + kg on obtient
Ze/l(np /ecle /e n—k ch qe n k )/e:(pe—ﬂq_i_qe/{p)n

de méme

n
Zciel(/e—np)p/e n—k (pe/lq +qe” )n
k=0
Le résultat en découle.

Des questions (1.c.) et (4.) on déduit

S
P<n

— =P

2 2 e
> E‘> < ze—lns(e/l )n — zenxl —Ane .
Linégalité ci-dessus étant vraie pour tout A > 0, on obtient I'inégalité demandée pour
A=¢/2.
se 7 .y 2, . JOR . 4 . S?l
L'inégalité de BIENAYME-CHEBYCHEV appliquée a la variable aléatoire —, donne

n
S» VS, _ pg
P<;_P >E>< n?e?  ne?’
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&2
et du fait que e™”7 = o (1/n), on voit que, pour 7 assez grand, I’inégalité établie
n—oo

précédemment est bien plus fine que celle obtenue par 'inégalité de BIENAYME-
CHEBYCHEV.

2
. _ne . . .
La série E e” + étant une série géométrique convergente, il en est de méme, d’apres
n=>0

S
'inégalité de la question 5., de la série ZP< ——p|> s). On déduit, grace a la
n

n=>0
o-additivité de la probabilité, que
m€2
) S, S, a2 26T
P(ng”{weﬂ, ;—p >s}> §;P< ;—p 25) §,§n2e 1 _—1_6_4.

Linégalité de BIENAYME-CHEBYCHEV ne permet pas d’avoir une estimation de cette
.y C g oy . . rq [
probabilité car dans celle-ci, la série associée a la suite majorante (—) , est une série
ne

harmonique divergente.

FIN DU CORRIGE
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Enonce

EXERCICE

Pour tout réel x €] — o0, 1[ , on pose f(x) = In(1 — x). Montrer que f est dérivable
sur ] — 0o, 1[ et calculer sa dérivée. Que vaut f/(0)?

. . In(1—x) _, .
Justifier alors que la fonction x — ———, définie sur ] — oo, 1[\ {0}, est prolon-
x

geable par continuité en 0.
Dans la suite, on pose

F(x)= —Lx In1 = 1) de, xe[-1,1[.

t

3.a. Donner le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction
In(1—x)
_—

x
en précisant son rayon de convergence.
+00 xn
3.b. Endéduire que, pour tout x €] —1,1[, F(x)= Z —
n=1
1
4.a. Montrer que la série Z — est convergente. Dans la suite, on admet que
n>1
I
—=—
n=1" 6
n x/e +oo
4.b. Montrer que, pour tout x € [0, 1] et tout entier 7 > 1, Z e <F(x) < Z e
k=1 k=1
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4.c. Démontrer que la fonction F est prolongeable par continuité en 1. On notera
encore F ce prolongement par continuité. Préciser F(1).

5.a. Calculer la dérivée de la fonction g définie sur Pintervalle ]0,1[ par
x — F(x) +F(1—x).
5.b. En déduire que, pour tout x €]0,1[, F(x)+F(1 —x)=F(1) — Inx In(1 — x)

+00
5.c. Déterminer la valeur de la somme E et
n=1 n 2

1
@ 6.2. Montrer que, pour tout x €] — 1, 1[, F(x)+F(—x)= EF(xz).
(="

n2

6.b. Justifier la convergence et déterminer la somme de la série E
n>1

PROBLEME

Dans tout le probleme, R désigne le corps des réels et 7 un entier naturel supérieur ou égal a
2.8i p €N*, on note M, (R) I'espace vectoriel des matrices a coefficients réels, a 7 lignes
et p colonnes ; pour toute matrice A de M,, ,(R), ‘A désigne la matrice transposée de A.

Si p=n, M, ,(R)est noté simplement M, (R), c’est I'algebre des matrices carrées d’ordre
n a coefficients réels ; la matrice identité de M, (R) est notée I,.

Si A € M, (R), onnote C;(A),...,C,(A) les colonnes de A, ce sont des ¢léments de M, ;(R)
; par définition, le rang de la matrice A est la dimension du sous-espace vectoriel de M, (R)
engendré par les vecteurs C,(A),...,C,(A). Le rang de A se note rgA, on note aussi Spp(A)
I’ensemble des valeurs propres de A appartenant a R et TrA sa trace.

Premicre Partie

Calculer le rang de la matrice <; Z)

Soit A € M, (R) ; on désigne par f, 'endomorphisme de M,, ;(R) canoniquement
associé a A. Montrer que

rgA =dim(Imf, ).

Soient U et V deux éléments non nuls de M, ;(R) ; on note #y,..., #, les composantes
deUetvy,...,v, cellesde V. On pose A =U'V.
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3.a. Pour tout couple (,7) d’éléments de {1,..., 7}, exprimer le coefficient 4, ; de la
matrice A a 'aide des #, et des v,,.

3.b. Que vaut la trace de A?

3.c. Exprimer les colonnes C,(A),...,C,(A), de A, al’aide de v,,...,v, et U.

3.d. On suppose que U#0 et V#0 ; montrer que le rang de A est égal a 1.

D On considére ici une matrice A € M, (R) de rang 1.
4.a. Montrer qu'il existe iy € {1,...,7} tel que C; (A) #0.
4.b. Justifier que pour tout j € {1,..., 7}, il existe un réel A; tel que C;(A) = A;C, (A).
4.c. Endéduire que A=X"Y ou X=C, (A)et Y est un élément non nuls de M,, ;(R)
a préciser.
4.d. On suppose que A =X, 'Y, ; Trouver tous les couples (X,,Y,) d’éléments de
M, (R) tels que A =X, Y.

Expliciter les éléments U et V de M, (R) tels que A =U'V ou A désigne la matrice
carrée d’ordre 4 dont tous les coefficients sont égaux a 1.

Deuxiéme Partie

Soit A = U’V une matrice de rang 1, ot U et V sont deux éléments non nuls de M, ;(R).
On pose a = ‘VU et W=(*VV)U.

Calculer A? en fonction du réel o et de A.
Soit £ € N* ; calculer A* en fonction du réel et de A.
A quelle condition nécessaire et suffisante sur o la matrice A est-elle nilpotente ?

On suppose que A n’est pas nilpotente ; montrer qu’il existe A, réel non nul, tel que la
matrice AA soit celle d*une projection c’est a dire (AA)? = AA.

5.a. Justifier que O est valeur propre de A et montrer que le sous-espace propre associé
n’est rien d’autre que {Y € M, ;(R), "VY =0}. Quelle est sa dimension?

5.b. On suppose que a # 0 ; calculer le produit AU et en déduire que @ est une
autre valeur propre de A. Déterminer le sous-espace propre associé et donner sa
dimension.

5.c. Préciser selon les valeurs de @ le nombre de valeurs propres de A.

I Montrer que si @ #0, alors la matrice A est diagonalisable dans M,,(R).
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Justifier alors, dans ce cas, que A est semblable dans M, (R) a la matrice diagonale
dont les coefficients diagonaux sont 0,...,0,a pris dans cet ordre.

On suppose que @ =0 et on désigne par f I'endomorphisme de M,, ;(R) canonique-
ment associé a A.

7.a. A est-elle diagonalisable dans M, (R) ?

7.b. Montrer que U € Kerf et justifier I’existence d’une base de Kerf de la forme
(E,,....E,_,,W).

7.c. Montrer que (Ey,...,E,_,,W,V) est une base de M,, ;(R) et écrire la matrice de
f dans cette base.

7.d. En déduire que deux matrices de rang 1 et de trace nulle sont semblables dans
M, (R).

n

FIN DE ’ENONCE
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EXERCICE

/5 qui est bien définie sur I'intervalle ] — oo, 1[, y est dérivable en tant que composée
des fonctions x — 1 — x et x — Inx dérivables respectivement sur R et ]0,4+o0[ ;

-1
et pour tout x < 1, f/(x) = — en particulier f/(O) =—1.
—x

In(1—x x)—f(0
( >=f( )=/ )—>f/(0)=—1 ; on en déduit que la
x—=0 x—0
fonction en question est prolongeable par continuité en 0.

D’apres ce qui précede

3.a. Le développement en série entiére de la fonction x — [7(1 — x) permet d’écrire,

+00 xn
Vxe]l-1,1[ In(1—-x)=-> "=,

n=1 "
on en déduit que
In(1—x) Foo 1
Vxe]-1,1[, —=-— ,
1= 1L1[ —— Z:; -
. 4 N *\ . ln(l - x)
qui est le développement en série entiére de la fonction x — ———— dont on

x
peut vérifier, par la régle de D’Alembert, que le rayon de convergence vaut 1.

3.b. Soit x €] —1,1[ ; en intégrant terme a terme le développement en série enti¢re de

In(1—1¢)
la fonction ¢ —> ————, sur le segment d’extrémités O et x, on obtient
t
*In(1—1) o x”
F(x)=— f de=>» —.
0 t ; n’
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[ 4 XN

4.b.

5.a.

5.b.

240

1

2 T et la série E

Pourtoutn>2,0ona0g< —

— — est une série
n—1 n

. ,
télescopique convergente ; donc, par comparaison, la série E — converge.

n>1 n
. 1 .
Pour tout x € [0, 1] et tout entier & > 1,0na0 < 7 < 7 ; donc pour tout entier
n > 1ettout x € [0,1],
n x/e 400 x/e +oo 1

gggggzmxgﬁ

Soit ¢ >0 ; la convergence de la série E — assure |’existence d’un entier 7, > 1

n>1 n
+00
tel que, pour tout 7 > 7y, on ait Z — < £/2. On en déduit, grice a la question
k=n+1

précédente, que, pour tout x € [0, 1],

<1 Bol-xf o1 Z1—xF

02 g FR <t 2 52 tef2
k=1 k=1 k:no+1 k=1
T 1— xle

Par ailleurs, puisque Z — 0 lorsque x tend vers 1, il existe 7 €]0, 1] tel

que, pour tout x €]1—7,1[

< ¢/2. 1l en résulte que pour

tout x €]1—1n,1],
+

S | o _ k
O<ZE—F(X)< +e/2<e/24¢c/2=¢.
k=1 k=1
7.52 +o 1
Ceci prouve que la fonction F admet — = Z — comme limite en 1 ; F est donc

kz
2
prolongeable par continuité a gauche en 1 en posant F(1) = o

Les théoremes généraux sur la dérivation montrent que la fonction g est dérivable
sur |0,1[ etona
In(1—x) Inx

1—x’

Vx€lo, 1, g'(x)=

ce qui n’est rien d’autre que la dérivée de la fonction x — —Inx In(1 — x).

La fonction x — g(x)+Inx In(1 — x), a une dérivée nulle sur 'intervalle 0, 1],

donc y est constante ; comme In(1 — x)lnx ~, xInx, alors la limite en O de
x—>

la fonction x — g(x)+ InxIn(1 — x) vaut F(1). Ainsi, la fonction constante
x —> g(x)+InxIn(1 — x) a pour valeur F(1), d’ou le résultat demandé.



5.c.

[ 6 XA

6.b.
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+00
Par définition, F(1/2) = Z

n=1

b \ M JON4
oy et d’apres la question précédente,

2F(1/2) =F(1) = In(1/2)In(1/2) = —(In2)? + %2

d’ou
oo 1 (In2)* =2
Z 2om + -
=1 "2 2 12

+00 L7
. X , . . .
On sait que, pour tout x €] — 1,1, F(x) = E — ; en séparant les indices paires
n=1 1

et impaires on obtient
100 2P +oo 4 2p+l

Vxe]l-1,1[, Flx)=>» — —_—
€=l P =255+ 2 oy

de méme
+Zoo pr +00 x2p+1
Vxe]l-1,1[, F(-x)= - —.
p=1 (2]’)2 p=0 (2]7 + 1)2
D’ou
S = r)
Vxe]l-1,1[, F(x)+F(-x)=2 = —F(x?).
= (2p) 2
—1)
La régle de D’Alembert montre que la série Z ( 2) est absolument convergente
n>1 n

donc convergente ; en faisant tendre x a gauche vers 1 dans la formule de la
question précédente on obtient, compte tenu de la continuité de F en —1,

oln(l—t)d_F e 1F1_ r?
| T = =—gr =T,

Pour conclure, il reste 2 justifier que I’on peut intégrer terme 2 terme, sur le

In(1—1)

segment [—1,0], le développement en série entiére de la fonction ¢ —>
t

Pour cela, il suffit de montrer que
1
Tt

In(1—1¢) &ytk!

Or cect peut étre obtenu en vérifiant que, pour tout ¢ € [—1,0], les deux suites
(S,,(1)),, et (S,,41(2)), sont adjacentes ot (S,,(t)),, est la suite definie par

VneN, V:ie[-1,0],

) 400 (_1);1 7'E2
On obtient finalement E — = .
n=1 n 12
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PROBLEME

Premiere Partie

On remarque que C,(A) = 2C,(A) # 0, donc la matrice A est de rang 1.

On note f, : X+— AX I'endomorphisme de M,, ;(R) canoniquement associée a A.

Pour k € {1,...,n}, si E, désigne I’¢lément de M, ;(R) dont toutes les composantes
sont nulles sauf la k-ieme valant 1, alors (Ej,...,E,) est une base de M, ;(R) et
Ja(Eg) = AE, =C(A), donc

Im(fy ) = Vect (fo(Ey),..., fA(E,)) = Vect(C,(A),...,C,(A)).
On en déduit alors que dimIm(f,) = dimVect(C,(A),...,C,(A)) =rg(A).

n

"y

3.a. OnaA=UV= (vy...v,) ; en notant A = (a; ;) et en effectuant le

n

ny,

produit matriciel UV, on voit que 4 ; = #;,v, pour tout (k,{) € {1,...,n}%.

3.b. Avec les notations de la question précédente, on a :

Tr(A) = i“i,i = Zn: n;v; ="VU.
=1 =1

3.c. D’apres la question 3.(a), la j-icme colonne C;(A) de A est v, U.
3.d. Pourtout j € {1,...,n}, C;(A) € Vect(U) donc rg(A) < 1. Par ailleurs, V #0,

donc il existe j, tel que v, #0 ; ainsi, vu que U#0, on a C]-O(A) =, U #0,
donc rg(A) = 1.

4.a. Lamatrice A étant de rang 1, I'une au moins de ses colonnes est non nulle, d’ou

242

Pexistence d’un indice 7, tel que C; (A) #0.

4.b. Onarg(A)=dimVect (C,(A),...,C,(A)) =1, donc

Vect(Cy(A),...,C,(A)) =R.C, (A)
et les colonnes de la matrice A sont donc toutes proportionnelles a la colonne
C, (A); Cest a dire que pour tout j € {1,...,7}, il existe un réel 4; tel que
C;(A)=A,C, (A), avec en particulier A, =1.

4.c. Dapres le calcul précédent, les vecteurs colonnes de A sont A4,C; (A),

v A,C; (A); le calcul effectué a la question 3.(a) montre alors que
A
A=C, (A).(4;...4,), Cestadire que A=X"Y avec X =C, (A)et Y =

L)
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4.d. Si A =XY, = XY, et rg(A) = 1, alors les vecteurs X, X;, Y; et Y; sont
non nuls. Posons Yy =*“(y,,...,7,), Y; =(2,...,2,). Il existe un indice i, tel

Vi
que C, (A)#0;0rC, (A) =1y, X, =z, X; donc X; = AX, avec A = — #0.
0 0 0 0 Zl

0
Par ailleurs, pour tout élément j de {1,...,n}, C;(A) = y;X, = z;X; = Az;X,
donc y; = Az; et Y; = AY,. Réciproquement, si A # 0 alors on a bien
1
(AXO)t(EYO) = XY, = A. Ainsi, les couples cherchés sont de la forme
1

AXo,
( 0/1

Y,) avec A€ R".

Une vérification immédiate permet de voir que si
1

Uy=V,=

—_ = =

alors A = UV, et, d’apres ce qui précede, les autres couples cherchés sont de la forme
1

AU,
( 0/{

V) avec A€R".

m Deuxiéme Partie

Soit A = U*V une matrice de rang 1, @ ="VU et W = (‘'VV).U ; on remarque que a et ‘VV
sont des réels. On note f, I'endomorphisme de M,, ;(R) canoniquement associé¢ a A.

Par associativité du produit matriciel, A = (U'V)(U'V) = U("VU)'V = qA.

On va montrer par récurrence que, pour tout £ € N*, AF = ¢*F7'A. On sait
déja que A = 1A = oA et A? = oA ; supposons que la propriété est est vraie
jusqu’a l'ordre & et montrons la a 'ordre £ + 1 ; ’hypothese de récurrence donne
A* = a*~A et en multipliant les deux membres de cette égalité par A on obtient
AT = AAF = AP TIA) = T IAZ = P la A = oF AL

Par définition, la matrice A est nilpotente si et seulement s’il existe k£ € N* tel que
AF =0, ceci se traduit par *"'A =0 ; or puisque A est non nulle et £ > 2, alors @ =0.
Réciproquement, si @ = 0 alors A> = @A =0 et A est nilpotente.

Si A n’est pas nilpotente, d’apres la question précédente @ # 0 et on a

1 \* 1 , 1 1
<—A> =—=A"=—aA=-A,

a o? a? a
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1
donc la matrice —A est celle d’un projecteur.
a

5.a. Lamatrice A est de rang 1 et 7 > 2, donc A n’est pas inversible et O est une valeur

propre de A ; le sous-espace propre de A associée a la valeur propre 0 n’est rien
d’autre que le noyau de f, noté Kerf,, et valant

Kerfy ={YeM, (R); AY=0}={YeM, (R); UVY=0}.
Pour tout Y € M, ;(R), ‘VY est un réel, donc, comme U # 0, on a I’équivalence
UNVY = (VY)U = 0 <=' VY = 0;
on en déduit que Kerfy = {Y € M, ,(R); VY =0} et d’apres le théoreme du

rang on obtient dimKerf, =7 —rg(A) = n — 1. En conclusion, O est une valeur
propre de la matrice A et le sous-espace propre associé, est de dimension 7 — 1.

5. On a AU = U'VU = (‘VU)U = U, et comme U # 0 alors a est une
valeur propre de A. Par ailleurs, si X € M, |(R) vérifie AX = aX alors

VX
aX = (UV)X = (‘"VX)U et par suite X = —.U € R.U ; ceci permet d’affirmer

que le sous-espace propre de A associé a la vileur propre o est R.U = Vect(U), et
sa dimension vaut 1.

5.c. oSia =0, la matrice A est nilpotente et il existe donc un entier & > 1 tel que
A* =0 ; on en déduit que, si B € R est une valeur propre de A associé au vecteur
propre Xo, I'égalité AX, = B.X, donne 0 = A¥X, = X, donc B* = 0 puisque
x 7 0 et par suite S =0 ; donc 0 est 'unique valeur propre de A .
oSi o #0, la matrice A admet déja deux valeurs propres qui sont O et « et puisque
la somme des dimensions des sous-espaces propres associés est 7 =dim M, ;(R),
il n’y en a pas d’autres.

@ On vient de voir que si @ # 0 alors la matrice A admet deux valeurs propres

qui sont 0 et @, et la somme des dimensions des sous-espaces propres associés est
¢gale a la dimension de I'espace vectoriel M, ;(R) ; on en déduit que la matrice
A est diagonalisable dans M, (R). En plus, la matrice D de 'endomorphisme f,

dans une base de vecteurs propres de A de la forme (U,...,U,_,,U) est diagonale
0 .- 0

égalleaD=| ¢ . 1 |.Comme les matrice A et D représentent le méme
0 - «

endomorphisme, elle sont semblables.

7.a. Puisque @ =0, la matrice A posséde la seule valeur propre 0 et dont le sous-espace

244

propre associé¢ est de dimension 7 — 1 < n =dim M, ;(R) ; ceci prouve que A
n’est pas diagonalisable.
7.b. Onavuque f(U)=AU = a.U=0donc U€eXKerf ; comme W =(*VV).U est
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un vecteur non nul de Ker/, il existe, d’apres le théoreme de la base incompléte,
une base de ce sous-espace vectoriel de la forme voulue.

n—1
7.c. Soient Aj,...,A,_, B et y des réels tels que : (1) Z’lkEk +[BW+yV=0;
k=1
en appliquant f aux deux membre de (1), et compte tenu du fait que
n—1
f(V) = AV =W # 0, on obtient y = 0 et (1) devient ,3\W+Z:/\,€E,e =0.
k=1
La famille (E,,...,E,_;,W) étant libre on obtient A, =---= A, ;=5 =0.La
famille (E,,...,E,_;, W, V) est donc libre et comme elle a 7 éléments, c’est une
base de M, ;(R).
Puisque f(V)=AV=W et f(W)=f(E,)=---=f(E,_;)=0, la matrice de
0 .- 0
f relativement a la base (E,,...,E,_|,W,V) est égale a :
o ... 0 1
0 ... 0

Ainsi, A est semblable 4 cette matrice.
7.d. Celaprovient du fait que ces deux matrices sont semblables, d’apres ce qui précede,
a une méme matrice.

FIN DU CORRIGE
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Soit 7 un entier naturel non nul et soit p € {1,...,7}. On tire p entiers dans ensemble
{1,...,n}, au hasard, sans remise, et on note X la variable aléatoire réelle égale au plus petit
des entiers tirés. La variable aléatoire X est donc a valeur dans ’ensemble {1,...,7}.

Rappeler la définition de ’espérance de la variable aléatoire X, notée E(X).

n—1

Montrer que E(X) = ZP(X > k).

k=0

3.a. Quelles sont les éventualités possibles pour la variable aléatoire X ? quel est leur
nombre?
3.b. Pour k € {0,...,n — 1}, a quelle condition I’événement {X > k} est-il réalisé?
quel est le nombre des éventualités qui réalisent cet événement?
3.c. Calculer alors la probabilité P(X > k), k € {0,...,7n — 1}, en fonction de 7, k et
p.

D En déduire E(X) en fonction de 7 et p.

n—1

X(X—1
Montrer que E <¥> = Z kP(X > k) et en déduire la variance de la variable
k=0
aléatoire X.
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PROBLEME

Dans ce probleme, R désigne I’ensemble des nombres réels. Par "solution d’une équation
différentielle", on fait référence anx solutions a valeurs réelles définies sur R.

Les trois parties du probléme sont largement indépendantes ; seul le résultat de la question 2
de la premiere partie est utile pour la suite.

Résultats préliminaires

Soient I un intervalle de R, x, €I et f :1— R continue ; pour tout x € on pose
F)= [ s
X0

Justifier que F est dérivable sur I et préciser sa dérivée.

Soit J un intervalle de R, et soient # : ] — R, v : ] — R deux fonctions dérivables a
valeurs dans I. On pose

v

v(x) (x)
Fl(x):f f(t)dt et Fy(x)= ()f(t)dt,xé]

2.a. Exprimer la fonction F; a I’aide des fonctions v et F.
2.b. Montrer alors que F| est dérivable sur J et préciser sa dérivée.
2.c. En déduire que F, est dérivable sur J et préciser sa dérivée.

que %

2.d. Side plus # et v sont de classe C', justifier que F, I’est aussi.

Etude d’une équation fonctionnelle

Soit / : R — R continue telle que

vwwew,fuvm=fxﬁth )
x—y

On suppose de plus que f n’est pas la fonction nulle et on considére un réel a tel que
f(a)#0.
Justifier que f(0)=0.

1 X+a
2.a. Vérifier que, pour tout réel x, f(x) = m J f(r)dr
a X—a

2.b. Montrer alors que /" est dérivable et calculer sa dérivée.
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2.c. En déduire que f est de classe C2.

Montrer que, pour tout couple (x,7) de réels,
S Of0)=fx+9)=fle=y) et fO)f'()=f(x+9)+f(x~y)

f"(a)

On pose A = ———
! f@

différentielle

; déduire de ce qui précede que f est solution de I’équation

z" +z=0. (&)

Etude de I"équation différentielle (€,)
5.2. On suppose que A> 0 et on pose u = v A.

i) Résoudre I’équation différentielle (£,).
ii) En déduire que dans ce cas, il existe un réel non nul A tel que

f(x)=Asin(ux), x€R

puis justifier que A = —.

5.b. On suppose que A <0 et on pose = v —A.

i) Montrer que toute solution de I’équation différentielle (£,) est combinaison
elux + e—/.tx elux — e—/lx
etS, 1x— —————
2 2

ii) En déduire que dans ce cas, il existe un réel non nul A’ tel que
fx)=A §,(x), x€R.
iii) Pour tout couple (x,y) de réels, exprimer C,(x +y) en fonction de C ,(x),

linéaire des fonctions C pix—

P . /I _
C,(),S,.(x) et S, (y) puis justifier que A" = ;
5.c. Si A=0 montrer que, pour tout réel x, f(x)=2x.

I Vérifier que les fonctions trouvées ci-dessus vérifient bien I’équation fonctionnelle (1).
119 Etude d’une fonction

x2

On considere la fonction f définie par f(x) = f v ou In désigne le logarithme népérien.
. In

Justifier que si x > 0 et différent de 1 alors x et x? sont d*un méme c6té de 1 sur la
droite réelle.
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En déduire que le domaine de définition de la fonction f, noté Dy, est égal a
10, 1{U]1, +oo[.

Justifier que la fonction f est dérivable en tout point de son domaine de définition et
exprimer sa dérivée en tout point de Dy.

4.a. Ecrire le développement limité A I'ordre 2 de la fonction In au voisinage de 1.

1 1 1
4.b. Justifier alors que — = +=+4 o (1).
nx x—1 2 =x=1
1
4.c. En déduire que les fonctions f” et x — = possédent des limites finies
nx x-—

A\ N
en 1 a preéciser.

Etude de f au voisinage de 1
5.a. Justifier qu’il existe @ €]0,1] tel que , pour tout x €]1 —a, 1+ a[\{1},
1
‘ <3/2.

Inx x-—1

3|x? — x|

5.b. En déduire que, pour tout x €]1 — o, 1 +a[\{1}, |f(x) —In(1+ x)| < 5

puis trouver la limite de f en 1.

5.c. On prolonge f par continuité en 1 et on note encore f la fonction ainsi obtenue.
Montrer que cette fonction est dérivable en 1 et préciser sa dérivée. (On pounrra
utiliser le théoréme des accroissements finis).

@@ Fftude de f au voisinage de 0

—x
6.a. Montrer que, pour tout x €]0,1[, 0 < f(x) < o een déduire que f est
nx
prolongeable par continuité a droite en 0.

6.b. On note encore f la fonction ainsi prolongée en 0. Préciser f(0) et montrer que
f est dérivable a droite en O ; quelle est la valeur de £7(0)?
Etude de f au voisinage de +oo
Montrer qu’au voisinage de 400, la courbe représentative de f présente une branche
parabolique de direction asymptotique ’axe des y.

Dresser le tableau de variations de f sur [0,+o0[.

Montrer que la dérivée de f est strictement croissante sur [0, +o00[. Quelle conséquence
géométrique cette propriété a-t-elle sur le graphe de f?

Tracer la courbe représentative de f (unité 2 cm).
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Calcul d’une intégrale

1
, t—1
11.a. Montrer soigneusement que l'intégrale [ ——— dt est convergente.
g q g Int 24
0

11.b. Montrer que, pour tout couple (x,y) d’éléments de 'intervalle ]0, 1,

de x
J LA R
Y

> Int y Inu

i 1—t
et en déduire que f(x)—f(y)= J S de.
. In
: . fr-1
11.c. En déduire la valeur de I'intégrale J. —ds.
0 ln t

FIN DE ’ENONCE
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orrigé

Filiére BCPST

EXERCICE

Si X est une variable aléatoire a valeurs dans ’ensemble {1,...,7}, on appelle espérance
de X et on note E(X) le réel

n

E(X)=>_kP(X=k).

k:l

La variable aléatoire X étant a valeurs dans I’ensemble {1,...,7}, pour tout
kefl,...,n},onP(X=k)=P(X >k —1)—P(X > k) ; on en déduit que :

EX) = D k[PX>k—1)-P(X>k)]

2~
Il
-

EP(X >k — 1)—Zn:kP(X>k)

I
M=

k=1 k=1
n—1 n
= D (k+1PX>k)—D kP(X>k)
k=0 k=1
n—1

= P(X>/e)—nP(X>n):nZ_1P(X>/e).
k=0

=0

[

La dernieére égalité résulte du fait que P(X > n) = 0 puisque X est a valeurs dans
{1,...,n}.

3.a. Les éventualités possibles sont les parties de cardinal p de ’ensemble {1,...,7} et
elles sont équiprobables. Leur nombre est donc celui des parties a p éléments de

I’ensemble {1,...,7n} c’est & dire <n>
b4
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3.b. Pourtout k €{1,...,n}, ’événement {X > k} est réalisé si, et seulement si, tous
les nombres tirés appartiennent a I’ensemble {k+ 1,k +2,...,7} ; les éventualités

n—rk
qui réalisent cet événement sont donc au nombre de < > , avec la convention
P

n—rk
habituelle < > =0sik>n—p.
p
n—k

;)

3.c. On déduit de ce qui précede que P(X > k)=

D’apres les questions 2. et 3. (c), et en utilisant la formule du triangle de Pascal, on

obtient :
et i (n—/e) E(;) (n+1) "
EX) =S "P(X> k)= p — v
(0= P> R =2 o =T = =

Par définition, l’espérance de la variable aléatoire X(X — 1)/2 est donnée par

E(

5

254

X(X - 1)

- ) - —Zk (k= )P(X = k)= Z/e(/e—l( (X>k—1)— (X>/e))

= =) k—1PX>k—-1)—=> k(k—1)P(X>k).
2;:1: )P( 2; )P( )

Par réindéxation on en déduit que

X(X—1) = L -
—) Eg(k+1)kP(X>k)—E;Ie(k—l)P(X>k):§kP(X>/e)

Par définition, la variance de la variable aléatoire X est le nombre, noté V(X), défini

par
V(X) = E(X?) - (E(X))*

) 0 - (B
X(X —1)

Donc V(X)= 2E<

Il suffit donc de calculer E(

(3.c.), ce qui donne

(rCD

> en utilisant la formule obtenue a la question

<z>§kp(x>k):§k<”_k> :i(n—j)<;>

k=0 j=1
= (n+1§<;> Z]+1< >

M= T

= (n+1)

()02 (1)

j=1
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= oG )= l)

Donc E<X<X_ 1)) = (n+1)(n = p) , et par suite V(X) = —p(n —pnt 1>.
? (p+1(p+2) (p+2)(p+1)
PROBLEME

Résultats préliminaires

F est une primitive de f', continue sur L, elle est donc dérivable sur I de dérivée égale a

7.

2.a. F, estlacomposée desfonctionsFetv : VYx €], F,(x)=Fouv(x).
2.b. F, estdérivable en tant que composée de deux fonctions dérivables (v est dérivable
sur ] et F est dérivable sur I D o(])), et sa dérivée est donnée par

Vxe], F(x)=2'(x)F(o(x))=2"(x)f(v(x))

2.c. Ilestclair que F, =Fov —Fou, on en déduit que F, est dérivable sur J et que
Vxe], Fy(x)=2v(x)f(v(x)) = u'(x)f (u(x)).

2.d. Etant primitive d’une fonction continue, F est de classe C! sur L. Si de plus # et

v sont de classe C! sur J, alors les fonctions Fo v et Fo # le sont aussi ; ainsi, la
fonction F, est de classe C! sur ] en tant que différence de fonctions de classe C'.

@i [Ftude d’une équation fonctionnelle

En donnant & x et i la valeur 0 on obtient (f(O))2 =0donc f(0)=0.

2.a. On obtient le résultat voulu en donnant a y la valeur 4 dans I’égalité (1), puisque

f(a)#0.

2.b. Lafonction f est continue sur R, les fonctions x — x —a et x — x +a sont
X+a

de classe C! sur R, donc la fonction x — f(t)dt est, d’apres la question
X—a

(1.2.c.), dérivable donc aussi f* avec

1
VreR, f/(x)= m(f(x+a)—f(x —a)).

2.c. Comme f est dérivable, la formule précédente montre que f” ’est aussi et donc
f est deux fois dérivable sur R avec

P 1
VxeR, f (x):m<f/(x+a)—f/(x—a)>.
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256

Donc f est de classe C? sur R puisque f” est continue.

Les mémes arguments utilisés précédemment montrent que la fonction de deux
variables

x+y
gt | r)de
x=y
est dérivable par rapport a x et y et on a

J J
a—g(x,y)=f(x+y>—f(x —y) et g—g(x,y)=f(x+y)+f(x -)-
x y

On obtient alors le résultat demandé en dérivant les deux membres de I’égalité (1) par
rapport a x et y respectivement.

En dérivant les deux égalités de la question précédente par rapport a x pour la premiere
et y pour la seconde on obtient, pour tout couple (x,y) de réels,
S'@fO)=fx+y)=f(x=y) e f@f'G)=/(c+y)=f(x—y),
d’ou
FEf0)=f)f"0), Y(x,y) R
Ainsi, en posant y = a et compte tenu du fait que f(2) # 0, on voit bien que f est
solution de I’équation différentielle
Z'+Az=0
f"(a)
f(a)

avec A= —

On note Iy 'ensemble des solutions de I’équation différentielle (£,).
5.2. SiA>0posons u=+vA

i) (&) est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants et homogene ; son équation caractéristique est x> + A= 0 et comme
A >0, ses solutions sont de la forme x — Asin(ux)+ Bcos(ux) ou A et B sont
des réels :

[, ={x— Asin(ux)+Bcos(ux); (A,B) e R*}.
ii) Puisque f €T, alors il existe un couple (A, B) de réels tel que, pour tout réel
x, f(x) = Asin(ux) 4+ Bcos(ux). Comme f(0) = 0, alors B =0 ; par ailleurs,

en prenant x =a et y = 0 dans la deuxieme égalité établie en (II.3.), on obtient

2
A=—.
U

5.b. Si A<0posons u=+—A

i) (&) est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants et homogeéne ; son équation caractéristique est x* + A =0, et comme
dans ce cas A < 0, ses solutions sont de la forme x — Ae#* +Be ** ol A et B
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sont des réels. Densemble des solutions de I’équation différentielle (£)) est donc
donné par

[, ={x— Ae"* +Be ™ ; (A,B)eR?}.
Comme les fonctions S, et C , sont linéairement indépendantes et appartiennent
a T, espace vectoriel réel de dimension 2, elles forment donc une base de cet
espace vectoriel et on obtient

[,={x—A S,(x) +B C,(x); (A',B)eR?}.
ii) Puisque f €T, alors il existe un couple (A’,B") de réels tel que, pour tout
réel x, f(x)=A’ §,,(x) +B C,(x). Comme f(0)=0, alors B'=0.
iii) Ilestclairque C,,(x£y) =C,(x)C,(y)£S,(x)S (7). La formule (1), compte

tenu de ’expression de /et des formules précédemment établies, permet d’écrire

5 n A/ A/
V() ERY A, (x)8,0)= ;(c,l<x+y>—c/,<x—y>) = ; 28,(x)8,0),

2
En prenant x =y =4 on obtient A’ = — puisque A’ S,( a)#0.
7

5.c. SiA=0, f est affine de la forme f : x — Ax + B, avec (A,B) € R?. Comme
f(0) =0 alors B=0, puis en prenant x = et y = 0 dans la deuxi¢me égalité
établie en I1.3., on obtient A = 2.

@ Réciproquement,
si f(x)=2x, x €R, alors ¥ (x,y) € R?,

x+
f C2tdt = (x 49— (x— ) = 4y = F(X)f (),

-

2
Si f(x) = —sin(ux), x €R, avec u # O alors ¥ (x,y) € R?,
u

x+y 2 -2
|7 Zsintunndr = fcos(uts-4) ~cos(utx =)
-y M “
4
= ?sin([ux sin(uy) = f(x)f ()

2
Sif(x)= ; §,(x), x €R, avec u £ 0 alors V¥ (x,y) € R?,

*+y 2 2 4
Jx_y P S,(t)dt = ?[Cy(x +7)=Culx—y)]= 7 Su(x)-S,(n)=F(x)f ()-

Donc les fonctions trouvées vérifient bien I’équation fonctionnelle (1).

Conclusion : Les solutions non nulles de ’équation fonctionnelle (1) sont les

fonctions de type x — 2x, x — — sin(ux) ou x —> ;S#(x) avec u #£0.
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[7i® Ftude d’une fonction

Sio<x <lalorsO<x?<x<1etsix>1alorsx?>x > 1, ce qui répond a la
question.

1

L’ensemble de définition de f est I’ensemble des réels x tel que la fonction £ — —

nt

soit définie et continue sur le segment d’extrémités x et x* ; ce qui correspond,
d’apres la question précédentes, aux x strictement positifs différents de 1. Ainsi
D, =]0, 1[U]1, +o0l.

La fonction f est dérivable sur chacun des intervalles ], 1 et ]1,+oo[ d’apres la partie
I appliquées aux fonctions # : x — x et v : x — x?, elle est donc dérivable en tout point

de Df etona

4.a.
4.b.

258

2x 1 x—1
: _

VxeDy, fl(x)=

Inx? Inx Inx

Hestclairque Ilnx=In(1+(x—1)=(x—1)— %(x — 174+ o ((x—1)).

x—1
D’apres ce qui précede,
1 1 1

Inx x—1

) 1
1—E(x—1)+xi1(x—l)

et en composant avec le développement limité, a I'ordre 1 au voisinage de 0, de la

fonction t — on obtient
14+¢
Lt <1+1( D+ o (x=1)) ~ bt o (1)
— = . —(x — o(x=1))= —+ o (1)
Inx x-—1 2 x—1 x—1 2 =x-i
, x—1 1 . y
Ona f'(x)= =1+-(x—1)4+ o (x—1),donclimf'(x)=1.
lnx 2 x—1 x—1
1 1 1 1 1 1
D’autre part — — =—-+ o (1),donc lim <— - > =-.
nx x—1 2 =x-1 x=1\lnx x—1 2

Par définition de la limite, il existe @ €]0, 1] tel que, pour tout x €]1—a, 1+a[\{1},

1 1 1 1 3

onait |[— — —— — — — <-.
nx x—1 2 Inx x—-1172

Comme la fonction x — x? tend vers 1 lorsque x tend vers 1, il existe 7 > 0 tel que,
pour tout x €]1— 7,14 n[, on ait |x* — 1| < @. Ainsi, en posant @’ = min(a, ) il
vient que :si x €]1—a’,1+a’[\{1}, alors tout ¢ entre x et x” est dans 'intervalle
11— a,1+ [ privé de 1 et vérifie 'inégalité

1 1

Int t—1

< 1donc

3
<=3
—2
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en intégrant entre x et x*, on obtient

vu%muﬂnﬂﬁf¢i——1)¢k

Int t—1

1 1 3 )
——————-&‘g—u-—ﬂ.
Int t—1 2

sz
X

Comme lin} |x?—x|=0et lirr% In(x+1) = In2, la propriété des gendarmes permet
d’avoir lin}f(x) =In2.
x—
5.c. Lafonction f est continue en 1, dérivable sur J0,+oo[\{1} et lirr%f/(x) = 1. dong,

d’apres le théoreme de la limite de la dérivée appliqué a / sur chacun des intervalle
[1/2,1] et ]1,2], la fonction f est dérivable en 1 et /(1) =1.

1
@ 6.2. Soit x €]0,1[ ; alors x? < x < 1et, pour tout ¢ € [x2,x], ™ < 0, donc

f(x%:szfE—>O. N

>
Int
. -1 , . .. 2
En plus, la fonction ¢ — —— étant croissante et positive sur le segment [x°,x],
nt

on obtient donc

ﬂw=fﬂﬁ—ﬁifi«"L@_¢K:ﬁ

Int J. Int Inx T lnx

. . X . . . . , .

Par ailleurs, lm(lJ —— =0. Ce qui montre, via les inégalités précédemment établies,
xX— nx

que lin% f(x)=0, ainsi f est bien prolongeable par continuité en 0.

X—

6.b. Lafonction f est continue sur le segment [0, 1] et dérivable sur I'intervalle ]0, 1]

et sa dérivée possede O comme limite a droite en O ; le théoréme de la limite de la
dérivée permet alors de conclure que f est dérivable en 0 et #'(0) =0.

Si x > 1 alors x < x? et la fonction ¢ — — est décroissante sur I'intervalle [x,x?] ;
nt

fmaf“<i1.

Int ~ Inx?

. ox—1 . f(x)
Comme lim =400, alors lim
x——+00 lnx x—+00  x

branche parabolique de direction ’axes des y.

on en déduit que

= +00 ; on en déduit que / admet une

ED Tableau de variations de f
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ED st deux fois dérivable sur son domaine de définition et pour tout réel x de D rona
xlnx —(x—1)

fie)= xIn®x

Si'on considére la fonction 4 définie sur R** par : h(x) = x Inx — (x — 1), la fonction
b est dérivable sur R** et sa dérivée en tout x > 0 vaut »’(x) = Inx. On obtient ainsi
le tableau de variations de 4 suivant :

x 0 1 400
h'(x) - 0 +
1 400
h(x) N\ /
0

D’apres le tableau ci-dessus, ' < 0 sur ]0, 1[U]1, 400 et nulle en 1, et par conséquent
1" est strictement croissante sur [0,400[. On en déduit que £ est convexe sur [0,+oo].

Graphe de /" : i

10—

fxz dt
V=) tat

In2 |-~ o

Calcul d’une intégrale
t—1

11.a. La fonction t — est continue sur |0,1[ ; elle est prolongeable en une

nt
. . . .t—1 . t—1
fonction continue sur [0,1] (puisque lim —— =0, et lim —— = 1). Donc
t—0 Int t—1 Int
Tr—1
b 4
I’intégrale J ——dt est convergente.
0 nt

11.b. En effectuant le changement de variable » = Vt, on obtient

fxzdt_fx 2u ; _Jx "
» Int y In #? “= y Inu "
On déduit que

F0O— i) = fxz dr Jyz de (7 de Jyz de J’Cz dt Jyz dr
* = « IntJ, Int ), lnt+ ) lnt+ 2 Int ), Int
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— | —dt

v dr J‘J’zdt 7 dr Yot

cInt J21Int J, Int J, Int

Y1—t

. Int

11.c. En faisant tendre x vers O et y vers 1 dans I’égalité
Y1—t

f0-f0)= |
. Int

établie a la question précédente, on trouve

T1—¢
L ——dt=f(0)— f(1)=—In2.

Int

FIN DU CORRIGE
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Enonce

Notations et rappels

Dans ce probléme, R désigne le corps des nombres réels. On note M,(R) I’algebre des
matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réel ; la matrice identité se notera I, et toute matrice
de la forme AL, avec A € R, est dite une matrice scalaire.

GL,(R) désigne I’ensemble des matrices inversibles de M, (R).

On rappelle que deux matrices A et B de M,(R) sont dites semblables dans M,(R) s’il existe
une matrice Q € GL,(R) telle que A = QBQ™, cela revient a dire que A et B sont les
matrices d’'un méme endomorphisme de R? dans deux bases en général différentes.

Lensemble #(A) := {PAP~!;P € GL,(R)} est appelé la classe de similitude de A.
Résultats preliminaires

ED Soit A= < 0 ;) ; montrer que A est diagonalisable dans M,(R) et préciser une

matrice diagonale qui soit semblable dans M,(R) a la matrice A.

Montrer que si A, B et C sont des éléments de M,(R) tels que A et B soient semblables
dans M,(R), et B et C le soient elles aussi alors les matrices A et C sont semblables

dans M,(R).

Trace d’une matrice : Si A= <j z> € M,(R), on appelle trace de A le réel noté

TrA et défini par TrA=a+d.
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3.a. Montrer quesi (A,B) € (/\/lz(R))2 et A un réel alors TrAA + B = A'TrA + TrB.
3.b. Montrer que si (A,B) € (/\/lz(]R))2 alors TrAB = TrBA.

3.c. En déduire que si A et B sont deux matrices semblables de M ,(R) alors
TrA =TrB.

Déterminant d’une matrice : Si A = j fj, € M,(R), on appelle déterminant

de A le réel noté detA et défini par detA =ad — bc.
4.a. Montrer quesi (A,B) e (/\/lz(R))2 alors detAB = detAdetB.

4.b. Si A = j z € M,(R). Montrer que A est inversible si et seulement si

detA # 0 et exprimer I'inverse de A en fonction de detA, 4, b, c et d.
4.c. Montrer que si A et B sont deux matrices semblables de M, (R) alors detA = detB.

b
d

polynoéme caractéristique de A le polynome noté y, et défini par
ya(x)=det(A—xL), xeR

Polyndme caractéristique d’'une matrice : Soit A = j > € M,(R) ; on appelle

5.a. Montrer que jy,(x)=x? — TrAx +detA, x €R.
5.b. Soit A€R ; montrer que A est une valeur propre de A si et seulement si y, (4)=0.

5.c.  On note Sp(A) ’ensemble des valeurs propres réelles de A qu’on appellera /e
spectre de A ; montrer que Sp(A) # 0 si et seulement si (TrA)? — 4detA > 0.

5.d. Montrer que si A et B sont deux matrices semblables de M, (RR), elles ont le méme
polynéme caractéristique.

01
5.e. Montrer que la matrice A> — TrAA +detA I, est nulle.

L . .- . 11
Etudier la réciproque en utilisant les matrices I, et < .

I Suites de matrices : Soient (A} ),y une suite d’éléments de M,(R) et A € M,(R) ;

a b a, b
on suppose que A= etA,= ("% k) keN.
o o[ b
Définition : On dit que la suite (A, ),y converge vers la matrice A si les suites
(@) e (O )pens (€1 )pen €t (dy,)pen convergent respectivement vers les réels a, b, ¢ et

6.a. Justifier que si la suite (A}),¢y converge vers la matrice A alors A est unique.

6.b. Montrer que si la suite (A}),cy converge vers la matrice A alors les suites
(TrAp)pen et (detAy) oy convergent respectivement vers TrA et detA.
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Réduction des matrices carrées réelles d’ordre 2

On vient de voir que le spectre Sp(A) d’une matrice A € M,(R) est ’ensemble des racines
réelles de son polyndme caractéristique y, ; ainsi Sp(A) est soit un singleton, soit une paire
soit vide.

Soit A € M,(R) une matrice ; on note f I’endomorphisme de R? canoniquement associé a
A, ce qui revient a dire que A est la matrice de # dans la base canonique de R?.

i) Si Sp(A) = {A} ; montrer que A est diagonalisable dans M,(R) si et seulement si
P q g 2
A= AL,

Si Sp(A) = {4} et A non diagonalisable dans M,(R), soit €] un vecteur propre de f
associé a la valeur propre A et ¢ un vecteur tel que la famille (e}, €)) soit une base de
R’.
M /7 /1 a
2.a. Montrer que la matrice de f dans la base (e}, ¢,) est de la forme o 8)
2.b. Justifier que S =Aet a #0.

. .. 1/a O\ [A a\[a O L
2.c. Calculer le produit matriciel < 0 1> < 0 A) < 0 1> et en déduire que la

. . . 1

matrice A est semblable dans M, (R) & la matrice é 1)

Si Sp(A) = {4, u}, on note ¢] (respectivement ¢,) un vecteur propre de f associé a la
valeur propre A (respectivement ).

3.a. Justifier que (], e;) est une base de R? et écrire la matrice de f dans cette base.

3.b. Justifier que A est semblable dans M, (R) a la matrice <é Z) .

4.a. Justifier que 4detA — (TrA)? > 0.

Dans la suite, on pose
2 TrA 1 —
A= 3 (A — TIZ) et A= 5 <T2\A Tri> avec & := 4/ 4detA — (TrA).

4.b. Montrer que A = —L,.

4.c. On note g Pendomorphisme de R? canoniquement associé 3 A et on considere
un vecteur non nul e de R?. Montrer que la famille (e, g(e)) est une base de R? et
écrire la matrice A de g dans cette base.

4.d. Exprimer A" en fonction de A, et en déduire que les matrices A et A” sont

semblables dans M, (R).
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Etude des classes de similitude de M,(R)

II1.A. cas des matrices scalaires

Préciser la classe de similitude d’une matrice scalaire de M,(R).

1

2.a. Justifier que, pour tout réel A, les matrices E et F, sont inversibles et exprimer
leur inverses.

2.b. Soit A= <i Z> € M,(R) ; calculer les produits matriciels E AAET etF AAFT,
AeR.

Pour tout réel A, on pose E;= (é /11> et F)= </11 O> .

On suppose que la classe de similitude & (A) de la matrice A € M,(R) est réduite
a un singleton, ce qui signifie que, pour toute matrice inversible P de M,(R), on a
PAP~! = A. Montrer que A est une matrice scalaire.

II1.B. Pour qu’une classe de similitude soit fermée

Définition : Une partie £ de M,(RR) est dite fermée si toute suite convergente d’éléments
de & converge vers un élément de Z.

Soit A € M,(R) une matrice scalaire ; justifier que la classe de similitude & (A) de A
est fermée.

Soit A € M,(R) une matrice telle que Sp(A) = {4} et A non diagonalisable ; on pose

27 o\ /1 1\/2* o
s Y6 D 9

2.a. Justifier que, pour tout k €N, la matrice A, appartient a3 % (A).
2.b. Pour tout k €N, exprimer les coefficients de la matrice A, et en déduire que la
suite (A} ),y converge vers une matrice B & préciser.

2.c. La matrice B est-elle un élément de .#(A)? la classe . (A) est-elle fermée?

Soit A € M,(R) une matrice telle que Sp(A) = {, u} ; soit (P, AP, "), une suite

d’éléments de ' (A) qui converge vers une matrice C € M,(R).
3.a. Montrer que, pour tout x € R, la suite (P,(A — ’CIz)P:) converge vers la

b
d

3.b. En déduire que, pour tout x €{A, u}, det(C — xI,) =0.

keN
a, b

. a
matrice C — xI,. (On posera C <c ¢ d

>et P, AP :< > keN).
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3.c. Conclure que C est semblable a <g Z) puis justifier que C € #(A).

3.d. Qu’est-ce qu'on vient de montrer?

Soit A € M,(R) une matrice telle que Sp(A) = 0 ; soit (PkAPlzl) pey UnE suite

d’éléments de #(A) qui converge vers une matrice A élément de M,(R).

4.2. Montrer que TrA = TrA et detA = detA. (On pourra utiliser les préliminaires).

4.b. Donner une matrice de M,(R) qui soit semblable, dans M,(R), aux matrices A
ctA.

4.c. Conclure que la classe de similitude . (A) est fermée.

Montrer que la classe de similitude S(A) est fermée si et seulement si A est
diagonalisable dans M,(RR) ou bien Sp(A) =0.

FIN DE ’ENONCE
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PROBLEME

Résultats préliminaires

La matrice A est triangulaire supérieure, ses valeus propres ne sont autres que ses
éléments diagonaux. Soit Sp(A) = {1, 2}. Comme en plus A est d’ordre 2 et qu’elle

.. . . . 1 0
admet deux valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable, et la matrice < est

0 2
semblable 3 A.

Soit P et Q deux matrices inversibles d’ordre 2 tels que : B=PAP~! et C=QBQ ',
alors C = (QP)A(QP)~!. Autrement dit, si A est semblable & B, et B est semblable a C,
alors A est semblable a C.

n_fa b _fa B
501tA_<C d>etB_<y 3>'

3.a. Pourtout A€R, tr(AA+B)=(Aa +a)+ (Ad + &) = Atr(A) + tr(B).

3.5, Ona:AB— aa+by af+by tBA= aa+cf ba+dpf ‘
ca+dy cB+dy ay+c8 by+dé
Donc tr(AB) =aa + by + ¢S+ dy = tr(BA).
3.c. SiA et Bsont semblables, et si P € GL,(R) vérifie B=PAP!, alors
tr(B) = tr(PAP™!) = tr(AP™'P) = tr(A).

Deux matrices semblables ont donc la méme trace.
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4.a.

4.b.

5.a.
5.b.

5.d.

[ 6 X2

270

De ’expression de AB citée ci-dessus, on a :
det(AB) = (aa+by)cB+dy)—(af+by)ca+dy)

= aady+bycf—afdy—byca

= (ad—be)(ad — )

= det(A) det(B).
Si A est inversible, alors det(A)det(A™") = det(I,) = 1 # 0, donc det(A) # 0.
Et si det(A) = 0, alors soit (a,c) = (0,0), dans ce cas A est évidemment non
inversible ; soit (a,¢) # (0,0), et dans ce cas comme ad — bc = 0, alors
a(c,d)—c(a,b) =0, ce qui implique que les vecteurs (a,b),(c,d) sont linéairement
dépendants, et donc que A est non inversible.
Si det(A) #£ 0, soit X = <z1> etY= <$1> deux ¢léments de M, (R). Alors :

2 2
s+ bay =y, [ (be—adys =dy,~by,

cx;+dx, =y, (be—ad)x,=cy, —ay,

1 -
X= d b Y.
det(A) \—¢ a
1 -
On déduit que : A~ = —— d b .
det(A) \—¢ a

SiB=PAP™!, alors, d’apres (4.a), det(B) = det(PAP™!) = det(AP~'P) = det(A).

AX:Y@{

yax)=(@—x)d—x)—bec=x—(a+d)x+(ad — bc)=x* —tr(A)x +det(A).
A est une valeur propre de A si et seulement si A — AL, est non inversible, ce qui
équivaut d’apres la question (I.4.b) a det(A — AL)) =0, soit y,(4) =0.

.c. D’apres ce qui précede, ’ensemble des valeurs propres réelles de A est celui

des racines réelles du trindme X? — tr(A)X + det(A). Il est donc vide si et
seulement si le discriminant A = tr(A)? — 4det(A) est strictement négatif, c-a-d :
tr(A)? — 4det(A) < 0.

Si A et B sont semblables dans M,(R), elles ont la méme trace, et le méme
déterminant, et par conséquent le méme polynome caractéristique.

o o 11
Réciproquement, on voit bien que tr(l,) = 1 = tr <o 1>’ e

0 1
n’est semblable a1, que ).

det(l,) = 1 = det <1 ! , alors qu’elles ne sont pas semblables (puisqu’il

. Par calcul simple, on a :

2
2 _[(a+bc ad—db)\ a b\ _(bc—ad 0
A tr(A>A_<ca—l—dc ch+d? (a+d) c d) 0 bc—ad
= —det(A)l,

Les limites des suites réelles (a;,)pens (O )pens (€3 )ren €t (41 )pen SONt uniques,
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donc la limite de la suite (A}),cy 'est aussi et ona :
L (im e Jim G0\ gy
klim (c) klim (dy) c dj’
Pour tout k €N, on atr(A,) =a;, +d;, quitend vers a + b =tr(A) quand k tend

vers +00 ;
et det(A,) =a,d, — byc;, tend vers ad — bc = det(A) quand k tend vers +oo.

Réduction des matrices carrées réelles d’ordre 2

Si Sp(A) = {A}, alors A est diagonalisable si et seulement si elle est semblable a AL, ce
qui équivaut a Iexistence d’une matrice inversible P telle que A = PAL,P™!, c’est a dire

A=

1.a.

1.b.

L.

D’une part, f(e]) = Ae; ; d’autre part, I'image par / de €] est un vecteur de R?,

ce dernier admet (e, €;) comme base, donc il existe un unique couple (2, 5) € R?
Nt / , 1 .

tel que f(e,) = ae; + Be;. On déduit que :

A a
Mﬂt(e;’e;)(f): <O ﬁ .
Cette derniére matrice étant triangulaire, ses valeurs propres coincident avec ses

¢léments diagonaux, donc 3 € Sp(A) = {4}, ainsi 5 = A. Enfin a # 0 car sinon la
matrice A serait diagonalisable.

(1)/a O\ [A a\fa O\ (A 1

o (5 1) 5) ()= 2)
1 0 0

Etona : éa 1 g 1 =I,.

Donc la matrice é i) , et par suite A, sont semblables a é i)

Si Sp(A) = {4, u}.

2.a.

2.b.

La famille (¢, e;) est constituée de deux vecteurs propres associés a des valeurs
ropres distinctes, elle est donc libre, puis pour les raisons de dimension, c’est

prop puis p

une base de R%.

Dans cette base : Ma f(e;,eg(f) = <é ;)
Si 'on désigne par P la matrice de passage de la base canonique a la base (e], ¢}),

on obtient grice a la formule de changement de base : A = P <é 2> P

Autrement dit, A est semblable a <é 2)
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2.a. D’apres (I.5.c)
2.b. A etl, commutent, donc d’apres (I.5.c) on a
4 tr’(A) 4 tr’(A)
=5 )= y(—det(A) +
2.c. Lafamille (g(e),e) serait liée s’il existe o € R tel que g(e) = ae, dans quel cas, en
appliquant g, on obtient —e = ag(e) = a’e. Donc o?
dans R, on déduit que la famille (e,g(e)) est une famille libre, et constitue par suite
une base de R?, eton a :

0 -1
Mdt(e,g(e))(g): <1 0 > :Al

Si P est la matrice de passage de la base (e;, ¢,) a la base (e, g(e)),alors A’ =PA P~
D’ou

A% = —(A2—tr(A)A +

)Iz =-1

= —1. Ceci étant impossible

S tr(A)

1
A=A+ — = PEA +u(AL)P = SPAP!

1
2
Ainsi, les deux matrices A et A” sont semblables.

Etude des classes de similitude de M,(R)

III.A. Partie A
Si A= AL, alors S(A) = {PAP™! / P € GL,(R)} = {AL,}.

2.a. det(E,)=1=det(F,)#0.DoncE, et F, sont inversibles, et leurs inverses d’aprés
A A A A p
(I.4.b) sont :
E/'=E_; e F'=F_,
2.b. Le calcul donne :

o fatAc b—la+Ad— A _ a—Ab b
AL —< ¢ d—Jc COATIZ Mt da— 26 A+ b

Si S(A) est un singleton, il ne peut étre que {A}. En particulier, pour A = 1, on
obtient :
E/AE_, =A=F,AF_,
Ce qui donne apres calcul simple A =al,, 2 €R.
Réciproquement, d’apres (IIL.A.1), une telle matrice a pour classe de similitude un
singleton.

II1.B. Partie B

S(A) étant un singleton, toute suite d’éléments dans S(A) est la suite constante (A), oy,
donc converge vers A € S(A). On déduit que S(A) est fermé dans ce cas.
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. Pour tout k£ €N, la matrice A, est semblable a <§ /11> , elle méme semblable a

A (d’apresIIL.2.c), donc A, est semblable a A.
A2k

.b. Pour tout k£ € N, on considere la matrice A, = <O P > La suite (A})pen

converge vers AL.

. B= AL, n’appartient pas 3 S(A), la classe de similitude S(A) de A n’est donc pas

fermée.

OnaP,(A —xL)P,;' =P,AP;' — xI, tend vers C — xI, quand & tend vers +oc.
k 25, R, 2 2 q

xc(x)=det(C—xI,) = kh_)n;o det(P, (A — xIZ)P:) = /jingo det(A — xI,) = ya(x).

Donc y(x)=0si et seulement si x € {4, u} =Sp(A).

.c. Lamatrice C admet deux valeurs propres A et u distinctes, donc est diagonalisable

et est semblable a <é 2> , elle méme semblable 2 A. Donc C est semblable a A,

C’est-a-dire C€ S(A).
De ce qui précede, S(A) est fermé.

Ona tr(g) = tr(klim PkAPlzl) = klim tr(PkAPlzl) = klim tr(A) =tr(A) ;
et det(A) = det( lim P AP = lim det(P,AP!) = lim det(A) = det(A).

Comme Sp(A) =0, on a 4det(A) — tr(A)* > 0. Donc 4det(:&) - tr(l’NX)2 > 0. Par
conséquent, d’apres (I.4.d), Sp(A) = 0. Ainsi donc, les deux matrices A et A sont
0 -1

semblables a 0

.c. De la transitivité de la similitude, on conclut que A et A sont semblables, et que

par suite ’ensemble S(A) est fermé.

En conclusion, I’ensemble S(A) est fermé si et seulement si, A est une matrice scalaire,
s1 Sp(A) =0, ou st A admet deux valeurs propres distinctes. Autrement dit, si A est
diagonalisable dans M,(RR), ou si Sp(A) =0.

FIN DU CORRIGE
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