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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours MP,
comporte 4 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction et
a la présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il convient en particulier de

rappeler avec précision les | rétérences | des questions abordées

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repeére ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il
le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

NOTATIONS ET RAPPELS

Dans tout le probleme, K désigne le corps des réels ou celui des complexes (K = R ou C) et n
un entier naturel supérieur ou égal a 2. Si p € N*¥, on note M,, ,,(K) 1’'espace vectoriel des matrices
a coefficients dans K, a n lignes et p colonnes; si p = n, M, ,(K) est noté simplement M,,(K), c’est
I'algebre des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K. Le groupe des matrices inversibles de
M, (K) est noté GL,,(K) et la matrice identité se notera I,,.

Pour toute matrice A de M,, ,(K), ‘A désigne la matrice transposée de A et rg(A) son rang. Si
p = n, Spg(A) représente 'ensemble des valeurs propres de A appartenant a K, Tr (A) sa trace et
X A son polyndme caractéristique ; il est défini par

VAeK, xa(A\)=det(A—A\I,).

Pour tout couple (i, j) d’éléments de {1,...,n}, on note E; ; la matrice de M,,(K) dont tous les
coefficients sont nuls sauf celui de la i-eme ligne et la j-eme colonne valant 1; on rappelle que la

famille (E; ;) 1<ij<n €St UNE base de M,,(K), dite base canonique, et que

Y (i,7,k, 1) € {1,...,n}, E;jEy; = 0;1E;;, avec 6;5, =1sij==Fk et 0 sinon.

Pour tout couple (P, Q) d’éléments de GL,,(K), on notera up et vpg les endomorphismes de
M,,(K) définis par

VM e M,(K), upg(M)=PMQ et vpo(M)=PMQ.
PRELIMINAIRES

1. Soit A = (ai’j) S MH(K)

(a) Pour tout couple (7, j) d’éléments de {1, ..., n}, exprimer les matrices AE); ; et E; ;A dans
la base canonique de M,,(K).

(b) On suppose que, pour toute matrice M € M, (K), AM = MA; montrer que A est une
matrice scalaire, c’est a dire de la forme \I,, avec \ € K.

2. Soit A = (ai,j) S MH(K)

(a) Pour tout couple (7, j) d’éléments de {1, ...,n}, exprimer la trace de la matrice AF; ;.

(b) On suppose que, pour toute matrice M € M,,(K), Tr (AM) = 0; montrer que A est nulle.
3. Montrer que, pour tout couple (A, B) d’éléments de M,,(K), Tr (AB) = Tr (BA).

4. Justifier que, pour tout P, ) € GL,,(K), les endomorphismes up, et vp, conservent le rang.
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Dans la suite du probléme, on admettra que tout endomorphisme ¢ de M,,(C) qui conserve
le rang, c’est a dire tel que

VM e Mn(C), rg(®(M)) = rg(M),
est de la forme up g ou vp g pour un certain couple (P, Q) d’éléments de GL,,(C).

PREMIERE PARTIE

A. Etude des endomorphismes de M,,(C) qui conservent le déterminant

Dans cette section , ¢ désigne un endomorphisme de M,,(C) qui conserve le déterminant, c’est
a dire tel que
VM e M,(C), det®(M)=detM.

Pour tout r € {1,...,n}, on pose K, = I, — J, ot J, est la matrice de M,,(C) définie par

I, 0
n=(%0)
1. Soit s € {1,...,n} et soit A = (a;;) € My(C) une matrice quelconque. Montrer que

det (A\Js + A) est, en fonction de A € C, un polyndme a coefficients complexes de degré
inférieur ou égal a s.

2. Soit M € M,,(C) une matrice derang r € {1,...,n}.

(a) Justifier qu’il existe deux matrices R et S, éléments de GL,,(C), telles que M = RJ,.S.

(b) On pose N = RK,.S ; exprimer, en fonction du complexe ), le déterminant de la matrice
AM + N.

(c) On note s le rang de ®(M ). Montrer que det (A® (M) + ¢(N)) est, en fonction de A € C,
un polynome a coefficients complexes de degré inférieur ou égal a s, puis en déduire que
r <s,c’estadirerg (M) <rg(®(M)).

3. Montrer alors que I'endomorphisme ® est injectif puis justifier qu’il est inversible.
4. Vérifier que 'endomorphisme ®~! conserve le déterminant.
5. Conclure que I'endomorphisme ® conserve le rang et préciser toutes ses formes possibles.

B. Ftude des endomorphismes de M,,(C) qui conservent le polynéme caractéristique

Dans cette section, ® désigne un endomorphisme de M, (C) qui conserve le polynome car-
actéristique, c’est a dire tel que

VM e Mn(C), X = XM
1. Montrer que ® conserve le déterminant et la trace.
2. En déduire qu’il existe un couple (P, Q) d’éléments de GL,,(C) tel que ® = upg ou ® = vpg.
3. Un tel couple (P, Q)) ayant été choisi.

(a) Montrer que, pour tout couple (¢, j) d’éléments de {1, ...,n},Tr (PE; ;Q) = Tr (E; ;).
(b) En déduire que Q = P~1.

4. Préciser alors les endomorphisme de M,,(C) qui conservent le polyndme caractéristique.
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DEUXIEME PARTIE

Dans cette partie, ¢ désigne une application de M,,(C) dans lui méme telle que, pour tout
couple (A, B) d’éléments de M, (C), les matrices ®(A)P(B) et AB aient le méme polynéme
caractéristique.

1. (a) Pour tout quadruplet (i, j,k,1) € {1,...,n}*, calculer la valeur de Tr (®(E; ;) ®(FEy,))-

(b) Montrer alors que la famille (®(E:;)),; ., est une base de M, (C).
2. Soient A et B deux éléments de M,,(C).
(a) Montrer que, pour tout () € {1,...,n}? Tr((®(A+ B) — ®(A) — ®(B))®(E;;)) = 0.
(b) En déduire que ®(A + B) = ®(A) + ®(B).

3. Montrer que ¢ est linéaire puis justifier que c’est un automorphisme de M,,(C).

4. Montrer que, pour tout couple (i,j) d’éléments distincts de {1,...,n}, la matrice E;; est
nilpotente et en déduire qu’il en est de méme pour la matrice ®(E; ;).

5. Dans la suite de cette partie, on notera G = (g, ;)1<i,j<n la matrice telle que ®(G) = I,.

(a) Justifier que, pour toute matrice A € M,,(C), Xa(4) = XAG-

(b) Montrer que, pour tout couple (i, j) d’éléments de {1, ..., n}, le polyndme caractéristique
de la matrice E; ;G est égala (—1)"X""1(X — g;,).

(c) En déduire que la matrice G est diagonale et que G* = I,,.
6. On note ¥ I'endomorphisme de M,,(C) défini par
VAe M,(C), ¥(A)=PAG).

(a) Montrer que ¥ conserve le polyndme caractéristique.

(b) En déduire qu'il existe une matrice P € GL,,(C) telle que
VM e M,(C), ®M)=PMGP™' ou VM e M,(C), ®M)=PG'MP™L
7. (a) Montrer que, pour tout couple (4, B) € (Mn(C))Z, Tr (AGBG) = Tr (AB).

(b) En déduire que, pour toute matrice B € M,,(C), GBG = B.

(c) Montrer alors que G est une matrice scalaire et qu’il existe ¢ € {—1,1} tel que G = ¢1,,.

Qo

. Réciproquement, montrer que si w = c.up p-1 ou w = c.vpp-1,avec P € GL,(C) ete = +1,
alors I'endomorphisme w de M,,(C) vérifie bien la propriété

v (A> B) € (Mn((c))27 Xw(A)yw(B) = XAB-

TROISIEME PARTIE

On rappelle qu'une matrice symétrique B € M, (R) est dite positive si, pour tout vecteur X
de M, 1(R), XBX > 0; elle est dite définie positive si, pour tout vecteur non nul X de My 1(R),
’XBX > 0.

On note S, (R) le sous-espace vectoriel de M,,(R) formé des matrices symétriques ; S, (R) (resp
S+ (R) ) désigne le sous-ensemble de M, (R) formé des matrices symétriques positives (resp.
définies positives).
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1. Soit A € S, (R).
(a) Montrer qu’il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telles que
A = 'PDP. Que représentent pour A les coefficients diagonaux de D ?
(b) Montrer que A est positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives.
(c) Montrer que A est définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont
strictement positives.

2. Soit A € M (R).

(a) Pour tout réel i, exprimer Spg(A + pl,,) en fonction de Spr(A).
(b) En déduire que si A est symétrique, alors il existe a € R tel que, pour tout z > «, la
matrice A + x1,, est définie positive.

Dans la suite de cette partie,  désigne un endomorphisme de S, (R) vérifiant

(S, (R)) = ST (R).

3. (a) Justifier que I,, € ®(S5,(R)) puis montrer que I'endomorphisme & est surjectif.
(b

Justifier que ® est un automorphisme de S, (R).

)
)
4. (a) Montrer que S;f (R) est un fermé de S, (R).
(b) Montrer que ®(S;/ (R)) = S;F(R).

5. Dans cette question, on suppose que n = 2 et que ®(I>) = I.

(a) Montrer que si A € S»(R) possede une seule valeur propre alors ®(A) = A.

(b) Soit A € S3(R) une matrice qui posséde deux valeurs propres distinctes A et 1 ; on
suppose que A > .
i. Justifier que la matrice A — p1lo est symétrique, positive et de rang 1.
ii. En déduire que la matrice ®(A) — plo est aussi symétrique, positive et de rang 1
puis que p € Spr(P(A)).
iii. En utilisant la matrice —A, montrer que A € Spgr(®(A4)).

(c) Conclure que, pour toute matrice A € S3(R), xa(4) = Xa-

FIN DE L’EPREUVE
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CORRICE

PRELIMINAIRES E,;A = Z ap 1 B j By
1<k,l<n
= Z a0k, Fi 1
1<k,I<n
= Zaj,lEi,l car : 5k,j =0sik 75]
=1 =1sik=

= Z a; ki 1
1) a) Ona A= Z CLk’lEkJ, donc : k=1
1<k i<n
AE;; = Z ag by B

1<k,l<n

= E a 101 B j

1<k,l<n
n

:ZakﬂEk’j car : 51’2‘ :08117&2
k=1 =1sil=1




b) AM =MA — AM —MA=0
— AEZJ = EZ,]A

eSS Z CLk’Z‘EkJ — aj,kEi,k =0

k=1
n
= E ag i By — aj B gt
Kisj
i ilij — ajilli; +aji B —aj;Ei; =0
n

e Z ak,iEk,j — CLj’kEi,k + ((Zm’ — ajJ)Em' =0

ki)
Ainsi ag; = ajp =0si k #4,j et a;; = a;; = A, dou M = A,
Tr(Ey;) =0sik#j,

=1sik=j

2) a) On sait que la trace est linéaire et que :

donc Tr(AE; ;) =1Tr <Z ak,iEk,j) = Qj-
k=1

b) Tr(AM) =0=> Tr(AE,;) =0, Vi,j = a;,, Vi j — A=0.
3) Posons A = (a;;),B = (bi,), AB = (Cw) BA = (d;;), on a :

n
E Cii = g E a; ;:br; et on a aussi :

Za,kbkj et T’I“ AB
k=1 1=1 k=1

= Zd“ = Z Z b; par i, en échangeant les indices 7 et k, on

voit bien qule 1 TT(ABZ) lzkEFIT(BA).
4) D’aprés le cours, toute composé a droite ou a gauche par un aut-
morphisme laisse invariant le rang, donc toute multiplication a gauche
ou a droite par une matrice inversible laisse le rang invariant, d’ou
rg(PMQ) =rg(M) et rg(P'MQ) = rg("M) = rg(M)
PREMIRE PARTIE
endomorphismes de M, (C)

A. FEtude des conservent le

déterminant.
1) Posons A\J;+ A =

qui

(bl ) onab“-:

NI

UESn =1

)\Z-Z-+a“- sil<i<setb,;=a,;;dans

les cas restants. det(AJ; + A) , or parmi les b; 5(;), au

2)

3)

4)

5)

maximum s coefficients dépondent de A\ ceux pour lesquels 1 < i < s et
i = 0(i), donc det(AJs + A) = P(A) ou P est un polynome en A\ de degré
inférieur a s.

a) C’est un résultat du cours, qui te dit que toute matrice de rang, r
est équivalente a la matrice J,.

b) det(AM + N) = det (R(\J, + K,)S) = det (R[N — 1)J, + [,,]S) =
det(R) det((A—1)J,. 4+ I,,) det(S) = det(R)(A—1)" det(S), parceque
(A —1)J, + I,, est la matrice diagonale dont les r premiers termes
sont tous égaux a A — 1 et les autres égaux a 1.

c) rg(®(M)) = s, donc IR, S matrices inversibles telles que :
(M) = RJ,S, dott det(AD(M) + ®(N)) = det(ARJsS + P(N)) =
det(R) det(\J, + A)det(S) avec A = R7I®(N)S™, or det(\J, +
A) = P()) ou P est un polynoéme en A de degré inférieur a s, d’ou
det(AP(M) + ®(N)) est un polynome en A de degré inférieur a s.
D’autre part : ® est linéaire et conserve le déterminant, donc
det(AP(M)+P(N)) = det(AM+N) = det(R)(A—1)"det(S), d’aprés
la question précédente, c’est un donc un polynéme en A de degré égal
ar,dour <s.

M € Ker(®) = ®(M) =0 = rg(®(M)) = 0 = rg(M) = 0 car
rg(®(M)) < rg(M), donc M = 0, d’ou ® injective, comme c’est un
endomorphisme en dimension finie alors c’est un automorphisme donc
inversible.

donc det(M) =
conserve le déterminant.

det(D(D1(M))) =

® conserve le déterminant,

det(®~1(M)), donc !

On sait que, rg(M) = max{det(A) tel que A sous-matrice de M}, donc
rg(®(M)) = max{det(B) tel que B = & !(A) sous-matrice de M}
car @' conserve le déterminant, dou rg(®(M)) < rg(M)
car  {det(B) tel que B = d~1(A) sous-matrice de M} C
{det(A) tel que A sous-matrice de M} or rg(M) < rg(®(M)) d’aprés
la question précédente, d’ou 1’égalite, et donc ® conserve le rang.
D’aprés la supposition au début de la lere partie, on conclut que :
O =upgou®=uvpg.



B. Etude des endomorphismes de M,,(C) qui conservent le polynéme
caractéristique.

1)

2)

3)

4)

1)

On sait que les valeurs propres d’une matrice sont exactement les ra-
cines de son polynome caractéristique associé, que son déterminant est
égal a leurs produit et que sa trace est égale a leurs somme, comptées
avec leurs multiplicités. Donc deux matrices qui ont méme polynome
caractéristique ont méme déterminant et méme trace, en particulier ®
conserve le déterminant et la trace.

C’est une conséquence immediate de la propriété admise au début de la
lere partie.

a) Si ® = upg, alors Tr (PE; ;Q) =
conserve la trace.
Si @ = upg, alors Tr (PE;;Q)
T’T’(EZ"]‘).

b) OnaTr(AB)=Tr(BA), quon peut généraliser ainsi :
Tr(ABC) =Tr(CAB), en particulier :
Tr(QPE;;) = Tr(PE;;Q) = Tr(E;;), or la trace est linéaire et
(E; ;) constitue une base de M,,(C) donc Tr(QPM) = Tr(M), pour
toute matrice M € M,,(C), dou Tr((QP — I,,)M) = 0, d’aprés la
question 2.b) lére partie, on déduit que PQ = I,,, d’out Q = P~L.

D’aprés tout ce qui précede on conclut que les endomorphismes qui
conservent le polynome caractéristique sont ceux de la forme upg ou
vpg tel que Q = P71

DEUXIEME PARTIE

Tr(®(E;;) = Tr(E;;) car ®

= Tr(®(Ey;) = Tr('E;) =

a) On a Xewem = donc d’aprés la question 1.B),
lere partie, ®(A)P(B
Tr(®(E:;)2(Er,)) =
0 k0i1-
b) On a Card(®(E;;)) = n? = dim (M,,(C)), pour montrer que c’est
une base il suffit alors de montrer qu’elle est libre.
En effet soit ()\;;) des nombres complexes tels que
Z i j®(E; ;) = 0, on multiplie par ®(Ej,), la trace de la somme

1<i,j<n

XAB;
et AB ont méme trace, en particulier

)
Tr (Ei,jEk,l> = TT(@'JCEZ'J) = ijTT(E“) =

2)

3)

4)

5)

est toujours nulle, tenant compte de la linéarité de la trace et de la
Z NijOikdig =N =0 VEkVI,

1<i,j<n

relation pécédente on obtient :

d’ou la famille est libre.

a) ((2(A+ B) — &(A) — &(B))P(E; ;)
= Tr(®(A+ B)®(E;) - (A)CP( i) = ®(B)®(Ei;))
= Tr(®(A+ B)®(Ei;)) —Tr(P(A ) (Eij)) —Tr (®(B)®(Ei;))
= Tr((A+ B)E;;) — Tr(AE”) Tr(BEm))

= 0 car la trace est linéaire et . distributive par rapport a +

b) Comme la trace est linéaire et que (®(E;;)) est une base
de M, (C) et tenant compte de la question précédente alors
Tr ((P(A+ B) — P(A) —®(B))M) pour toute matrice M €
M, (C), et enfin d’aprés la question 2.b) lére partie, on conclut
que (A + B) — ®(A) — &(B) = 0.

Soit A € C, mn montre comme dans la question précédente

que : Tr((®(AA) —AD(A))P(E;;)) = 0, puis on en déduit que
Tr((P(NA) = AP(A))M)) = 0 V M € M,(C), puis enfin que :
O(AA) — AP(A), d'out ¢ est linéaire.

D’autre part : Soit A € Ker (@), donc Tr(AE; ;) = Tr(®(A)Q(E;,;)) =
0, comme (FE;;) est une base de M, (C), alors Tr(AM) =0 V M €
M., (C), donc A = 0 et par suite ® est injective, comme c’est un endomr-
phisme en dimension finie, alors c¢’est un automorphisme.

E?; = Ei;E; ; = 0;;0;; = 0 car i # j, donc E; ; est nilpotente.

D’autre part : xg(g2, (X) = xp2, (X) = (=1)"X" car E?; =0, en utilisant
le théoréme de Cayley-Hamiltion on conclut que ®(E?} = 0, donc ®(E; ;)
est nilpotente.

a) D’aprés la supposition de la partie 3, on a : xaq¢ = Xa(a)0(@) = Xo(4)
car ®(G) = I,.

b) Tout calcul fait E; ;G est la matrice dont toutes les lignes sont nulle



6)

7)

c)

0 .o 0

sauf la i éme, E; ;G = | gj1 --- Gji 9in |, donc sont po-
0o ... ... 0
0 e .0

lynome caractéristique est (—1)" X" (X — g;.).

Pour i # j, la matrice ®(E;;) est nilpotente, donc xep, ;) =
(=1)"X", or (—=1)"X"HX = g;i) = XB.,6 = Xom,) = (—1)"X",
donc g;; = 0sii # j, dou G est diagonale.

D’autre part, xg2 = xao(@) (1), d’aprés 5.a) 3éme partie, or ®(G) =
I, et G* = Diag(g3,,. .-, 9z,), (matrice diagonale), la relation (1)

devient (—1)"(X — 1)" = (=1)" [J(X = g7,), d'ott g2, = 1 et par
i=1

suite G? = I,,.

Soit A € M, (C), on a : Xy(4) = Xo(ac) = Xac2z = Xa en utilisant

la question 5.a) 3éme partie pour AG et le fait que G* = I,,. Donc

U conserve le polynome caractéristique.

On a ¥ conserve le polynome caractéristique, d’aprés les résultats
de la 2éme partie 3G inversible telle que ¥ = up p-1 ou ¥ = vp p-1,
or ®(M) = ¥(MG™) = U(MG) car G~' = G puisque G? = I,,,
donc ®(M) = ¥(MG) =upp-1 = PMGP ' ou ®(M) = V(MG) =
vpp-1 =P MGP™.

Tr(AGBG) = Tr(AB) car le produit matriciel est commutatif a
'interieur de la trace et que G? = I,,.

D’aprés la question précédente et vu que la trace est linéaire, on
conclut que : Tr ((GBG — B)A) = 0 VA € M,(C), d’aprés la
question 2.b) 1ére partie, on concult que GBG — B = 0.

GBG = B = GB = BG™' = BG et d’aprés 1.b) 1ére partie, on a
G=M, orG*=1,, dou X e {-1,1}.

8) Siw = cupp-1,0n a: XuwAywB) = XePAP-1ePBP-! = XPABP-1 = XAB Car

1)

2)

3)

deux matrices semblables ont méme polynome caractéristique.
Le méme raisonnement est encore valable pour le cas olt w = cvp p-1.

a)

TROISIEME PARTIE

C’est un résultat du cours, qui dit que toute matrice symétrique
peut étre diagonalisable dans une base orthonormée, donc la ma-
trice de passage, P est une matrice orthogonale, donc P! =t P,
d’ott A =! PDP avec D diagonale dont les coéfficients diagonaux
(X\i)1<i<n sont exactement les valeurs propres de A.

! XAX >0VX e R"
! X'PDPX >0VX e R"
—'!'(PX)PDPX >0VX € R"
<—=!'YPDY >0VY € R"
car VY € R",3X = P7'Y tel que y = PX
<—'E,DE; >0Vie{l,...,n}
avec (FE;)la base canonique de R™
= N >ivie{l,...,n}
<= Toutes les valeurs propres de A sont positives

A positive

Meéme raisonnement que ce qui précede.
A€ Spr(A+pl,) < 3X #0 tel que (A+ pul,)X =AX
< 3X #0 tel que AX = (A—p)X
<= X\ — u € Spg(4)
<= X € Spr(A) +pu
Donc Spg(A + pl,) = Spr(A) + u.
<= Spp(A + x1I,) C]0, 00|
D’aprés 1.b) 3eme partie
<= Spg(A) + = CJ0, +00|
D’aprés 2.a) 3éme partie
<= Spr(A4) C] — z,+o0|
<= —x < min(Spg(4)), Yz > «
<= r > —min(Spg(A4)), Yz > «
En prenant o = —min(Spg(A)), on obtient le résultat.
I, € SI(R) ¢ (ST (R)) < Phi(S,(R)), donc IJ €
S,(R) tel que I, = ®(J).
D’autre part, soit A matrice symétrique, d’aprés 2.b) 3eme partie,

A + x1,, définie positive



4)

5)

on peut trouver alpha et x des réels tels que x > a et A+ x1, €
STTH(R) =@ (S (R)), donc 3B € S 1 (R) tel que A+zI, = ®(B),
dou A=®(B)—zl, =d(B)—x2P(J) =d(C)ou C =B —xJ car
® est linéaire, donc @ est surjectif.

b) & est un endomorphisme surjectif, en dimension finie, donc c¢’est un
automorphisme.

Pour réponrde aux deux questions a) et b), on va d’abord montrer que

ST+ (R) = S (R), out A désigne 'adhérance de la partie A dans M,,(R).
En effet, soit A € S (R), donc ses valeurs propres, \; sont positives, d’out

1
A, = A+ %]n € ST (R), car ses valeurs propres, \; + Z sont stricte-

ment positives, de plus . lim A, = A, dou A € §F+(R), et par suite

—+400
SHR) C SH(R).
D’autre part, soit A € S;+(R), alors 34, € ST (R) tel que . linJ} Ay =

A, donc VX € R™ tel que X # 0, on a ‘A, = A, et A, X > 0, en passant
a la limite, quand k& — o0, car les fonctions A ! A et A —t XAX
sont continues sur M, (R), puisque linéaires en dimension finie, on obtient
FA=Aet 'XAX >0, dout A symétrique et postive, d’ott A € S (R) et
par suite : SF+(R) C S (R).

Conclusion : §F+(R) = S;7 (R).

a) ST(R) est fermé car S+ (R) = S;F(R)

b) & autoprphisme, en dimension finie, donc continue et ®~! aussi,
donc pour toute partie A de M,(R), on a : ®(A) = A, or
O (ST(R)) = SIT(R), en passant a l'adhérance, on obtient
® (S (R)) =S (R).

a) A est symétrique, donc diagonalisable, or elle admet une unique va-
leur propre, A, donc D = A5, dott A = P7'ALP = M, et donc
D(A) = D(NL) = AD(15) = Ny = A.

b) 1. A—puls est symetrique car A et I sont symétriques, d’autre part

Spg(A — pulz) = Spg(A) —p = {A p} —p={A —p,0} CRT,
donc A — pls est positive.

On a0 < rg(A— uly) < 2, et p valeur propre de A, donc A
n’est pas inversible, donc rg(A — uly) # 2, de plus A # ply car
admet deux valeurs propres distinctes, donc A — puly # 0, donc
rg(A — uly) # 0, donc rg(A — ply) =1

ii. On a: ®(SS(R)) = S (R), or A — ul, est symétrique, posi-
tive, done 6(A) — uly — 9(A — uly) € @ (SF(R)) = S (R),
symétrique, positive.

Supposons que : rg (®P(A) — uly) = 0, alors ®(A) = ply, =
ud(Iy) = ®(puly), or @ est bijective, donc A = uly, absurde.
Supposons que : rg (P(A) — uls) = 2, alors $(A) — uly est in-
versible, donc n’admet pas de valeur propre nulle, or elle est
symétrique, positive, donc devient symétrique définie positive,
c’est a dire P(A)—uly = P(A—puly) € (ST (R)) = @ (S (R)),
or ® automorphisme, donc A — uly = &7 o ®(A — uly) €
O~ (S (R)) = SFT(R), en particulier A — uly est inversible,
impossible puisque p est une valeur propre de A.

Conclusion : rg (P(A) — ply) = 1, et par suite p est une valeur
propre de ®(A).

iii. Les valeurs propres de —A sont —\ et —u avec —u > lambda,
de la méme facon que dans 5.b.i) on montre que —A + A5 est
symétrique, positive et de rang 1, puis que —®(A) + Ay est
aussi de rang 1, puis on conclut que A est une valeur propre de

B(A).

c) D’aprés ce qui précede on a : Spy(A) = Spr(P®(A)), d'oll xe) =
Xa=X2— A+ )X + M.

Fin.
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours MP,
comporte 4 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références | des questions abordées.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il
le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

Définitions et notations

Dans ce probléme, E désigne le R -espace vectoriel des applications continues de R™ dans R, et
E5 le sous ensemble de E formé des applications de carrés intégrables sur R™.

A toute fonction f € E on associe la fonction, notée ¢ (f), définie sur R* par

YHO) = 7(0) et V>0, p()(r) =+ /0 " f() d.

Si @ est un endomorphisme de F, on dit que A € R est une valeur propre de ® s’il existe f € F
tel que ®(f) = A\f et f # 0; dans ce cas, on dit que f est un vecteur propre de ® associé a \ et
Ker (® — Xidg) s’appelle alors le sous-espace propre de ® associé a la valeur propre .

Premiére partie

1. Soient a et b deux réels strictement positifs.

—at efbt

1-1. Montrer que la fonction t — ef est intégrable sur |0, 400

400 e—at _ e—bt
Dans la suite, on pose  I(a,b) = / — dt.
0
1-2. Montrer que I(a,b) = —1(b,a) et que I(a,b) = I(1,b/a).
+oo —t _ —xt
1-3. On note ¢ l'application définie, pour tout z > 1, par ¢(z) = / % dt.
0

1-3-1. Montrer que ¢ est continue sur l'intervalle [1, +oo].
1-3-2. Montrer que ¢ est de classe C! sur l'intervalle [1, +-00] et calculer ¢'(z) pour z > 1.
1-3-3. Que vaut alors ¢(x) pour z > 17?

1-4. En déduire soigneusement la valeur de I'intégrale /(a, b) en fonction de a et b.

In(1+¢
2. 2-1. Montrer que la fonction ¢ +— {1 +?) est intégrable sur I'intervalle |0, 1].

n

n &

n+1

2-2. Préciser le rayon de convergence et la somme de la série entiere g (-1)
n>0

2-3. Montrer que cette série entiere converge uniformément sur le segment [0, 1].

+oo 2 1 2

1 7 In(1+1¢) T
2-4. 11 E — =—; t 1 —dt = —.
On rappelle que 2 2 6 montrer alors que /0 ; B

Epreuve de Mathématiques I 1/4 Tournez la page S.V.P.
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Deuxieme partie

1. Soit f un élément de E ; on note g la fonction définie sur R par

Va>0, g(a:):/owf(t)dt.

1-1. Justifier que g est de classe C! sur R* et que la fonction v( f) est un élément de E.

1-2. On suppose que la fonction f tend vers une limite finie A lorsque z tend vers +oo;
montrer qu'il en est de méme de la fonction ¢ ( f). Etudier la réciproque.

1-3. Que peut-on dire dans le cas ot cette limite est égale a +o00 ?
1-4. Onpose h(z) =xf(z), x >0.
1-4-1. Montrer que g — ¥ (g) = ¢(h).

1-4-2. En déduire que si f est intégrable sur [0, +oo[ alors ¢(h) admet 0 comme limite en
+oo. Etudier la réciproque.

1-5. Montrer que si f est positive alors, 0 < 1(v/f) < /¥ (f); dans quel cas y’a t-il égalité ?

2. 2-1. Montrer que 1 est un endomorphisme de l'espace vectoriel E.
2-2. Montrer que v est injectif.

2-3. L'endomorphisme %) est-il surjectif ?
3. Soit A un réel non nul.
3-1. Déterminer les applications f de |0, +0o[ dans R dérivables et vérifiant
Ve>0, ef'(z)+(A—1)f(z)=0.
3-2. Pour quelles valeurs du réel X ces fonctions sont-elles prolongeables a droite en 0 ?

4. 4-1. Est-ce que 0 est valeur propre de v ?

4-2. Montrer quesi f € E est un vecteur propre de ¢ associé a une valeur propre p alors f est
une fonction dérivable sur |0, +oo].

4-3. Déterminer 1’ensemble des valeurs propres de 9 et préciser pour chacune d’elles le sous-
espace propre associé.
Troisieme partie

1. 1-1. Montrer quesi f et g sont deux éléments de E», leur produit f g est une fonction intégrable
sur RT,

1-2. Montrer alors que E; est un sous-espace vectoriel de E.

“+oo
1-3. Montrer que l'application (f, g) — / f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur Ej.
0

Dans la suite, ce produit scalaire se notera (.|.) et ||.|| désignera la norme associée.

2. Soit f un élément de E» ; on note toujours g la fonction définie sur R* par

Vo >0, g(x):/ozf(t)dt.

Epreuve de Mathématiques I 2/4 —
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2-1. Calculer la limite en 01 de la fonction ¢ — @.

Q)

+2

2-2. Montrer que, pour tout réel b > 0, la fonction ¢ — est intégrable sur |0, b] et que

b b 2 b
[owrwa= [ S a - w2 [ roenoa
0 0 0

2-3. En déduire que, pour tout réel b > 0,

/Obw(f)g(t) dt <2 </Ob F(t) dt)é </Ob¢(f)2(t) dt); :

2-4. Conclure que ¢(f) € Ex et que [|[9(f)] < 2|f]l-

2-5. On note 9 'endomorphisme induit par ) sur F>. Que peut-on alors dire de 13 en tant
qu’endomorphisme de I’espace vectoriel normé (Es, ||.||) ?

3. Soit f un élément de Es.

3-1. En utilisant la formule (1) montrer que la fonction z — z(f)?(z) tend vers 0 lorsque =
tend vers +o0.

3-2. Montrer alors que (¥(f)|v(f)) = 2(f|v(f)).

4. Soit f € E» une fonction telle que || (f)|| = 2||f||- Calculer [[40(f) — 2f||? et montrer que f est
la fonction nulle.

Quatrieme partie

1. On considere un réel a > 0 et on note f, la fonction définie sur R* par f,(z) = e %, z > 0.
1-1. Montrer que la fonction f, € E» et calculer || f,||°.
1-2. Calculer ¢ (f,)(x) pour tout = > 0 puis donner les valeurs de (f,|1(f,)) et de Hw‘%“l‘) | .
2. On considere la fonction f définie sur R™ par f(z) = . _li_ e 0
2-1. Calculer ¢(f)(x) pour tout = > 0.
2-2. Vérifier que f € E5 et montrer que (f|¢(f)) = /01 (ln(1t+ t) 111_1:75) dt.
2-3. Trouver une primitive de la fonction ¢+— ln(lt—l— t) + 11:l-tt puis calculer W‘%‘)H

3. Montrer plus généralement que si f € F» est positive, décroissante et non nulle, alors

[KaeRll
> V2.
I1£1]
_ N PO ot con
4. 4-1. Montrer que l'application f —— G est continue sur Ey \ {0}.
4-2. En déduire que {W ; feEy\ {O}} est un intervalle contenu dans 0, 2[.

Epreuve de Mathématiques I 3/4 Tournez la page S.V.P.
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5. Dans cette question, on va montrer ces deux ensembles coincident.

5-1. Pour tout s €] — 1, —%[ on note f, la fonction définie sur R par
fs(0) =0, fs(t) =t> sit>1, et f,affinesur [0, 1].

5-1-1. Vérifier que fs € E» et calculer || f;||* en fonction de s puis en donner un équivalent
lorsque s tend vers —3.

5-1-2. Calculer ||¢)(fs)||? en fonction de s et en donner un un équivalent lorsque s tend vers
1

5-1-3. En déduire que la borne supérieure de I’ensemble {W ; f€ B\ {0}} vaut 2.

5-2. Soit @ > 0; on note f la fonction définie sur R* par
ft) =t site0,1], et f(t) =t site(l,+oof

5-2-1. Vérifier que f € Es et calculer || f||? en fonction de a.
5-2-2. Calculer [[4(f)||* en fonction de o et en donner un équivalent au voisinage de +oo.

5-2-3. En déduire que la borne inférieure de I'ensemble {W i fe B\ {0}} est nulle.

FIN DE L’EPREUVE

Epreuve de Mathématiques I 4/4 FIN
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1)

a)

c)

Premiere partie
e—at o €_bt
Au voisinage de 0 : On sait que ¢! = 1+t +0(t), donc — =
b—a+ o(l) ~ b— a intégrable au voisinage de 0.

1 e—at o €_bt
Au voisinage de +oo : On sait que e™® = o (;) , donc — =

1
) (t_2) intégrable au voisinage de +o00.

I(a,b) = —1(b,a), trés evident.
Posons : u = ta, donc :

oo —at _ _—bt +oo —u __ —gu b
1@@:/ f_7£_ﬁ:/ i__i_mzfg_)
0 0 u a

—1 —xt

et —e :

(z,t) +— est continue sur
[1, +00[xR* en tant que somme, rapport de fonctions continue,
qui ne s’annule pas. En (z,0) on a : f(x,t) ~ z — 1 continue,

donc f est continue sur [1, +oo[xR.

i. L’application : f

D’autre part : pour z € [a,b] C [1, [on a:
ot _ o—at ot _ ot et _ bt
—| = < qui est continue,
t t t
intégrable sur ]0, +o00[, donc ¢ est continue sur [1,4o00].
af

ii. Pour z € [a,b] C [1,+00[ on a : = e " < e continue,

o
intégrable sur [0, +o00[. Donc ¢ est de classe C* sur [1, +00[, avec

+o0 1

o'(z) = / e dt = —.

0 x

iii. D’aés le raisonnement fait dans la question précédente, on a :

2)

o(x) = %, donc p(z) =Inz + K, or (1) =0, d'ou K = 0 et
donc p(z) =Inz.

> 1, donc I(a,b) = I1(1,2) = (2) =In ().
> 1, donc :

I8 = (3) =~ () = (2).

b) =In ( )
In(1+¢
Au voisinage de 0 : on sait que In(1+¢) = t+o(t), d’out n( t+ ) ~1

In(1+1¢)

Sib>a,alors x =
Sib<a,alorsx =
I(a,b) = —I(b,a)
Conclusion : I(a,

e o

(=

Q|

intégrable au voisinage de 0, donc t +— est intégrable sur
10, 1].

(=1)"
n+1’

Qp+1
G,

liIE = 1, donc le rayon de
—1)»
convergence de la série Z %x”
o™ +

Posons a, = on a

est égal a 1, dont la somme

In(1+ 2z . . : , , . N
est Q, puisqu’il s’agit de son développement en série entiere.
x

n—+1

Pour z € [0, 1] fixé, on vérifie faciulement que la série Z

n>0

est une série alternée, donc vérifie le critere spécial, en prticulier
k

(-1
k+1

la majoration du reste par son 1lér terme, donc E

k>n
(=" . ,
?x < R donc le reste converge uniformément vers 0, et
n

par suite la convergence de la série sur [0, 1] est uniforme.




1)

1+°0 i
/ t"dt D’aprés 2.2

+00o o
=> / D gy
v n—+1
Car la convergence est uniforme sur [0,1]
+0o n
¥
—~ (n+1)
- | - |

:;<2p+1>2 _p§<2p+2>2

d) / lnl—i—t
0

On divise la somme en deux n = 2p,n =2p+ 1

o 1
n2 2p Z()(210—|r2)2
n2 B
R 1 R |

Car = —
;@mz Z<>
T 1 &
=2 575222
n:ln 2p—1p
11
92 n?
:1+ +
X1 21
Car Z— = —
2 2
n:ln p—lp
12

Deuxiéme partie

a) g est de classe C!, en tant que primitive de f qui est continue.
On a () () = 22

Pour = # 0, le théoreme des accroissement finie, donc g(z) — g(0)

pour z > 0, donc ¢ est continue sur RY .

c)

zg'(c) avec ¢ compris entre 0 et x, d’ou ¢¥(f)(z) = f(c) — f(0) =
»(f)(0) car g(0) =0 et ¢’ = f continue, donc ¥ (f) est continue sur
R*, autrement dit ¢ (f) € E.

lim f(t) = A= Ve >0, JA > 0 tel que |f(t) — | <

t——+o0

A, donc pour x > A on a :

p(x) — Al = /f Hdt - Aa

/0 dt—/o )\dt'

/Wﬂw—ww

[ﬂﬂw—

=+ [ =sa < [ -va

A
/Iﬂﬂ—Mﬁ

1
X
1 A
T
x

vt >

A| dt

||—tH|}—tH|}—tH||—tH||—t

lim — =0
rx——+00 I
La réciproque est fausse, prenons pour contre-exemle la fonction

f(t) = cost, on a: ¥(f)(x) = sin

que lim cosx n’existe pas.

T——+00

— 0 quand * — 400, alors

lim f(t) =

t——+o00

donc

+oo = VB > 0, 3A > 0 tel que f(t) >

B
Z o> A
= !



d)

e)

1
o(f ; /f(tdt+/ f(t)dt)
21 K+ B( A))
T 2
_K z—AB
* L 2g +_AB B
>B car lim — + — ==
r—-+oco I X 2 2

Donc 1_1)13 P(f)(x) = 4o0.

i. Dans ¥ (h) on va utiliser une intégration par partie, en posant
u=x,v" = f,doncu' =1,0v=g,dou:

s =1 [T = (ool - [ ato)

~gle) = [ 9t = gta) = vig)a)

T

ii. f est intégrable sur [0,+oo], donc ¢(z) = f(t)dt admet

0
une limite finie en +oo, d’aprés la question 1.2) ¥ (h) ad-
met aussi la méme limite en +o0, or ¥)(h) = g — ¥(g), donc

1irJ1rf1 W(h)(z) = 0.

La réciproque n’est pas toujours vraie, prenons pour contre-

—x

exemple f(z) =

o1 1 [ 1
c - —, alors que ¥(h)(z) = —/ e tdt = —(1—e ™) — 0,
x x z Jo x

quand x — 4-00.

VI>0etz>0,donc (v f)(x /\/ t)dt > 0.

en utilisant 1’1negahte de Cauchy-schwarz pour 1 et

%/;\/ﬁdt < %\//Oxdt\//:f(t)dt

1

3 [ s =i

On aura égalité, s’il y a égalité dans I'inégalité de Cauchy-schwarz

, non intégrable au voisinage de 0, car
x

D’autre part :

V/f, on aura :

2)

3)

4)

pour 1 et /f, donc s’ils sont proportionnels, c’est a dire f est
constante.

Il est clair que ¥(f 4+ Ag) = ¥(f) + A(g), n’oubliez pas de le men-
tionner pour x = 0, donc v est linéaire.

D’autre part d’aprés 1.1) ¥(f) € E, Vf € E, donc ¢ est un endo-
morphisme de E.

fe Ker(zp) :>¢ )=0, Vx>0

:/f t)dt =0, Vx>0
= f(z)=0,Vzx >0
Donc 1 est inJectlve

D’aprés 1.1) on peut affirmer que ¢(f) est de classe C' sur R%, donc
toute fonction de E qui ne l'est pas ne peut pas étre de la forme
W(f), c’est a dire n’admet pas d’antécédant, donc 1) n’est pas sur-
jective. F'(z) = |xr — 1| est un exemple de fonction de E qui n’est
pas de classe C' sur R, car non dérivable en 1.

I1 s’agit d’une équation différentielle linéaire du 1ér ordre a
coéfficients non Constant dont la solution est :

/ tdt 1—X 1—X
= Ke =Kex "2 = Ko >,

f est prolongeable en 07 si et seulement si lim f(z) est finie

>0 si et seulement 550 < X < 1.

st et seulement si

0 ne peut pas étre une valeur propre de 9 car elle est injective.

Soit f € E non nulle telle que ¥(f) = uf, donc f = %w(f) car

p # 0 d’aprés 4.1). De plus d’aprés 1.1) on peut affirmer que ¢(f)
est de classe C* sur R, donc f aussi.

Soit A valeur propre de 9 et f vecteur propr associé, donc ¥(f)(z) =
A (z), d’ou / f(t)dt = Axf(z), en dérivant cette égalité on ob-

0
tient : )\xf’( ) (A—=1)f(x) =0, dont les solutions sont :
f(z) = Kz~ dérivables sur ]0, +oo[ pour tout A €]0, 1].

Troisieme partie



1)

a)

Pour tout segment [a,b] C RY, on a d’aprés l'inégalité de Cauchy-

[ sosos] = [ am ron
<M \/ [ P \// g ()t

Donc fg est intégrable sur R™

Schwarz :

Il est clair que l'application nulle est de carré intégrable, donc ap-
partient & Fs, d’autre part, soit (f, g) € Fa, A € R, alors :

(f +Xg)? = f2+2\fg + ¢° car f2, fg, g* sont toutes intégrables,
donc f 4+ Ag € E5 et par suite Fy est un sous-espace vectoriel de E.

+0o0o +0o0o
(f.9) = f(t)gt)dt = g@) f(t)dt = (g, f).
0 0
— Bilinéarité : (f + Ag,h) = (f,h) + A(g,h), car I'intégrale est
linéaire, d’ou la linéarité a gauche, a l'aide de la symétrie on
conclut la bilinéarité.%o

~ Positive : (f, f) = /0 F(8)dt > 0.

— Symétrie :

“+oo
— Définie : (f,f) = 0 = / fAt)dt = 0 = f? =0, car f?
0
continue positive, donc f = 0.
9°(t)

0, quand t — 07, car g et

. = 9OU(f)(t) — g(0)v(f)(0) =
Y(f) sont continues sur R et g(0) = 0.
)

20— (@) — ()0, auand ¢ — 0%, car () est
continue sur R*, donc ¢ — gt(t) est intégrable sur |0, b] car prolon-

geable par continuité en 0F.
b

b2
/ V(f)*(t)dt = /0 g (t)dt par définition de ¥(f),

pour l'autre egahte on va utiliser une intégration par parties, avec
O 92(t)7 v = t_2

D’autre part :

1
,doncu :29()g()etv:—¥,dou:

+2 t

0 0

t
£, [T,

g°(t)
t

_g?(t)}*’ (gt
t

t)dt D’aprés (1) :

/w dt<2/f

b
< 2\/ / f?(t)dt\/ / BP0t

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Shwarz.

/ W(f)?(t)dt = 0, c’est terminé, sinon on peut simplifier avec et
on obtient encore le résultat demandé.
d) Découle immédiatement de 2-4) en faisant tendre b vers +o0.

e) D’aprés 2-5) on peut conclure que 1, est 2-lipshitzienne, donc conti-
nue.

3) a)
b) Faire tendre b vers +o0o dans (1), en utilisant 3-1).

4) () =2fIF = (@(f) = 2f,&(f) = 2f)
(W(f),©(f)) =4 (), f) +4(f, f)

— [P = 46, £) + 41 f1?
— (), 1)+ SIFP Car s () = 2117
= 4@, )+ 2l (HIF Car s [lo(H)Il = 21l

=0 D’aprés 3-2)
Donc ¥(f) —2f = 0, ainsi si f # 0, on aurait 2 est une valeur propre de
1, impossible puisque les valeurs propres de ¢ sont les A €]0, 1].

Quatrieme partie



1)

2)

a)

f2(x) = €729 est, évidement intégrable sur RT, avec :

“+00
||fa||2:/ o200 gy — 1
0 2a’

Pour z # 0, on a : ¢(f,)(x) = %/01‘ e dt = ! _ai_ax
Pour x =0, on a : w( fa)(0) = f,(0) = 1.
Gatt) = [ wyts s
+oo —aw _ ,—2az
_ 2 /O %dx
= 1I(a, 2a)
na

= —— D’aprés 1-4 de la lere partie
a

2
(M) —satwit). i) Dapes 1
= 4a(f,,¥(f.)) D’aprés 3-2, 3eme partie
=4lna
Dbnﬂﬁyﬁ”:2¢ma
Pour x # 0, on a : ¢¥(f)(z) = %/Ow l—ll—tdt = ln(l‘;x).

Pour z =0, on a : ¢(f)(0) = f(0) = 1.

Au voisiange de 0 : f?(x) ~ 1
Au voisinage de +oo : f*(z) ~ —;, donc f? est intégrable sur R*
T

or f continue, donc f € Ej.

3)
4)

—+00

sy = [ rounma
B /+°° In(1+ 1)
K (t1(1 t)t) 99 In(1 4 4)
+ *In(1 +
:/0 lt((1+t))dt /1 175213” dt
"In(1 +¢ Un (2 1
:/0 t(1+t)dt+/0 T+ u du Avec:u:g
_ (Y@t In(F)
—/0 (t(1+t) 1 dt  On remplace u par t
B /1 (14t)In(1+1t) — tlntdt
B 0, t(1+1)
:/ (ln(l—l—t) _ Int )dt
0 t 1+1¢
¢) (Intln(1+1)) = ln(1t+ ) + 11I_l|_tt’ donc IntIn(1+t¢) est une primi-

tive de In(1+1) N Int

t 1+t'1
Calculons d’abord : / —
0
(1 +¢ L Int
/ Mdt :[lntln(l—i—t)]é—/ n dt
0 0

t 1+1¢
Intégration par parties avec :

1
u=In(1+1¢t) v ==
t
I 1
1+t
/1 Int
= — dt
o 1+t

Car au voisinage de 0% :

v=1Int

Intln(l+¢) ~tlnt — 0

a) les application f +— ||f|| et f — ¥(f) sont continue, or f # 0,
()]
|1f1]

et rapport d’applications continues.

donc 'application f +— est continue en tant que composée



b) {Hlﬁ%iu tel que f € EQ_O} est un connexe dans R en tant

qu’image d’un connexe par une application continue, d’autre part :

()|
O

2-4) 3eme partie, donc c¢’est un intervalle contenu dans 0, 2[.

< 2, puisque ¥(f) est injective et d’aprés la question

i. L’application f est définie ainsi :

) =t si:0<t<a
=—a'(t—a—-1) si:a<t<a+1
=0 si:t>a+1

f? est intégrable car son intégrale sur RT est égale & celui sur

a a+1
[0,a+ 1], avec : || f]? :/ tzsdt—aQS/ (t —a—1)%dt

0 a
a2s+1 CL2S a28+1

T 2s+1 3 25t
ii. D’abord pour 0 <z < a, on a :

1 X 1 X S
:—/ ftdt:—/ t#5dt = —~— car :
s+1

2s+1>0:>s>——:>s+1>oz>hmx+ =0.

D’autre part : oo
+o00 a
Wl = vP@ds = [P -
0 0
/a 1,23 d B a2s+1 B 2(12S+1 1 -
0 (5+1) (s 1)2(25+1)  (s+1)(2s+1)2(s+1) —
2(128

car 2(s +1) =2s +2 > 1.

(s+1)(2s+1)

iii. D’aprés les deux questions précedentes, en faisant tendre a vers

2
WY

|11l s+1
1 > 0, donc pour s > —%, en faisant tendre s vers —%, on

obtient : sup (M) > 4, d’ou : sup <||¢( )H) 2, or

[Falk 1nal
o : , (I s et
d’aprés la question 4.2) on a : sup < 2, d’ou I'égalité.

1nl

400, on aura : sup < Vs € R tel que 25 +

b)

1
i. Au voisinage de +o0o on a : f2(t) = 2at2 est bien intégrable

car 2a+ 2 > 1, avec :

400 1 400
o 1
e = [ = i [
0 0 1
1 1 2

"%+l 2atl 2arl

ii. Déterminons d’abord ¢(f)(z) pour > 0.
lér cas : 0 <z <1, alors :

1 T 1 xT o
:—/ f(t)dt:—/tadt: o
z Jo z Jo a+1

2¢me cas : & > 1, alors
(/ f(t)dt+/ f(t)dt)
1

1
x
1
= - — =1
T a—l—l a<xa ))

 2a+1
T ra(a+1)  azet!
+00
I = [ oes
Lo ol 2a+1 1
:/0 (o + 1>2dx—|—/1 (:coz(oz—i— 1) om:aﬂ) d
_ 1 2a+1)*  2(2a+1)
20+ %)(Oz +1)2 a?(a+1)? o?(a+1)?
+a2(2a—|— 1)
B 1 40?1 1
" Qa D1y T a1 T 2at D

~ -
—+00
Oé2

iii. D’aprés les deux questions précedentes, on aura

IBHIZY _ 2020+ 1)
mf( ik )S o2

pour « > 0 assez grand, quand



o« — 400, on obtient inf

tion 4.2) on a : inf (

(O
inl

(I

7) < 0, or d’aprés la ques-

17
) > 0, d’olt I'égalité.

Fin.
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere MP,
comporte 4 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction et
a la présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il convient en particulier de

rappeler avec précision les | références | des questions abordées.

Notations et rappels

Dans ce probléme, (ay)i>1 et (by)r>1 désignent deux suites réelles et, pour tout entier n > 1, u,
et v, les fonctions de R vers R définies par

Ve eR, wuy(x)=aycos(nz)+ bysin(nz) et wv,(x)= bysin(nz).
On rappelle que si f est une fonction réelle 27-périodique et continue sur R, les coefficients de
Fourier trigonométriques de f sont définis par

VneN, ay(f)= L[ f(t)cos(nt)dt et VYneN*, by(f)=— ) f(t) sin(nt) dt.

m m

Le but du probléeme est d’étudier quelques propriétés des séries de fonctions Z uy, et Z Un,
n>1 n>1
dites séries trigonométriques, et notamment celles liées a la continuité de la somme.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il
le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

I. Résultats préliminaires
A- Un résultat de dérivation
Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable sur R et soit z( un réel quelconque .

1. Ecrire, pour h > 0, la formule de Taylor-Young, a I'ordre 2, appliquée a f entre xq et zo + h,
puis entre zg et zg — h.

2. En déduire que

3. Que peut-on dire de f si f” est nulle ?

Dans la suite du probleme, on admet que si f : R —— R est une fonction continue et vérifiant
flz+h)+ fle—h) - 2f(z)
2

— 0, pour tout réel x, alors f est une fonction affine.
v —0
h>0

B- Un résultat de convergence

Dans cette section, on suppose que la suite de fonctions (v, ),,>1 converge simplement sur R vers
la fonction nulle.

1. Sila suite (by,)n>1 est bornée.

2m
1-1. En utilisant un résultat du cours a préciser, montrer que la suite réelle ( / v2 () dm)
0

converge vers 0.

Epreuve de Mathématiques I 1/4 Tournez la page S.V.P.
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27
1-2. Montrer que, pour tout entier n > 1, b2 = / b2 sin?(nx) dz et en déduire que la suite
0
(bn)n>1 converge vers 0.
2. Dans le cas général, on pose ¢, = min(1, |b,|) et w,(x) = ¢y sin(nz), (z,n) € R x N*.
2-1. Montrer que la suite (¢,),>1 est bornée et que la suite de fonctions (wy,),>1 converge

simplement sur R vers la fonction nulle.

2-2. En déduire que la suite (¢, ), >1 converge vers 0 puis justifier que la suite (b,,),,>1 converge
elle aussi vers 0.

II. Série trigonométrique dont la somme est continue

On suppose que la série de fonctions Z uy, converge simplement sur R et que sa somme, notée
n>1
f, est continue.
1. 1-1. Montrer que la suite de fonctions (u,,),>1 converge simplement sur R vers 0.
1-2. Montrer alors que la suite (ay,),>1 converge vers 0.

1-3. Montrer que la suite de fonctions (vy)n>1 converge simplement sur R vers la fonction
nulle et en déduire que la suite (by,),>1 converge vers 0.

. . U
2. 2-1. Montrer que la série de fonctions E —Z converge normalement sur R et que sa somme,
n
n>1
notée —F’, est continue.

2-2. Vérifier que F est 2m-périodique et calculer ses coefficients de Fourier trigonométriques.

sin?t
t2

3. Soit ¢ la fonction définie sur R par:  ¢(t) = si t#0 et ¢(0) =1.

3-1. Justifier que ¢ est de classe C! sur R.

3-2. Montrer que la fonction ¢’ est intégrable sur l'intervalle [0, +o0].
4. Soit z unréel; on pose Sp(x) =0 et S,(z) = Zuk(a:), n > 1.
k=1

4-1. Montrer, pour tout réel h > 0, la relation

F(z 4 2h) + F(x — 2h) — 2F(z) <X

2 = Z (an cos(nz) + by, sin(nz))(nh).
n=1
4-2. Montrer, pour tout réel > 0, la relation
+oo
n=0

+00
4-3. Soite > 0; on pose A = / |’ (t)] dt.
0

3

i. Justifier qu'il existe N € N, tel que |S,(z) — f(x)] < 24

désquen > N.

Epreuve de Mathématiques I 2/4 —



Concours National Commun — Session 2005 — MP

ii. En exprimant, pour h > 0 et n > N, la quantité (@(nh) —o((n+ 1)h)> sous forme
d’une intégrale, prouver que

—+00

>~ (Sule) = £(@) (#(nh) = pl((n+ D)) | < .
n=N
iii. Montrer alors que Flo +2h) + Fz = 2h) = 2F(z) — f(z).

4h2 h—o

h>0

T
5. 5-1. Vérifier que la fonction F} : z — / (z —t) f(t) dt est de classe C? sur R et exprimer FY'.
0
5-2. En déduire, moyennant les résultats de la premiere section des préliminaires, que la
fonction (F — Fy) est affine et conclure que F est de classe C? sur R, puis exprimer F”.

5-3. Vérifier que f est 2m-périodique et exprimer ses coefficients de Fourier trigonométriques
en fonction de ceux de F', puis en déduire que pour tout n > 1, an(f) = ay, et by (f) = by.

III. Séries trigonométriques impaires

A- Une application de I'étude précédente

Dans cette section, on suppose que la série de fonctions E v, converge simplement sur R ; on
n>1
note alors f la fonction somme de cette série et on suppose de plus que f est continue.

1. Que peut-on alors dire de la suite (by,)n>1.

2. Montrer que la série de fonctions E converge normalement sur R et que sa

n2+1)

somme, notée 1, est de classe C? sur R, puis exprimer "

3. Pour tout réel =, on pose g(z sm (nx). Justifier que g est bien définie, puis en

2

+oo +oo
b
remarquant que g(z) = E n—’; sin(nz) — E m sin(nz), montrer que g est de classe C?
n=1 n=1

surRetque —¢"+g¢g=7F.

4. Résoudre 1'équation différentielle —y” + y = f et montrer que g est 'unique solution de cette
équation qui s’annule en 0 et 7.

B- Cas ou la suite (b,,),>; des coefficients est décroissante

Dans cette section, on suppose que la suite (by,),>1 est décroissante de limite nulle.

1. Pour tout réel z, on pose A, ( Z cos(kz) et By( Z sin(kx), n € N*.
k=1 k=1
1—
1-1. Montrer que, pour tout x € R\ 27Z, A, (z)+iBy(z) = ﬁ ', puis en déduire que
1 A = sin((n + 5) x) ot By(z) = sin(ng) s.in((n )%)
2 2sin(%) sin(%)

1-2. Montrer alors que, pour tout réel z, la suite (Bn(l’))n>1 est bornée.

Epreuve de Mathématiques I 3/4 Tournez la page S.V.P.
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2. Soit z un réel.

2-1. Montrer, pour tout entier n > 1, la relation

n n—1
> besin(kx) = by Bu(z) + Y (b — ber1) Bi(a).
k=1 k=1

2-2. Montrer que la série numérique Z(bp — bp+1)Bp(x) est absolument convergente.
p=1

2-3. Déduire de ce qui précéde que la série de fonctions g v, converge simplement sur R et
n=>1
vérifier que sa somme, notée encore f, est une fonction impaire et 27-périodique.

3. Un exemple
On suppose uniquement dans cette question que Vn € N*, b, = 1 ;1’étude précédente montre

que la série de fonctions Z v, converge simplement sur R vers une fonction qu’on notera .S
n>1
et dont on sait déja qu’elle est impaire et 27-périodique. Soit x €]0, 27].

3-1. Montrer que Z Sm; z) _rT-r / wdt'

P 2 2 sin(%)

™ sin((n + %)t)

)

3-2. Moyennant une intégration par partie, montrer que / dt tend vers 0
T

sin(

N+

lorsque n tend vers +oo et en déduire 'expression de S(z).
3-3. Que vaut S(0) ? La fonction S est-elle continue sur R ?

4. Une condition nécessaire de continuité

On reprend de nouveau les hypotheses de III. B- et on suppose que la fonction f définie a la

0
question 2. précédente est de plus continue. On considere la fonction G: 6 — / f(t) dt.
0

4-1. Montrer que G est paire et 2r-périodique.
4-2. Justifier que G est de classe C! et écrire son développement limité en 0 a I'ordre 1.
4-3. Pour tout entier n > 1, calculer le coefficient a,(G) en fonction de b,,. Que vaut b, (G) ?

4-4. Que peut-on dire de mieux concernant le mode de convergence de la série de Fourier de

. . b
la fonction G ? Montrer alors que la série Z — est convergente de somme %
n>1 n
4-5. Soit k un entier > 2 ; on note (%) la partie entiere du réel .

i. Montrer que, pour toutn € {E(%) +1,...,k}, cos(%F) <0, puis en déduire que

k
b (1)) 5
n=E(£)+1 "

b

ii. Exprimer ¢ (%) comme somme d'une série et en déduire que 0 < 5 < G (%) puis

montrer que la suite (nby,),>1 converge vers 0.

Remarque : On peut montrer, mais ce n’est pas demandé dans cette épreuve, que si la suite (nby)p>1
converge vers 0 alors la fonction f est continue.

FIN DE L’EPREUVE

Epreuve de Mathématiques I 4/4 FIN



CONCOURS MAROCAIN : (orrigé 2005

Maths 1, MP

Maths-MPSI
Mr Mamouni : myismail@altern.org

Source disponible sur:
(©http://www.chez.com/myis

I. Résultats préliminaires.

A- Un résultat de dérivation.

1) La formule de Taylor-Young a 'ordre 2, s’écrit :
flao+h) = flao) + hf'(wo) + 5 f“(x0) +o(h*) (1)
f(xo —h) = flxo) — hf'(xo) + %f“(xo) +o(h?) (2)
2) En faisant (1)+(2), on obtient :

f(xzo+h)+ f(zg —h) = 2f(x) = f“xo) + o(1) — f"(x9), quand

h — 07,
3) Si f“=0, on peut affirmer que f est affine.

A- Un résultat de convergence.

1) a) 7

ds fo% b2 sin?(nx)dz (1 — cos(2nx))dx

sin(2nx)} =2

O\w
B

b)

2n

—
&

z=0

;LME%MB%

3

1 2m
Ainsi 2 = —/ v2(x)dr — 0, quand n — +o0.
T Jo

2) a) ¢, =min(l,|b,]), dou 0 < ¢, <1, donc (¢,) est bornée.
D’autre part |w,(z)| < |v,(2)], et (vy,)n>1 converge simplement vers
0, donc (wy,),>1 aussi.

b)

Ainsi (¢,)n>1 est bornée et (wy,),>1 converge simplement ver
faisant jouer a ¢, le role joué par b, dans la question précéde
déduit que lim +ooc,, = 0, donc a partir d'un certain rang .
n
pour cela utilier la définition de la limite pour ¢, avec e =1, .
¢n = |by| & partir d'un certain rang, donc lim 4+o00b,| = 0 et p
n

lim +o0b,, = 0.

II. Série trigonométrique dont la somme est contis

1)

2)

Pour tout réel, x, la série numérique g u, () est convergen
n>1
son terme génbéral u,(x) converge vers 0.

En particulier u,(0) = a,, converge vers 0.

0 < |on(z)| = |un(z) — an cos(nz)| < |up(z)] + |an| — 0,
n — +oo, donc lim+4oov,(z) = 0, pour tout réel, x
(v,) converge simplement vers 0, et d’aprés la partie I.B, ¢
conclure que lim 4+o00b,, = 0.

|un ()| = |ay, cos(nx) + b, sin(nx)| < |a,|+ |b,| < M, car (|a,
U (x M
n?

~—

et

est bornée, puisqu’elle converge vers 0, ainsi <

n2

part Z % est une série de Riemann convergente, donc Z

n>1 n>
converge normalement, dont le terme général est continue ¢
somme est aussi continue.



b)

, . U (74 27) o (@)
Pour tout réel, = et tout entier, IV, on a Z ——— = Z 5
n n

= F(z),

n=1 n
quand on fait tendre N vers +oo, on obtient F(x + 27)
donc F' est 2m-périodique.
Calculons les coéfficients de Fourrier de F

0. (F) :_%/ Zu;}(?x)

T p>1

1 1 ["
= Z ] / up(z) cos(nz)dx
p>1 -n

On peut permuter signes somme et intégrale vu qu’il y a conver-
gence normale sur [—, 7.
D’autre part :

™

/_ﬂ up(x) cos(nx)dx = ay, /7r cos(px) cos(n:c)d:c—i—bp/

cos(nz)dx

s

—T —Tr

Et on sait que :

/7r cos(px) cos(nx)dxr =

—T —T

cosacosh = 1(cos(a + b) + cos(a — b)), donc

%/W (cos(n + p)xr + cos(n — p)x)dx =

1 {sin(n +p)x N sin(n — p)x} T —Osinp
2 n+p n—p R
Si n = p, alors / cos(px) cos(nx)dr = / cos*(nx)dr =

2

= T.

1 [" 1 [si T
/ (cos(n +p)x + 1)dx = 5 {W + x}

—r T=—T7

/ sin(pzx) cos(nx)dxr = 0 car il s’agit d’'intégrer sur [—m, 7] une

fonction impaire.

Conclusion : a,(F) = o Et pareil pour le calcul de b, (F).

On a ¢ est continue sur R et de classe C' sur R*, avec ¢/(t) =
2sint(tcost — sint) t

3 ~ooTg 0 quand ¢t — 0, donc ¢ est de
classe C! sur R
2sint(t cost — sint) 2t+1 .
l'(t)] = I < B e intégrable au

sin(px) cos(nx

~—

4)

dx

voisinage de +o00, donc ¢’ aussi.

F(x 4+ 2h) + F(x — 2h) — 2F(x)

2) 472
On peut se permettre de regrouper les
sommes vu qu’il y a convergence simple

1 X
=———= Y ap(cos(nx + 2nh) + cos(nx — 2nh) — 2 cos(n
4(nh)? ;
1 &=
TOE Z b, (sin(nx + 2nh) + sin(nz — 2nh) — 2 sin(nx))
n=1

Utiliser les formules :

cosa + cosb = 2 cos (“T*b) cos (“T_b) ,sina + sinb = 2sin (“—‘2H
1 X .
=~ 1h)? ; 2(ay, cos(nx) + by, sin(nz))(cos(2nh) — 1)
Utiliser la formule : cos(260) — 1 = —2sin?(#)
+00
= Z(an cos(nx) + by, sin(nz))p(nh)
n=1

b) Commengons par le 2 éme membre de 1'égalité :



+oo

> (Su(@) = f(2)) (p(nh) -
n=0
On peut se permettre de séparer les

sommes vu qu’il y a convergence simple

=3 Su(@)p(nh) = > Salx)e((

—f(2) Y (p(nh) -

n=0
On remplace n + 1 par n dans la 2 eme somme

et on remarque que la 3 eme est telescopique, et que
©(0) = 1,lim 4+oop(nh) =0

=Y " Su(@)e(nh) =Y Sai(z)p(nh

On peut se permettre de regrouper les
sommes VU qu il y a convergence simple

+Z (x) = Sn-a(x)) p(nh) — f(x)

On remarque que So(x) =0,S,(x) — Sp_1(x) = uy(2)
+

=Y un(2)p(nh) - f(x)

On utilise la question précédente et le fait que :
un(z) = a, cos(nx) + b, sin(nx)
F(x 4+ 2h) + F(z — 2h) — 2F(x)

- = - J(@)

p((n+1)h))

n+1)h)

p((n+1)h))

— f(z)

= So(

i. Découle de la définition de la limite : lim +00S,,(z) =

x, fixé.

(n+1)h
ii. On a:p(nh) —@((n+1)h) = / ¢'(t)dt, donc

h

f(x) pour

5)

=2f4/Nh /()] d

<= [T
=24 ), ¥
€ too
~ S car / (1) dt =
2 0
iii. D’aprés la question précédente, on peut conclu
+0o0o
11}{110*Z(Sn(x)—f($)) (p(nh) —((n+1)h)) = 0,
n=N
part lifEnOJ’cp(nh) — ¢((n + 1)h) = 0 pour tout 0 <
N-1
N —1, donc lim 0* > (Su(x) = f(2)) (p(nh) — o((n +
n=0
0, puisqu’il s’agit d'une somme finie, et par
+o00
11;5110*2(&@)—f(x))(w(nh)—w((n+1)h)) = 0
n=0

on peut conclu

= f(z)

tenant comte de la question 4.2,
lim O+F(m +2h) + F(x — 2h) — 2F (x)
h 4h?

a) Dans cette question il semble y avoir une erreur d’énoncé, i

plutot montrer que T F} est affine au lieu de F' — F}

Posons G(x) / f(t)dt, et utilisons une intégratic
0



partie dans F} ou u/(t) = f(¢) u=G(t)
v(it)=x—t V() =-1
[(z —G)),=t + G(t) = / G(t)dt est de classe C? car G est de

0
classe C! l’est en tant que primitive d'une fonction continue, avec

Fl=Get F;“=G" = f.

, alors Fi(z) =

Fi 2h) + Fi(x — 2h) — 2F
D’aprés le préliminaire li}lgn 0t iz +2h) + 1;(;26 ) 1) _

F
Fi“(x) = f(z), on pose Fy = T Fy, alors :

F(x+2h)+}@2(x—2h)—2F(x)
h2

lim 0"
h

=lim0"
h

— lifrln 0t
f(@) = flz) =0
, donc F, = g—Fl est affine et par suite F5“ =0, d’ou F'“ =
4f.
f est 2m-périodique en tant que limite simple de fonctions 27-

périodique.
Calculons les coeﬂic1ents de Fourier associés a f.

AF) =

1
an(f) = f( ) cos(nt)dt
T +°O
= / Z (a, cos(pt) + b, sin(pt)) cos(nt)dt
Aprés avoir Justlﬁe la permutation des signes somme et intégrale

(Z ap/ cos(pt) cos(nt)dt + b, / sin(pt) cos(nt)dt)

Or cos(pt) cos(nt) = 5 (cos(p + n)t 4 cos(p — n)t), donc :

/7r cos(pt) cos(nt)dt =

—Tr

Tsin=p

Osin#p

et / sin(pt) cos(nt)dt = 0, comme integrale sur [—m, 7] d'ur

tion impaire.
Donc a,(f) = a, et de méme on montre que b, (f) = b,.

I1I. Séries trigonométriques impaires.

A- Une application a I’étude précédente.
1) Pour tout réel, x fixé on a lim 4+oov,(x) = 0, en tant que terme
n
d’une série numérique convergente, et d’aprés la partie I.B on per
mer que lim +o0b,, = 0.
n

2) La suite (b,) est bornée par un réel M, car convergente, donc

Un () by, sin(nz) 1 ,
——————| =|———=| et — est le terme général d'une s
n?(n?+1) n?(n? +1) n*

< M

— n2(n?+41)
M

< —

S

vn ()

Rieman convergente, donc Z m
n?(n

n>1

converge normalement

D’autre part :

vy () nb,, cos(nx) of 1 et L
—_ | = — est le terme général d’une ¢
n?(n?+1) n?(n? +1) n? &

< M
- %M +1)
< =
=3
Rieman convergente, donc Z Un(7) converge normalement
1 ver —n s ver r
& ’ et n?(n?+1) &
et enﬁn( ) 2 (n) )
v, (z n°b,, sin(nx , )
m‘ = ‘—m et ﬁ est le terme general d ul
M
<« 7
- 5\7}2 +1)



3)

4)

v ()

n2(n2 +1)

R. Et ainsi on peut dériver sous le signe somme, d’oll ¥ est de classe C2,

+oo " +oo .
avec : 1 “(z) = Zvni(x) — _ZM

2(m2 2
— n*(n*+1) —~ n*+1

de Rieman convergente, donc g converge normalement sur

g est bien définie car elle Converge normalement d’aprés la question

by, sin “(nx
précédente, d’autre part g # = —f(x) converge simplement
n?
n=1
by, sin(nz) X b, sin(nz)
et continue, donc Y —————= est de classe C?, et aussi y ———% =
> 2 i 1)

(x), avec la possibilité de dériver sous le signe somme, donc g est de
classe C?, avec :
400 . +00 .
. b, sin “(nz) b, sin “(nz)
i) =3 ) 5 b )

212
:ln(n +1)

n= 1

:—Zb sin(nx) +anszm+nlx

f() g(x)

et donc —g“+g¢g=f.

La solution générale est de la forme y = yy + yo ou yy solution générale
de I’équation sans second membre —y“+y = 0, alors yy(x) = Ae*+ Be™*
et 1o solution particuliere avec second membre —y“ +y = f, d’aprés la
question précédente g en est une, donc on peut prendre yy = g, d’ou
y(x) = Ae® + Be ™" + g(z), or y(0) = y(m) = 0 et y(0) = y(w) = 0, d’ou
y=g.

B- Cas ou la suite (b,),>; des coéfficients est décroissante.

1) a) A.(z)+iBu(x Zcos (kx) + isin(kx)

k=1

suite géometrique de raison e**

1— ein:v

1—e

1. . . L. -9

D’autre part en utilisant la relation 1 — e? = —2isin (g) e'z
1— ein:v

A, (z)+iBy(x) = '

Somme d’une

1T

=22 (cos ((n+ 1)%) +isin ((n + 1)

cos ((n+1)%)

~ 2sin (%) cos ((n+ 1)) +sin (%)
2sin (—)

_sin((n+ §)z) ’

~ 2sin (g)
En utilisant la formule 2sinacosb = sin(a + b) — sin(a — b).

: x ¢ 2nZ, dans

nombre réel qui ne dépond pas de n.

b) Il faut ajouter dans la question ceci

= ()] (%)\



2) a) Z b sin(kx) = Z bi(By(z) — Bx_1(x)) Z cos(kt) = —= 5+ sin ((n+ 5)1) , on integre cette inégalité

2sin(%
T o 1
_ by B ( b B smk:x)zﬂ—x_l/ sin ((n+ %
5 i By ( E ke Br—1( et 7 et on obtient : kgl ’ 5 2/ 728111(%)

On remplace k — 1 par k dans la 2eme somme

= Zkak ZkaBk

b) Ca découle d'un résultat classique dont I’énoncé est le suiva;

b
Si ¢ est de classe C! sur [a, b], alors li/{n +oo/ @(t) sin(At)d

= Z(bk — bgy1) Be(z) + b, By (2) car By =0 En effet, en posant o = sin(At)dt  u= —COS)(\M) ,
= v = (1) v =¢(t)
S Mog) = swle(®)] et Milp) = suple/(t) On
b) Z (bp = bp+1) By()] ‘sm Z |bp — bp41] ° [a,b] [ab
p=1 b
Et comme la suite(b,),>1 est decrmssante vers 0. / ©(t) sin( )\t)dt‘ — { COS } " cos At)(p/ (
b, — 2M
- e 2o M)
On se retrouve devant une somime telescoplque. quand A — 400
= %bo —b, donc S(z) — X sin(kz) T
}Sml(i)‘ Et donc S(z) = ; =T
< —7bo -
T sin (5] v <X sin(k0)
Dot la convergence absolue. c) S(0)= > ainsi S est discontinue en 0, car Z P 0.
n n—1 k=1
c) D’aprés 2.1 ka(x) = (b — bry1)Br(x) + b,B,(z), avec
k=1 k=1

4) Une condition nécessaire de continuité.

3
—

(b, — bry1)Br(x) qui converge absolument, (B, (z)),>1 qui est

1 . a) / £(0
bornée et lim +o0b,, = 0, d’ou ka(x) converge simplement dont

" — / f(=u)du On pose u = —t
la somme est impaire et 27-périodique, en tant que limite simple de

fonctions impaires et 27-périodiques. / f

e
Il

f est impaire.
3) Un exemple.

a) D’aprés la question III.B.1.1 on a : D’autre part



0

2 0+2m
= / f(t)dt + / f(t)dt  Relation de Chasles.
0 2

Y

2w

= f(u)du + G(6)

0

u=t-—2m,

f 2w — périodique.

2 +00
/ Z b, sin(nu)du + G(0)

—Zb / sin(nu)du + G(6)

= G(Q)

b) Dans cette question il s’agit d’'un développement limité a 1'ordre
1 au voisinage de 0, comme G est de classe C!, en tant que pri-
mitive d'une fonction continue, alors ce développement est G(6) =
G(0)+0G'(0)+0(f), or G(0) =0 et G'(0) = f(0) =0 car f impaire.
donc G(6) = o(0).

O an(C) = % /_ " Glt) cos(nt)dt

_ %/j </Ot f(u)du) cos(nt)dt

On utuilise Fubini pour permuter les deux intégrales avec
—rm<u<t<nm

_ %/_Z ) </: cos(nt)dt) du

_ _% /_ f(w) sin(ntd

n

n
D’autre part b,(G) = %/ G(t)sin(nt)dt = 0 car t — G(t)sin(nt)

est impaire puisque G paire.

bn
d) Ainsi la série de Fourier associée a G est (— Z — cos(nx)), elle

n
n>1

converge simplement vers G(z) — , puisque G est de cl

CLQ(G)
2

ici il faut faire attention le ag(G) définie dans I’énoncé n’est
coéfficient de Fourier pour n = 0 car ce dernier est donné pai

1 2m 1 T ag(G) .
1 . —_ _ .
mule 5 G(t)dt = 5 /_ﬂ G(t)dt = 5 puisque G es

0

. bn
Pour x = 0 la série E — | est convergente dont la son
n
n>1

e) i Ona: E(E) zg si k pair
k

2
-1 .. .
= si k impair
-1
Danstouslescas:E(%) > k2 ,siE(%)—l—lg
1
?Tlorsnk;f gngksiznci % g%gwni
§<b?<7r donccos<k2<0 Etioncl—cos(k
d’oﬁ—(l—cos(mr>> > 2 or E(=)+1<n<|
n k n 2
1 1
- > % et (b,) est décroissante, donc b,, > by, d’out
k
by, nmw by,
> S(-es(F) = X g
n=F % +1 n:E(g)-l-l
k by,
>|k—FE| = —
> (+-2(3)) 3
by,



by, T

< = <K —
Et donc 0 < 5 = G(l{;)
o(1), donc lim +oonb,, = 0.

0(%), d’ou 0 < nb,, <2

Fin du corrigé.
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours MP,
comporte 5 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références | des questions abordées.

Exemples d’utilisation du théoreme de Courant-Fischer

Notations et rappels : Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel supérieur ou
égal a 2. Si p € N¥, on note M,, ,(R) I'espace vectoriel des matrices a coefficients réels, a n lignes
et p colonnes; si p = n, M, ,(R) est noté simplement M, (R), c’est ’algebre des matrices carrées
d’ordre n a coefficients réels ; la matrice identité de M,,(R) sera notée I,,.

Pour toute matrice A de M,, ,(R), ‘A désigne la matrice transposée de A ; si A € M,,(R), Spr(A)
représente I'ensemble des valeurs propres réelles de A, Tr (A) sa trace et rg(A) son rang.

On munit M,, 1(R) de son produit scalaire canonique défini par <X, Y>— XY.
1 Partie
A- Etude d’une matrice

Soit U un vecteur non nul de M,, 1 (R), de composantes uy1, ..., u,. On pose M = U 'U.

1. Pour tout couple (7, j) d’éléments de {1, ..., n}, exprimer le coefficient m; ; de la matrice M a
I'aide des u;. Que vaut la trace de M ?

2. Exprimer les colonnes de M al'aide de uy, ..., u, et U.
3. Montrer alors que le rang de M est égal a 1.

4. Justifier que 0 est valeur propre de M et montrer que le sous-espace propre associé est égale a
{Y € My, 1(R), UY = 0}. Quelle est sa dimension ?

5. Calculer le produit MU et en déduire que UU est une autre valeur propre de M. Déterminer
le sous-espace propre associé et donner sa dimension.

6. Montrer que la matrice M est orthogonalement semblable a la matrice diagonale D ou

D = diag('UU,0,...,0).

B- Théoréme de Courant-Fischer

Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n ; on désigne par f 'endomorphisme de M,, 1 (R)
canoniquement associé a A.

1. Justifier qu’il existe une base orthonormée de I'espace euclidien (M, 1(R), <, >) formée de
vecteurs propres de f.

Epreuve de Mathématiques I 1/5 Tournez la page S.V.P.
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Dans la suite, on note A, Ao, ..., A, les valeurs propres de f rangées dans 1’ordre croissant et
on désigne par (e, ..., e,) une base orthonormée de vecteurs propres associés :

A1 <A <... <N\, et f(ei):/\iei, iE{l,Q,...,n}.

Pour tout £ € {1,2,...,n}, on note V}, le sous-espace vectoriel de M,, 1(R) engendré par les
vecteurs ey, ..., e : Vi = Vect(eq, ..., ex), et i, I'ensemble de tous les sous-espaces vectoriels
de M,, 1(R) qui sont de dimension k.

. <Av,v>  <f(v),v>
Si v est un vecteur non nul de M,, 1(R) on pose Ra(v) = = fw), .
’ <v,v> <v,v>

2. Calculer Ra(eg), pour toutk € {1,2,...,n}.

n
3. Soitv = Z zie; un élément de M,, 1 (R).
i=1
Exprimer les quantités <f(v),v> et <v,v> en fonction des = et Ay, 1 <k < n.

4. Montrer alors que A} =min R4(v) et A, =max R4(v).
v#£0 v#£0

5. Soient k € {1,...,n} et w un vecteur non nul de V;. Montrer que R4(w) < \; et conclure que

A = max Ra(v).

veVi\{0}
6. Soientk € {1,2,...,n} et F| € F.
(a) Montrer que la dimension du sous-espace vectoriel F; N Vect(eg, ..., e,) est > 1.
(b) Soit w un vecteur non nul de F; N Vect(eg, ..., e,). Montrer que Ra(w) > Ay.

Dédui PN o (Théor Fi
(c) Déduire de ce qui précede que A jmin (v 61%2\1?0} R4 (v)). (Théoreme de Courant-Fischer)

7. (a) Montrer que l'application ¢4 : v —<Av, v> est continue sur M,, ; (R) et en déduire la
continuité de 'application R4 sur M,, 1(R) \ {0} .

(b) Montrer que I'ensemble M,, 1(R) \ {0} est connexe par arcs et conclure que I'image de
I'application R sest un intervalle.

(c) Montrer alors que {R4(v), v € My 1(R) \ {0} } = [A1, A]

2°8me Partie

On rappelle qu'une matrice B, symétrique réelle d’ordre n, est dite définie positive si pour tout
vecteur non nul X de M,, 1 (R), on ait
'’XBX > 0.

1. Soit B une matrice symétrique réelle d’ordre n. Montrer que B est définie positive si et
seulement si ses valeurs propres sont strictement positives.

a

2. Soit A = <b

b . - 4 ,
C) une matrice symétrique réelle d’ordre 2.

(a) On suppose que A est définie positive ; montrer alors que a > 0 et ac — b? > 0.

(b) Soit X € Mz ;(R) un vecteur de composantes = et y; exprimer tX AX en fonction de
a, b, ¢, T et y et montrer que si a > 0 et ac — b*> > 0 alors A est définie positive.

Le but de la suite de cette partie est d’étendre le résultat de cette question a n quelconque.
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3. Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n; on désigne par f l'endomorphisme de
M, 1(R) canoniquement associé a A et on note A\ < A2 < ... < A, les valeurs propres
de f. Soient H un hyperplan de M, 1(R) et p la projection orthogonale sur H ; on note g
I'endomorphisme induit par p o f sur H.

(a) Montrer que g est un endomorphisme autoadjoint de H.
Soient alors p1 < ... < ptp—1 les valeurs propres de g.

(b) Montrer que pour tout k € {1,...,n — 1}, Ay < pi.
(c) Soitk € {1,...,n—1}.

i. Montrer que pour tout sous-espace vectoriel F, de M,, 1(R), de dimension k + 1, le
sous-espace vectoriel F'N H est de dimension > k.

ii. Soit F' comme a la question précédente et soit donc G un sous-espace vectoriel de
F N H, de dimension k. Comparer <g(v),v> et <f(v),v>, pour v € G, et en déduire

<g(v),v> <f(v),v>
de  max <g(v),v> < max M
veG\{0} <v,v>  weF\{0} <v,v>

iii. Conclure que 15 < A\gy1.

4. On reprend les hypotheses de la question précédente et on écrit A = (A?b ! Z), avec
nweR, be M(nfl),l(R) etA,_1 € Mn_l(R).

(@) Que représente la matrice A,,_; ? Justifier qu’elle est symétrique.

(b) Onnote p} <... < p,_; les valeurs propres de la matrice A,_;. Montrer que
AL <A< S Am1 Sy < A

(c) Conclure que si la matrice A est définie positive, il en est de méme de la matrice A,,_;.

5. Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n; on note A = (ai;)i<ij<n €t, pour tout
ke {17 2,... 7n}/ Ag = (ai,j)1<i7j<k'
(a) Montrer que si A est définie positive alors les déterminants des matrices A; sont tous
strictement positifs.

(b) En utilisant le résultat de la question 4. précédente, montrer par récurrence sur n, que la
réciproque de (a) est vraie.

6. Un exemple d’utilisation : On considere la matrice M (t) = (t'i*j |>1<‘ . te [0, 1].
\Z’J \n

(a) Montrer que, pour tout ¢ € [0, 1], la matrice M (t) est symétrique définie positive.
(b) En déduire que la matrice M; = (ﬁ) est symétrique définie positive.

I<i,jsn
(On remarquera que My = fol M (t) dt).

3%me Partie

A- Une deuxieme application

1. Soient A et A’ deux matrices symétriques réelles d’ordre n. On note A\; < A2 < ... < A, (resp.
Al <X, < ... < X)) les valeurs propres de A (resp. A’); on note aussi p; < p2 < ... < iy les
valeurs propres de la matrice E = A’ — A.
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(a) Montrer que, pour tout k € {1,2,...,n},
Ak 4 b1 <N <Ak A+ fine

(b) Montrer que, pour tout k € {1,2,...,n}, |\, — Xg| < ||A— 4’|, ou
M, (R), subordonnée a la norme euclidienne de M,, 1 (R).

.|l est la norme sur

2. En déduire que 'ensemble S;" des matrices symétriques réelles d’ordre n et définies positives
est un ouvert de l'espace vectoriel S,, des matrices symétriques réelles d’ordre n.

B- Une derniére application

Soient A une matrice symétrique réelle d’ordre n et U un vecteur non nul de M,, ; (R) ; on note
Al € A2 <... < Ay les valeurs propres de A et ] < X, < ... < A, celles de la matrice Ac = A+eM
avec M =UWete eR.

D’aprés la section A- de la premiére partie, il existe une matrice orthogonale R telle que

vU 0>

13 —
RMR—<O 0

On décompose alors la matrice ‘'RAR par blocs comme pour la matrice ‘RM R et on obtient

t
t . [0 a
RAR = (a AM) ,

aveca € R, a € M(,_1)1(R) et A;,—1 € My,—1(R). La matrice A, est évidement symétrique réelle,
il existe donc une matrice orthogonale S, d’ordre n — 1, et des réels as, . .. , oy, tels que

'SA, 1S = diag(aa, ..., o).

. 10
Onposeenfin Q = R <O S)'

1. Montrer que la matrice @ est orthogonale.

2. Montrer, en effectuant des produits par blocs, que
¢ ¢
. ([ a WS . _(a+UU 'S
2aa=(g, ) o eao= (" 57

avec Dy_1 = diag(ag, . .., ay).

3. On suppose que € > 0. Montrer en utilisant par exemple la question (A-1.) de cette partie que,
pour tout k € {1,2,...,n},
e <N <\ +ETUU.

4. On suppose ici que € est quelconque et on note Ci, ..., C), les colonnes de la matrice Q).

(a) Vérifier que (C1,. .., Cy) est une base orthonormée de M,, ; (R).

(b) Soit X € M, 1(R); on désigne par yi,...,y, les composantes de X dans la base
(Ch,...,Cy). Montrer alors que

n n
XAX = ayi + > oy +2 > By,
i—2 i=2

ou fa, ..., 3, sont les composantes du vecteur 'S a de Mp—1),1(R).
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(c) Ecrire une relation analogue a la précédente et concernant la matrice A¢, puis en déduire,
lorsque X est non nul, que

2

_ t Y1
RA&.(X) = Rj(X) +€UU7<X,X>'

(d) En choisissant convenablement le X, montrer que X, > X;. On utilisera les formules

%= g, (L5 e ) et = pip Rae)

FIN DE L’EPREUVE
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Exemples d’utilisation du théormém de Courant-Fischer

*1' Partie
A- Etude d’une matrice

" U Uy ... U,
1 2
U2Uq Uy U2 Up,
LM=UU=|:|(u ... u,)=
Up, 2
UpU1r UpU2 ... Uy,
Donc pour tout couple (7,7) d’éléments de {1,...,n}, on a: m;; = wu; et Tr(M) =

i=1
2. La j-éme colonne de M est u;U.

3. On sait que le rang d’une matrice est égal celui de ses colonnes, or toutes les colonnes
de M sont proportionnelles U, donc leur rang vaut 1, d’ou rg(M) = 1.

4. rg(M) = 1 # n, donc M n’est pas inversible en particulier 0 est une valeur propre
de M, d’autre part MY = 0 &' YUUY =0 < |[UY] =0 <'UY = 0 dou le
sous-espace propre associé est gale {Y € My(n, 1)R, UY = 0}. Sa dimension est n— 1
car ¢’est un hyperplan de My(n,1)R puisque c¢’est le noyau de la forme linéaire non
nulle p: My(n, )R — R .

Y — UY

5. MU = UWU, donc UU est une autre valeur propre de M avec U est un vecteur propre,
et dont la dimension du sous-espace propre associé ne peut pas dépasser 1, puisque
déja celui associé a 0 est de dimension n — 1, donc sa dimension est 1, engendré par U.

6. La matrice M est orthogonalement semblable & la matrice diagonale D = diag('UU, 0, ... ,0),
car les sous—espaces associe respectivement aux valeurs propres UU et 0 sont Vect(U)
et {Y € Mo(n,1)R, UY = 0}=Vect(U)* de dimension 1 et n — 1

B- Théoréme de Courant—Fischer

1. Parceque toute matrice symtrique est diagonalisable dans une base orthonormée.



o

<A6k, €r> <f(€k), ep>
R = = = A\, tout k € {1,2,..., =
aler) <er, 6> —er. o> x, pour tou { n} car f(ex)

A€

.U—er@,doncf Z)\xzel,dou<f ,U>= Z)\x et <v,v>= Zm

.Ona X <\ <\, dou A\ <v,v>= Z)\lm <<f(v),v>= Z)\x <Z/\nx =

An <v,v>, done A\ < Ra(v) < A\, Vv #£0,don A < m;nRA( v) et A <
mjgcRA(v), d’autre part Ra(e;) = Ay, o Ay > m%lRA( v) et Ra(e,) = A, d’ou
> .
An > IvnjgcRA(v)
Donc: A =minR4(v) et A, =max Rs(v).
v#0 v#£0
k

. Soit k€ {1,.. n}wEVk:>w—Z.n@2><f ,W>= Z)\x <)\Zx

- ;}( ), w
t = 2 = ———— < )\ Vi 0}, d’o A\, >
et <w,w>= Exl, 0 Ra(w) <0 Vw € Vi \ {0}, do N\ >
veI\I/l;i?{(o} R4(v) or ek € Vi \ {0} et Ra(ex) = A, dont A\ = ver{/lka{?{co} R4(v).

(a) Supposons dim (F; N Vect(eg,...,e,)) = 0, alors dim (F} & Vect(eg,...,e,)) =
k+(n—Fk+1) = n+ 1, impossible puisque (F; & Vect(eg,...,e,)) est un

sous-espace vectoriel de Mg(n, 1)R qui est de dimesnion n, d’o dim (F; N Vect(eg, . ..

0 et par suite dim (£} N Vect(ey, ..., e,)) > 1.
(b) w € Fy N Vect(eg,...,e,) — w szez = < f(w),w>= Z)\x2>

<flw)w>_

<w, w>

n n
)\k:z:”z? et <w,w>= Zx?, d'o Ra(w) =
i=k i=k

(c) D’aprés 5.) ona: A\ = max Ry(v) et Vy € Fy, d’0 Ay > min ( max RA<U>)
veVE\{0} FeFr ~veF\{0}

, et d'aprés 6.b) Ay < Ra(w) < maxyep\(oy Ra(v) VF € Fp, do A <
min ( max Ra(v)), dou I'égalité.
FeF, ~veF\{0}

(a) L’application 14 : v —<Av,v> est continue sur My(n, 1)R en tant que produit
scalaire de deux fonctions continues car linéaires v — Av et v — v et on en
déduit la continuité de 'application R4 sur My(n, 1)R\ {0} car rapport de deux
fonctions continues v —< Av,v> et v —<wv,v> avec un dnominateur qui ne
s’annulle jamais.

(b) Soient A et B deux éléments de My(n, 1)R \ {0}, on cherche les relier par un
chemin qui ne passe pas par l'origine.
— 1r cas 0 ¢ [A, B] alors le chemin ~: [0,1] — M(n,1)R\ {0} fera bien
t — tA+(1—1t)B
'affaire.
— 1rcas 0 € [A, B], on se fixe un élément C' € My(n, 1)R\ {0} tel que: 0 ¢ [A, C|
et 0 ¢ [C, BJ, on relie alors A C puis C' B.



D’ott 'ensemble My(n, 1)R \ {0} est connexe par arcs et 'image de I'application
R4 est aussi un ensemble connexe par arcs de R, donc un intervalle car les seuls
connexes par arcs de R sont ses intervalles.

(¢c) D’aprés ce qui précéde {Ra(v), v € Mo(n, 1)R\ {0} } est un intervalle, or A =

rﬁg Ra(v) et M\, = IH%(RA(U)' Do {Ra(v), v € My(n,1)R\{0} } = [A1, \s]

* ome Partie

1. Soit B une matrice symtrique relle d’ordre n.
supposons B definie positive et soit A une valeur propre de B et X un vecteur propre
associé, alors {XBX = M| X[?>0d0o A >0
Inversemnt, supposons B admet deux valeurs propres A > 0 et p© > 0, comme B est
symetrique alors elle orthogonalement diagonalisable, c’est dire 3P inversible telle que

B:tP()‘ O)P,d’oﬂVX;«réOona:tXBX:tXtP(\/X 0)(\/X O)PX:t
0 u 0 u 0 u
VA 0

YY>0ouY = < 0 \/ﬁ) PX # 0 car X # 0, d’'ou B est définie positive.
Conclusion : B est définie positive si et seulement si ses valeurs propres sont strictement
positives.
2. (a) A est définie positive, donc pour ‘X = (1,0) #0 on a: a =" XAX > 0 d’autre
part det(A) = ac — b* > 0 car c’est le produit des valeurs propres de A.
(b) Tout calcul fait : X AX = ax?® + 2bzy + cy®> = a <(m +Ly)2 4 (£ - Z—Z)y2> =
a((z+ 2y)? + (%z2)y?) > 0. Donc A est définie positive.

3. (a) Montrer que < g(z),y >=< po f(x),y >=< f(x),p(y) >=< f(x),y > car p
projecteur orthogonal sur H et y € H et de méme < z,g(y) >=< z, f(y) > or f
est symétrique d’o < f(x),y >=< z, f(y) >, donc < g(x),y >=< z,g(y) >, et
alors g est un endomorphisme autoadjoint de H.

(b) Soit (€),...,e!,_;) base propre orthonormée de H associée & g dont les valeurs
propres sont fiy, . .., fin—1, pour tout k € {1,...,n—1} onpose: V| = Vect(e}, ..., e}),
comme précédement on montre que ur = max Ry (v), or V) € Fy et

veV/\{0}
A = min ( max RA(U)>, d’ou N\ < pug.
FeF, \veF\{0}

(¢) Soit k€ {1,...,n—1}.
i. Supposons dim(F N H) < k, donc dim(F + H) = dim F' 4+ dim H — dim(F' N

H) = n+k—dim(FNH) > n, impossible puisque FNH est un sous-espace vectoriel de

Mo((n —1),1)R qui est de dimension n d’o dim(F N H) > k.

ii. g(v) = p(f(v)), donc g(v)— f(v) € H+, orv € H, dou < g(v) — f(v),v >=0
et donc < ¢g(v),v >=< h(v),v >, en particulier
< g(v),v >< maxyep\ {0} chzf Vv e G\ {0}, d’ou
i <g(v),v> < max <f(v), v>
veG\{0} <v,v> veF\{0} <v,v>
iii. En passant au min dans l'ingalité précédente et en utilisant le théoréme de
Courant—Fischer gauche pour g et droite pour f et vu que G est de dimension

k et F' de dimension k + 1, on conclut que pp < Mgy




4. (a) A,_1 n’est autre que la matrice de g, elle est symétrique car g est auto—adjoint.

b) Application directe de ce qui précéde on a A\, < u). < App1 puisque les p). sont
M + M,
aussi valeurs propres de g.
(c) Sila matrice A est définie positive, alors toutes ses valeurs propres \; sont stricte-

ment positives il en sera de méme pour les valeurs propres p) de la matrice A,_;,
or A,_1 est symtrique donc orthogonlement diagonalisable, d’ott 3P inversible

Wy 0 ... 0
telle que A,,_; = P O o P,douVX #0on a:
: 0
0 ... n
pp O 0
xa, o x=txtp|Y T T Px=tyy > o0om
: 0
0 ... n
Vi 0 0
Y = 0 R : PX #0car X #0, d’o A,_ est dfinie positive.
: 0

0o ... A

5. (a) Si A est définie positive alors toutes les matrices Ay sont aussi dééfinie positive
d’aprs la question précédente, donc leurs déterminants sont tous strictement po-
sitifs.

(b) Le rsultat est déja vérifié pour n = 2.
Supposons le resultat vrai pour n — 1, on peut donc déja affirmer que A,_; est
définie positive, d’otu pj, > 0 V1 <k < n — 1, en particulier Ay > 0,...,\, >0,
n

ordet A = H A; > 0,dott Ay > 0, ainsi A est une matrice symétrique dont toutes
i=1
les valeurs propres sont strictement positives, donc définie positive.

6. Un exemple d’utilisation :
(a) Montrer que, pour tout t € [0, 1], la matrice M (t) est symtrique définie positive.
(b) En déduire que la matrice VX # 0'X M; X = X(f t)dt) X = fl EXMXdt >0
car ' XMX > 0, do M, est définie positive.
* 3m¢ Partie A- Une deuxiéme application

1. (a) VFeF, Yve F\{0}ona:Ry(v)=Ras(v)+ Rg(v) dou
max Ra(v) = max (Ra(v)+ Rg(v)) < max Ru(v) + max Rg(v) <

veF\{0} veF\{0} veF\{0} veF\{0}
R + max R = max R n d’ot
e A(v) + max R (v) nax A(v) + pn d'ott
min max R4 (v) < min max R4(v) + p, et donc A, < Ay + p,,, d’autre part,
FeF veF\{0} FeF veF\{0}

VF € Fr, Yv € F\{0} on a: Ra(v) = Ra(v) + Rg(v) > Ra(v) + i, en
passant une premiére fois au max sur v € F\ {0} puis une deuxiéme fois au
min sur F' € F on obtient 'autre égalité d’ou pour tout k € {1,2,...,n}, on a:
Akt pin S A < A+ i



(b) D’aprés la question précédente on a : p; < N, — Mg < py, dott [N, — M| <
[(A—A)X]||

max(|p1], |ftn]), montrons alors que [|A—A"[| = WX max (|, |n]),
en effet A — A’ = FE est symétrique, donc diagonalisable dans une base ortho-
normale, (¢],...,€l) associée aux valeurs propres p; < ... < p,, dou |y <
max(|u1|, [un]) =7, et VX #0on a X = Zxke;, do X = Z,ukxke; en parti-
k=1 k=1
2 21 v |2 : o JEX
culier | EX|| Zﬂk%“ Zxk—r 1 X2, don [|[A—A'|| = TR
||EX|| [ el / [EX]|
d’autre part [|[A—A'|| = > = || et ||]A— A’|] = max >
X2 X = el X0 | X]

E
LBl ), a0 J14 = 41 = max(lal. ) ot Végalite.

el
Soit A € S;t, on cherche € > 0 tel que: ||[A— A'|| <e = A’ € S, en effet :

A=A <e = |N,.— M| <e—e>N.— X\ = Np—e >\, = 1I<Ilkl£1 Ae—€ > A,
n

1 1
si on prend € = = min A\, > 0, alors )\k > — min >0, V1 <k <n, ainsi toutes les
2 1<k<n 2 1<k<n

valeurs propres de A’ qui est symétrique sont strictement positives, d’o A’ est définie
positive.

B- Une derniére application

1.

4.

Les matrices R et S sont orthogonales, d’ou

S e s (10 L 0y _ (1 0\ /1 0} _
RR = I, et 'SS = I, 1, d'ot QQ—<0 tg RR 0s) \ots)\o s)

1 0 1 O [N .
(() tSS) = (0 ]n_l) = I,, d’oi1 la matrice () est orthogonale.

t
Simple calcul, en utilisant les relations : 'RMR = (tUU O> LfRAR = (3 Aa > et

0 O n—1
ISA,_1S = diag(aa, ..., ap).
On a A, — A = ¢eM, donc A, jouera le role de A" et eM celui de E, dont les valeurs
propres sont py = 0 et p, = 'UU.
(a) C’est un résultat du cours puisque la matrice @) est orthogonale.

(b) le coefficient d’indice (7, ) de "QAQ s’obtient en faisant le produit scalaire de la
i-éme ligne de ‘@ avec la j-éme colonne de AQ = AC;, donc ce coéfficient est
{CAC; = a sii=j=1
o sit=352>2
Bi sit=1,7>20uj=1,i>2
0  sinon

Soit X = Zini € My(n, )R alors 'XAX = ZZyzy]CAC = ayi +

=1 =1 j5=1
> awi+2) By
i=2 =2

(¢) De maniére analogue on a : ‘XA, X = (a+ ' UU)y? + Z a;y? + 2 Z By =
i=2 =2



XAX + £ UU.

IXAX
Ainsi RAE(X) = m =
IXAX + lUUy? _ RAX) 1 U U y3

<X, X> <X, X>"
(d) Choisir X € F' tel que: F' € F; avec y; = 0.

FIN DU CORRIGE
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours MP,
comporte 4 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les des questions abordées.
Définitions et notations

Dans tout le probleme, par “solution d"une équation différentielle”, on fait référence aux solutions
a valeurs réelles définies sur R.
Si f est une fonction continue sur R a valeurs réelles, on lui associe 1’équation différentielle

Y —y+f=0. (&r)

Le but du probleme est d’étudier des conditions d’existence de solutions bornées de I'équation
différentielle (£5), et lorsque ces conditions sont remplies, certaines propriétés des ces solutions sont
ensuite étudiées.

I. EXEMPLES ET RESULTATS GENERAUX

1. Un premier exemple

Soient « un réel et f,, la fonction z —— %,

(a) Résoudre l'équation différentielle (£, ). Cette équation possede-t-elle des solutions
bornées au voisinage de +o00 ?

(b) Ici on suppose que o # 1.
i. Résoudre I'équation différentielle (&y,, ).

ii. A quel condition nécessaire et suffisante sur « cette équation admet-elle des solutions
bornées au voisinage de +o0o ? Lesquelles ?

(c) L’équation différentielle (£, ) admet-elle des solutions bornées sur R ?
2. Résultats généraux

(a) Quelle est la structure de I'ensemble des solutions de 1’équation différentielle (£y) ?

(b) Montrer que les solutions de 1’équation différentielle (£¢) sont de la forme
Yy T — eq”()\—/ e Tt dt), AeR.
0

(c) On suppose que la solution y, est bornée au voisinage de +o0o. Montrer alors que

+oo
lI'intégrale / e”'f(t) dt est convergente et vaut \.
0

(d) Combien de solutions bornées au voisinage de +oc I'équation différentielle (£¢) peut-elle
avoir au maximum ?

Epreuve de Mathématiques I 1/4 Tournez la page S.V.P.
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+oo
(e) On suppose maintenant que 1'intégrale / e ' f(t) dt est convergente et on pose
0

“+oo
/\f:/ e f(t)dt et Yp=uyy,.
0

+oo
i. Vérifier que, pour toutréel z, Yy(z) =e” / e Tf(t) dt

ii. La solution Y} est-elle nécessairement bornée au voisinage de +oo ?
(f) On suppose ici que f est bornée.
i. Montrer que Y} est bien définie et que c’est l'unique solution bornée, sur R, de
I’équation différentielle (£y).
ii. Sien outre f tend vers 0 en +00, montrer que Yy possede une limite nulle en +oc.
iii. Si maintenant f tend vers 0 en —oo, montrer que Yy possede une limite nulle en —oo.

3. Un autre exemple

On pose

z€R et (n,p)eN.

npl) = (1P LD

2p+ 1) n!’

(a) Montrer que, pour tout réel z, la suite double (unp(x)) N2 est sommable.

(n.p)€

z . 2z . N xn ~
(b) En déduire le rayon de convergence et la somme de la série entiére E an—-, ol
.
n>0

2 2
—Z Ept 2 e,
2p+1)'

Dans la suite on pose u(z) = e”sin(e”), x € R.

+o0o
(c) Montrer que l'intégrale / e 'u(t) dt est convergente.
0

teo o0 sin 6
(d) Montrer que, pour tout réel z, / e tu(t) dt = / 7 do
T et
(e) En faisant une intégration par partie dans l'intégrale du second membre de 1'égalité
précédente, montrer que la solution Y;, de I'équation différentielle (£,) est bornée sur
R.

II. CAS D’UNE FONCTION INTEGRABLE

A- Cas ou f est intégrable sur R

On suppose que f est intégrable sur R et on pose, pour tout réel z,

:/;f(t) dt

1. Montrer que la fonction G est continue, bornée et tend vers 0 en —oo.
2. Montrer que, pour tout réel z, la fonction ¢t — e ™' f(¢) est intégrable sur [z, +o0.

3. Montrer alors que la solution Y; de 1’équation différentielle (£¢) vérifie

+o0
vreR, V()< / £(1)] dt,

puis en déduire que Y est bornée sur R et tend vers 0 en +oo.
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Montrer que Y; = —G + Y et conclure que Yy tend vers 0 en —oo.
Justifier que la solution Y|y de 'équation différentielle (£s|) est bornée et tend vers 0 en +oo.

Montrer alors que Y| est intégrable sur R.

N o g

En déduire que Y; est intégrable sur R et montrer que

+o0 +00
Yi(t) dt = £(t) dt.

—00 —

8. On désigne par E 1'espace vectoriel des fonctions réelles continues et intégrables sur R ; on le
muni de la norme N; définie, pour tout élément g de £, par

N = [ ol ar

—00

Montrer que 'application ® : g —— Y, est un endomorphisme continu de F et calculer sa
norme.

B- Cas ou l'intégrale de f sur R converge

On suppose ici que f possede une intégrale convergente sur R et on pose, pour tout réel z,

+oo
Plz) = / (1) dt.
x
1. Montrer que la fonction F est continue, bornée et tend vers 0 en +oc.

+o0o
2. Montrer que, pour tout réel z, I'intégrale / e~ ' f(t) dt est convergente et que
x

400
g / L F(1) di = F(x) — Yr().

(on pourra faire une intégration par partie)
3. En déduire que la solution Y} de I’équation différentielle (£7) est bornée et tend vers 0 en +oo.
4. Montrer que Yy tend vers 0 en —oo.

5. Montrer alors que Yy possede une intégrale convergente sur R, égale a celle de f.

III. CAS D’UNE FONCTION PERIODIQUE
On suppose ici que f est 2r-périodique.

1. Montrer que l'équation différentielle (£;) possede une unique solution bornée qui est la
fonction Y.

2. Montrer que Y; est 2r-périodique et de classe C.
3. Calculer les coefficients de FOURIER complexes de Y en fonction de ceux de f.
4. Onpose fo = f et frop1 =Yy, n>0.

(a) Pour tout n € N, exprimer les coefficient de FOURIER complexes de f,, en fonction de
ceux de fi.
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(b) Montrer que la série de FOURIER de f; est normalement convergente.

(c) En déduire la convergence de la série Z (\c,k( f)| =+ lex(f1) ])
keN
(d) En utilisant le théoréme de DIRICHLET, montrer que

1 n—1 +oo
e YoeR I -all<(g5) 3 (lertil+ lal).
k=1

(e) Quelle conclusion concernant le mode de convergence de la suite (f,,)nen peut-on tirer
de ce qui précede ?

FIN DE L’EPREUVE
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Partie I. Exemples et résultats généraux

1. Un premier exemple

(a) I'équation différentielle en question est : (€)1 y —y = —e”, dont
la solution s’écrit y = yy 4y ou yy solution générale de I’équation
homogene : (EH) : ¥y —y = 0 et yo solution particuliere de (£, ).
On a yy(x) = Ae” et a l'aide de la méthode de la variation de la
constante, on pose yo(x) = A(x)e” , on injecte cette solution dans
I'équation et on trouve N(zx) = —1, d’ou yo(x) = —xe*. Donc
y(x) = (—x + N)e®. Cette équation ne posseéde aucune solution
bornée au voisinage de +oo.

(b) i De méme on a : I'équation différentielle en question est : (£, ) :
y —y = —e®, dont la solution s’écrit y = yy + yo ou yy
solution générale de 1’équation homogene : (EH) : ¢y —y =0
et yo solution particuliere de (£f,). On a yy(x) = Xe® et a
I’aide de la méthode de la variation de la constante, on pose
yo(x) = Ax)e® , on injecte cette solution dans ’équation
et on trouve X(z)e® = —e®®, d'ott yo(z) = ——15e*". Donc
y(z) = =15 4 Ae”.

ii. Donc une condition nécessaire et suffisante sur « pour que
cette équation admet des solutions bornées au voisinage de
400 est que a < 0, en prenant A = 0 mais cette solution n’est
pas bornée sur R.

2. Résultats généraux

(a) L’ensemble des solutions de l'équation différentielle (£f) est un
espace affine de dimension 1.

(b) Soit y une solution de I’équation différentielle (£¢), donc (y(z)e™*)’
(¥'(x) —y(@))e ™™ = —f(z)e™™ , dolt y(z)e ™ = A — [Te " f(t) dt
et doncy =y : & — ez()\ — [T et f(t) dt), AeR.



(c) Sion suppose que la solution y, est bornée au voisinage de 400,
alors A — f; e tf(t) dt = yx(x)e™ — 0 et donc lintégrale

Tr——+00

+oo
/ e ' f(t) dt est convergente et vaut \.
0

(d) L’équation différentielle (£f) peut avoir au maximum une solution
bornée au voisinage de +o0o, en prenant A = O+OO e tf(t) dt, a

+o0o
condition que I'intégrale / e 'f(t) dt soit convergente.
0
(e) i. Pour tout réel x,ona: Yi(z)=-e" (/\f - / e ' f(t) dt> =
0 400 Q&-oo
eﬂﬁ(/ et f(t) dt+/ et f(t) dt) :ew/ et f(t) dt.
T 0 T

ii. La solution Y} n’est pas nécessairement bornée au voisinage de
+00 si on prend par exemple f(t) = e2, dans ce cas Yi(x) =

z
2e2 — 400
Tr—+400

(f) i. Si f est bornée par une constante M, alors | f;oo e tf(t) dt] <
f;oo et f) dt < M f;oo e tdt = Me™*, donc lintégrale
[7°7 et f(t) dt est bien définie donc Yy(x) = e® [ e~ f(t) dt
est bien définie et bornée aussi par M, comme 'équation ad-
met au maximum une solution bornée alors c’est I'unique so-
lution bornée, sur R, de I'équation différentielle (£y).

ii. Si f tend vers 0 en 400, alors Ve > 0 dA > 0 tel que Vx €
R:x>A=|f(z)]<e AinsiVz > Aona: |f(t|<e Vt>=x
done [Vy(x)| = |e® [ et (t) at] < e [ e f(0) |at <
ce” f;oo e~'dt = e, d’ott Y} posseéde aussi une limite nulle en
+00.

iii. Si maintenant f tend vers 0 en —oo, alors Ve > 0 dA < 0
tel que Ve e Rz < A = |f(x)] < e. Ainsi Vo < Aon a:
1f(t] < e Vo <t <A, donc |Yi(x)] = |e* [[Cetf(t) dt] <
e [P et f (1) |dt = e [e | f(t) |dt + e [Tt f(2) |dt,
or e* ;oo e | f(t) |dt — 0 quand x — —oo, car f;oo et f(t)|dt
est une constante qui ne dépond pas = et e” fo et f(t) |dt <
e’ fo etedt = ee®(e7® — e ) = (1 — " 1) < ¢, et donc Y;
possede une limite nulle en —oo.



3. Un autre exemple

1 (2p+2)a) el
pu— ﬁ .
(a) ;|un,p($)| (2p +1)! ; n! (2p+ 0! nlep;;ht P
Z Z om - emz (26 ) S esh(x) aussi finie et donc,

pour tout réel z, la suite double (unﬁp(x)) o2 €st sommable.

(n,p)
:L.TL
(b) Le rayon de convergence de la série entiere Z an—', est alors infi-

n>0

nie et sa somme est Zp>0 Zn>0 Un,p( r) = Zp>0 Zn>0( 1P 221;121))1 o=
—1)P P P( 2p+1
Zp>0 (2pj—)1 : Zn>0 (219-;?)96 _ Zp>0 (épi)1)16(2p+2 — " Zp>0 (= 1)2p+1 =
e’ sin(e”).
A A
(c) l’intégrale/ e u(t) dt :/ sin(e?)dt = =" (@) 1 st alors
0 0

une intégrale classique convergente car de méme nature que la série
alternée Z . On a effectué le changement de variable = = €’

+oo T sing
(d) Pour tout réel x, on a : / e u(t) dt = / 7 df en effec-

x xr
tuant le changement de variable 6 = e’.
A

(e) Yy(z)=¢€" f:co e tu(t) dt est déja bornée en +oo car / e tu(t) dt
converge, il reste donc a I’étudier en —oo. faisons uneolntegration
par partie dans U'intégrale | f+°o S8 qg| = | [ COSG} —I—f+oo cost qg| =
jeoset 4 [Tt ) < Lo+ f+°° Ldo = 2, don [Vy(z )| =
le® [ e~tu(t ) dt| = | ‘”f;_oo 26 dg| < 2 donc la solution Y, de
I'équation différentielle (€,) est bornée sur R.

Partie II. Cas d’une fonction intégrable
A- Cas ou f est intégrable sur R

1. La fonction GG est continue, car primitive, bornée et tend vers 0 en —oo
car f intégrable sur R.

2. f est intégrable sur R, donc sa limite en +00 ne peut qu’étre finie et
donc f ne peut qu’étre bornée par une constante M, d’ou VA > z,on a:
f e | f(t)dt] < Me . Donc, pour tout réel x, la fonction ¢ — e*tf( )
est intégrable sur [z, +oo.



3. Etdanscecas: Vo € R, |Yj(x)| = |e” [ e tf(t)dt] <e” [T et f(t)|dt <
e* [Tee|f(t)| dt = [I|f(t)] dt, donc Y} est bornée sur R par
f_Jr;o |f(t)] dt et tend vers 0 en 400 car f;oo |f(t)] dt tend vers 0 en
+00.
4. D’autre part Vo € R, Yy(z) = €” f+oo e tf(t)dt = e” f;oo e 'G'(t) dt =
et Gt I, e [ _tG( ) dt = —G(x) + Yo(x)

car lim e 'G(t) = 0, puisque G est bornée et donc Y} tend vers 0 en

t—-+o0
—oo car (G et Yg tendent vers 0 en —oo.
5. On a f intégrable R = | f| intégrable R, donc de fagon pareille on
montre que la solution Y|y de I'équation différentielle (£)4) est bornée
et tend vers 0 en Foo.

6. Ona: Yy (t) =Y} (¢) +[f(¢)|, or Y]} intégrable car Yy tend vers 0 en
+o0 et | f| intégrable donc Y|y intégrable sur R et par suite Y est aussi
intégrable sur R puisque |Yy| < Yy

7. Effectuons une intégration par parties, donc : f+°° Yi(x) de = f_+oo e” f+°° e tf(t)dt

o0

T—+00
[e”" [T tf(t) dt] —|—f+°°e e f(zr)de = [T f(x) dw, car lim, o e [T e~ f(1) dt =
0, puisque la la fonctiont — e ' f(t) est intégrable et |e” f+°° e tf(t)dt| <
[0 f(8)] dt — 0 quand & — 400

8. V(f.9) € B, VAER, ona:®(f+Ag)(x) = Yimn(x) = [ e (f(t)+
\(0) dt = [7 e (e) de+ X [T e S dt = V(o) + AYy(a) =
O(f)(x) + A2(g)(x), d'o

O(f 4+ Ng) = P(f) + A\P(g) et par suite ¢ est linaire, de plus d’aprs les
questions predentes si g est une fonction réelle continue et intégrable
sur R, alors Y, = ®(g) l'est aussi, donc ® : g — Y}, est un endomor-
phisme de E, d’autre part :

N (Yy) = [T 1Y,0)] dt < [T Vg dt = [T |g(t)| dt = Nu(g), d'o

Ny (D
® est continue avec ||P|| = sup # < 1, de plus, pour g > 0 on
970
a:Y,>0,do Ni(Yy) = [V, (t) dt = [[2g(t) dt, do | @] > 1 et
donc HCI>|| =1

B- Cas ou l’'intégrale de f sur R converge

1. La fonction F' est continue sur R, car c’est une primitive, et en plus
admet une limite nulle en +o0co par construction de F' et une limite finie

4



en —oo car l'intgrale converge, donc bornée et tend vers 0 en +ooc.

2. Mme raisonnement que celui de la question I11.A.4) En déduire que la
solution Y} de I’équation différentielle () est bornée et tend vers 0 en
+00.

3. Ainsion a: Yy = F' = Yp, or F' borne et tend vers 0 en —oo, donc Yp
aussi et donc Y} vrifie la mme chose.

4. Mme raisonnement que celui de la question 11.A.7).
Partie III. Cas d’une fonction périodique

1. f est 2m—périodique continue, donc borne sur R, d’o Y} aussi, or I’équation
différentielle () possede au maximum une solution bornée qui est donc
la fonction Y;.

2. On effectue le changement de variable v = t — 27 donc yp(z + 27) =
+oo +oo +oo
6”2“/ e ' f(t)dt = 6”2“/ eI f(t—2m) dt = ez/ et f(t)dt =

+27
Yi(x), donc Y; est 2m-périodique et de classe C', comme produit de

deux fonction de classe C!.

3. Les coefficients de FOURIER complexes de Y sont donns par la formule :

1 2 ] 1 2 ) 400
VEeZ: cp(Yy)= —/ Yi(x)e * dr = — ek (/ e ' f(1) dt) dr =
0 x

27T 27T 0
2

1 e(l—ik)t +00 o 2m e(l—ik)x B
Py {1_%/‘% e f(t)dt]o +/O T f(z)dt | =

m (62” /;OO e f(t) dt — /;OO e L f (L) dt) + f’“_(‘ii{: = f’“_(]:iﬂ

Y

+oo “+oo
e / e tf(t) dt = / e 'f(t) dt en effectuant le changement de

0
variable u = t — 27 et utilisant le fait que f est 2r—priodique. D’o

VEEZ: o(Yy) = %
4. (a) Pour tout n € N, on a : ¢(f,) = (1%(2%

(b) Parceque Y; de calsse C' borne.

© 3 (Il +letr)l) = a3 (LI HILAITY o e
keN

keN

car c’est la srie de FOURRIER de f; en 29 o M = |fi(zo)| =

5



max | fi(x)] -

aprs le théoreme de DIRICHLET, on a : Vn € , relkona:
d) D’ le théoreme de D 1 VYneN, VreR
(@) = colfu)l = | Xhez- e fu)e™]
S+ )
= « |C—k fn + [Ck fn
_ZkEN el leoi () car |1+
e e e T
< (&) 2 (Il + la )
ikl = V1+k?>>2et |1 —ik| = V1+ k%> 2. de plus ¢(fn) =
co(f) d’o le rsultat.

(e) Le mode de convergence de la suite (f,,)nen est le mme que celui

n—1
. . 1
de la suite gometrique <7§>

FIN DE L’EPREUVE
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours MP,
comporte 3 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références | des questions abordées.

Notations et rappels

Dans tout le probleme, K désigne le corps des réels ou celui des complexes (K = R ou C) et n
un entier naturel supérieur ou égal a 2. Si p € N*¥, on note M,, ,(K) I'espace vectoriel des matrices
a coefficients dans K, a n lignes et p colonnes; si p = n, M,, ,(K) est noté simplement M,,(K), c’est
l'algebre des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K ; la matrice identité de M, (K) se note
I,.

Pour toute matrice A de M,, ,(K), ' A désigne la matrice transposée de A ; si A € M,,(K), Spx(A)
représente I'ensemble des valeurs propres de A appartenant a K, Tr (A) sa trace et rg(A) son rang.

Soient A et B deux éléments de M,,(K) ; on considere I'application, notée ® 4 p, suivante

Pyp: My(K) — My(K)
X — AX+XB

Si B = A, ®4 p sera notée simplement @ 4.

1° Partie
1. Soit C € M,,(K) ; montrer que Spg (C) = Spx(*C).
2. Montrer que l'application ® 4 g est linéaire.

3. Soient V € M,,1(K) (resp. W € M,, 1(K)) un vecteur propre de A (resp. ! B) associé a la valeur
propre a (resp. b).

(a) Expliciter les coefficients de la matrice V'W en fonction des coefficients v, ...,v, de V
etwi,...,w, de W, et en déduire que la matrice VW n’est pas nulle.

(b) Montrer que la matrice VW est un vecteur propre de ® 4 g ; a quelle valeur propre est-il
associé ?

4. Soit A une valeur propre de ® 4 g et Y € M,,(K) un vecteur propre associé.

(a) Montrer que pour tout entier naturel k, A*Y = Y (\I,, — B)*.
(b) En déduire que pour tout polynome P, a coefficients dans K, P(A)Y =Y P(A\l,, — B).

(c) On suppose que le polyndme caractéristique P4 de A est scindé sur K et s’écrit

Pa=(-1" [ x-wk

pESPK (A)

e Montrer que Y P4(A\l, — B) = 0 et en déduire que la matrice P4(A\I,, — B) n’est pas
inversible.

e En déduire qu’il existe a € Spi(A) tel que la matrice (A —a)I,, — B ne soit pas inversible.

Epreuve de Mathématiques I 1/3 Tournez la page S.V.P.
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5. Conclure que si le polyndme P4 est scindé sur K alors Spg (® 4 5) = Spr(A) + Spk(B).

6. Soient (Y7,...,Y,) une famille libre de M,,;(K), et Zi,...,Z, des vecteurs arbitraires de
p

M,,.1(K). Montrer que 1’égalité Z Y!Z; = 0 a lieu si et seulement si les vecteurs 71, ..., Z,
i=1
sont tous nuls.

7. On suppose ici que les matrices A et B sont diagonalisables dans M, (K) et on désigne
par (Ui,...,U,) et (Wh,...,W,) des bases respectives de vecteurs propres de A et ‘B. En
considérant la famille (U!W)1<; j<n, montrer que I’endomorphisme ® 4 p est diagonalisable.

8. On suppose que les deux matrices A et B sont réelles et symétriques d’ordre n.

(a) Montrer que I'application <, >: (M, N) — Tr (* M N) est un produit scalaire sur M, (R).
(b) Montrer que si C et D sont deux matrices d’ordre n, alors Tr (DC) = Tr (CD).

(c) Montrer alors que ® 4 g est un endomorphisme autoadjoint de I'espace euclidien

(M, (R),<,>).

28me Partie

Dans cette partie, on prend K = R et on considére une matrice S € M,,(R), symétrique et définie
positive. On muni M,,(R) du produit scalaire définie a la fin de la partie précédente.

1. Montrer que les valeurs propres de S sont strictement positives.
2. En déduire alors que I'endomorphisme autoadjoint ® s est définie positif.
3. Soit X € M,,(R); montrer que X est symétrique si et seulement si ®5(X) I'est aussi.

a

4. Soit A = (b

b . Ao 4 ,
c) une matrice symétrique réelle d’ordre 2.

(a) On suppose que A est définie positive ; montrer alors que a > 0 et ac — b? > 0.

(b) Soit U € M3 1(R) un vecteur de composantes z et y; exprimer ‘UAU en fonction de
a, b, ¢, x ety et montrer que si a > 0 et ac — b* > 0 alors A est définie positive.

(c) On suppose ici que A est définie positive. On considére une matrice X = <3 (1)> avec

A > 0. Calculer la matrice ® 4(X,) et montrer qu’on peut trouver des valeurs de b et \
pour lesquelles cette matrice ne soit pas définie positive.

5. Justifier qu'il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telles que

S =pPDP !

Dans la suite, on note \1, . .., A\, les éléments diagonaux de la matrice D : D = diag(A1, ..., A\p).

6. Dans cette question, on considere une matrice X € M,,(R) et on pose M = ®g(X); on pose
aussiY = P! XPet N = P~'MP.On note n; ; les coefficients de la matrice N et y; ; ceux de
Y.

(a) Vérifier que ®p(Y) = N et exprimer les coefficients y; ; a I'aide des \;, et des coefficients
de la matrice N.

On suppose désormais que la matrice )/ est symétrique et définie positive.

Epreuve de Mathématiques I 2/3 —
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(b) Montrer que la matrice N est symétrique et définie positive.

(c) Soit U un vecteur de M, 1(R), de composantes w1, ..., up.
-
e Montrer que ‘UYU = E 2 g
— N+ A
1<i,j<n J

e Soit a > 0; montrer que 'application ¢ — t®~! est intégrable sur l'intervalle ]0, 1].

e On note U(s) le vecteur de M,, 1(R), de composantes uls)‘l_%, . ,uns’\”_%, s €]0,1].
Justifier que I'application s — U(s)NU(s) est continue et intégrable sur I'intervalle |0, 1].
e Exprimer l'intégrale de la fonction précédente en fonction de ‘UY U et en déduire que
si U est non nul, alors {UY U > 0.

(d) Conclure que la matrice X est symétrique définie positive.

3%me Partie

Dans cette partie, on prend K = C et on étudie la dimension du noyau de 1’endomorphisme
® 4 p dans le cas oit B = —A. On muni M,,(C) de I'une de ses normes.

1. On suppose que A = A ol A est la matrice diag(u1, .. ., i) avec les y; deux a deux distincts.

(@) On prend n = 2; déterminer Ker ® 4 _ 4 ; quelle est sa dimension ?
(b) On revient au cas général.
Déterminer Ker ® 4 _ 4 ; quelle est sa dimension ?

2. Soit A une matrice de M,,(C) ayant n valeurs propres deux a deux distinctes.

(a) Montrer que A est diagonalisable dans M,,(C).
(b) En utilisant les résultats de la question précédente, montrer que la dimension de
Ker ® 4 _4 est égale a n.
3. (a) Montrer que l'application A — ®4 _4 est continue sur M, (C).
(b) Soit ¢ € N*¥, avec ¢ < n. Montrer que l'application A = (a; )1 j<n — det ((ai,j)lgi,qu)
est continue sur M,,(C).

4. Montrer que l'ensemble des matrices de M,,(C) ayant n valeurs propres deux a deux distinctes
est dense dans M,,(C). (on pourra utiliser la trigonalisation)

5. Soit r un entier naturel, avec » < n. On admet les deux résultats suivant :
Ae M,(C);

o Sile rang de A est égal a r alors il existe une sous-matrice de la matrice A qui est inversible d’ordre r.
o S'il existe une sous-matrice de la matrice A, qui soit d’ordre r et inversible, alors le rang de A est
supérieur ou égal a r .

(a) Montrer que I’ensemble O, = {C' € M,,(C), rg(C) > r} est un ouvert de M,,(C).
(b) Soit (A,), une suite de matrices éléments de M,,,(C) avec m > 2, toutes de rang s > 0,
convergeant vers une matrice A. Montrer que le rang de A est inférieur ou égal a s.

6. En utilisant les questions 3. et 4. ainsi qu'une version vectorielle du résultat de la question 5.(b),
montrer que pour toute matrice A de M,,(C), la dimension du noyau de I'endomorphisme
® 4 _ 4 est supérieure ou égale a n.

FIN DE L’EPREUVE
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1¢"¢ Partie

1) Soit A € C; montrer que A € Spg(C) <= det(A—AI,) = 0 <= det(*A—
A,) =0<= X € Spg(*C). NB det(M) = det(*M) VM € M, (K) .

2) Il est clair que @4 (X +AY) = Q4 5(X) + A0y 5(Y) .

3) a)

En notant les coefficients de la matrice VW par (V'W),; on a
(V'W);; = vw;. D’autre part V' # 0 car vecteur propre, donc
31 <7 < n tel que v; # 0, de méme 31 < j < n tel que w; # 0, d’olt
31 <4,5 < n tel que (V*W);; = vyw; # 0 et donc la matrice VW
est non nulle.

On a AV = av!BW = bW donc AV = av!WB = bW
Pup(VIW) = AVIW + VIWB = (a + b)V!W, or VW # 0 donc
V'V est un vecteur propre de ® 4 5 associé a la valeur propre a + b.

Raisonnons par récurrence sur k € N.

Le résultat est évidemnt vrai pour k = 0. NB M° = I, VM ¢
Supposons maintenant A*¥Y = Y(Al, — B)* et montrons que
AMYY = Y(AL,—B)**!. Onad’abord ® 4 p = \Y, donc AY +Y B =
AY et on trouve AY = Y (A, — B). Donc A*'Y = AAFY =
AY (M, — B)* = Y/(\I,, — B)*+1,

Soit un polynome P, a coefficients dans K, et de degré d, donc
d

d d
P(X) = Zaka, et donc P(A)Y = ZakAkY = Zaky()\]n _
k=0 k=0 k=0

d
B)f =YY ay(Al, - B)¥ =YP(AL, — B) .
k=0

5)

6)

c) D’aprés le théoreme de Cayley-Hamilton, Pa(A) = (
Y Pa(M, — B) = 0 notons S = Pa(A\l, — B)) io S était im
YS=0= YSS' =Y =0 ce qui est impossible puisqu
un vecteur propre, donc la matrice P4(\,, — B) n’est pas im

Il est clair que si un produit de matrices n’est pas inversib.
I'une au moins des matrices intervenant dans ce produit n’
inversible.

Or P4\, — B) = (=1)" ] ((A\—= I, — B)* nest pa

reESPr(A)

sible donc I € Spr(A) tel que (A—pu)I, — B)P* n’est pas in
et donc Ju € Spx(A) tel que (A — p)I, — B n’est pas inversi
prenant a = p on peut en déduire qu'il existe a € Spx(A) te
matrice (A — a)l, — B ne soit pas inversible .

Si le polynome P4 est scindé sur K alors :

A € Spk (Pa,p) = Ja € Spk(A) tel que la matrice (A —a)l, — B
pas inversible c’est a dire det((A—a)l,, — B) = 0 et donc A—a € £
donc Jb € Spk (B) tel que A —a=bdou A =a+bor a € Spk (-
A € Spk (A)+Spx (B) et on conclut que Spx (P4 5) C Spk (A)+ S

Inversement, d’aprés la question 3.b on voit que Spk (P4 ) D Sp,
Spk (B) . D’ou 'égalité.

p
Supposons que ZYfZi = 0, on multiplie cette égalité a droite

1=1
p

Zjou 1 < j <n fixe, mais quelconque d’ou Z a;Y; =0 ou a; =
i=1



7)

8)

or (Y1,...,Y,) une famille libre de M,, ;(K) donc les a; sont tous nuls en
particulier a; =" Z;Z; = || Zj|la =0 et donc Z; =0 V1< j <n.

La réciproques est bien evidente.

La famille (U/W;)1<i j<n est formée par des vecteurs propres de ®4 g,
pour montrer que ’endomorphisme ®,4 5 est diagonalisable il suffit de
montrer que c’est une base de M,,(K) or il est de cardinal n? égal A la
dimension de M,,(K) il suffit donc de montrrer qu’elle est libre.

En effet Z ameWj =0= Z UfZZ- =0ou/Z; = Zaij d’aprés

1<i,j<n i=1 j=1
n

la question précédente Z; = Zai,jo =0 V1 <i<nor (W)icj<n)
j=1
est aussi libre donc
ai,j:O V1S’L,j§n
a) V(M = (my;),N,P) € M3R),yA\ € R on a : < M+

AN, P >=Tr(*MP + X'NP) =Tr(*MP) + \Tx(*NP) =< M,P >
+A< N, P >.
< M,N >=Tr(!MN) =Tr(*("MN) =Tr(*NM) =< N, M >.
< M, M >Tr(*MM) = la somme des termes diagonaux de la ma-

n

trice "M M or ces termes diagonaux sont Z m?vj dou < M, M >=

=1
2
> mi; =0
1<i,j<n
<M M>=0— Z mij = 0 == les m; ; sont tous nuls ce qui

1<i,5<n
implique que M = 0 et ainsi les propriétes du produit scalaire sont
tous verifiés.

b) Question de cours a la portée de tous .

c) Pour montrer alors que ®4p est un endomorphisme autoad-
joint de l'espace euclidien (M, (R), <,>) il faut montrer que <
Pap(X),Y >=< X,9,5(Y) > quadv(X,Y) € M2(R), clest a
dire < AX,) Y > + < XB)Y >=< X, AY > + < X, YB >, or
< AX)Y >=Tr(*X'AY) =Tr(*XAY) =< X, AY > de méme on
montre que < XB,Y >=< X, Y B >.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

2¢m¢ Partie

Soit A valeur propre de S et X un vecteur propre associé, donc SX
d’ou

0 <! XSX = )| X]||2 or X # 0 car vecteur propre donc || X3 >
A > 0.

les valeurs propres ®g sont de la forme A + p o A, 4 des valeurs |
de S donc strictement positifs, ainsi les valeurs propres &g sont
ment positifs or $g est diagonalisable dans une base orthogona.
est ®g definie positif .

Supposons ®g(X) symétrique donc XS + S*X = SX + XS d’ot
Ps('X — X)=("X —X)S+S(*X — X) =0 or &g inversible car
positive donc 'X — X et donc X symétrique.

La réciproque est bien plus facile.

a) En prenant 0 ) ona =t XAX > 0, en plus A définie |

donc det(A) = ac —b* > 0.

b) AU = ax® +2bzy+cy? = a ((:)3 +Ly)2 4+ y2"ca—_2b2> > 0 alor
définie positive .

2a\ 14+ A)b
C) (I)A(X)\) = < (1 f)\)b ( %2 ) ), det@A(XA) = —)\262 —l—)
20%) — b* — —00 si A — +o0 donc det P 4(X) < 0 & part
certain rang et dans ce cas ® 4(X)) ne peut pas étre definie p

Parceque S diagonalisable dans une base orthogonale, puisque
positive.

a) ®p(Y) = DY + YD = P 'Spp7iXpP + P lxXpp!
P 'o4(X)P =P 'MP=N.
D’autre part, tout calcul matriciel fait on trouve DY -+
(AiYi,Aj)1<ij<n
or DY + YD =
oMy
TN

N = (nij)icij<n dout I'é



b) P~! =! P car P matrice orthogonale donc N =' PMP dou b)
IN =t PPMP =' PMP car M symétrique. En plus soit X un vec-
teur de M,,1(R) on a "XNX ="' (PX)M(PX) > 0 car M définie

Soit X = (z;;)1<i j<n, le calcul matriciel donne encore une f
AX = (Ni%ij)1<ij<n, XA = (X\j; j)1<i j<n, €0 particulier
X EKeI"CI)A7_A <— AX — XA =0 ()\z — )\j)xi,j =0

1)

positive.

- Le calcul matriciel montre que 'UY U = Z Ul jUj =

1<ij<n
M5 W
E, —
i + A

hLj<n

— z;; =0 V1 <i,5 <ntelquei#j<= X est une
diagonale, donc Ker®4 _ 4 est formé par les matrices diagona
dimension est égale a n.

1<i,j<n 2) a) Résultat trés classique .
1 «
_Soita>0et0 <2< 1ona / =1y — -z N b) Soit P une matrice inversible et D une matrice diagona
x e que A = P'DP, X €Ker®y_, < AX = X/
—(finie) quand x — 07 ; ce qui montre que I’application P_IDPIX = XP'DP <= ?PXP_I = PXP'L
o) - _ N
t — t*~! est intégrable sur U'intervalle |0,1] . P{(;P eKerQD,_Q X E P KerCI)D,\_Df?, d 0u}(er<1>
- Le caleul matriciel domme tU(s)NU(s) _ P~ Ker®p _pP est isomorphe a Ker®p _p al’aide de I'ismor
A1 L M — PMP~! donc sont de méme dimension or D diagona
Z g A ’]’I,ZJUZUJ est 1ntegrable en tant que somine dlmKer‘bD p=n d’ott dimKeI'@A a=n aussi .
1§7/7]§n ’ )
finie de fonctions intégrables les A; + A; joueront le role de 3) a) L’application A — ®4 _4 est continue sur M,,(C) car linéaire
a dans la question précédente. un espace vectoriel de dimension finie.
1 s 9 . . .
- / (U(s)NU(s)) = Y My =t UYU or N b) L’application A = (a;;)1<ij<n — det ((as;)1<i,j<q) est conti
0 1<i5<n Ai + A M,,(C) car somme et produit des applications A = (a;;)1<
symétrique définie a; ; qui sont continues car linéaires.
positive donc tUgs)NU(s) >0 car U(s) # 0 4) Soit M € M,(C) donc trigonalisable, il existe donc @ invers
en particulier / (‘U(s)NU(s))ds =" UYU > 0. AL
0 T = oo triangulaire telles que A = Q1TQ ou ),
d) On a X = PY'P, soit U un vecteur de M,, 1(R) donc '"UXU =! 0 ...

(*PU)Y (*PU) > 0 car la matrice Y est définie positive la matrice X
est définie positive. D’autre part M = ®g(X) est symétrique donc

X aussi d’aprés la question 3. de la 2eme partie.

3¢ Partie

a b
d

M2)C: (Ml—ﬂz)bzo
<:>b:c:0<:>X:(

Soit X =

a 0

0 d ) ; et donc dimKer®y _4 = 2.

, X €Kerdy 4 <—= AX = XA <= (1 —

leur propre de M qui se répétent ¢ fois et ¢ = min |A; —\;| il est cl
J 7

Ai+€ # Aj donc en remplagant dans 1", \; par \;+-¢ alors dans 7' Iz
propre \; ne va se répéter que ¢ — 1 fois, on répéte l'itération jus
qu’elle ne se répéte plus. Et on fait pareil pour les autres valeurs |
et on obtient une matrice triangulaire 7. dont toutes les valeurs ;
sont deux a deux distinctes et qui en plus tend vers T' quand € ten
0 (quitte & diviser € par n et tendre n vers +o00). Ainsi T, est dia
sable donc Q'T.Q aussi, d’autre part Q7 '7T.Q — Q7 'TQ = A,
densité.



5) a

Pour montrer que l'ensemble O, = {C € M,,(C),rg(C) > r} est
un ouvert de M, (C) il suffit de montrer que son complémentaire
F.={C € M,(C),rg(C) < r} est un fermé de M, (C).

Notons Pgq l’application A = (ai’j)lgi’jgn —  det ((ai,j)lgi’qu).
C € F <= Yq¢ > r ¢,C) = 0 et donc F, =
0 {C € M,,(C) tel que ¢,(C) = 0} est ruénion finies d’ensembles
q=r

fermés, car ¢, continue, donc fermé.

Si (Ap), une suite de matrices éléments de M,,(C) avec m > 2,
toutes de rang s > 0 convergeant vers une matrice A avec les no-
tations de la question précédente A, € F;, Vp € N* qui est fermé
donc A =1lim A, € F, .D’ou le rang de A est inférieur ou égal a s .

6) Soit un matrice A de M,,(C), et (A,) une suite de matrice ayant n va-
leurs propres deux a deux distinctes, convergente vers A, (cette suite

existe d’aprés la question 4.). d’autre part 1'application M — @,
continue donc ® 4, _ 4, converge vers ®4 _ 4. Notons rg(®4, —a,) =
s =n?—dimKer(®y4, _4,) (’aprés la formule du rang), et d’aprés |
tion 2.b. dimKer(®4, _4,) = n donc rg(Pa, —a,) = s =n’> —n ¢
d’aprés la question 5.b. rg(®4,_4) > n? —n, en utilisant encore une
formule du rang, mais cette fois pour ®4 _4 on obteint que la din
du noyau de I'endomorphisme ®4 _4 est supérieur ou égal a n .

Fin.
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours MP,
comporte 4 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références | des questions abordées.

Définitions et notations

On travaille dans C¥, qui est ’espace vectoriel de toutes les fonctions de R dans C ; on notera
aussi C°(R) (resp. CP(R), C>(R)) le sous-espace vectoriel des fonctions continues (resp. de classes
CP, C*) a valeurs complexes. Pour toute fonction f € C® et tout réel x, on pose

~ +OO .
f(a) = / L (1) d,

—00

lorsque cette quantité a un sens.
Quand elle est définie, La fonction f s’appelle la transformée de FOURIER de f.

I. ETUDE D’UN EXEMPLE
1. Soient = et o deux réels strictement positifs.

(a) Justifier I'intégrabilité de la fonction ¢ — I%W sur l'intervalle |0, o].

(b) Montrer que la fonction ¢t — e%t est intégrable sur l'intervalle [z, 4+o00|.

B_t

+oo
2. Dans la suite, ¢ désigne la fonction définie sur R’ par ¢(z) = / - dt.
x

(a) Montrer que, pour tout réel strictement positif 2, 0 < ¢(z) < .
(b) Justifier que ¢ est dérivable sur R et donner 1’expression de ¢'.
(c) Montrer que, lorsque x tend vers 0", p(x) + Inx tend vers

14—t
Cztp(l)—/ ! ot
0

( on pourra exprimer In x sous forme d’une intégrale.)

(d) Montrer que, pour tout z > 0,

xl_e—t

<p(x)+1nm:C+/
0

et en déduire que

Epreuve de Mathématiques I 1/4 Tournez la page S.V.P.
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3. Soit ¢ la fonction définie sur R* par

v(@) = 5 lla)).

(a) Montrer que 1) est intégrable sur les deux intervalles | — oo, 0[ et |0, +o0].

(b) Justifier que, pour tout z € R, ¢(z) a un sens et que
P(x) = / (t) cos(xt) dt.
0

(c) Montrer que 7 est de classe C* sur R et exprimer ses dérivées successives sous forme
d’intégrales.

(d) Montrer que, pour tout réel non nul z, on a

z/p\(x) _1 /+Oo et_t sin(xt) dt,
0

X
et calculer (0).
+oo ot
4. (a) Montrer que la fonction ¢ : = — / e sin(xt) dt est dérivable sur |0, +oo] et calculer
0

®’(x), pour tout = > 0, puis I'exprimer sans utiliser le signe intégrale.

(b) En déduire soigneusement que pour tout réel non nul z,

~ arctanx

P(x) =

xr
IT. QUELQUES PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER D’UNE FONCTION

1. Transformée de Fourier d’une fonction intégrable
(a) Soit f une fonction continue par morceaux et intégrable sur R ; montrer que pour tout
réel x, f(x) est bien définie et que la fonction f est bornée.

(b) Sienplus f est continue, montrer que f est aussi continue.

2. Transformations

(a) Montrer que l'application F' : ¢ — ¢, définie sur 1’espace vectoriel des fonctions
complexes continues par morceaux et intégrables sur R, a valeur dans C¥, est linéaire.

Dans la suite de cette question, f est une fonction continue par morceaux et intégrable sur R.

(b) Vérifier que pour tout réel a, les fonctions f, : t — f(t —a)etqf : t — f(at) possedent
des transformées de Fourier et montrer que

VeeR, filz)=e T f(a) et mx):@f(j) (a #0).

(c) Exprimer de méme la transformée de Fourier de I'application ¢ — f(t)e‘ en fonction de
celle de f.

(d) Si f est paire (resp. impaire), donner une expression de sa transformeé de Fourier sous
forme d’une intégrale sur [0, 4o0].

Epreuve de Mathématiques I 2/4 —
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(e) Que peut-on alors dire de la tarnsformée de Fourier d'une fonction réelle et paire (resp.
impaire).

3. Dérivation

On considere un élément f de C!(R) ; on suppose que f et f’ sont intégrables sur R .

(a) Montrer que f tend vers 0 en Fo0.

(b) Montrer alors que

A~

VzeR, fl(z)=izf(z),
puis en déduire que f tend vers 0 en +oo.

(c) On suppose de plus que I'application g : t ~— tf(t) est intégrable sur R ; montrer que f
est de classe C! sur R et que

VzeR, (f)(z)=—-ij(x).

II1. UNE FORMULE D’INVERSION

A- Un autre exemple
+oo

Dans cette section, h désigne la fonction ¢ — e¢~** ; on admet que / h(t) dt = /7.

—00

1. Vérifier que h est bien définie, dérivable sur R et qu’elle satisfait I'équation différentielle

x
y+5y=0 (1)

2. Résoudre I'équation différentielle (1) et donner ’expression de h.

3. Donner alors 'expression de la transformée de Fourier de la fonction ¢ — e € &> 0.
B- Application a la formule d’inversion

Dans cette section, f désigne une fonction continue, bornée et intégrable sur R telle que f soit
aussi intégrable sur R. Soit (&), une suite de réels strictement positifs tendant vers 0.

1. (a) Soit v € C°(R) une fonction intégrable sur R. En utilisant le théoréme de la convergence
dominée, montrer que

+oo 5 +oo
lim v(y)e Y dy :/ v(y) dy.

—
n—+00 —0o0 — 0o

(b) Montrer de méme que si w € C°(R) est une fonction bornée alors pour tout z € R,
+0o0 9
lim w(r +epy)e™? dy = w(x)/T.

—
n—-4o00 — oo

2. Montrer que, pour toutn € Net toutz € R,

+o0o +oo ) 5 +o0o 5
/ f(t) (/ e~ W(t=2)=Eny dy) dt = 2\/77/ flz+2\e, s)e”® ds.

—00 o0
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3. Soit z un nombre réel.

(a) Justifier que, pour tout couple (p, ¢) d’entiers naturels non nuls et tout ¢ > 0,

P q q P
izy—£y? ft)e ! dt> dy= [ f(t < —iy(t-)=€y* g > dt.
/_pe (/_q (t)e v /_q (t) /_pe Y

(b) Montrer que, pour tout € > 0,

+oo 5 q ) +oo 2 400 )
lim ¢imY—EY < / F(t)e Wt dt> dy = / eleY—EY ( / F(t)e Wt dt> dy.
4=T°J o —q —00 —00

(c) Montrer que, pour tout entier naturel non nul g et tout e > 0,

q P ) q +oo )
im [ ) ( [ eene dy) at=[" st ( [ e dy) dt.

(d) En déduire que, pour tout e > 0,

—+00 “+oo . 2 +oo . 2 A
/ £(t) ( / ¢~ li—o)—y dy) dt = / VSV fy) dy.

4. Montrer alors que, pour tout x € R,

f(@) = — / " i) dy.

—00

FIN DE L’EPREUVE
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LETUDE D'UN EXEMPLE

1) a) Ona: lim 1_784 = 1, donc la fonction est prolongeable par conti-
t—0

nuité sur l'intervalle [0, o] et par suite intégrable sur I'intervalle |0, o

b) Ona: lim tz%t = lim te* =0, donc t — ? est négligeable de-

t—-+o0 t—-+o0
vant t — t% en +oo or t t% est intégrable sur 'intervalle [z, 400,
— .
donc t +— %~ lest aussi .

“+oo
2) Dans la suite , ¢ désigne la fonction définie sur R* par p(z) = / Tdt

+o00
a) Ona:® " >0 Vte [z, +oo, donc p(z) = / 6Tali& > 0, d’autre
part : ’

t

+oo ,—
e < %t Vt €lx, 400, donc p(z) = / ert < px) =

o0 t
e e ,
—dt = —, donc on a montré que ,
. x x

tement positif z on a: 0 < p(x) < < .

pour tout réel stric-

+00
b) Vo € Ri, p(x) = / e—dt —/ —dt est dérivable comme
1

+oo —
e
différence d’une constante, / Tdt et d'une primitive / —dt
1

e <

de &=, avec Vz € R}, ¢/(z) =

T

+oo ,—t oo q +oo —t 1 1— et
) cp(x)+lnx:/ 6—dt+/ —dt:/ e—dt—/ C at

tend vers

11_€—t
=)~ [
0

N 1
a utilisé les intégrales
0

dt quand z tend vers 0", notez bier

_ e—t +o0 e—t

; dt et / Tdt qui so
définis puisque associés a des fonctions intégrables d’aprés le
tions précédentes.

Une simple utilisation de la relation de Chasles pour int

1_ -t
c .

donne pour tout z > 0, p(z) +Inz = C + /
0

n -
D’autre part : pour tout ¢ > 0,n € N*on a: et = Z <—
R, (t), série alternée, avec |R,(t)| <

k=0
n k’ltkl R(
LR
R

gt T]—
donc/ ‘
(n+1)! 1) t
k=1

/OI 7; ) 3 ﬂxk_/ox&;()dt,or

X tn
—dt dt < —d
‘/0 t | / = | - /0 (n+1)!
n+1

dt — 0 quand n — 400 pour z > 0 fixe,

(n+1)(n+1)!
puissances sont négligeables devant les factoriels. Donc quar
T1—e

n — +oo avec x > 0 fixe, on obtient : /
0



3)

Il et on peut en déduire que

+0oo k=1 .k
1
ole) tmr=c+ Y T

k=1

Montrons d’abord que ¢ est intégrable sur ]0, +-00], en effet d’aprés
les questions 2.a et 1.b on peut affirmer que ¢ est intégrable sur
+oo k—1 .k
(1) =
p kK
voisinage de 0, on peut affirmer aussi que p(z) + Inx ~ C' + x au

voisinage de 0, or z — C' + x et x — Inz sont intégrables sur |0, 1],
1

([ |Int|dt = 1+zInz—2) donc ¢ est intégrable sur |0, +o00[ et par
—00,0[ et

[1, 400l et d’aprés la question 2.d et vu que ~ T au

suite Yx :— ¢(|z]) est intégrable sur les deux intervalles |
10, +o0f .

Pour tout z € R, on a |e™)| < |p(t)| et t — || intégrable
sur les deux intervalles | — oo, 0[ et |0, +oo[, donc t — e“h)(t)

“+oo
I'est aussi donc les intégrales I; = / erlpdt et I, =
0

0
/ et (t)dt ont un sens et donc ¢(x) = I; + I, a un sens.

—0o0

D’autre part

~ oo +0o0
) = /_ ettt = /0 ;m (t)dt +

‘ 1 ixt e 1 zmt e 1 —iTU
/OO 3¢ e(=t)dt = /0 3¢ p(t)dt + /0 3¢ o(u)du =
+oo 1 +o0o 1 ] +o00
/ et ()t + / Lemint ()t = / (1) cos(at)dt.
0 2° 0o 2 0

La fonction & : (x,t) — o(t) cos(xt) est intégrable sur |0, 400 par
rapport a t pour x fixé, elle est de classe C* sur R par rapport x

dont la dérivée n-eme est .

ct— t"p(t) cos(xt + n2), on a |§$i

Ep (z,t)] < t"p(t) Vt e
10, +00[. Montrons alors que t — t"p(t) est intégrable sur |0, +oo],

en effet au voisinage de 0 on a :
t"o(t) +t"Int ~ Ct" + "L or t — t"C + " et t +— "]
intégrables sur ]0, 1] donc t +— t"¢(t) est intégrable sur |0, 1]

suite & : t — t"p(t) est intégrable sur |0, 1], et donc ¢ — 3

est aussi intégrable sur |0, 1]. d
D’autre part, d’aprés la question 2.a 0 < t"p(t) <
[0, 400 et comme t"'e~" est négligeable devant - au voisia
400, car les exponentielles 'emportent devant les puissances

t — % est intégrable sur [1,+oo[ alors t — t"p(t) est intégra
e

—(x,t) l'est aussi.
I»TL

tn—le—t

[1,400[ et par suite ¢ —

Conclusion : t — a—g(az,t) est intégrable sur |0, +ool, le th
l»n

de dérivation sous signe intégrale permet d’affirmer que
classe C* sur R avec :
—+00

D™ (z) = /0 t"o(t) cos(xt + ng)dt

Pour tout réel non nul z, on a a ’aide d’une intégration par

~ e sinat]
B = [ ewesena = o™
0 t—s

oo sin xt
/ Pl(t)——di =

0
1 +oo _— " —t
—/ 6— sin(xt)dt, car d’aprés 2.a |p(t )smx | < R 0.
T Jo t T

t — +oo pour z fixé, et d’aprés 2.d p(t) + lnt ~ C +t au vc

de 0, donc
sin xt sin xt sin xt

o(t) —t— Int ~ (C +1t)

sin xt sin xt
~ t quand t — 0 pour z fixé, alors ¢(t)

quand t — 0 pour

comme

sin xt

(C +t)t quand t — 0 pour x fixé et donc lirrol o(t) =0,
fixé.
-~ F(SL’) +oo
Ainsi ¢(z) = ) avec b:x— p(x, t)dt telle que &
0

et




p(z,t) = 6Tftsin(xt), donc 1(0) = @(0) & condition quon peut
dériver sous signe intégral, ce qui n’est pas difficile a justifier puisque

op 4 L : L
97 t — e "cosxt est intégrable sur [0, +oo[ puisque majorée par
z
e~ !, intégrable sur [0, 4+o0[, pour z fixé.
00 ap

Donc 9 (0) = @'(0) = /0 5 (0. t)dt = /0 a1,

Dans la question précédente on a déja montré que la fonc-
tion ® : z — f0+m§sin(xt)dt est dérivable sur ]0,+oo[ avec

(x) =

4) a)

“+oo
/ e 'cos(xt)dt, pour tout xz > 0, puis on a :
0

+00 ‘ oo pliz—1)tttee
'(x) = §Re/ e te™t = ﬂ?e/ et — Re [ } =
0 0

t—0

1x— 1

iz —1 2 +1
quand t — 4-o00.

1 1 |
_§Re( ) = . Notez bien que : |€(l:c—1)t| et g

b) D’aprés la question précédente, on a : J(x) = ? pour tout

réel non nul z, et ® est de classe C! sur |0, +oo[ avec ®'(z) =
== VYo > 0, donc ®(z) = arctanz + A Vz > 0, de méme
O(z) = arctan x + ¢ Vo < 0, donc

,{z]\(x) — arctan £+ \V/ZIZ' >0
arcta;lx-l—u \V/ZIZ' <0
1 siz=0

comme @E est continue sur R alors A = = 0 d’ou le résultat.

I.QUELQUES PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER
D’UNE FONCTION

1) Transformée de Fourier d’une fonction intégrable
a) Pour z fixé, on a : e f(t)| < |f(t)] Vt € R, or f une fonction
continue par morceaux et intégrable sur R; donc t — e =™ f(t) 1'est

aussi d’ou pour tout réel z, f(x) = / e " f(t)dt est bien définie,

[e.9]

b)

—+00

en plus | F(z)| :\/_ e~ £ (1) g/ FO|dt = M, co

qui ne dépond pas de x et donc la fonction fest bornée .
Si de plus f est continue, alors t — e~ f(t) est intégrable s
x — e ! f(t) continue sur R, donc f est aussi continue .

2) Transformations

a)

Soient 1, s deux fonctions complexes continues par morce
intégrables sur R, et A € R alors ¢; + Ay est aussi un
tion complexe continues par morceaux et intégrable sur I

Flp1+ Apa)(z) = /_+oo e (1 + M) (t)dt =

+o0 oo
/ e_thOl(t) + )\/ 6—zxt¢2(t)dt = F(Qpl)(l') + )\F(SOQI

[e.e] —00

donc F' est linéaire .

f est une fonction continue par morceaux et intégrable sur I
pour tout réel a, les fonctions f,(t) = f(t —a) et of(t) = f(c
aussi des fonctions continues par morceaux et intégrables s
par suite possédent des transformés de Fourier, avec que po

réel =, f.(r) = / e f(t — a)dt = e_“”’/

e—ixu‘f(q
— 00 —00

e_i‘”f(x), en utilisant le changement de variable u = ¢t —
méme avec le changement de variable v = at on obtient ,
ﬁf (%) (a # 0), faites attention ici aux bornes si a < 0 alc
devient +o00 et inversement ce qui justifie le |al.

La transformée de Fourier de I'application ¢ — f(t)e'® au
est :

+o0 -
/ e~ @t f () dt = f(x — a).

oo

Si f est paire alors J?(x) = /_0 e~ () dE + /OO et f

f:o e E(t)dt + /OOO ez’xuf(_oz)du _ /Ofoo g
e f(u)du =
0

/0 m e () dt + /0 h et f(t)d



e)

“+oo
2 / cos(xt) f(t)dt, on a utilisé le changement de variable u = —t
0
puis on a remplacé u par t puisque sont deux variables muettes.

Si f est impaire on obtient f(z) = 2@'/ sin(xt) f(t)dt.
0

La transformée de Fourier d’une fonction réelle paire est réelle alors
que celle d’une fonction réelle impaire est imaginaire.

3) Dérivation

a)

T

f'(H)dt = f(z)— f(0) admet une

0
limite finie quad © — 400, et donc lim f est finie, soit L cette
+oo

f' étant intégrable sur R, donc

limite, si L # 0 alors |f(z)| — |L| > %, quand x — 400, or f
est continue, donc un intervalle [A, +o00| sur lequel | f| > %, or f est
intégrable sur [A, +oo[, donc le fonction constante % le sera aussi,
ce qui n’est pas le cas, donc L = lim f = 0, et de méme on montre
+oo
que lim f =0 .
— o

f' étant une fonction continue par morceaux et intégrable sur
R, donc admet une transformée de Fourrier, définie par la rela-

~ too . . t——+00
Fila) = / e ft)dt = [ f(8)]7T
el P -~ f(x)
zx/_ e ™ f(t)dt = izf(x), donc f(z) = .

o0

tion : Vo € R :

tend vers 0 en

+o00, car f’ est bornée en utilisant la question II.1.a pour la fonc-
tion f’.
Le fait que l'application g : ¢t +— tf(t) est intégrable sur R nous

permet d’affirmer que f est de classe C! sur R et de dériver sous le
signe intégral ; avec :

veeR, (F) (@)= —z/

— 00

I[IILUNE FORMULE D’INVERSION

+oo

e f(t)dt = —ig(x).

A-Un autre exemple

1) La fonction h est de classe C! sur R, intégrable sur R, et t ~

intégrable sur R, (car négligeables devant 7 en +oo), donc h e
définie, dérivable sur R avec :

~ oo 9 . e_t2 "
Ve € R, h'(zx) = —i/ e e dt = —i —e_mT
oo §
x [T —ixt _—t2 Ly T e biafeis 74 . s
3 e e dl = —§h (x) et donc h satisfait I’équation différe
Yy +35y=0.

2) La solution générale de l'équation différentielle (1) est de la

~ ) N oo
y(x) = AG_%, donc h(z) = )xe‘Tz ou A = h(0) = / e Pt = N

3) e’ = sz h(t), donc
d’aprés la question I1.2.b la transformée de Fourier de la fonctic

~ g
e’ &> 0 est : %h (%) — \/§6_4_€.

B-Application a la formule d’inversion

1) a) Soit les v, € C°(R) définies par v,(y) = v(y)e =¥", se s
fonctions intégrables sur R car dominées par v intégrables st
qui de plus convergent simplement vers v. En utilisant le th

+oo
de la convergence dominée, on a que : lim / v(y)e
+00
—00

n—-

+o0 ) +o0
/ lim o(y)e =" dy :/ v(y)dy.

n—roo
oo + o0

b) Meéme que précédement, poser w,(y) = w(x + e,y)e ¥ ¢’
fonction intégrable sur R car bornée par la fonction int

y +— suplwle™’, de plus lini we(y) = wlx)eV
Eoo ) 400
lianr w(z + ey)e ™ dy = / lianr w(x + eyy)e”
+0o0 - 9 +oo 9 -
/ w(z)e ™ dy = w(x)/ eV dy = w(x)/r.

2) Pour tout n € N et tout z € R, on a, et ceci d’aprés la q

“+oo
II.A.3 / e~ W) =eny® gy — \ /16—%
_ En

. #(7) -




3)

—+00

+00
ft) < / e—iy@—w)—en@ﬂdy) dt =
—00 —00 oo

+o0 (t—=)2
/ f(t), /;e_ T dt = 2/ fx+ 2\/€n8)6_52d8, en effectuant

le changement de variable s = 2;:%’

a) Clest le théoreme de Fubini qui nous permet d’intervertir les deux
intégrales, puisqu’il s’agit d’une fonction continue sur le carré

[—p,p] X [—q,4].

q .
Posons, pour tout y € R, f,(y) = v’ (/ f(t)e_lytdt), on a:
—q
“+oo
ft)e ¥dt et | fy(y)] < 2qs%p|f\6‘€y2,

majorée normalement par une fonction intégrable sur R, donc
lim f, est intégrable sur R avec

lim f,(y) = e’
g—-+oo

q—-+oo

“+oo “+oo
liT fo(y)dy = / liT fq(y)dy, ce qui donne pour tout
q—T00 — 00 — 00 q—T00
e >0,

+0o0 ) 9 q ] +00 ) 9 “+oo
liIJP ety (/ f(t)e_lytdt) dy:/ ety ( f(t)e
9770 J —q —00 —00

Le méme raisonnement que précédement en posant cette fois
g,(t) = f(t) (ffp e‘iy(t—x)_adey), et faire tendre p vers 400 nous

permet d’affirmer aussi que pour tout entier naturel non n

tout € > 0,
+oo ]
0 ( [ e

q P ) q
lim f(®) ( / e~ W(t—2)—ey dy) dt = /
Pt ) g -p —q

d) Conclusion immédiate des question précédents.

4) D’aprés les questions III.B.2. et III.B.3.c, en remplagant ¢ par
(€n)n une suite de réels strictement positifs tendant vers 0,

+o0o +o0o -
2/ flz + 2y/Ens)eFds = / ey f(y)dy. Bt apré

vérifié qu’on peut intervertir limites et intégrales, chose qui n’est

ficile puisque e@v—<n¥’ f (y) sont normalement bornées par f, int

sur R et f(z + 2,/2,5)e™*" sont normalement bornées par sup
R

intégrable sur R aussi, donc qund n — 400, on obtient : pour t

+o0 ) too +o0 )
R, L (x)e™® ds:/ e"™ f(y)dy, Comme/

s B

s 5 e %ds =
b — 00 —0Q

a le résultat.

_iytdt) dy.

Fin.
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours MP,
comporte 4 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références | des questions abordées.

Notations et rappels

On considere un espace vectoriel F, de dimension finie n > 3, sur le corps K (K = R ou C). L(E)

désigne la K-algebre des endomorphismes de E. Si u, v € L(E), u o v se note uv et I'identité est
m m

notée Ip. Pouru € L(E) et P = Z axrX* € K[X], P(u) désigne I’endomorphisme Z apu® ot les
k=0 k=0

u? sont définis par les relations u® = Iy et Vp € N*, v? = uu?~!. On rappelle que si P, Q € K[X],

les endomorphismes P(u) et Q(u) commutent.

Si u est un endomorphisme de F, le polyn6me minimal de u sera noté 7, et le polynéme car-
actéristique se notera x,, ; on rappelle que , est le polyndme unitaire de degré minimal annulateur
de u, c’est le générateur unitaire de 1'idéal des polynémes annulateurs de u, et que

VAeK, xu(A) =det(u—AIg).

Un endomorphisme u est dit nilpotent s’il existe p € N* tel que u? = 0. On rappelle que pour un
tel endomorphisme, en dimension n, le polyndme caractéristique vaut (—1)"X".

1% Partie
Résultats préliminaires

A- Calcul de la dimension d’un sous-espace vectoriel de £

Soient v € L(E), A une valeur propre de u et p € N* son ordre de multiplicité ; on sait qu’il existe
Q € K[X] tel que
Xu= (X =XPQ et Q) #0.
On pose F = Ker (u — M g)P.

1. Montrer que E = F & Ker Q(u) et que les sous-espaces vectoriels F et Ker Q(u) sont stables
par .

2. On désigne par v (respectivement w) l'endomorphisme de F) (respectivement Ker Q(u))
induit par u.

(@) Que peut-on dire de 'endomorphisme (v — A, ) de F)\ ?

(b) Calculer x, en fonction de A et d = dim (F}) puis montrer que
Xu = (_1>d(X - )‘)de

avec la convention x,, = 1 si Ker Q(u) = {0g}.
(c) Montrer que x,,(A) # 0 et conclure que p = d.

Epreuve de Mathématiques I 1/4 Tournez la page S.V.P.
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B- Un résultat sur le polyn6me minimal

Soit u un endomorphisme de E.

1.

Soit z € E \ {Og}. Montrer qu'il existe un unique polynéme unitaire de degré minimal noté
0 € K[X] tel que 75 (u)(x) = Op, puis justifier que 7, ,, divise 7.

En déduire que 1'ensemble {7, ,,, x € E\ {Og}} est fini.

On pose 7, = P{''... P ol (a1,...,a,)€ (N*)" et les P, irréductibles et deux a deux distincts.
Montrer que pour tout ¢ de {1,...,r}, il existe y; € E \ {Og} tel que P divise my, ., puis
construire un élément z; € E'\ {0z} tel que P = 7y, . ( Raisonner par I'absurde et utiliser 2.')

Soit (z,y) € (E \ {0g})?; on suppose que les polyndmes R = 7., et S = 7, sont premiers
entre eux. Justifier que x + y # 0, puis montrer que 7,4, ., = RS.

Déduire de ce qui précede qu'il existe e € E \ {Og} tel que 7, = my.

) 2°™¢ Partie
Etude de C = {u € L(FE), deg(7,) = n — 1}.

A- Le cas d'un endomorphisme nilpotent

Soit v € L(E) ; on suppose que v" ! = 0 et v" 2 # 0.

1.

Montrer que pour tout £ € N,
Kerv* € Kervft?

et que
Ker v* = Ker vt = Ker vFt! = Kerv#*2.

En déduire que

{0} ¢ Kerv ¢ Kerv? ¢ ... ¢ Kerv" 2 ¢ Kerv" ! = E.

Montrer alors que pour tout k € {1,...,n —2},

k < dim (Kero®) <k + 1.

Supposons que pour p € {1,...,n — 2} on ait : dim (Kerv?) = p et dim (Kerv?™) = p + 2;
montrer que dim (Ker v?) > dim (Ker vP~!) + 2 et trouver une contradiction.
(On pourra utiliser v(F) oit F est un supplémentaire de Ker vP dans Ker vP™1).

En déduire que pour tout ¢ € {1,...,n — 2}, dim (Kerv?) = ¢ + 1.

Montrer que Kerv ¢ Imv.
(On pourra raisonner par I’absurde et considérer I'endomorphisme g induit par v sur Imv).

Soient xg € Kerv \ Imvety € E \ Kerv" 2.

(a) Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel H = vect({y, v(y),...,v" 2(y)}).

(b) Vérifier que H et Kz sont supplémentaires dans ' et que H est stable par v.

n72(

(c) Vérifier que (y,v(y),...,v Y), o) est une base de E et écrire la matrice J de v dans

cette base.
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B- Cas général

n—2
1. Soient R = X1 — Zaka € K[X] et @ € K une racine de R. Soient B = (ey,...,e,) une

k=0
base de E' et u I'’endomorphisme de E dont la matrice M relativement a B est

0 0 a O
1 0 0 o 0
M= o - . : S (1)
D .1 0 ap-3 O
0O -+ 0 1 ap—2o O
o 0 --- 0 O
(@) Pour k € {1,...,n — 1}, exprimer u*(e1) en fonction des éléments de la base .

(b) Calculer R(u)(e;) puis R(u)(ex), pour tout k& € {2,...,n — 1}, et enfin R(u)(e,); en
déduire que R est un polyndme annulateur de u.

(c) Montrer que le degré du polynéme minimal 7, de u est supérieur ou égal a n — 1 et en
déduire que R coincide avec 7, puis que u € C. (On pourra raisonner par I’absurde).

(d) Déterminer x,, en fonction de R et a.
2. Soitu € C.

(a) Montrer qu’il existe a € K tel que x, = (—1)"(X — a)m, et que m, () = 0.

Dans la suite, k désigne I'ordre de multiplicité de la valeur propre a de u. On sait, puisque

Xu = (—1)"(X — a)m,, qu'il existe Q € K[X] tel que

o= (X —a)7'Q et Q(a)#0.
(b) Montrer que
E = Ker (u — alp)*® @ Ker Q(u) = Ker (u — alp)* ! @ Ker Q(u);
en déduire que
Ker (u — alg)* 2 ¢ Ker (u — adp)* ™t = Ker (u — algp)F.

(c) On désigne par v I’endomorphisme de Ker (u — alg)* induit par u — alg.
i. Vérifier que v¥~1 =0 et =2 £ 0.
ii. En déduire qu’il existe un vecteur propre xy de u, associé a la valeur propre o, et un
sous-espace vectoriel H; de Ker (u — ol £)", stable par u, tels que

Ker (u — ozIE)k =Kzo® H;.
(d) Montrer que la somme H = H; + Ker Q(u) est directe et que le sous-espace vectoriel H
est un supplémentaire de Kz dans E, qui est stable par u.
(e) On désigne par w I'endomorphisme induit par u sur H.

i. Montrer que x,, = (o — X) x4, puis en déduire 7, ().
ii. Montrer que 7, est un polynéme annulateur de v, puis que deg (m,,) = n — 1.
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(f) En utilisant la question B-5 des préliminaires, montrer que H possede une base du type
(e,w(e),...,w"2(e)), avec e € H, et écrire la matrice de w dans cette base.

(g) Construire alors une base B; de E dans laquelle la matrice de u est de la forme (1).

3. Soit A € M,,(K), 74 son polyndme minimal. Montrer que deg (74) = n — 1 si et seulement s’il
n—2

existe une matrice P dans GL,,(K) et ay, . .., a,_2, o, éléments de K, avec o™~ ! = Z apa® tels
k=0

que P~LAP soit de la forme (1).
Justifier que lorsque K = R on peut choisir P dans GL;} (R) = {M € GL,(R),det M > 0}.

3%m¢ Partie

1
Dans cette partie, M,,(K) est muni de la norme ||.|| : A = (a;;) — [|A] = ( Z |ai,j|2>§;
1<i,j<n
G(K) désigne GL,(C) siK = C et GL;} (R) si K = R. On se propose de montrer la connéxité par arcs
de I’ensemble
C(K) ={A € M,(K), deg(mwa) =n — 1}.
1. (a) Montrer que 'application det : M, (K) — K, A — det A est continue et que G(K) est
un ouvert.
(b) Montrer que si A et B sont des éléments de M,,(K), alors || AB|| < ||A||| B
(c) Soit (A4, H) € GL,(K) x M, (K) avec ||H|| < ||[A~||~!. Montrer que A+ H est une matrice
inversible et exprimer (4 + H)~! — A~! comme la somme d’une série.
(On pourra écrire A+ H = A(I, + A~'H .)
(d) En déduire que l'application Z : G(K) — M,,(K), A — A~! est continue.
2. (a) Soient A et B deux éléments de GL,,(C). Montrer que T'(z) = det(zB + (1 —x)A), z € C,
est un polyndme en z, a coefficients complexes, et que T n’est pas le polyndéme nul.
(b) Soient z1, ..., 2, les racines de T et soit r > 0,

soitg : [0,1] — M, (C), ¢(t) = v(t)B+(1—v(t))Aavec~(t) = {

i. Montrer que ¢ est continue et calculer ¢(0) et ¢(1).
ii. Montrer que I'on peut choisir r tel que ¢ soit a valeurs dans GL,,(C) et conclure.
(SiI={ie{l,...,p},Imz; > 0} n'est pas vide, choisir r < min{Im z;,i € I} .)

t(1 + 2ir) si0 <
t+2ir(l—t) sis<

3. On admet que GL;} (R) est connexe par arcs. J étant la matrice vue a la question A-7-c de la
2°™e partie, montrer que 'ensemble { PJP~1, P € G(K)} est connexe par arcs.

4. Soit M une matrice de la forme (1) ol ag, . . ., ap—2 et « sont des éléments de K tels que a1 =
n—2
Z apa”. En remplacant dans M les éléments a1, ..., a,—s respectivement par ta,...,ta,—2,
k=0

n—2
« par ta et ag par £(t) + ag, ot £(t) = (ta)"! — Z tay(ta)® — ag, montrer que I'on obtient
k=1

une matrice M(t) € C(K) et que 'application ¢ : [0,1] — M,,(K),¢ — M(t) est continue;
calculer ¢(0) et 1(1).

5. Déduire de ce qui précede que C(K) est connexe par arcs.

FIN DE L’EPREUVE
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1°r¢ Partie. 1)
Résultats préliminaires.

A-Calcul de la dimensin d’un sous espace vectoriel de E.

2)

1) Conclusion immédiate du théoreme de décomposition des noyaux car
(X — AP AQ =1, puisque Q(A) # 0 et du fait que (u — Mg)P et Q(u) 3)
commuttent avec u car sont des polynomes en u, donc leurs noyaux sont
stables par u.

2) a) VeeF\=ker(u—Ag)P,ona: (v—AEg)P(r) = (u—NEg)P(z) = 0g,
donc v — Mg est nilpotent, en particulier x, 7, (X) = (=1)4X4, ot
b) x.(X) =det(v—XIg)
— det(v — Mg — (X — \)Iz)
= Xv-\ig (X - )\)
= (-1)(X =N
OnaFE = F,\ @ ker Q(u) avec Fy, ker Q(u) stables par u,v = up, et
W = U ker Q(u)s AONC Xy = Xo-Xuw = (—1)(X — N)%x
c) D’aprés ce qui précede on a : x, = (—=1)4X — N4y, = (X — \)PQ,
ainsi (X —\)P divise (X —A)¥X4, or (X —=A\)PAxy, = 1, car x,(A) # 0,
d’ott (X — )P divise (X — A\)?, donc p < d, de méme et puisque
Q(N) # 0, on a aussi (X — \)¢ divise (X — A\)P, donc p > d, d’on
I’égalité.

B-Un résultat sur le polynéme minimal.

Posons J, = {P € K[X] tel que : P(u)(z) = 0}, on vérifie facilement,
tenant compte de la relation (PQ)(u) = P(u) o Q(u), que J, est un
idéal non nul de K[X] car contient 7,, donc engendré par un unique po-
lynéme unitaire de degré minimal noté m,, qui vérifie m, ,(u)(z) = O,
car m,, € J, et qui divise m, car m, € J, et m,, engendre J,.

{mzu tel que : x € E,x # Og} est fini car inclu dans
{P € K[X] qui divisent m,} qui est fini.

Posons m = 72/ Tzu, Ce pOlynome a bien un sens car
z#0g

{meu tel que : x € E,x # O} est fini, et il est divisible par tous les po-
lynémes ., donc m(u)(zx) = 0,Vo € E, dou m, = P --- P divise
7, car m polynéome annulateur de u, donc V1 < i < r, P divise 7, donc
dr € E tel que : x # Op, qu’on notera y; tel que : P divise m, ,, car P,
est irréductible.

Comme 7,(u) = 0= P (u H P (u), alors

J#Z
E =KerP™(u) ® KerH P ) donc y; = x; + z;, avec
J#i
x; € KerP(u), z; € KerH P (u)
J#i

Supposons x; = 0g, alors y; = 2; € KerH P , donc

J#i
HPO‘] )(yi) = 0p, d’ou m,, divise HP 7 or P divise my,,, donc
JFi JFi
divise aussi H Pjaj , impossible car les Pjaj sont premiers entre eux deux

J#
a deux puisque les P; sont irréductibles deux a deux distincts. Donc



4)

5)

1)

2)

Montrons maintenant que m,,, = P, en effet R = 7, , divise P{" car
x; € KerP (u), mais aussi S = m,, , divise HPfj, pour la méme rai-
J#i
son, donc RA S =1, en utilisant la question suivante on aura P/ divise
Tyw = RS et P NS =1, donc P divise R, d’ou I'égalité.
Supposons z+y = 0, donc y = —x et par suite R(u)(y) = —R(u)(x) = 0,
donc S = m,,, divise R, absurde.
D’autre part : (RS)(u)(x +y) = R(u) o S(u)(x +y) = R(u) o S(u)(x) +
S(u)o R(u)(y) =0, car R(u) et S(u) commuttent, donc 7,4, divise RS
Or my(u)(z +y) = 0, donc mpy(u)(y) = —mupy(uw)(z), don
(RBzyu)(W)(y) = R(u) o Topyu(u)(y) = —R(u) o Tapyu(u)(z) =
—Tpiyu(t) 0 R(u)(x) = 0, donc S = m,,, divise Rmyiyqy, o8 S AR =1,
d’ott S divise my4y 4, de méme R divise g4y, et comme S A R = 1, alors
RS divise 7y, d’oll I'égalité.

Prendre e = 21 + - - - + ;.

2tmePartie
Etude de C = {u € L(F) tel que : degm, =n — 1}

A-Le cas d’'un endomorphisme nilpotent.

7 € Kervf = v*(2) = 0 = v*(2) = v(0) = 0 =
r € Kerv*+1,
Comme on a déja Kerv**! C Kerv®*2, il suffit de montrer I'autre inclu-
sion.
En effet, z € Kerv**? = v**2(2) = v**(v(2)) =0
= v(z) € Kerv* ! = Kerv*
= vk (v(z)) = vt (2) =0
= 1 € Kervkt!

Utilisons la  contraposée de l'implication  précédete, donc
"l =0,0""2#0 = E = Kerv" ! # Kerv" 2 |

= Kerv" 2 # Kerv™ 3

= {0} = Kerv? # Kerv
or {0} C Kerv C --- C Kerv"™! = E, donc les inclusions sont strictes.

3)

4)

5)

6)

Montrer k < Kerv*, par récurrence sur k en utilisant le fait que
dim Kerv* < dim Kerv**!, donc

dim Kerv* + 1 < dim Kerv**1.

Montrer Kerv® < k, par récurrence descendante sur k en utilisant le fait
que dim Kerv*~! < dim Kerv*, donc

dim KervF—! < dim Kerv® — 1.

Si KervP™ = Kerv? @ F, alors dim F' = 2.
De plus vjp : F' — v(F) est bijective car Kervp = F N Kerv C
F nKerv? = {0}, donc dimv(F) = dim F = 2
reF = v (z)=0 car F C Kerv?P*!
= v(z) € Kerv?  car vP(v(x)) =0
Donc v(F') C Kerv?, mais aussi Kerv?™! C Kerv?, donc KervP~ ' +v(F) C
KervP.
D’autre part :
r € KervP ' Nou(F) = 32/ € F tel que : x = v(2’) et vP~1(z) =0
= d2/ € F tel que : x = v(2’) et vP(2') =0
— J2/ € FFNKerv? tel que : x = v(a')
==z =0
car x = v(2’) tel que : 2’ € F N Kerv? = {0}
Ainsi Kerv?™' N o(F) = {0}, dou Kerv?' & v(F) C Kerv?, et
donc dimKerv? > dimKerv?™! + dimov(F) = dimKerv?™' + 2. Or
dim KervP~™! > p — 1, d’out dim KervP™! < p — 2, or dim KervP™! > p — 1,
absurde.

D’aprés la question 3) on a :

0 < dim (Kerka) — dim (Kervk) < 2, d’aprés les questions précédentes
on a dim (Kerv*™') — dim (Kerv*) ¢ {0,2}, donc dim (Kerv*™) =
dim (Kerv*) + 1, or dim (Kerv"™) = n car Kerv"' = E, donc par
récurrence descendante on montre facilement que dim (Kervk) =k+1

Supposons Kerv C Imuv, et soit F' un supplémentaire de Kerv dans Imuv,
donc Imv = Kerv @ F, d’ou

Imv? = v(Imv) = v(F) = Imu|p et

Kervp = F N Kerv = {0}, d’aprés la formule du rang appliquée a vp,
on conclut que : dim F' = dim Imv? = n — dim Kerv? = n — 3 mais aussi,
dim F' = dim Imv — dim Kerv = n — 2 — 2 = n — 4, absurde.



7)

1)

a)

Si on montre que {y, v(y), ..., v" 2(y)} est libre, alors dim H = n—1.
En effet : Soit Ag,..., Ap_2 tel que : Aoy + ... + X020 %(y) = 0,
composons par v" 2, donc A\gv" %(y) = 0, car v ! = 0 et donc
VP = 0,Vk >n—1, or v" 2(y) # 0, car y ¢ Kerv" 2, donc \g = 0,
en composant aprés par v" 3, on trouve \; = 0 et ainsi de suite.

Soit x € H NKxg, donc & = Axg = Ay + ... + A\y_20™ 2(y), or zg €
Kerv, donc z aussi d’ot1 v(z) = 0 mais surtout v"~2(z) = 0, en repre-
nant la méme démarche que dans la question précédente, on montre
que tous les A; sont nuls donc x = 0, donc H NKzy = {0}, ainsi leur
somme est directe, de plus dim Kzg = 1, donc dim (H & Kzg) = n
donc H ® Kzg = E.

Montrons maintenant H et Kx, sont stables par v.

Soit € H, donc & = Ay + ... + A\y—20" " %(y), d'out

v(z) = Av(y) + ... + A\gv"2(y) € H, car v"! = 0.

Soit = € Kz, donc x = Axg, d’ou v(z) = 0 € Kz car zy € Kerv.

B={y,v(y),...,v"%(y), z} est une base de E car ruénion de deux
base de H et Kxg avec H ® Kxzg = E. Dans ce cas

0 0
1

J:MB(’U): 0
0 0 10

B- Cas général.

D’aprés la forme de M, on a :

u(er) = eg, ..., u(en_2) = en_1,u(€n_1) = €1 + ... + Q26,1 €t

enfin u(e,) = ae,. Donc u?(e;) = u(ey) = ez et par récurrence

sur 1 < k < n — 2, on montre que u¥(e;) = epy1 et enfin
( u(u"2(e1)) = ulen_1) = apey + ... + Qp_2€,_1.

2)

b)

b)

n—2
R(u)(er) =u""Y(er) = > axut(en)
k=0
n—2
=g + ...+ Qp_2€,_1 — Z Qi1
k=0
=0

Pour k € {2,...,n — 1}, on a e, = u*"!(e;), donc R(u)(ex) =
R(u) o u*1(ey) = u*t o R(u)(e;) = 0.
D’autre part u(e,) = ae,, donc u*(e,) = afe, et R(u)(e,) =
R(a)(e,) = 0 car « racine de R.
Ainsi R(u) s’annulle sur une base de E, donc sur E, d’ou R(u) = 0,
donc R est un polynome annulateur de wu.
Supposons degm, < n — 2, donc 7, = Ay + -+ + Ao X" 72,
avec les \; non tous nuls. Or m,(e;) = 0 et u*(e;) = epy1, donc
Xo€1 + -+ Ap_2e,_1 = 0, avec les \; non tous, donc la famille
{e1, -+ ,en_1} est liée, absurde car incluse dans une base. D’aprés
la question précédente on a m, divise R, et deg R = n — 1, donc
degm, <n—1,or degm, >n—1, donc degm, =degR=n—1, or
m, divise R et sont tous les deux unitaires donc égaux. D’ou u € C.

En développant suivant la dérniere ligne, on trouve que

0 0 ... 0 w

1 0 ... 0 o
Xu=(a—X)xppouM =10 " . 1 = |,

: . 1 0 Ap_3

0 ... 0 1 ayo

matrice classique appelée matrice compagnon dont le polynéme ca-
ractéristque est exactement (—1)""'R, formule qu’'on obtient en
développant le déterminant suivant la derniere colonne.

Dot x, = (—1)"(X — a)R.

m, qui est unitaire de degré n—1 divise x, de degré n et de coéfficient
dominant (—1)", donc x, = (—1)"(X — a)7m,, or x, et m, ont les
mémes racines qui sont les valeurs propres de u, donc « qui est racine
de x, est aussi racine de 7.

Onavy, = (X —a)fQe QAN (X —a) =1 car Q(a) # 0,



)

or xu(u) = 0, d’aprés le théoreme des noyaux on conclut que :
E = Kerx,(u) = Ker(u — alg)* & KerQ(u).
De facon pareille puisque, m, = (X — a)*7'Q et m,(u) = 0, on a
aussi F = Ker(u — alg)* ! @ KerQ(u).
En utilisant 1'inégalité précedente on conclut que :
dim Ker(u — alg)* = dimKer(u — alg)*1, or Ker(u — alg)*! C
Ker(u — alg)¥, d’ou Pégalité.
D’autre part, supposons que
Ker(u — alp)®2 = Ker(u — alg)*~!, donc
E = Ker(u — alg)*20KerQ(u) = Ker(u — alg)* 2 o Q(u), d’aprés
le théoréme des noyaux, ainsi (X —a)*~2@Q est un polynome annula-
teur de u donc divisible par 7, = (X —a)*~1Q ce qui est impossible,
donc Ker(u — alp)*2 # Ker(u — alg)* !, or Ker(u — alp)k=2 C
Ker(u — alg)k~1, d’otl 'inclusion est stricte.
i. Vo € Ker(u — alg)® = Ker(u — alp)k!
0, donc v*(z) = 0.
Or Ker(u — alg)*2 # Ker(u — alg)*! donc vF=2 # 0.
ii. Raisonner de fagon pareille que dans la question I1.A.7

On a H, C Ker(u — alg)* donc

HyNKerQ(u) C Ker(u — alg)*NKerQ(u) = {0} car (X —a)*AQ = 1
puisque Q(«) # 0, donc la somme H; + Ker@Q(u) est directe. Or
E = Ker(u — alg)* ® KerQ(u) = Kz ® H; ® KerQ(u) = Kzo @ H,
avec H = H; + Ker@(u) stable par u en tant que somme de deux
sous espace vectoriel stables par u.

i. Soit B une base de H, alors B = {x}UB’ est une base de E avec

a 0 0
0

) =

,ona (u—alg)*

MB(U) =

‘ M (0) , et ceci car u(zg) = awg,u =w

0
sur H qui est stable par u. Donc y, = (@ — X)Xuw-
Or x, = (—=1)"(X — a)*Q, donc x, = (—=1)""1(X
(—1)" 7, et m,(a) = 0, donc x,(a) =
meémes racines, donc m, () = 0.

0)~1Q =

0, or m, et x, ont les

ii. D’abord m,(u) = 0 sur H, car w = u sur H, d’autre part, comme

3)

1)

u(zo) = axg, alors m,(u)(zg) = mw(a)zg = 0, donc m,(u) =0
sur Kzg, et comme E = Kz @ H, alors m,(u) = 0.
Ainsi 7, divise m,, or degm, = n — 1 car u € C, d'ou
degm, > n — 1 et comme w est un endomorphisme de H et
dim H =n — 1, alors degm, < n — 1, d’ou I'égalité.

f) Soit e € H tel que:m., = m,, et supposons que la famille
{e,w(e),...,w"2(e)} est liée, donc ils existent des coéfficients
Ao, - - - s Ao non tous nuls tels que Age+ jw(e)+. . .+, 2w 2(e) =
0, donc P(u)(e) = 0 avec P(X) = Ao+ MX + ...+ X2 X" 2 de
degré inférieur a n—2, or deg 7., = n—1 ce qui contredit le fait que
deg e, est un polynome annulateur pour e de degré minimal. Ainsi

B = {e,w(e),...,w"2(e)} est libre dans H de cardinal n — 1 =
0 0 ... 0
1 0 ... 0 o
dim H, donc base de H, avec Mp(w) = | 0 Lo
: . 1 0 Q3
0 ... 0 1 oy

En prenant B = BU {zy}, on obtient Mp(u) de la forme (1).

Le sens direct découle de la question précédente, celui inverse découle de
la question I1.B.1.c

3mePartie

a) On sait que le déterminant est une forme n-linéaire donc continue.
D’autre part G(C) = det™'(C*) et G(R) = det™'(]0, +o0[) sont ou-
verts car C* et |0, 00| sont ouverts et det continue.

b) Posons A (@i j)1<ij<n, B = (bij)1<ij<n €t AB =

(Cz j)1<l I<n; avec

Z a; 1:by, j, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a :

2, < (;ak> (Zb ) donc



c)

IAB|I? = > o,

1<4,5<n

n n n n
-y (z ) (z b)

i=1 j=1 \k=1 k=1

= [ AIP|IBI?

Montrons d’abors ce résultat, si £/ est muni d’'une norme d’algebre
Il et si z € E tel que : ||z|| < 1, alors (1 — z) inversible d’inverse
+oo

E .Cl?k.
k=0

En effet, on sait que (1 — x)

n
2F=1— 2" et

k=0
+o0o
n+1 n+1 _ k _
, =1
|| < ||zl — Ocar |z||<1,donc (1—x) ) z"=1
n—-+0o00 P

Revenons a notre probleme maintenant, donc
7] < [A7HTH = [[ATH| < [[A7 1 H] < 1

+oo
= I, + A~ ' H inversible, d’inverse Z(—A_lH)
k=0

Donc A + H = A(l, + A™'H) est aussi inversible d’inverse
+00

(I+ATTH)TTAT =Y (AT H)FAT = A7 +Z ATVHY AT
k=0

dot (A+ H) 1= A7 =D (AT H)FA™

k=1
Il suffit de montrer que lilgn 0(A+H)t=A4""
En effet, dans ce cas on peut supposer ||H|| < [|A7'||7' et donc

Ir <0 tel que: |[A'H|| < r < 1, donc

I(A+H)™ = ATHH)RATY|

A7 —IIZ
—+00

< ATHRAT Y |lAT |

k=0
< |H|LJAT2D ot
—12
_ A=A 0
1—r H—0

2) a) Posons A =
T(z) =

(ai,j)1<ij<na B = (bij)1<ij<na donc

Z H xbz O'(Z

oc€S, 1=1

det(zB+(1—2)A — Z); 4(;)) €st un

polynome en x de degré inférieur & n non nul, car T'(1) = det B # 0.
1+ 1~ 142 1
b) i li{n§ ~(t) = hm— ~(t) = +2 T =7(3): donc 7y est conti-
nue et par sulte <;5 aussi, or 7(0) =0 et y(1) = 1, donc ¢(0) =
et (1) =
p
ii. On a det¢(t) = T(v(t)) et T'(x H:E — z;, donc det ¢(t) =
» i=1
Hv(t)—z,-, or Im(y(t) — z) = 2tr —Imz si0<t<3
j= =2r(l—t)—Imz; si0<t<1

i=1
Supposons Im(vy(t) — z;) = 0.

1

— lércas: 0 <t < —, dans ce cas Imz; = 2tr < r, absurde.

—_
[\3

— 2eme cas : = < t < 1, dans ce cas Imz; = 2(1 — t)r < r,

2
absurde.

Ainsi t — ¢(t) est un chemin inclu dans GL, (C), joignant A et
B, donc GL,,(C) est connexe par arcs.

3) Découle du fait que les applications P + P.J, P — P~! sont continues
donc leur produit aussi, et du fait que I'image d’un connexe par arcs par
une application continue est connexe par arcs.



00 ... 0 B O = ta joingnat J = 4(0) et M = 4(1).
10 0 B 0 Pr = ta, Vk %_12 5) D’aprés la question précedente toute matrice peut étre jointe a J par un
0 : : : _ an-1 _ k chemin continue inclu dans C(K), si on prend deux matrices quelconques
4) Ona:M@t)=| L0 g, o avec o =0 ;ﬁ’“ﬁ M et N dans C(K), on joign(e 3\4 a J, puis J & N, donc M & N, d’ont
('] ' 01 ﬂn_?’ 0 n—2 C(K) est connexe par arcs.
A n—2 6n—1 _ Z 6kﬂk
o o0 ...0 0 g prt
Ainsi M (t) remplit les conditions des matrices de la forme (1), donc
M(t) € C(K).
D’autre part les coéfficients de M(t) sont des fonctions polynomailes en
t, donc ¢ : t — M(t) est continue, c’est donc un chemin inclu dans C(K), Fln .




ROYAUME DU MAROC

Ministere Chargé de I'Enseignement Ministere de 'Enseignement
Secondaire et Technique Supérieur, de la Formation des Cadres
et de la Recherche Scientifique

Concours Nafciqnal Commun
d’Admission aux

Grandes Ecoles d’Ingénieurs
Session 2000

EPREUVE DE MATHEMATIQUES II

Durée 4 heures

Concours MP

Cette épreuve comporte 4 pages au format A4, en plus de cette page de garde
L'usage de la calculatrice est interdit



Concours National Commun — Session 2000 — MP

L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours MP,
comporte 4 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références | des questions abordées.

Définitions et notations

On consideére un espace vectoriel E, de dimension finie n > 2, sur le corps K (K = R ou C). L(E)
désigne l'algebre des endomorphismes de E; si u,v € L(E), 'endomorphisme composé u o v sera
noté simplement uv, [u, v] désignera I'endomorphisme uv — vu et 1'identité se notera Id.

Si u est un endomorphisme de E, on note Tr(u) la trace de u et Sp(u) 'ensemble des valeurs
propres de u. 7 désigne I'ensemble des endomorphismes de E de trace nulle. Si A est une valeur
propre de u, on note E,,(\) le sous-espace propre de u associé a la valeur propre .

Pour u € L(FE) on pose u’ = Idetsi k € N,k > 2, u¥ = uu*~1. On rappelle qu'un endomor-
phisme u est dit nilpotent s’il existe p € N* tel que u” = 0 (endomorphisme nul).

On définit I'application :

et pour u €L(FE) l'application :

o, L(E) — L(E)

v [u,)

Pour (m,p) € N*2, on note M, ,(K) 'ensemble des matrices a coefficients dans K, a m lignes
et p colonnes. I, est la matrice identité d’ordre m. Enfin, diag(ai, a2, ..., a,) désigne la matrice
carrée d’ordre n de terme général «;0;; ou J;; est le symbole de Kroneker ( on rappelle que
5ij :1Sii:jet5ij :OSii#j).

1% Partie

A- Quelques propriétés de &,
1. Montrer que 7 est un hyperplan de L(FE).
2. Montrer que ® est une application bilinéaire antisymétrique.
3. Soit u € L(E) un endomorphisme qui n’est pas une homothétie.

(a) Montrer que Vect({Id,u,...,u" '}) est inclus dans Ker ®, et que dim (Ker ®,) > 2.
(b) Montrer que siv € Ker @, alors v(E, (X)) C E,(\) pour tout A € Sp(u).

Epreuve de Mathématiques I 1/4 Tournez la page S.V.P.
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4. Montrer que I'image de ® est incluse dans 7 et que pour v € L(E), Im®,, C 7.
Existe-t-il u,v € L(E) tels que [u,v] = Id ? Peut-on avoir Im®,, =7 ?

5. Soitu € L(E).

(a) Montrer que u est une homothétie si et seulement si pour tout z € E, la famille (z, u(x))
est liée.

(b) En déduire que Ker ®, = L(E) si et seulement si u est une homothétie.

k
6. (a) Soientu,v € L(E); montrer par récurrence sur k que (®,)*(v) = Z(—l)pCﬁuk_pvup.
p=0
(b) En déduire que si u est nilpotent, alors ®,, 'est aussi.

B- Détermination de 1'image de ®

Soit u un endomorphisme non nul de £ de trace nulle.

1. u peut-il étre une homothétie ?

N

. Montrer qu’il existe e; € E tel que la famille (e, u(e;)) soit libre.

3. En déduire l'existence d’une base (e, ez, ..., e,) de E telle que la matrice A de u dans cette

base soit de la forme :
0 X
Y A

ou (X, Y) S (Mn,Ll(K))Q et Ay GMnfl(K).
4. On suppose A; = UV — VU avec (U,V) € (My-1(K))?
(a) Montrer qu’on peut trouver a € K tel que la matrice U — a,,—; soit inversible.

t
(b) On pose U' = ((g 3) et V! = (g, {j) avec (R,S) € (My_11(K))?; établir

I'équivalence :
A=UV -V'U <= ['X =-"RU—al, 1)etY = (U —al,_1)S].

5. Montrer alors par récurrence sur n que I'image de ® est égale a 7.

C- Détermination de Tr(®,,)

Soit u un endomorphisme de E. Soient B = (ej,ez,...,e,) une base de E et A = (a;;)1<i j<n la
matrice de u dans cette base. Pour (i,5) € {1,2,...,n}?, u;; désigne 'endomorphisme de E tel
que :

VEe{1,2,...,n}, u;j(er) = 0jre;.
1. Rappeler pourquoi (u;,;)1<i,j<n €st une base de L(E).

2. Calculer, pour tout (i, j, k,1) € {1,2,...,n}*, le produit u; jux,; et montrer que 'on a :
n n
V (i, 5) € {1,2,. . ,n}?, Buluig) =) ariting — Y a5 kUi -
k=1 k=1

3. En déduire Tr(®,,).
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28me Partie

A- Cas ou u est diagonalisable

Dans cette question on suppose que u est diagonalisable.
On pose Sp(u) = {A1, A2, ..., Ap}. Pour touti € {1,...,p}, m; désigne I'ordre de multiplicité de
la valeur propre \; de w.

1. Soit B = (e1, ea,...,€e,) une base de E formée de vecteurs propres de u. Pour simplifier les
notations dans cette question, on pose u(e;) = pie; Vi€ {1,..,n}.

(a) Montrer que
v (Z,j) € {17 2,... 7n}2 . q)u(u@j) - (M’L - :uj)uiaj :

(b) En déduire que ®,, est diagonalisable et préciser Sp(®,,).

2. Montrer que
Ker®, ={ve LE)/Vie{l,.,p} v(E.(\)) C Eu(N)}.

3. En déduire que Ker ®,, est isomorphe a L(E,(A1)) X L(Ey(A2)) X ... X LI(Ey(Xp)).
Quel est le rang de ®,, ?

4. On suppose en plus que v a n valeurs propres distinctes.
Quel est la dimension de Ker ®,, ? Quel est le polyndme minimal de u ?
En déduire que Ker ®, = Vect(Id, u,...,u"1).
B- Cas ou dim E=2
Soit v un endomorphisme de E qui n’est pas une homothétie, dim F=2.

1. Montrer que Ker ®,,= Vect(Id, u) (on pourra utiliser une base de E de la forme (e, u(e)) dont
on justifiera I'existence).

Montrer que le polynome caractéristique de ®,, est de la forme X?(X? + 3) avec 3 € K.
Si 8 =0, 'endomorphisme ®,, est-il diagonalisable ?

On suppose 3 # 0; étudier la diagonalisabilité de ®,, selon que K = Rou K = C.

AR R

On suppose ®,, diagonalisable.

(a) Montrer que Sp(®,,) = {0, A, —A} ol A est un scalaire non nul .

Dans la suite de la question, v (respectivement w) désigne un vecteur propre de ®,, associé
a la valeur propre A (respectivement —\).

(b) L'endomorphisme v peut-il étre inversible ? Calculer Tr(v) puis v2.
(c) Détermination de Sp(u) :
e Pour quelles valeurs du vecteur e la famille (e, v(e)) est-elle une base de E ?

e Vérifier que la matrice de u dans une telle base est triangulaire inférieure puis en

déduire que Sp(u) = {%, %} Que peut-on alors dire de u ?

(d) Montrer que ' = Ker v ® Ker w puis en déduire que u est diagonalisable.
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C- Cas ou ®,, est diagonalisable

Soit v un endomorphisme de E tel que ®,, soit diagonalisable et Sp(u) # (. Soit (v1, v, . .., v,2) une
base de L(E) formée de vecteurs propres de ®,, de sorte que ®,,(v;) = Biv;, Vi € {1, .., n?}.
Soit enfin A € Sp(u) et x € E un vecteur propre associé.

1.

Calculer u(v;(x)) en fonction de A, §; et v;(z).

2. Montrer que l'application ¥ : L(E) — E, v~ v(z) est linéaire surjective.

3. Montrer alors que u est diagonalisable.

3°me Partie

Soit A une valeur propre non nulle de ®,, et v un vecteur propre associé ; on désigne par P, le
polynome caractéristique de u.

1.

(a) Montrer que Vz € K, v(u — zId) = (u — (x + \)Id)v.
(b) Qu’en déduit-on sur P, si detv # 0.
(c) Montrer alors que I'endomorphisme v n’est pas inversible.

Montrer que ¥V k € N*, &, (v¥) = kA" ; qu’en déduit-on si v? # 0 pour un certain p € N* ?

Conclure que v est un endomorphisme nilpotent.

Dans la suite on suppose que dim Kerv =1

(a) Montrer que pour tout p € {1,2,...,n}, ImvP est stable par les endomorphismes u et v.

(b) Soit p € {1,2,...,n — 1}; en considérant les endomorphismes v; et u; induits par v et u
sur Im v?, montrer que dim (Im v?) = 1 + dim (Im vP*1).

(c) Déduire de ce qui précede que v~ ! # 0 et v" = 0.
quip q

Soit e € E tel que v !(e) # 0; montrer que la famille B = (e, v(e),...,v" !(e)) est une base
de E et écrire la matrice de I'endomorphisme v dans cette base.

On pose A = {w € L(E)/ wv —vw = Av}.

(a) Montrer que A contient un endomorphisme wy dont la matrice relativement a la base 3
est diag(0, A, 2, ..., (n — 1)A).
(b) Montrer que A est un sous-espace affine de £(£) dont on précisera la direction.

(c) Déterminer la dimension ainsi qu'une base de la direction de A.
Quelle est alors la forme de la matrice dans la base B de I'endomorphisme u ?

On suppose dans cette question que la matrice de v dans une base B’ de E est de la forme
diag(a, o + A\, + 2A, ..., + (n — 1)\) ; décrire par leur matrice dans la base B’ les éléments
de l'espace Es, () ; quelle est sa dimension ?

FIN DE L’EPREUVE
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1)

2)

3)

4)

5)

1% Partie.

A-Quelques propriétés de P,.

T = ker tr est un hyperplan car tr est une forme linéaire sur £, non nulle,

vu que tr(idg) = n.

Vérifier rapidement que :

— ®(u,v) = —P(v,u), d’ou antisymétrie.

— O(u+ v, w) = ¢(u,w) + A\®(u, w), d’ou la linéarité a gauche, 'anti-

symétrie en plus implique la linéarité a droite, donc la bilinéarité.

a) idg,u,...,u"" ! appartiennent a ker ®, car commuttent avec u, donc
Vect(idg, u, ..., u"" ') C ker ®,, d’autre part {idg,u} est libre dans
ker ®,, car u n’est pas une homothétie, donc
dim ker &, > 2.

b) v € ker ®, = v commutte avec u, donc les sous-espaces propres
E,(X\) de u sont stables par v.

Im® C 7 car tr(uv) = tr(vu), et aussi Im®,, C Im® C 7.

On ne peut pas avoir [u,v] = idg, car tr(idg) = n # 0 et tr([u,v]) = 0.

On ne peut pas avoir Im®, = 7, car dim7 = n? — 1, alors que

dim Im®,, = n? — dimker ®, < n? — 2.

a) L’implication directe est évidente.
Réciproquement, supposons {z,u(z)} est liée, donc Vo € E,3\, €
K tel que : u(z) = A;.x, pour montrer que u est une homothétie il
suffit de montrer que A\, ne d“pond pas de x, autrement dit A, = A,
Soit z,y € E non nul.
— 1ér cas : {z,y} est lie, donc y = ax, d’ou u(y) = au(zx), ainsi
Ay = 0. x = Ay, dolt Ay = A,

— 2eéme cas {x,y} est libre.
wr+y) =ux) +uly) = Mty (T +y) =z + Ay
= O‘:B+y - )‘r)-x + ()‘m—i-y - )‘y)-y =0g
= Aty = Ap = Ay

6) a) Pour k=0, vrai car (®,)%(v) = v.
Supposons vrai pour k, donc
()" (v) =Py 0 (@) (v)

k
=, < (=1)? ( g )uk_pvup>
p=0
k
— (—=1)P ( ’Z ) P, (uk pvu”)
p=0
k
S (7))
p=0
k
_ Z(_l)p < Z ) wF PPt
P;O
S (2) i
p=0
k+1
—i—Z(—l)p < p; ! ) w1 PyyP
p=1

On remplace p par p-1 dans la 2éme somme

= uF o + i(—l)” << i ) + < p; L )) kuFtt=PyyP

+(_1)k+1vu2+1



1)
2)

3)

4)

5)

k
= uf o + Z(—l)p ( P ) k1 =PyyP
> ket

+(_1)k+lvug+1

k+1
= Z(_l)p ( L _ZT_ 1 ) ku* T PyuP

p=0
b) Supposons u* = 0, dans ce cas
2k
@0 =31 () hrew =0, carw =05 p> b

p=0
u?k P =0sip <k.

Donc u nilpotent = ®,, nilpotent.
B-Détermination de I'image de .

Siu = Aidg, alors tr(u) = An =0, donc A = 0, d’ott u = 0, contradiction,
donc u ne peut pas étre une homothétie.

Comme wu n’est pas une homothétie d’aprés 1.A.5.a) Je; €
E tel que : {e1,u(ey)} soit libre.

Prendre e; = wu(e;) puis utiliser le théoreme de la base incompléte, car
{e1, e} libre, ainsi, u(e;) = e; ne peut pas s’exprimer en fonction de e,
0 'X
) N A pu— pu— N pu—
d’ou Mpg(u) < a ),ouB (e1,...,6n).

a) Il suffit de prendre « qui n’est pas valeur propre de U.
b) Un calcul trés simple a faire.

On a déja vu que Im® C 7 dans 1.A.4), montrons l'autre inclusion
réciproque par récurrence sur n = dim F.

Pour n = 1, dim £(£) = 1, donc tous les endomprphismes sont propor-
tionnels a idg, donc des homothéties, d’out & = 0, donc dimIm® = 0 =
dim 7, d’ou I'égalité.

Supposons vrai pour n — 1, donc tr(u) = tr(A) = tr(A;) = 0, ap-
pliquons I’hypothese de récurrence pour l’endomorphisme canonique-
ment associé a Ay, donc Ay, = UV — VU, dou A = U'V' = V'U,

1)

2)

3)

! « 0 !/ 0 tR N s . .
avec U’ = ( 0 U ) V= ( g Vv ol «, S, R vérifient la question
précédente, choisis tels que U — al,,_; inversible, S = (U — al,_1)"'Y et
R=-Y(U~-al, ;) H)X.

Soit u/, v’ les endomorphismes canoniquement associés a U’ et V', alors
u=u'v"—v'u € Imd.

C-Détermination de tr(®,,).
La famille (u;j)i<ij<n est de cardinal n? = dim (£(E)), il suffit donc de
montrer qu’elle est libre.
En effet supposons Z Aijuij = 0, donc V1 < k < n, on a

1<i,j<n

AN PR
E )\,-Ju,-vj(ek) = 0, d’ou E )\Z’J'(Sj,kei = 0, d’ou E )\i,kei = 0,
1<i,5<n 1<ij<n 1<i<n
d’ou A\ix = 0,V1 < i,k < n, car la famille (e;)1<;<, est libre.
Pour tout 1 < p < n, on a : u;jukg(e,) = Opuijler) = 0 pdje; =
0 kuig(ey), d’olt u; jug; = 0, ,u;; car ils coincident sur la base (e,)1<p<n.

Onau= g ag, Uk, d’olt :

1<k,l<n
Dy (uij) =y — uiju

= E A (UE (Wi 5 — E A 1Ui jUE, L
1<k,l<n 1<k,l<n

= 5 ak,l5l,iuk,j— E ak,l5j,kui,l
1<k,l<n 1<k,I<n

= E Ak,iWk,j — E Aj,iti,l
1<k<n 1<i<n

= E O Uk, j — E Qg Uik
1<k<n 1<k<n

On remplace | par k dans la 2éme somme
D’aprés la question précédente, on a :

Dy (uij) = E ki Wk, j =+ @iilij — E Aj kWik — AjjUi,;

1<k<n 1<k<n
k£i vy
= D kg — Y agpuig+ (s — aj,)uy
1<k<n 1<k<n

k#i k#j



1)

2)

3)

Ainsi les termes diagonaux de la matrice de ®,, dans la base (u; ;)1<i j<n,
sont les a;; —a;; tel que : 1 <4, j <mn, doutr(®,) = Z (a;;—aj;) =
1<ij<n
Z Qi — Z a;; = 0 car 7, j jouent des roles symétriques.

1<ij<n 1<i,j<n
2tme Partie.
A-Cas ol u est diagonalisable.

H1
a) A= Mg(u;;) = est diagonale, d’aprés 1.C.2),
Hn
Dy (uig) = aiiwij — ajiuiy = (fs — py) i
b) D’aprés la question précédente, p; — p; sont des valeurs propres,
dont les vecteurs propres associés sont les (u;;)1<ij<n qui forment
une base de L(F), ainsi ®,, admet une base propre donc diagonali-
sable.
v € ker &, = v(E,(\;)) C Eu(\),V1 <i <p, d’aprés [LA.3.a).
Inversement supposons v(E,(\;)) C E,(\;), V1 < ¢ < p, et montrons que
vu = wuv, il suffit alors de le montrer sur la base (e;)1 <i<n-
En effet e; € E,(1;) = v(e;) € Eu(p) = wv(e;) = pv(e;), or
vu(e;) = v(pe;) = pv(e;), d’ou Iégalité.
Posons W: ker®, — L(E,(A\))x---xL(E, (X))
v (U|Eu()\1)? Ce >'U\Eu(>\1))
U est bien définie car les sous-espaces propres F,()\;) sont stables par
tout v € Ker®; qui y induit un endomorphisme.
U est linéaire, car (v + Aw)g,(\) = VB, () T AWE, (), Pour tous
v,w € Ker®,.
U est injective, car v € Ker®; =— v = 0 sur E,(\;)V1 < i < p, donc

p
v =0 sur @ E,(\;) = E car u est diagonalisable.
i=1

Enfin, Soit (vy,---,v,) € L(E,(A1)) X -+ x L(E,(),)), cherchons v €
ker @, tel que : ¥(v) = (vq,---,v,), pour cela, tout z € E sécrit de

4)

1)

fagon unique sous la forme, © = z1 + - -+ 4+ z, tel que : z; € E,(\;), po-
sons v(x) = vi(®1) + -+ + vp(xp) il est clair que vjg,(\,) = v; et donc
v(Ey(Ni)) = vi(Ey(Ni)) C Ey(N), dontv € ker @, et U(v) = (vq, -+, 0p).
Donc W est surjective.

Ainsi ¥ définit un isomorphisme de ker @, vers L(E,(\)) X --- X
L(E.(Ap)).

dim (ker ®,,) =

Donc dim (L(Eu(A1)) X -+ X L(EL(Ap))) =

p p p
Zdim (L(E.(N))) = Zdim (E.(\))? = Zm?, car u est diagona-
i=1 i=1 i=1

lisable, donc rg (Im®,,) — dim (Im®,) = dim (L(L(F))) — dim (ker ®,) =
p

(n)? = > m;
i=1

Si v n’admet que des valeurs propres distinctes alors elles sont toutes
simples, donc m; = 1,V1 <i < n, d’ou dim (ker ®,) = n.

idg,u,...,u"! € ker®, car commuttent avec wu, donc
Vect(idg, u, - -+, u™ 1) C ker ®@,,.
D’autre part, supposons (idg,u,...,u""1) est liée, alors ils existeraient
n—1
des scalaires, (Ag)o<k<n—1 non tous nuls, tels que E M = 0, don
k=0
n—1

P(X) = Z M X* est un polynéome annulateur de u, non nul de degré

inférieur g 72 — 1, impossible car degm, = n puisque u admet n valeurs
propres.

Donc dim (Vect(idg,u, -, u" ) = n =
Vect(idg, u, - -+ ,u" ') C ker @, d’ou I'égalité.

dim (ker @,,) et

B- Cas ou dim F = 2.

u n’est pas une homothétie, donc Je € FE tel que : B = (e, u(e)) libre
dans E, d’aprés [.A.5.a), donc base de E car dim E = 2.

Soit v € ker @, donc uv = wvu, montrons que v € Vect(idg, u), c’est a
dire v = Aidg + pu



2)

3)

4)

5)

SOitU:MB(u):<(1)g)etV:MB( :<
alors que V = A, + pU, il suffit de prendre A\ = a et
le fait que UV =V U.

Ainsi ker &, C Vect(idg, u), 'autre inclusion est évidente car idg et u
commuttent avec u.

) montrons

||g®

a
c
i = c en utilisant

2et 0
— X2, d'ott xa, =

XP| or 1, divise xs,, car ker &, stable par ®,, or dimker ®, =
est I'une valeur propre de @i q¢,, donc XP| e
X2(X2+ D).

Si B =0, alors xo,
car ses racines simples, or g, (®,,) = 0, d’ou ®,, = 0, donc ker ¥,
donc u est une homothétie, contradiction.

= X1 si de plus @, est diagonalisable, alors g, = X,

Supposons [ # 0.

— K = C, soit A\, =\ les solutions dans C de '’équation : X? + 3 = 0, ce
sont des racines simples de yg, et 0 est une valeur propre double, dont
I’espace propre associé est de dimension 2, donc ®,, diagonalisable.

- K=R et g <0, pareil que le 1ér cas.

- K=Ret >0, dans ce cas x¢, n'est pas scindé dans R, car admet
des racines complexes, non réelles, donc ®, n’est pas diagonalisable.

a) Reprendre le raisonnement fait dans la question précédente.
b) ®,(v) = M, donc wv — vu = Av, supposons v inversible, donc
v
u—vuv~t = Nidg, d’olt [uv‘l, X] = idg, impossible car idg ¢ Im®.
A
V= —uv — VU =
( tr(uv) — tr(vu)
Puisque, dim E = 2, alors x, = v? — tr(v)v + det v, or det v = 0 car
v n’est pas inversible et tr(v) = 0, d’olt x, = v?, comme Y,(v) = 0,
alors v? = 0.

), donc tro =

c) Détermination de Sp(u).
— B =(e,v(e)) base de E <= (e,v(e)) libre dans F
car dim F' =2
tel que : A € Sp(v)
car Sp(v) = {0}

puisque v? = 0

< v(e) # Xe
<~ U(e) # 0g

1)

2)

3)

1)

— Posons u(e) = ae + bv(e), et donc vu(e) = av(e) car v* = 0
uw —ovu = v = uv(e) = vu(e) + Av(e)
= uv(e) = (a+ Nv(e)

Dot Mi(u) = (Z ai)\)

t - A
Ainsi tr(u) = 2a+ A, d'ot a = % et
t - t A
Sp(u) = {a = 7r(a)2 ,a+ A= 7r(a)2+
Donc u est diagonalisable car admet 2 valeurs propres distinctes,

et dim £ = 2.

d) v non inversible, donc kerv # {Og}, et v # 0, donc kerv # E, d’ou
dimkerv = 1, de méme dimker w = 1
Supposons kerv N kerw # {0g}, alors kerv = kerw, vu que
dim ker v = dim ker w = 1.

Cas ou @, est diagonalisable.

uwv; — viu = P, done w(x) = vu(x) + Pu(z) = (N + B)u(z) car
u(z) = M\,
Donc v;(z) sont des vecteurs propres de u.

Il est clair que W est linéaire.

Surjection : Soit y € E.

— Siy =0g, prendre v = 0.

— Si y # 0, on compleéte x et y pour avoir deux bases B et B’ qui com-

mencent par x et y, et soit v 'application linéaire qui transforme B en
B, donc v(z) = y.

(v1,...,v,2) est une base de L(E), donc son image par ¥ est génératrice
de Im¥ = E car ¥ est surjective, ainsi (v1(z), ..., v,2(x)) est une famille
génératrice de F formée par des vecteurs propres de u, de la quelle on
peut extraire une base de E, donc u est diagonalisable.

3me Partie.

a) Découle immédiatement de I’égalité uv — vu = Av.



2)

3)

4)

b) Supposons det v # 0, la question précédente implique que
det(u — zidg) = det(u — (x + A)idg), donc
Xu(2) = xu(z + A),Vz € K.
Supposons y, n’est pas constant, soit z € C racine de x,, alors
x4+ A\, x+ 2], ... sont des racines de y, qui est donc nul car admet
une infinité de racines, ce qui est impossible, donc y, est constant.

c) Si v est inversible, alors detv # 0, donc y, est constant, d’ou
degu = 0, ce qui est impossible car dim £ = deg x,
Raisonnons par récurrence sur k € N*
Pour k = 1, c¢’est vrai car v vecteur propre de ®, associé a la valeur

propre a la valeur propre .

k+1) k+1 k+1

Supposons vrai pour k, dans ce cas P, (v = uv — vy =
(uv)vk vy = (vu + M)k — oF Py = v(ue® — vRu) + Mkt =
v®, (VF) + MR = (k + 1)kt

Si vP # 0, alors c’est un vecteur propre de @, associé a la valeur propre
DA

Si vP #£ 0,Vp € N*, alors @, aurait une infinité de valeurs propres dis-
tinctes, les pA, absurde, donc dp € N* tel que : v? = 0.
a) Imuo? est stable par v, car v” commute avec v.
D’autre part, soit y = vP(z) € Imv?, on a uv? = vPu+ p\vP, d’aprés
II1.2, donc u(y) = uvP(z) = vP(u(x) + pAx) € ImoP, d’ou Imv? est
aussi stable par u.
b) Ona: wv;: Imv?P — ImoP avec kerv; = kerv N Imv? C ker v,
x — o(z)
donc dimker v; < 1 et Imv; = v(Imv?) = ImovP*!. D’aprés la formule
du rang, on a : dim Imv? = dim ker v; + dim ImoP*.
Supposons ker v; = {0g}, donc vP*(z) = 0 = vP(x) € kerv; =
vP(z) =0
c) dimkerv=1 = dimlmv=n—1
— dimImv? =dimImv — 1 =n — 2

— dimImv" ! =1
= dim Imv™* =0

5)

6)

7)

Donc vt # 0 et v™ = 0.

cardB = n = dim F, il suffit donc de montrer que B est libre.

En effet : Soit Ao, ..., A1 € K tel que : Ao+ ...+ X\,_1u""1(e) =0, on
compose par u" 1, donc \gu""t(e) = 0, d'olt Ay = 0, puis on compose

par u"~2 pour montrer que A\; = 0 et ainsi de suite.
0 ... 0
1

M) = | o
0 ... 010

a) Il suffit de définir wy sur la base B, pour cela posons wy(v*(e)) =
P, (vF)(e), d’aprés I11.2, on a wy(v¥(e)) = kAv*(e), donc Mp(w) =
Diag(0, A, ..., (n— 1))

b) YVw € A, on a w —wy € ker ®,, d'ou A est un espace affine de
direction ker ®, et d’origine wy.

¢) Montrons que (idg,v v"!) base de ker ®@,,.

Soit Ao, ..., An—1 € K tel que : N\oidg + ... + \_1v™ 1 = 0, on ap-
plique I’égalié a e, donc A\pe+. ..+ \,_1v"1(e) = 0, or B libre, donc
A =...= A1 =0, donc la famille est libre.

D’autre part, soit w € ker ®,, donc commute avec v mais aussi
avec v* pour 0 < k < n — 1, or B base de E, donc w(e) = \pe +

4 A" e) = P(v)(e), et woF(e) = v*w(e) = v*P(v)(e) =
P(v)(v*(e)), dott w = P(v) car égaux sur la base B, donc notre fa-
mille est génératrice pour ker ®,,, donc base et par suite sa dimension
vaut n.

Posons u(e) = Ape + ...+ A\_1v" (e) = P(v)(e), on a ®,(v%) = kX",
d’ott uv® = vku+k>\vk,dou uvk(e) = v*P(v)(e )—i—k)\v (e), orv™ = 0, donc
vP(v) = Xv(e)+...+ N ov™ 1e), v2P(v) = Agv?(e) +...+ N30 ! (e),

VTP (e) = AL (e),



8)

Ao 0 0

A Ao+ A
d'ou Mg(u) =1 .
0
)\n—l )\n_g o )\1 )\0 -+ (n — 1))\
Posons B’ = (eg, ..., e,_1), donc u(eg) = (a + kN)ex = apeg.

n—1
Soit v € Eg,()), donc uv — vu = v, posons v(ey) = Z)\kek, donc
k=0

n—1 n—1 n—1
uv(eg) = Apu(eg) = Z)\kakek et vu(eg) = apu(eg) = Z)\kaoek, or
k=0 k=0 k=0
n—1
Mo(eg) =Y Apdex, Aot Ay, — Mg = A, done Aoy — ag — A) =0,
k=0
donc (k — 1)A\y = 0, dot A\, = 0 si k # 1, ainsi la lére colonne de la
0
aq
matrice de u sera de la forme suivante : 0

En adoptant le méme raisonnement pour calculer v(e;), on trouve que la
0

0

a2
2éme colonne est de la forme suivante 0

0
Et ainsi de suite la forme finale de la matrice sera
0 ... 0
aq :
0
0 ... 0 Ap—1 0
Ces matrices forment un ev de dimension n — 1.

Fin.
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Définitions et notations

Dans ce probleme, R désigne 1’ensemble des nombres réels. Par “solution d’une équation
différentielle”, on fait référence aux solutions a valeurs réelles définies sur R.

Les trois parties du probleme sont largement indépendantes ; seul le résultat de la question 2 de
la premiere partie est utile pour la suite.

I. Résultats préliminaires

1. Soit h : R — R continue telle que, pour tout (z,y) € R?, h(x + y) = h(z) + h(y) ; on pose

Y
(a) Montrer que, pour tout (z,y) € R?, / h(z +t) dt = yh(x) + H(y).
0

(b) En déduire que , pour tout (z,y) € R?, H(z +y) — H(x) — H(y) = yh(z).
(c) Exprimer de méme la quantité zh(y), (z,y) € R>.

(d) Justifier alors que, pour tout réel x, h(x) = zh(1)

2. Soient I unintervallede R, g € I et f : I — R continue ; pour tout = € I on pose

Fz) = / " r) dt.

(a) Justifier que F' est dérivable sur I et préciser sa dérivée.

(b) Soit J un intervalle de R, et soient v : J — R, v : J — R deux fonctions dérivables a
valeurs dans . On pose

v() v()
Fi(z) = / fB)dt et Py(x) = / F@)dt, w e J.
0o u(z)
i. Montrer que F est dérivable sur J et préciser sa dérivée.
ii. En déduire que I} est dérivable sur J et préciser sa dérivée.
iii. Si de plus u et v sont de classe C L justifier que Fy et F» le sont aussi.
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3. Application

Soit g : R — R continue et soit (a,b) un couple de réels avec a < b. En effectuant un

b
changement de variable, montrer que 'application G : = +— / g(x +t) cost dt est de classe
a

ClsurR et que, pour tout réel z,
b
G'(z) = g(b+ z) cosb — g(a+ x)cosa + / g(x +t)sint dt.

II. Etude d’une équation fonctionnelle
Soit f : R — R continue telle que
2 my
Y R f@fe)= [ o (1)
z—y

On suppose de plus que f n’est pas la fonction nulle et on considére un réel a tel que f(a) # 0.

1. Justifier que f(0) = 0.
1 z+a

2. (a) Vérifier que, pour tout réel z, f(z) = 7@ / f(t) dt.

(b) Montrer alors que f est dérivable et calculer sa dérivée.

(c) En déduire que f est de classe C2.
3. Montrer que, pour tout couple (z,y) de réels,

f@fy)=fla+y) —fle—y) et f@)f'(y)=Ffla+y)+fla-y).
4. Onpose A = — { ;(Ef;) ; déduire de ce qui précede que f est solution de I'équation différentielle
2"+ Xz =0. (Ex)

5. Etude de I'équation différentielle (E))

(a) On suppose que A > 0 et on pose u = V/\.

i. Donner la dimension et une base de 'espace vectoriel des solutions de "équation
différentielle (&,).
ii. En déduire que dans ce cas, il existe un réel non nul A tel que f(z) = Asin(pz), z€R,

. . . (e _ 2
puis justifier que A = £.

(b) On suppose que A < 0 et on pose it = v/ —A\.

i. Donner de méme une base de ’espace vectoriel des solutions de 1’équation différentielle
(Er).
ii. En déduire que dans ce cas, il existe un réel non nul A’ tel que f(z) = A’ sh(ux), z€R,
2

e ;o
puis justifier que A’ = =.

(c) Si A = 0 montrer que, pour tout réel z, f(x) = 2x.
6. Vérifier que les fonctions trouvées ci-dessus vérifient bien 1’équation fonctionnelle (1).

III. Ftude d’une fonction
2

Todt

On considere la fonction f définie par f(x) = / e otl In désigne le logarithme népérien.
n

x
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10.
11.

. Justifier que si x > 0 et différent de 1 alors x et 2% sont d"un méme c6té de 1 sur la droite réelle.

En déduire que le domaine de définition de la fonction f, noté Dy, est égal a |0, 1{U]1, +o0].

Justifier que la fonction f est dérivable en tout point de son domaine de définition et exprimer
sa dérivée en tout point de Dy.

(a) Ecrire le développement limité a I'ordre 2 de la fonction In au voisinage de 1.

1 1 1
ifier al — = - 1).
(b) Justifier alors que P + 5 +a:3>1( )

1
(c) En déduire que les fonctions [’ et x — — —

possedent des limites finies en 1 a
Inz x-1

préciser.
Etude de f au voisinage de 1

1 1

(a) Justifier qu'il existe a €]0, 1] tel que , pour tout z €]1 —a, 1+ ¢ <3/2.

Inz x-1

2 _
(b) En déduire que, pour tout z €]1 — o, 1 + o[\{1}, |f(z) — In(1 + z)| < 3’36296 puis

trouver la limite de f en 1.

(c) On prolonge f par continuité en 1 et on note encore f la fonction ainsi obtenue. Montrer
que cette fonction est dérivable en 1 et préciser sa dérivée. On énoncera le théoreme
utilisé.

. Ftude de f au voisinage de 0

(a) Montrer que, pour tout z €]0,1[, 0 < f(x) < 1_— et en déduire que f est prolongeable par
nr

continuité a droite en 0.

(b) On note encore f la fonction ainsi prolongée en 0. Préciser f(0) et montrer que f est
dérivable a droite en 0 ; quelle est la valeur de f/(0) ?

. Etude de f au voisinage de 400

Montrer qu’au voisinage de +oo, la courbe représentative de f présente une branche
parabolique de direction asymptotique I'axe des y.

. Dresser le tableau de variations de f sur [0, 4+o00].

. Montrer que la dérivée de f est strictement croissante sur [0, +oo].

Tracer la courbe représentative de f (unité 2 cm).

Calcul d’une intégrale

-1
(a) Montrer soigneusement que I’ 1ntegrale —— dt est convergente.

(b) Montrer que, pour tout couple (z,y) d’éléments de l'intervalle |0, 1] / i / L
2 In

y Inu

y1_
et en déduire que f(x) — f(y) = / 1111 tt dt.

(c) En déduire la valeur de l'intégrale / ﬁ dt.
n

FIN DE L’EPREUVE
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1)

2)
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Corrigé Concours Marocain: Maths I, TSI

14 mai 2009

I. Résultats préliminaires.

a

~

/0 hiz+t) dt = /0 h(z) dt/0 h(t) dt = yh(x) + H(y).

T4y
b) Posons : u = x + t, alors / h(u) du = H(x +y) — H(x), puis utiliser le résulat de la
question précédente. ’

¢) En permutant les roles de x et y, on obtient : zh(y) = H(x +y) — H(x) — H(y) = yh(x).
d) Pendre y =1 dans la relation xzh(y) = yh(zx).
a) F est dérivable sur I, en tant que primitive d’une fonction continue f, avec F’ = f.
b) i. Fi(x) = F(v(x)) est dérivable en tant que composée de deux fonctions dérivables,
avec F(z) = v/(2)F'(v(x)) = v/ (z) f(0(a)).
ii. Fi(z) = F(v(z)) — F(u(z)) est dérivable en tant que composée de deux fonctions
dérivables, avec

F(z) = (2)f(v(@)) — u'(x)f (u(z)) (1)

iii. Si de plus u et v sont de classe C!, alors F| et I, le sont aussi, en tant que
composées de fonctions de classe C'.

b+x
Posons u =z +t, alors G(z) = / g(u) cos(u — x) du
a+x

b+x b+x
= cosx/ g(u) cos(u) du + sinx/ g(u)sin(u) du
a-tx a-tx
= coszGy(x) + sinaxGa(x)
b+x btz
ou Gy(x) = / g(u) cos(u) du et Ga(z) = / g(u)sin(u) du. D’aprés (@) on a :
a+x a-t+x
G (z) = g(b+x) cos(b+x)—g(a+z)cos(a+z) et Gy(x) = g(b+z)sin(b+z)—g(a+z)sin(a+z). Ainsi
G'(z) = —sinzGy(z) + coszG(x) + cos xGa(x) + sin zGY(x)
b+x
= / g(u) [—sinz cosu + coszsinu] du + cosz [g(b+ x) cos(b + x) — g(a + x) cos(a + x)]
a-t+x
+sina [g(b + ) sin(b + z) — g(a + ) sin(a + x)]
b+x
= / g(u) cos(u — ) du + g(b + x) [cos z cos(b + ) + sinx sin(b + )]
a-tx

—g(a+ ) [coszcos(a + x) + sinzsin(b + z)]
b
= / gl +1t)sint dt + g(b+ x)cosa — gla+ x)cosa  changement de variable : t = u — z

II. Etude d’une équation fonctionnelle
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1) Prenons z =y = 0 dans I’équation fonctionnelle, d’ot1 f(0)? = 0, donc f(0) = 0.
2) a) Prendre y =a, avec f(a) # 0.
1
b) Soit F une primitive de f, donc f(x) = m(F(ﬂc +a) — F(z —a)) est dérivable en tant
a
1
que composée et différence de fonctions dérivables, avec f/(z) = m(f(x—l—a) —f(x—a))
a
c¢) D’aprés la relation précédente, on peut dire plus : que [’ est continue en tant
que différence de fonctions continue, mais aussi que [’ est dérivable avec f”(x) =
m(f’(w +a) — f'(x — a)) continue, donc f est de classe C°.
a
3) 1l suffit de dériver par rapport a x, avec y fixé et utiliser la relation ([{II), puis dériver par
rapport a y avec x fixe.
4) En dérivant une autre fois par rapport = la lére relation de la question 3, on obtient et
la 2éme par rapport a y, on obtient f”(z)f(y) = f'(x +y) — f'(x —y) = f(x)f"(y), pour y = a
"
on a: f’(z)f(a) = f(x)f"(a), or A = _ff(a) , dout f"(x) 4+ Af(x) =0, ainsi f et solution de
a
I’équation z” + Az = 0.
5) (£)) est une équation différentielle homogeéne du 2éme ordre a coéfficients constants,

dont I’ensemble de solution est un R-espace vectoriel de dimension 2, dont 1’équation
caractéristique est > + A\ = 0, de descriminant A = —4)\.

a) i. Si A > 0, alors A < 0, les solution de I’équation caractéristique sont r = iu et
ro = —ip donc la solution générale (£) est z(z) = Asin(uxz)+ B cos(ux). Ainsi la base
de I’ensemble de solution de (€,) est {x — sin(uz),z — cos(ux)}.

ii. f est une solution de (&)) avec f(0) = 0, donc f(x) = Asin(ux)+ B cos(ux) avec B = 0.
Prenons y = 0 dans la 2éme relation de la question 3, donc f(x)f'(0) = 2f(z) avec

2
f non nulle, donc f'(0) =2 = Ay, d’ot A= —.
i

b) i. Si A <0, alors A > 0, les solution de ’équation caractéristique sont r; = p et ro =
—u donc la solution générale (€,) est z(z) = Aet” + Be #* = A(cosh(px) + sinh(pz)) +
B(cosh(pz) — sinh(pz)) = A’sinh(px) + B’ cosh(uz). Ainsi la base de 1’ensemble de
solution de (&) est {x — sinh(uz),z — cosh(uz)}.

ii. f est une solution de (£,) avec f(0) = 0, donc f(z) = A’sinh(ux) + B’ cos(ux) avec
B =0.
Prenons y = 0 dans la 2éme relation de la question 3, donc f(x)f'(0) = 2f(z) avec
2
f non nulle, donc f'(0) =2 = A"y, d’ou A’ = —.
w
c) SiA=0, f"=0,donc f(x)=Ax+ B, or f(0) =0 et f'(0) =2, donc f(z) = =z.

d) Application.

=2
oy p?

F(t) dt =

]_e\l cas : f(l)

9qi z+y _9 N Eax o _
_ bln(ux)’alors / [ COS(M)] cos(uz + py) — cos(px — py)

W
2&éme cas : f(r) = M’ alors /Ier £(0) dt = {2 cosl;(,ut)} zty _ 2cosh(ux + uy) —QCOSh(/L:C — uy)
. . T—y 2 z—y I
4 smh(,uxl sinh(uy — @) ()
K oty
3eme cas : f(z) = 2z, alors / f)ydt = [P0 = (@ +y)* = (@ —y)* = 4y = f(@)f ().
z—y

III. Etude d’une fonction

1) Si0O<z<1,alors 0<z?<1;etsiz>1,alorsz? > 1.
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2)

3)

4)

5)

6)

7

8)

1
Soit F' une primitive de ¢ — i F est définie sur |0, 1[U]1, +oc[, or f(z) = F(2?) — F(z) avec
n

1
ni 0 ni 1 n’est compris entre z et 2> quand z €]0, 1{U]1, +oo[ (sinon la fonction t — oz e
n
serait pas définie), d’ou1 Dy =]0, 1[U]1, +o0].

f(z) = F(2?) — F(z) est dérivable sur Dy, en tant que différence de composées de fonctions

2 1 -1
dérivables, avec f'(z) = 22F'(2?) — F'(z) = 1n($ 5 s = xlnx .
2
a) Au voisinage de 0, on a In(1+u) =u — u? + o(u?), posons u =z — 1, donc
—1)2
Inz=(x—-1)— % +o((x —1)?).
1 1 1 1 1 1 1 1
b) — = = =— |\ —Q+ +o0 )=—+—+01:
) Inz  In(1+ u) u—“;—i-o(uz) u(l—%—i—o(u)) u 2 () u 2 (1)
! + ! +o(1)
—+o
r—1 2
. TR PR p x—1 z—1
c¢) Du développement limité précédent, on déduit que f'(z) = ] =1+ —5 + (z —
nzx

1 1 1
1o(l) — 1 quand = — 1, etquen—x_l:§+0(1)—>§quandx—>1

Etude de f au voisinage de 1.

1 3
hz 71| ' <gdone iy

1nterva11e de la forme |1 — a, 1+ «[\{1}.

1 1

3
a) On a hm ‘ < 5 au voisinage de 1, donc sur un

b) Supposons par exemple, 1 < z < 22, en intégrant I’inégalité précédente entre x et 22,

2 2 2 2
@ @ 3 @ @
— dt — — dt < — — dt et —dt =
L nt l 71 & < gt ) or f(z) = Lé mt " ° L i1

1 — 2?2 . 3, 5
=1In(l+z), d’ou |f(z) — In(1 4+ z)| < 5(17 —x).
l1—x

on obtient :

n(t — 1)} :l(l—x)—ln(1+x) In

Si z < 22 < 1, utiliser / /

On en déduit enfin que hm f(x)=1n2.

c¢) D’apres le théoréme du prolongement de la dérivée, on a f continue en 1, dérivable
au voisinage de 1, et dont la dérivée admet une limite finie (égale 4 1) en 1, donc f
est dérivable en 1, avec f'(1) = 1.

Etude de f au voisinage de 0.
1 1
a) Siz €0,1], alors x > 22 et i <0, donc f(x) =— i dt > 0. D’autre part :
n nt
9 1 1 1 x — x>
7 <t<z=—2lnz <Int<lhz = — <—— < —— = f(z) < — — 0,
2lnzx Int Inx
quand © — 0, d’ou1 f est prolongeable par continuité en 0, en posant f(0) = 0.
-1
b) On a aussi 0 < @ < Il — 0 quand r — 0, donc f est dérivable en 0 avec
x nx

1'(0) = 0.

Etude de f au voisinage de +oo.

1 1
Si z 6]1,+oo[, alors z < 22 et donc z < t < 22 = lnz < Int < 2lnz = 51 < i <
nw n
1 x? — 2’ —x x—1 f(z) x— f(z)
B < < d’oi i _ insi 1
Inx 2ln < fl#) = Inx 2Ine — x — ln:c -ig.} T = oo, ainst la

courbe représentative de f présente une branche parabolique de direction asymptotique
Paxe des y.
T —

Ona f/(x) = o

>0 car x—1 et Inx sont toujours de mémes signes, donc f est croissante.
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Inx — 1
9) Ona f'(z) = M
rln®x

le tableau de variation suivant :

est de méme signe que g(z) = zlnz—z+1, avec ¢'(x) = Inz, d’or

x| 0 1 4oo
g |- 0 +
gl 0 7
o+ +

Ainsi f” 0 sauf au un point 1, d’ol [’ est strictement croissante (i.e : f est convexe).
10) Tracons la courbe a I’aide de Maple.
> plot(int(1/(1n(t)),t=x..x"2),x,color=black,style=1line,thickness=3);

11) Calcul d’une intégrale.

t—1 t—1
a) On a limﬁ =0et 1i%nﬁ = 1, donc la fonction ¢ — est prolongeable par
n

n
continuité aux points 0 et 1, donc son intégrale sur |0, 1] converge.

b) Pour la lére égalité, il suffit de procéder au changement de variable u = t2. Pour la
2
s - _ 1 -
deuxiéme, on a f(z) — f(y) = / 1nt / . dt / lnt dt / ln dt, en utilisant

la relation de Chasles de la fagcon suivante : / / / / / / /

Or / — dt = Y du —/ — dt (la variable est muette).
Int . Inu
Donc f(x / — dt
¢) On a li(I)nf(:v) =0et li%nf( y) =In2, d’ou / — dt —In2
Fin

a la prochaine
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere TSI,
comporte 3 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des
raisonnements constitueront des éléments importants pour I'appréciation des copies. Il convient en particulier

de rappeler avec précision les | références | des questions abordées.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

PREMIER PROBLEME

Dans tout le probleme, R désigne le corps des réels et n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Si
p € N*, on note M,, ,(R) I'espace vectoriel des matrices a coefficients réels, a n lignes et p colonnes ;
pour toute matrice A de M,, ,(R), ' A désigne la matrice transposée de A.

Sip = n, M, (R) est noté simplement M, (R), c’est 'algebre des matrices carrées d’ordre n a
coefficients réels ; la matrice identité de M,,(R) est notée I,,.

Si A € M,(R), onnote C1(A),...,Cy(A) les colonnes de A, ce sont des éléments de M,, ;(R)
par définition, le rang de la matrice A est la dimension du sous-espace vectoriel de M,, ;(R
engendré par les vecteurs C1(A),...,C,(A). Le rang de A se note rg(A), on note aussi Spr(A4
I’ensemble des valeurs propres de A appartenant a R et Tr(A) sa trace.

Si ai,as,..., et o, sont des réels, on note diag(ai, as,. .., o) la matrice diagonale de M,,(R)
qui admet pour coefficients diagonaux les réels a1, as, . . . , v, pris dans cet ordre.

)
)

1% Partie

b> selon les valeurs de a, b, cetd.

1. Discuter le rang de la matrice <CCL d

2. Soit A = (ai,j) € Mn(R).
(a) Montrer que rg(A) = 0 si et seulement si pour tout couple (i,j) d’éléments de
{1,...,n}, a;; = 0. En particulier, si A n’est la matrice nulle alors rg(A4) > 1.
(b) Montrer que A est inversible si et seulement si rg(A) = n.
3. Soit A € M,,(R); on désigne par f4 'endomorphisme de M,, ; (R) canoniquement associé a

A. Montrer que
rg(A) = dim (Im f4).

4. Soient U et V deux éléments non nuls de M,, 1(R) ; on note uy, ..., u, les composantes de U
etvy,...,v, cellesde V.On pose A = U'V.
(a) Exprimer les coefficients de la matrice A a l’aide des uy, et des vy.
(b) Que vaut la trace de A?
(c) Exprimer les colonnes de A a l'aide de vy, ..., v, et U.

(d) On suppose que U # 0 et V # 0; montrer que le rang de A est égal a 1.
5. On considere ici une matrice A € M,,(R) de rang 1.

(a) Montrer qu’il existe ig € {1,...,n} tel que C;,(A) # 0.
(b) Justifier que pour tout j € {1,...,n}, il existe un réel \; tel que C;(A) = \;Cj,(A).
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(c) En déduire que A = X'Y ou X = Cj,(A) et Y est un élément non nuls de M, 1(R) a
préciser.

(d) On suppose que A = X; 'Yy ; Trouver tous les couples (X1,Y7) d’éléments de M,, 1(R)
tels que A = X 'Y].

6. Soit A € M,,(R) une matrice de rang r > 0; montrer que A peut s’écrire comme somme de
matrices de rang 1.

7. (a) Soient (Y71,...,Y,) une famille libre de M, 1(R), et Z1,...,Z, des vecteurs arbitraires

P

de M, 1(R). Montrer que l'égalité Z Y!Z; = 0 a lieu si et seulement si les vecteurs
i=1

Z1, ..., Zy sont tous nuls.

(b) Endéduire quesi (X3,...,X,) et (Y,...,Y,) sont deux bases de M,, ; (R) alors la famille
(X 'Y;)1<i j<n est une base de M,,(R) formée de matrices de rang 1.
8. (a) Montrer que l'application <, >: (M, N) — Tr(*M N) est un produit scalaire sur M,,(R).

(b) A quelle condition sur les vecteurs X, X', Y, Y’ de M,, 1(R), les matrices X'Y et X"'Y’
sont-elle orthogonales dans (M,,(R), <,>)?

(c) En déduire une méthode de construction de familles orthonormées, de 1’espace euclidien
(M, (R), <,>), de la forme (X!Y;)1<ij<n-

2°me Partie

Soit A = U'V une matrice de rang 1, ot U et V sont deux éléments non nuls de M,, 1(R). On
posea = "VUetW = (‘VV)U.

1. Calculer A2 en fonction du réel a et de A.
2. A quelle condition nécessaire et suffisante sur « la matrice A est-elle nilpotente ?

3. On suppose que A n’est pas nilpotente ; montrer qu’il existe ), réel non nul, tel que la matrice
AA soit celle d"un projecteur.

4. (a) Justifier que 0 est valeur propre de A et montrer que le sous-espace propre associé n’est
rien d’autre que {Y € M,,1(R), 'VY = 0}. Quelle est sa dimension ?

(b) On suppose que a # 0; calculer le produit AU et en déduire que « est une autre valeur
propre de A. Déterminer le sous-espace propre associé et donner sa dimension.

(c) Préciser selon les valeurs de a le nombre de valeurs propres de A.

5. Montrer que si « # 0, alors la matrice A est diagonalisable dans M,,(R).
Justifier alors, dans ce cas, que A est semblable dans M, (R) a la matrice diag(0,...,0, «).
6. On suppose que a = 0 et on désigne par f 'endomorphisme de M,, ;(R) canoniquement
associé a A.
(a) A est-elle diagonalisable dans M,,(R) ?

(b) Montrer que U € Ker f et justifier 1'existence d'une base de Ker f de la forme
(E1y...,Ep_o,W).

(c) Montrer que (E1,...,E,_2,W,V) est une base de M,, ; (R) et écrire la matrice de f dans
cette base.

(d) En déduire que deux matrices de rang 1 et de trace nulle sont semblables dans M, (R).
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DEUXIEME PROBLEME

Le théoreme de d’Alembert-Gauss appelé aussi théoreme fondamental de 1’algebre affirme que
“tout polynéme non constant a coefficients complexes admet au moins une racine complexe”.

L’objectif de ce probleme est d’établir ce résultat fondamental par deux méthodes analytiques.

I. Résultats préliminaires
d
Soit P un polynéme a coefficients complexes s’écrivant P = Z axX¥avecd > 1etay # 0.
k=0

1. (a) Montrer que |P(z)| o |lag||z|¢, la variable z étant complexe.
z|—+o00

(b) En déduire qu’il existe R > 0 tels que, pour tout z € C,
1 d d
ol > R = Sladllel’ < |P(2)] < 2lal2|"
2. (a) Justifier que l'application (z,y) — |P(z +iy)| est bornée sur tout disque fermé borné de
R? et y atteint sa borne inférieure.

(b) Montrer alors que l'application z —— |P(z)| est minorée sur C et atteint sa borne
inférieure. On pourra appliquer la question précédente sur un disque bien choisi .

II. Premiére méthode analytique

1. Soient b un complexe non nul et ) un polynéme a coefficients complexes tel Q(0) = 0; on

pose Q1 =1+ bX* + X*kQ, k € N*. Soit enfin o une racine k-iéme de —%.

(a) Montrer qu'il existe to €]0, 1] tel que |a*Q(ato)| < %

(b) Un tel ¢( étant choisi; montrer que |Q1(ato)| < 1.

2. Inégalité d’Argand : Soient P un polynéme non constant a coefficients complexes, et v un

nombre complexe tel que P(y) # 0. Montrer qu’il existe J, complexe tel que |P(d)| < |P(v)|.

On pourra considérer le polynome Q)1 tel que Q1(z) = ngf% z€C.

3. Application : Soit P un polynéme non constant a coefficients complexes; on note zp un
complexe out I'application z —— |P(z)| atteint sa valeur minimale. Montrer que zp est un
zéro du polynéme P.

II. Deuxieme méthode analytique

Soit P un polyndme non constant a coefficients complexes ; on va montrer par 'absurde que P
possede au moins une racine dans C. Supposons le contraire et considérons la fonction f, a valeurs

complexes, définie sur R? par
1

(r,0) — f(r,0) = Plre);

1. Justifier que f est de classe C! sur R? et calculer ses dérivées partielles premieres.

2m do
2. Pour tout réel r, on pose F(r) = /0 Plre)
(a) Justifier que F' est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
(b) Montrer que F' tend vers 0 en +oc. On pourra utiliser les préliminaires.

(c) Calculer F(0) et trouver une contradiction puis conclure.

FIN DE L’EPREUVE
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1)

2)

3)

4)

5)

Corrigé : Maths I
Concours Marocain : 751, 2007

PREMIER PROBLEME

lére Partie

a b
A_cd

— Si tous les coefficients sont nuls, alors rgA = 0.

— Sinon, et si les colonnes sont proportionnelles, donc a = A\b,c = Ad, donc

ad — bc =0, alors rgA =1.

— Si ad — bc # 0, alors rgA = 2.

a) On sait que rgA = rg(Cy,---,C,) = dim Vect(Cy,---,C,) ou Cy,---,C,
désignent les colonnes de A. Si rgA = 0, alors tous les colonnes sont
nulles donc les coefficients a; ; sont tous nuls.

b) rgA = n <= A surjective (en tant qu’application linéaire) <— A
bijective (car endormorphisme en dimension finie) <= A inversible.

Notons par B = (e, --,e,) la base canonique de M, ;(R), on sait que
(faler) = Cy,---, falen) = C,) est une famille géneratrice de Imf,, d’ou
dim Imf, = dim Vect(Cy,---,C,) = rgA.

Uy U1 -+ Uy
a) A=UV=|:|(nn - v)= : ¢ |, donc a; ; = u;v;

Uy Upty - UpUp

1=1 i=1

c) Les colonnes de A sont C; = U, - ,C, =v,U.

d) les colonnes de A ne sont pas toutes nulles donc, rgA > 1, d’autre part
elles sont toutes proportionnelles 4 U donc rgA = 1.

a) rgA +#0, donc au moins une colonnes C;, # 0.

b) dim Vect(Cy,---,C,) = rgA = 1, donc toutes les colonnes sont propor-
tionnelles.
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Ty
c) Posons X = | : |, on a: q;; est le i éme coéfficient de C; = \; X, donc
T
At
a;; = Nz, Aot A= X'Y avec Y = | ¢ | non nul.
An

d) A= XY, = XIY7 = X[VW)Y, = XYy, = aX, = X; ot a =" YY) et
B ='Y1Y; des réels non nuls, donc X; = A\ X, et Y; = \Yj.
1

6) rgA =r = A est semblable a la matrice J, = , donc

0
dP, ) inversible telles que A = PJ,.Q, or J,. = ZE”, avec rgk;;, = 1, donc
i=1
A= Z PE;,QQ avec rgPE,; Q) =1.

i=1

p p
7) a) Supposons que ZYitZi =0, donc Z Y!Z;Z; = 0, or la famille (Y;,---,Y,)

i=1 i=1

21
est libre et 'Z,Z;, = )\, € R, donc 'Z;Z; = 0, posons Z; = | : |, alors
ZTL
t . 2 . _ . o .
Z: 0 = sz =0= 2z =-,z, = 0 = Z; = 0. La réciproque est
k=1
evidente.

b) La famille (X; 'Y;)i<ij<, est de cardinal n* = dim M, (R) formé par
des matrices de rang 1, d’aprés Partie 1, 4,d). Il suffit donc de

montrer qu’elle est libre. En effet supposons que Z i X[Y; =0, donc

i,j=1

Z <Z )\z,sz) 'Y; = 0, d’aprés la question précédente on en déduit que

j=1 \i=1

Z)\MX,- =0, Vj or la famille (X;) est libre donc \;; =0, Vi, j.
i=1
8) — Symétrie : (A,B) = Tr(*A.B) = Tr(‘(*A.B)) = Tr('‘B.A) = (B, A).
— Linéarité a droite : (A, B+ \C) = Tr("(B + XC)) = Tr(*AB) +
A Tr(*BC) = (A, B) + A (A, C).
— Linéarité a gauche : découle de la linéarité a droite et de la symétrie.
— Définie positive : Posons A = (a; ), les coefficients diagonaux de ‘AA
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1)
2)

3)

4)

h)

A2 =

sont Zai,i, donc (A, A) = Z al, > 0 avec égalité si et seulement si
k=1 ik=1
a3, =0, donc A = 0.
(XY, XYY = Te(Y 'XX! V') =8 XX Te(Y'Y') = (XX')('Y'Y) d’aprés
scalaire
la question Partie I, 4,a), donc les matrices X'Y et XY’ sont or-

thogonales dans M, (R) si et seulement si X et X' ou bien Y et Y’
sont orthogonales dans M,, ;(R) muni de son produit scalaire canonique
(X,Y) =t XY.

Il suffit de prendre (X;) ou bien (Y;) orthogonale dans M, ;(R), alors
(X 'Y;) est orthogonale dans M, (R).

2éme Partie

UVU'YV = Uad'V = aU'V = aA.

A nilpotente si et seulement si Jp € N* tel que A? = 0, or A? = o 'A
(récurrence simple), la condition necessaire et suffisante pour A soit nilpo-
tente est donc o = 0.

A n’est pas nilpotente donc a # 0, d’ott (AA)? = A\?4% = \2aA. Pour que \A

1
soit un projecteur il faut et il suffit que (AA)? = A4, donc \ = —.

a)

b)

c)

o

rgA =1 # n, donc A = A — 0.[, n’est pas inversible, d’ou 0 est une

valeur propre dont le sous-espace propore est ker A, avec Y € ker A <=

AY =U WY = (VY)U =0 <! VY = 0. D’apres la formule du rang on
scalaire

a dimker A=n—1.

AU =U VU = (*VU)U = aU, donc « est une autre valeur propre de A,

scalaire
dont U est un vecteur propre associé. Le sous espace propre associé est

ker(A — al,) qui forme avec ’autre sous-espace propre a savoir ker A une
somme directe dans M, ;(R), or dimker A =n —1,dim M,,;(R) = n, donc
ker(A — al,) est de dimension 1, engendré par U.

Les seules valeurs propres de A sont 0,a. Il y’en a deux si a # 0 et une
seule quand a = 0.

5) Si «a # 0 les sous-espaces propres de A sont supplementaires dans M,, ;(R),
donc A est diagonalisable et donc semblable a la matrice diag(0,---,0,a) car
dimker A =n —1 et dimker(A — al,) = 1.

6)

a)

b)

A n’est pas diagonalisable, car elle est non nulle et admet 0 comme
unique valeur propre.

on a d’aprés Partie I1, 4,b) AU = aU =0, donc U € ker f, donc W = \U €
ker f, qu’on compleéte par (Ey,--- , E,_») pour avoir (Ey,---, E, 5, W) base
de ker f .
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)

d)

cardB ou B = {Ey,--- ,E,», UV} =n = dimM,,1(R), il suffit donc de
montrer qu’elle est libre, en effet supposons que \{E; +---+ A\, oF, o+
AW + N,V = 0, on multiplie par A a gauche vu Fy,--- | E, o, W €
ker f = ker A, donc 0 = \,AV = \U 1//\_// , or W # 0, donc )\, = 0,
scalaire non nul

d’ou MEy+-- -+ Ny oFE, o+ AW =0, or la famille (Ey, -, E, o, W) est

libre car base de ker f, donc \; =--- =)\, =0.

ona f(E) == f(E,1)=f(W)=0car (Ey,---,E,_2, W) base de ker f,
0 --- 0

d’autre part f(V) = AV = VVU = W, donc Mz(f) = o 1 —J
0 --- 0

qui est semblable a A = Mgy, (f), ou B, la base canonique de M, ;(R)

D’aprés la question précédente toute matrice de rang 1 est de trace
nulle est semblable a J, dont toutes ces matrices sont semblables entre
elles.

DEUXIEME PROBLEME.

Voir corrigé de Mrs (Chabchi-CPGE Marrakech! et [Tarqi-CPGE Khouribga

Fin
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de lafiliere TSI,
comporte 3 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des
raisonnements constitueront des éléments importants pour I'appréciation des copies. Il convient en particulier

de rappeler avec précision les | références | des questions abordées.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

PREMIER PROBLEME

Soient a et b deux réels strictement positifs ; pour tout entier naturel non nul n, P,, désigne la
fonction polyndmiale définie par

n!

Premiére partie
Soit n un entier naturel non nul.

1. (a) Quelestle degré de P, ?

)
(b) Que peut-on dire de la dérivée k-ieme Pék) de la fonction P, pour tout entier k > 2n+17?
2. (a) Préciser les racines de P, et donner 1’ordre de multiplicité de chacune d’elles.

)

(b) Donner la valeur de p¥ (0) et p¥ (%) pour tout entier k € {0,...,n — 1}.
3. Soit k£ un entier compris au sens large entre n et 2n.

(a) Montrer que, pour tout réel z,

n ! I
PR@) == 3 op N (Cb)FPeP(q — ba)n P,
n

it (n—p)! (n—k+p)!

On pourra utiliser la formule de Leibniz donnant la dérivée k-ieme d’un produit.
(b) En déduire les valeurs de P,gk) (0) et P,(lk) (%) en fonction de a, b, n et k.

(c) Vérifier que si a et b sont des entiers, il en est de méme de p¥ (0) et p¥ (3)-

Deuxieme partie
1. Soit n un entier naturel non nul.

(a) Etudier la fonction P, sur le segment [0, 2], dresser son tableau de variations.
(b) En déduire que P, est positive et bornée sur le segment [0, 7] puis déterminer sa borne
supérieure notée 3, : B, = sup P,(z).
0<z<e

, , . . L1 . e o
2. « étant un réel strictement positif, on considere la suite (uy, ), > définie par: u,, = —,n > 1.
n
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Un41
Unp,

(a) Montrer que la suite < > converge vers 0.
n>1

(b) En déduire que la suite (uy,),>1 converge vers 0.

(c) Que peut-on alors dire de la suite (3,,),>1 ?

3. Soit (In)n>1 une suite d’entiers qui converge vers 0. Montrer que ses termes sont nuls a partir
d’un certain rang.

Troisiéme partie

On se propose de montrer l'irrationalité de 7 ; on suppose donc qu’il existe deux entiers naturels
non nuls, notés c et d, tels que ™ = 7.
Pour tout entier naturel non nul n, on pose

x"(c —dx)"

Qn(z)=———",z€R et I,= /7r Qn(z)sinz dz.
0

n!

2 n
c
1. Montrer que, pour toutn € N*, 0 < [, < 1' <4d> , puis en déduire la limite de (Ij,)x>1.
n!
2. Montrer soigneusement que, pour tout n € N*, I,, # 0.

3. En utilisant des intégrations par partie, montrer que pour tout n € N¥,

2n
D (QW(E) cos(S + kT +m) — QU0 cos(kT + 7))

4. Justifier alors que, pour tout n € N*, [,, est un entier.

5. Conclure au sujet de I'hypothese 7 = £ € Q.

DEUXIEME PROBLEME

s
repere orthonormée direct de £ ; le produit scalaire de deux vecteurs €] et é; de E se notera (€j|é3).

Un point M de E peut étre repéré par ses coordonnées cartésiennes z et y dans le repere (O, i, j),
ou par ses coordonnées polaires p et f (rayon et angle polaires).

Ftant donné dans F un arc v birégulier et un point M de v, on note :
e s I'abscisse curviligne de M sur v,

o T le vecteur unitaire tangenta v en M et N 1e vecteur unitaire vérifiant (?, ﬁ) =3,
e R le rayon de courbure algébrique de y en M et I le centre de courbure de v en M,
— - -
o i(0) et v(0) les vecteurs de E défini par : u(0) = cosf i +sind j et 0(0) = u(0 + 3),
e V I’angle (u(0), ?) et o I'angle (i, ?)
Premiére partie

On considere I'arc y; de £ d’équation polaire p = 1 + cosf et on note ¢ I'application de R vers
E définie par
0 — O+ (14 cos0)u(0).

1. (a) Déterminer le domaine de définition de la fonction p et en préciser une période.

Epreuve de Mathématiques I 2/3 —



Concours National Commun — Session 2007 — TSI

(b) Etudier la parité de p et en déduire que le support de I'arc y; posséde un axe de symétrie
a préciser.

(c) Comment peut-on obtenir le support de 1’arc ; a partir de celui de l'arc vy, = ([0, 7], ?)
ol ¢ désigne la restriction de ¢ au segment [0, 7].

Préciser la nature du podle O, point du support de ; de parametre 7.

Soit My = ¢(6p) un point de ; distinct du pdle O. Montrer que M est un point birégulier et
préciser la concavité de ; en ce point.

Etudier la fonction p: 6 — 14-cos@ sur le segment [0, 7] et dresser son tableau de variations.

Tracer soigneusement le support de l’arc v; en précisant les tangentes aux points d’intersection
de son support avec les axes des coordonnées (unité : 3cm).

Calculer la longueur de 1'arc ;.

Calculer l'aire de la portion du plan délimité par le support de 1’arc ;.

Deuxiéme partie

A- Questions de cours
Soit v un arc birégulier de £ d’équation polaire p = f(f) ; on note s une abscisse curviligne sur
~ orienté dans le sens des 6 croissants.

— d
On rappelle que M1 = Rﬁ, R= d—s et tanV = -
0%

1.

f

fr

Faire un croquis propre et lisible en tragant une portion de l’arc v et en placant en un point M
— —

de parametre ¢, distinct du pole O, les vecteurs i (¢), T, N et les angles 6, V et a.

2. Rappeler la définition de s et exprimer % al’aidede fet f'.

3. Calculer il et en déduire 'expression du rayon de courbure R.

de

4. Exprimer les coordonnées de I, centre de courbure de y en M, dans le repere (M, i(6), 0(0)).

B- Retour a I’arc v,
Soit s une abscisse curviligne sur I’arc ; orientée dans le sens des 6 croissants. A tout point M (6)
de l'arc 1, distinct du pole O, on associe le centre de courbure noté 1(6).

1.

Préciser les coordonnée de I(¢) d’abord dans le repere (O, u(f),¥(0)) puis dans le repere

(0,4,5)

. Montrer que le point /() est 'image du point M (6 + 7) de 71 par une homothétie dont on

précisera le centre () et le rapport \ .

On note H(f) le projeté orthogonal du point I(6) sur la droite (OM (6)) joignant les points O
et M (6). Montrer que le point H(6) est 'image du point M (¢) par une homothétie de centre O
dont on précisera le rapport .

On note s et vy les courbes décrites respectivement par le centre de courbure /() et son
projeté orthogonal H (6). Tracer les supports de 71, v et yu sur le méme graphique, et placer
un point M (#) de ~; et les points I(6) et H(#) correspondant.

Donner la longueur de la courbe 5 décrite par le point H () ainsi que 1'aire de la portion du
plan qu’elle délimite.

FIN DE L’EPREUVE
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PREMIER PROBLEME

Premiere partie
1) a) degP, =2n.

b) P(k) = 0 pour tout k£ < 2n + 1, car la dérivée d’un polynome est nulle
quand celle ci dépasse le degre
o —ba)"  (<b)ran(e — &) | a
2) a) P,(z)= - = o , donc les racines de P, sont 0 et 5
chacune de multiplicité n.

b) P,S’“’(O) = p¥ (%) = 0 puisque 0 et % sont des racines de P, chacune de

multiplicité n.

B @) A =Sl

= LS @ - By

p=0
(a’ aprés la formule de Leibniz)

_ @) (( Z) )k=p)
p=k—n

(car (x”)(p) sip>net ((z—4)")* P =0sik—p>n)

(=b)" <& n! _ n! a.,
— CP n—p _ _\n—k+p

n! p:zk:n k(n—p)!x (n—k—i—p)!(x b>
|
(car (z")® = Apgn—p = " _yn—p)
(n —p)!

1 O ! !
= Z o n (=b)E Pz P(aq — ba)"H TP

n

"(n—p)!' (n—k+p)

b) En utilisant la question précédente et la convention (0° = 1 on en déduit
1 nl n!
. p(k’) 0) = C”— _p)kng2n—k
nl

P’ n—k)!(

’ p=k—n

— Cn _b)szn 2n—k

a

. way 1 4, nl n! VA
Dememe B (7) = 0t 5 0 ()
n!
—(=1)" k—n_ ' gk-n_2n—k
A P s TLA
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1)

2)

3)

1)

2)

c) Découle des forumles précédentes et du fait que (2n — k)! divise n! car
n—k<n.

Deuxiéme partie

a) Pl(r) = ﬁ (" (a — bx)™ — ba"™(a — bx)" 1)
— CEY _1 1)!1’"’1(& —bx)" Ha — 2bx)

a a a
donc P, croissante sur [0, 2_6]’ puis décroissante sur [%, ﬂ .

a
b) D’aprés la question précédente, P, atteint son minimum sur [O, E] en 0

et 2, avec P,(0) = P,(}) = 0 donc P, > 0 et atteint son maximum et £

b " 2b

a2

, a (4_b)

donc bornée avec 3, =sup P, = P, <—) =",
2b n!
a) Unp+1 _ « 0
U, n+1 4o
1 n 1
b) Pour ¢ = i,flno € Ntelque Vn > ng on a : 0 < Unt1 < 27 en
u

multipliant ces inégalités deux a deux entre ny, et n — 1 on obtient
OgunSQ—nusz.
at a’

c) ﬁn—ﬁ—>0aveca:@.

. o s . 1
Soit (z,) une suite a valeurs dans N qui converge vers 0, pour ¢ = 7 N €
| N .
% donc —1 <z, < 7 ainsi a partir du
.1 1 « ” 1l .
rang N on a aussi 1 <z, < -, en “sommant” ces inégalités on obtient

4
1 1 . . .
—= < Xy — Ty < 3 avec , — x,, € Z donc nul, donc la suite est stationnaire

N tel que VYn > N on a |z,| <

a partir d’un certain rang, or elle converge vers 0, donc nulle a partir de ce
rang.

Troisieme partie
. . . 1 [/
D’aprés la question Partie II, 1,b) on a 0 < Q,(z) < 1\ 14
n!

) sur [0, 7] car

C2

4d

1
T = 2, or 0 <sinz <1 sur [0,7], donc 0 < Q,(z)sinz < = (
n!

) sur [0, 7] et

2\ N
par suite 0 < [, < T(2) sur [0, 7]. Enfin on conclut que I, — 0, d’aprés
n! \ 4d o0

la question Partie II, 2,b)

La fonction = — @, (z)sinz est continue positive sur [0, 7] et non nulle donc
son intégrale est aussi non nulle.
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3)

4)

5)

/ Qn(x)(cos(z 4 m))'dx
= [Qn() cos(z + 7)]g / Q. (z) cos(x + 7)dx
= [Qn(7) cos(x + 7)]g / Q' (z)(cos(x + = +7r))dx

= [Qn(z) cos(z + m)]g + [Q1n(z) cos(z + 5 + W)}g + /02 Q“n(x)(cos(z + 2% +m))'dx

Et ainsi de suite jusqu’avoir [, = Z [ng) (x) cos(x + kg + 7T)]
0
k>0 k=n

car Q%k)(w) =0 pour z=0o0uzx= g avec k <n—1ou k > 2n+1, voir Partie I.

D’aprés Partie I, 3,c Q%k)(x) € Z pour * = 0 ou x = -, d’autre part

IS oY

cos(x + k% +m) € {-1,0,1} pour z =0 011:E=§:7T, donc I, € N.

I, eNetl, 7 0, donc [, = 0 a partir d’un certain rang, contradiction avec
oo

la quastion 2.

Exercice 2 :

1)

2)

3)

4)

L’application nulle est continue, si f et g sont continue alors f + \g aussi,
donc E sous-espace vectoriel de (R, R). De méme ’application nulle vérifie
les proprietés de éléments de F' et si f, g vérifient de pareils propriétés il en
est de méme pour f + \g, donc F sous-espace vectoriel de F (R, R).

g = ®; est de classe C', en tant que primitive d’une fonction continue.
/

g(0) =0, ¢'(x) = zf(z) donc ¢'(0) = 0 avec lign g(x) = f(0) donc ¢’ est dérivable
x

en 0, conclusion g = ®; € F. Il est clair que ®(f + \g) = O(f) + AP(g).

Il suffit de montrer que f est continue en 0, en effet li(r)n flz) = li(r)n =
x

g“(0) = f(0). On a ¢'(z) = zf(z) avec g(0) = 0, d’ou g(x) = / tf(t)dt = (),
donc g = ®(f), d’ou P est surjective. "

T

Il reste a montrer que ¢ est surjective, en effet : f € ker ® — / tf(t)dt =

0
0, Vi e R=zf(z) =0,V e R= f(z) =0, Vo # 0= f(z) =0, Yz € R par
continuité de f en 0.

Fin

Page 3 /3

= 2Zn [ng) (x) cos(x + kg + 7T)]

v

0



ROYAUME DU MAROC

Ministere de ’Education Nationale, de I’Enseignement
Supérieur, de la Formation des Cadres
et de la Recherche Scientifique

Présidence du Concours National Commun 2006
Ecole Mohammadia d’'Ingénieurs
EMI

Concours Najciqnal Commun
d’Admission aux

Grandes Ecoles d’Ingénieurs ou Assimilées
Session 2006

EPREUVE DE MATHEMATIQUES II

Durée 4 heures

Filiere TSI

Cette épreuve comporte 3 pages au format A4, en plus de cette page de garde
L'usage de la calculatrice est interdit




Concours National Commun — Session 2006 — TSI

L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours TSI,
comporte 3 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction et
a la présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il convient en particulier de

rappeler avec précision les | références | des questions abordées

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il
le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

EXERCICE

Soit A une matrice réelle d’ordre 3 telle que A # 0 et A%+ A = 0. On note E le R -espace vectoriel
R3, B = (e1, €2, e3) la base canonique de E et u I'endomorphisme de £ dont la matrice relativement
a la base B est A.

1. Vérifier que u® + u = 0 et que u n’est pas I'endomorphisme nul.

2. (a) Onsuppose que u est injectif ; montrer que u? = —idg et trouver une contradiction.

(b) Justifier alors que dim Keru € {1, 2}.

3. Montrer que E est somme directe des sous-espaces vectoriels Ker u et Ker (u? + idg). Quelles
sont alors les valeurs possibles de la dimension du sous-espace vectoriel Ker (u? + idg) ?

4. On pose F = Ker (u? + idg).
(a) Vérifier que F est stable par u. On note v 'endomorphisme induit par u sur F.
(b) Vérifier que v? = —idp.

(c) Préciser le déterminant de v? en fonction de la dimension de F et en déduire que
dim F' = 2.

(d) Montrer que I'endomorphisme v n’a aucune valeur propre.
5. On considére un vecteur ¢ non nul de Ker u, un vecteur e, non nul de F et on pose e = u(e)).

(a) Montrer que la famille (¢}, e5) d’éléments de F est libre.

(b) Montrer que la famille B’ = (€], €5, €4) est une base de E et écrire la matrice B de u dans
cette base.

(c) Que peut-on alors dire des matrices A et B ?

PROBLEME

Définitions et notations

Dans tout le probleme, E désigne un espace vectoriel euclidien de dimension n > 2 muni d'un
produit scalaire noté (.|.) ; la norme euclidienne sur E associée a ce produit scalaire est notée ||.]|.

On rappelle qu'un endomorphisme f de E est dit symétrique si

V(zy) € B%  (f(2)ly) = (z|f()):

Un endomorphisme symétrique de E est dit positif si, pour tout z € E, (f(x)|z) > 0.

Epreuve de Mathématiques I 1/3 Tournez la page S.V.P.
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On note £(E) 'algebre des endomorphismes de E, S(E) le sous-espace vectoriel de L(E) formé
des endomorphismes symétriques et O(F) le groupe orthogonal de F.

Si p € N¥, on note M,, ,(R) 1’'espace vectoriel des matrices a coefficients réels, a n lignes et p
colonnes ; si p = n, My, ,(R) est noté simplement M,,(R), c’est I’algebre des matrices carrées d’ordre
n a coefficients réels. La matrice identité de M, (R) se notera I,,.

Pour toute matrice A de M,, ,(R), ‘A désigne la matrice transposée de A et rg(A) son rang. Si
p = n, Sp(A) représente 'ensemble des valeurs propres réelles de A, Tr (A) sa trace et P4 son
polyndme caractéristique ; il est défini par

VAeER, Pys(A\) =det(A—-AN1I,).
Premiere partie
Soit u un vecteur unitaire de £ ; on note p 'endomorphisme de £ défini par
Va e B, p(x) = (u|lx).u.

1. (a) Justifier que pop = p.
(b) Déterminer Kerp et Im p et les exprimer moyennant le vecteur u. En déduire la nature de
I'endomorphisme p .

(c) Etablir que p est un endomorphisme symétrique et positif.
(d) Justifier que p est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres ainsi que les sous-
espaces propres associés.
2. Soit Bg = (e1, e, ..., e,) une base orthonormale de E. On suppose que 1’expression du vecteur
n U1
u dans cette base s’écrit u = Z u;e; etonnote U =

=1 Up

(a) Calculer les coefficients de la matrice U U.

(b) Exprimer la matrice de p dans la base B en fonction de U.
3. Pour a € R, on pose f, = idg + ap.

(@) Quelle condition doit vérifier o pour que f, soit un automorphisme de E ?

(b) Onnote G = {f,, @ € R et a # —1}. Montrer que G est un groupe pour la composition
des applications.

(c) Déterminer les éléments de G N O(E) en précisant la nature de chacun d’entre eux.
4. On suppose ici que a est non nul.
(a) Justifier que f, est diagonalisable et préciser ses valeurs propres ainsi que les sous-
espaces propres associés.
(b) Déterminer le polynome caractéristique Py, de f,.
(c) Caleuler || foll = sup{[[fa(z)[|, = € Eet [z]| =1}
5. Soient a et b deux réels non nuls, et g I'endomorphisme de E dont la matrice relativement a la
base B est al,, + bJ,, ou J, la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.
(a) Déterminer toutes les matrices colonnes V € M,, 1(R) telles que J,, = nV 'V.

(b) Exprimer I’endomorphisme g en fonction de f.» puis déterminer les valeurs propres ainsi
que le polyndme caractéristique et les sous-espaces propres de la matrice al,, + b.J,,.

Epreuve de Mathématiques I 2/3 —
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Deuxiéme partie

Dans cette partie, F' désigne un espace euclidien de dimension m > 2 muni d"un produit scalaire
noté <, > et Br = (¢}, €, ..., e,,) une base orthonormale de F.

1. Soit h un endomorphisme symétrique de F.

a) Justifier qu’il existe une base orthonormale de F' formée de vecteurs propres de h.

(
(b) Montrer que h est positif si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives.
2. Soit f une application linéaire de F' vers E. On note f I'application de E vers F définie par
m
VeeE, f(x Z (e}.)]x).e

k=1

(a) Montrer que f est linéaire et que c’est I'unique application linéaire de E vers F vérifiant
V(z,y) € ExF, < f(z),y>=(af(y).

(b
(c
(d
(e

Montrer que f o f est un endomorphisme symétrique et positif de F
Vérifier que Ker f = (Im f)* et que Ker (fo f) =Kerf.
En déduire que rg (f o f) = rg (f) < min(n, m).

~— ~— ~— ~—

On note A la matrice de f relativement aux bases Br et Bg.

i. Exprimer, en fonction de A, la matrice Ade f relativement aux bases Bg, et Br
ii. Exprimer, en fonction de A, la matrice de f o f relativement a la bases By de F.

3. f désigne toujours une application linéaire de F' vers E. Pour tout & € {1,...,m}, on pose
f(€},) = u et on note pj, I'endomorphisme de E défini par

VreE, pr(r)= (uklr)u.

(a) Exprimer f o f comme combinaison linéaire de p1, .. ., pm.
(b) Montrer que I'endomorphisme f o f est symétrique et positif.

(c) Soit A un réel non nul. Montrer que A est valeur propre de f o f si et seulement si ) est
valeur propre de fo f ; dans ce cas, montrer que ’ordre de multiplicité de la valeur propre
A est le méme pour ces deux endomorphismes.

(d) Exprimer la matrice G de f o f dans la base By a I'aide des vecteurs u, puis 1’écrire en
fonction de la matrice A de f relativement aux bases Br et Bg.

(e) Montrer que rg (G) = rg (f) et que 0 est valeur propre de fo f sietseulement si la famille
(ug, ..., un) estliée.

4. Avec les notations de la question 3. précédente, on pose A = (a; ;) € M, ,»(R) avec a; j = 1 si
i < jet0sinon;onnote B = "AA et on suppose de plus que m < n.

(a) Donner une expression du terme général b; ; de la matrice B.
(b) Déterminer une famille (u1,...,u,) d’éléments de E telle que B = G.

(c) Est-ce que 0 est valeur propre de B ?

FIN DE L’EPREUVE
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1)

3)

4)

5)

1)

Corrigé Maths II, TSI (2006) : Concours marocain

4 juillet 2008

Evident car A2+ A =0

a)

b)

u injectif donc bijectif car endomorphisme en dimension finie, donc A inversible,

en multipliant 1'égalité A% + A = 0 par A7, on en déduit que A? = —I;,
d’olt u?> = —idg. Donc det(u?) = det(—idg), d’ott det(u)> = —1, impossible
car detu € R.

u n’est pas injective, donc 0 # keru C R3, d’ott dimkeru € {1, 2}.

x € keru Nker(u? +idp) = u(r) = v*(x) + * = 0 = x = 0. D’autre part Vz € E,

on

cut(x) + u(z) = 0, donc x 4+ u(z) € keru et —u(z) € ker(u® + idp), avec

r = z+u(xr)—u(r), dou E = keru@ker(u*+idg). On adim F = 3, dimker u € {1, 2},
d’ott ker(u? + idg) € {1,2}.

a)

r € F = ker(u? +idp) = v*(x) = —v = (v* + idp)u(z) = v*(z) + u(z) =
u(u?(x) + x) = u(0) = 0 = u(x) € ker(u® +idg) = F, d’ot F' est stable par .
Vo € F = ker(u? + idg) on a v*(x) = u*(z) = —x, donc v? = —idp.

Posons r = dim F, donc detv? = (—1)", or det(v?) = (detw)? > 0, d’ou r pair
avec r € {1,2}, donc r = 2.

Supposons que v admet une valeur propore réelle, A, donc 3z # 0 tel que v(x) =
Az, Aot v*(z) = N2z = —x, d'out A2 = —1, impossible.

card{e}, e} = 2 = dim F, il suffit de montrer qu’elle est libre, en effet supposons
que aeh + Bey = 0, or ey = u(uf), donc au(eh) + fu?(ey) = 0, donc aely — Bely = 0,
car u = v sur F et v?> = —idp, ainsi a = 3, d’olt a(ey + u(eh)) = 0, d’autre part
u(ey) # —e, car u = v sur F n’admet pas de valeurs propres, donc a = 3 = 0.
B = (€], e5,¢5) base de E, car E = keru & F. De plus u(e}) = 0,u(ey) =

00 O
ey, u(ey) = u?(eh) = —éh, dou Mg (u)= [0 0 —1
01 0

A et B semblables car matrices d’'un méme endomorphisme dans deux bases

différentes.
PROBLEME I

Premiere Partie

pop(x) =p((ulz)u) = (ulz)p(u) = (ulx)(ulu)u = p(z) car (ulu) = [lu]* = 1.

r € kerp <= p(z) = (z|u)u = 0 <= (x|u) = 0( car u # 0 <= x € ut.

x € Imp < p(x) = x (car p projecteur) <= x = Auou A = (z|u)) <z €
Vect(u). Donc p est la projection orthogonale sur Vect(u).

(p(x)ly) = (w|u)(uly) = (z[p(y)) donc p est symétrique et (p(z)|z) = (ulz)?, donc
p est positif.
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2)

3)

4)

5)

p est un projecteur orthogonale, ses seuls valeurs propres sont 0 et 1, donc les sous-
espaces propres associés sont kerp = Vect(u)t et Imp = Vect(u) qui forment
une somme directe dans E, donc p est diagonalisable.

Tout calcul fait les coefficients de la matrice U'U sont les u;u,.

Les coefficients de la matrice de p dans la b.o.n Bg sont donnés par la formule
a;; = (p(e;)le;) or p(e;) = (e;|u)u = wu, d’out a; ; = u;(ulej;) = wu;, coefficient
de U'U. Donc la matrice de p dans la b.o.n n’est autre que U'U.

Pour o = 0, f, = idg est un automorphisme. Pour o # 0, det(f,) = det(idg +
ap) = o™ det(p + ZdE) # 0 <— 1 n’est pas valeur propre de p <= —— # 1,
donc f, automorphisme si et seulgment st o # —1. “

G C Aut(FE) qui est un groupe pour la loi o, il suffit donc de montrer que

c’est un sous-groupe. D’abord idp € G pour a = 0, d’autre part f, o fz =
(idg + ap).(idg + Bp) = idg + (0 + B + a.f)p € G. Enfin f, o f3 = idg pour
o

ﬁtel quea+/6+a/6:0a i'e'a (fa)_IZfBGGOﬁﬁ:_]__l_a

f€GNOE) < [ = fatelque [[fa(2)]* = [lz|* Vo € E. or |fa(2)|]* =

lz + ap(z)|I” = [|lz]]* + 2a(zlp(x)) + ®[lp(=)[]* = [lz]* + 2a(z[w)? + o*(x|u)?,

donc || fo(2)||* = ||z]|* &= a(z|u)?*(2+ a) =0, Vz € F <= a € {0,—2} ou bien

(x|u) = 0 Vz € E, ie., u =0 (impossible). Donc GNO(E) = {fo = idg, f-2 =
—fo+idg

idg — 2p}, donc — = p, d'ot —f_o est la symetrie orthogonale par

rapport Vect(u), et donc f_, est la symetrie orthogonale par rapport Vect(u)*.

p étant diagonalisable, sa matrice est donc de la forme PDP~! ou1 D est une
matrice diagonale formée par des -1 et des 1. La matrice de fo, = idp + ap est
donc de la forme I, + aPDP~! = P(I,, + aD)P~! ol I, + aD est une matrice
diagonale formée par des 1 + a et des 1 — a qui sont donc les valeurs propres
possible de f,. Le sous espace propre associé a 1 + a est ker(f, — (1 + a)idg) =
ker(a(p—idg)) = ker(p—idg) = Imp = Vect(u). Le sous espace propre associé a
1—aest ker(f, — (1 —a)idg) = ker((a+1)p) = ker p = Vect(u)*. En particulier
Bp(A) = (=1)"A" (A - 1).

P;.(\) = det(f, — Aidg) = det( — (A = V)idp) = a"det(p — ltidp) =

S e e S T

Soit # € E tel que ||z| = 1, on a déja vu que ||fo(2)||* = [|z]|* + 2a(z|u)* +
(zlu)? <1+2a+a? = (1 —l—a) , car (ulr) < |lulll|z]| = 1, donc || fa|l < |1+ «f.
D’autre part || fo| > ||fa(w)| = |1 + af. D’ou égalité.

1
Soit U la colonne formée par des T, on a J, = nU'U, soit V une autre colonne
n

telle que J, = nV*'V, dou U'U = V'V. Or ‘UU = 1, de méme que pour V (simple
calcul), donc U'UV =V'VU, ie., V=AU or |U|| = ||[V| =1, dou V = £U.

al, +bJ, = a(l, + %bUtU), or UtU n’est autre que la projection orthogonale sur
u de coordonnées U, donc g = a fnb Les valeurs propres de fnb sont 1 + "b et

1—2 cellesde g =a fnb sont donc a+nb et a —nb. Le polynome caracterlsthue
de g est P,(\) = det(aflb — Xidp) = adet(fw — 2idg) = a"P; . (2) =

a

a"(=1)"(2 = 1" (2 =1 —2) = (=1)"(A — a)""'(\ — a — nb). les sous-espaces

propres associés sont les ceux de f,, c’est a dire Vectu et ( Vectu )*.
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1)

2)

a)
b)

Deuxiéme Partie

Car h est diagonalisable dans une b.o.n, puisque symétrique.

Supposons que h est positif, et soit A une valeur propre de h de vecteur propre
associé x, donc h(z) = Az et (h(z)|lz) = (Az|z) = M|z||* > 0, dot A > 0.
Inversement supposons que toutes les valeurs propres \; de h soient positives, et
soit D = diag(Ay, ..., \,) la base de h dans une b.o.n formée de vecteurs propres.
Soit x € E et X = (x;) la colonne formé par les coordonées de x dans cette méme

b.o.n, alors (h(z)|z) = XDX = Z N7 > 0, donc h est positif.
i=1
La linéarité de f découle de celle & droite du produit scalaire.

Vee EVI<j<m,ona: < f(z)¢€;>= <Z flep)lx)ey, e >

Z (ep)z) < ey, e >
— %/—/

o null si k#j

= (f(ef)]z)

Ainsi la propriété est vérifiée sur les éléments de la base (€}), donc vérifiée par
linéarité pour tout élément y € F'.
Unicité : Soit f1 une autre application linéaire vérifiant la méme propriété que f

donc < f(z),y >=< fi(z),y > Yy € E, dou fi(z) = f(z), Yz € E.
< fofl(x),y >=< f(a), fly) >=< f(y), f(x) >=< fof(y),x >=<u,fof(y) >
donc f o f est symétrique, d’autre part < f o f(z),x >=< f(x), f(z) >=
| f(z)||> >0, donc f o f est positif.
rekerfe flz) =0+ < f(z),y>=0,VyeF
(z|f(y)) =0, Vy e F
<~ (x]2) =0, Vz € Imf
— z€(Imf)*

Donc ker f = (Imf)t. D’autre part, il est clair que ker f C ker(f o f),
inversement :
rekerfof= fof(zx)=

— < fof(x),z>=0

= < f(a), f(@) >=|f(@)[* =0

= f(z)=0

— x €kerf
D’otu 'autre inclusion.
rg(fo f) = rgf découle du fait que ker f = ker(fo f), rg(f) < min(n, m) découle
du fait que f : ' — FE est linéaire, avec dim F = n et dim F' = m.
Les coéfficients a; ; de la matrice sont donnés par la formule suivante : a;; =<
f(e}),ei >

i. Les coéfficients @;; sont donnés par la formule : a,; = (f(e;)le}) =<
' f(e;) >= a;;. Donc la matrice associce & f n’est autre que *A.

ii. La matrice associee & f o f est donc 'A.A.
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m
3) a) Avec la notation f(e}) = uy, on aVz € E, f(x Z (ug|z)e),, donc
m m h=1 5 m
Z ug|z) f Z ug|T)uy = Zpk(:c), dou fo f= Zpk
k=1 k=1 k=1

1)

fo f est symétrique, en tant que somme d’endomrphisme symétriques. D’autre

part Vo € E, on a: (fo f(z)lz) =< f(x), f(z) >= || f(2)|* > 0, donc fo f est
positif.

Soit A une valeur propre non nulle de fo f, donc 3z # 0 tel que fo f (x) = Az, en
composant a gauche part f, on trouve f o f(y) = Ay ou y = f(x) # 0, car sinon
y= f(r) =0= fo f(x) = Az = 0. Pareil pour la réciproque.

m m

Ona fo f(e)) = Z(uk|e;)f(e;€) = ¥ (ug|€})ug, or les coéfficients de la matrice
k=1 k=1
G sont donnés par la formule (f o f(e;-)|e;) = Z(uﬁe})(uﬂeé), ainsi de G = B'B
k=1

olt B est la matrice de cofficients (u;|e;) c-a-d dont les colonnes sont exactement
les uy, et on a déja vu dans la question I1,2,d que G = tAA.

rgG = rgf est déja traité dans la question I,2,d. 0 est une valeur propre de
fof <= detG =0<= rgG =rgB # m, i.e., les colonnes (uy, ..., u,;,) sont liés.

Les coéfficients de la matrice B sont donnés par la formule du cours : b;; =

i 1 ... .1
g g 0 2 ... 2
Z Qi O, = Z 1 = min(i, j), donc B =

R=1 il si ik ou j>k k=1 O ' O‘ n

Prendre ‘u; = (1,0,...,0),'us = (1,1,0,...,0),...,uy, = (1,...,1).

0 ne peut pas étre une valeur propre de G, car la famille (u,...,u,,) est
libre, puisque elle forme la matrice inversible U tel que U'U = B ou ‘U =
1 ... ... 1
0
0 0 1
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere TSI,
comporte 3 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction et
a la présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. 1l convient en particulier de

rappeler avec précision les | rétérences | des questions abordées.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il
le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

EXERCICE 1

211
Soit A= |1 2 1] ;onnoteul’endomorphisme de R canoniquement associé a la matrice A.
00 2

1.
2.

Calculer les valeurs propres de u et justifier que A est diagonalisable dans M3(R).

On note A, A2 et A3 les valeurs propres de u avec \; < A2 < A3. Déterminer, pour chaque
i € {1,2,3}, le vecteur ¢; de R? dont la deuxiéme composante vaut 1 et vérifiant u(e;) = \;e;.

Justifier que (e1, e2, e3) est une base de R? et écrire la matrice A de u relativement a cette base,
puis trouver une relation entre A et A.

Si B € M3(R) est une matrice vérifiant B = A, on note v 'endomorphisme de R?® qui lui est
canoniquement associé.

4-1. Vérifier que v?

= u et que uv = vu.

4-2. Pour chaque i € {1, 2,3}, calculer uv(e;) et en déduire que v(e;) est colinéaire a e;.

4-3. Conclure que la matrice V' de v relativement a la base (e, ez, e3) est diagonale de la forme
V = diag(a1, az, a3) et en déduire les valeurs possibles de a1, o et as.

Trouver alors toutes les solutions, dans M3(R), de I'équation X? = A. Combien y’en a-t-il ?

EXERCICE 2

Dans cet exercice, £ désigne un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2. Si u et v sont des
éléments de L(FE), 'endomorphisme composé u o v sera noté simplement uv et I'identité se notera
Ip. Pour u € L(E), on pose u’ = I etsi k € N*, uF = yub~1.

On consideére un endomorphisme nilpotent « de F, c’est a dire un endomorphisme tel qu’il existe
r € N* avec u” = 0; on pose alors p = min{k € N*; u* = 0}.

1.

2.

1-1. Justifier qu'il existe ¢ € E tel que uP~!(z) # 0.
1-2. Montrer que la famille (zo, u(xo), . . ., uP " (z0)) est libre.

1-3. En déduire que p < n et que u" = 0.
On suppose qu'il existe v € L(E) tel que v* = w.

2-1. Calculer v? et v*(P~1), puis en déduire que p < 24L.

2
2-2. Donner alors un exemple de matrice M € My (R) telle que 'équation X? = M n'’ait pas
de solution dans M3 (R).

Epreuve de Mathématiques I 1/3 Tournez la page S.V.P.
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3. Dans cette question, on suppose que p = n; on a donc u"~! # 0 et u" = 0. On considere un
endomorphisme g de E tel que  ¢* = I + u.

3-1. Soit z1€E tel que u" (1) # 0. Justifier que (z1,u(x1),...,u" (z1)) est une base de E
et qu’il existe (g, . . ., a,—1)ER™ tel que g(71) = apry + aqu(zr) + - + ap_1u™ H(x1).

3-2. Vérifier que gu = ug et montrer que g = aplp + cyu + -+ - + ap_qu L.

3-3. Justifier que la famille (Ig,u,...,u" ') est libre puis, en calculant g de deux fagons,
q
montrer que a% =1, 2apa; = 1et Zakaq,k =0pour2<qg<n—1 (sin>3).
k=0
3-4. Montrer alors que ag € {—1,1} et que, pour tout k € {1,...,n — 1}, ), peut étre exprimé
de maniére unique en fonction de «y.

3-5. Conclure qu’il y’a exactement deux endomorphismes de E dont le carré est égal a I + u.

1100
4. Application : Déterminer toutes les matrices X € My(R) telles que X2 = 8 (1) i (1)
0 001

PROBLEME

Dans ce probleme, R[.X| désigne 'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels et, pour
tout n € N, R,[X] est le sous-espace de R[X| formé des polynémes de degré < n.

On considere l'application D : R[X| — R[X], P — P(X +1) — P(X).

Premiere partie

—_

. Vérifier que D est un endomorphisme de R[X].

2. (a) Montrer que si P € Ker D alors, pour tout entier n > 0, P(n) = P(0).
(b) Montrer alors que Ker D = Ry[X].
3. (a) Si P n’est pas un polyndme constant, préciser le degré de D(P) en fonction de celui de
P, ainsi que le coefficient dominant de D(P) en fonction de celui de P.
(b) En déduire que D(R,[X]) C R,—1[X], sin > 1, et que le sous-espace vectoriel R,[X] est
stable par D.

4. Soitn unentier > 1; on note D,, I'endomorphisme induit par D sur R,,[X]. Déterminer Ker D,,
et montrer que Im (D,,) = R,,—1[X].

Q1

. Montrer que I'endomorphisme D est surjectif.

o

(a) On considere F' = {P € R[X]; P(0) = 0}. Vérifier que F' est un sous-espace vectoriel de
R[X] et que R[X]| = F @ Ker D.

(b) Conclure que, pour tout polynéme () € R[X], il existe un unique polynéme P € R[X] tel
que P(0) = 0 et que D(P) = Q ; préciser le degré de P en fonction de celui de Q.

Deuxieme partie

1. Montrer qu'il existe une unique suite (P, ),ecn d’éléments de R[X] vérifiant Py = 1 et pour tout
entiern > 1, P,(0) =0et P,—1 = D(FP,).

Epreuve de Mathématiques I 2/3 —
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2. Expliciter P, et P,.
X(X-1)...(X=n+1)

3. Montrer que, pour toutentiern > 1, P, =

n!
4. Montrer que, pour tout entier n > 1, la famille (P, ..., P,) est une base de R,,[X].
5. Si P € R,[X], montrer que I'on obtient les coordonnées de P dans la base (P, ..., P,) par une

succession de divisions euclidiennes.
6. Expliciter alors les mondmes X 2 et X3 comme combinaisons linéaires de Py, Py, P, Ps.

7. Application

Pour tout couple (n, p) d’entiers naturels non nuls, on pose
Spp=1"+2" 4+ +p".

(a) Montrer que, pour tout entier n > 1, il existe un polynéme A, € R, 1[X] tel que
A,(0) =0et D(A,) = X"

(b) Enrevenant a la définition de D, montrer que S,, , = A,(p + 1).
n n
(c) Si X™ = Z ay Py, justifier que A,, = Z aPrq.

k=0 k=0
(d) Déterminer les valeurs de A, et As.

(e) Donner alors, sous forme factorisée, les valeurs de S, et S3 .

FIN DE L’EPREUVE
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Epreuve 2 (Corrigé)

EXERCICE 1.

1. A valeur propre de A < A — A3 non inversible Ainsi le polynéme
& det(A—AN3) =0
S2-N((2-X?-1)=0
S2=-MN1-X)B-XN)=0
< e{l,2,3}

caractéristique de a admet 3 racines distinctes, donc A diagonalisable
car dim(Ker(u — A\jidgs) = 1 pour tout \;.

2. A\ =1, = 2, \3 = 3, resolvons les systémes AX = )\, X pour trouver

x
lese;,oun X = | 1
z
AX =X = z2+1+2=0et2=0 = z=—-1,y=1,2=0.
AX=2X = 1+z=0etx+2=0 = xz=1Ly=1,2=—1.
AX =3X = —ua2+14+2=02—-14+2=0,et —2=0
— r=1Ly=1,2=0 '

-1 1 1
Posons By = | ¢; = 1 ,Ey = 1 ,es=| 1
0 -1 0

3. Comme Card(B;) = 3 = dim(R?), pour montrer que c’est une base,
il suffit de montrer qu’elle libre, pour cela il suffit de montrer que
detg, (Bs) # 0, ou By la base canonique de R3.

—1 11
En effet detp, (Bs) =| 1 1 1 |=-2#0.
0 -1 0
100
D’autre part u(e;) = Aje;, donc A = Mp,(u) =1 0 2 0 |, avec la
00 3

relation suivante entre A et A :

A= PAP! avec : P = Pg,_.p,



4. (a) B = Mg, (v), donc B? = (Mg, (v))> = Mg, (v?) = A = Mg, (u),
d’ott v? = u, et de méme, on a : BA = B* = AB, d’ou Mg, (uv) =
M, (vu), d’ott uv = vu.
(b) uv(e;) = vu(e;) = v(\ie;) = Mv(e;), d’ott v(e;) € Ker(u — \jidgs)
or dim Ker(u — A\jidgs) = 1 et ¢; € Ker(u — \;jidgs), d’out e; et
v(e;) sont proportionnels. Donc v(i) = ase(i) et par suite : V =

aq 0 0
Mg, (u) = 0 ay 0 |, avec la relation suivante entre B et
0 0 a3
V.
B =PAP™!

Or B2 = A, d'oit (PVP1)2 = PV2P~' = PAP~!, d'oit V2 = A,
donc of = 1,02 = 2,02 = 3, et donc :

a1 € {—1, 1},@2 c {—\/5, \/5},043 € {—\/g, \/g}

5. Les solutions de I’équations X? = A sont de la forme X = PV P! ily

aq 0 0
en a 8 solutions car on peut former 8 matrices, V = 0 ap O
0 0 Qa3

avec les conditions : a; € {—1,1}, a5 € {—V2,v2}, a3 € {—/3,V3}

EXERCICE 2.

1. (a) p = min{k € N* tel que: u* = 0}, donc uP~! # 0, et par suite
Jxg € E tel que: uP~(zg) # 0.
(b) Soit (/\i)[)gigp tel que: oo+ )\1U(£L’0> +...+ /\p_lupfl(xo) =0, on
compose par uP~! et comme u* =0, Vk > p, alors \guP~(zg) =
0, or uP~Y(xy) # 0, dout Ay = 0, ce qui donne \ju(xgy) + ... +
)\p,lup_l(xo) = 0, on compose cette fois par uP~2, ce qui donne

MuPt(zg) = 0, dout A\ = 0 et on ré-itére le méme procéde
jusqu’a montrer que tous les A; sont nuls. D’ou la famille C =
(o, u(xg), ..., uP~ (o)) est libre.

(c) C est libre, donc Card(C) = p < dim(E) =n, or u? =0 et n > p,
d’ou u" = 0.



2.

(a)

(d)

VP = (V)P = uP = 0 et v2P~H = P71 £,

Posons : ¢ = min{k € N* tel que: v* = 0}, donc 2(p—1) < ¢ < 2p,

et comme dans ce qui précéde pour u, on peut aussi affirmer pour

vque ¢ < mn,ainsi 2(p—1)+1<qg<mn,dou2p—1<n,dou
n+1

p < 5

Soit:(g é).OnaMQ:OetM:O,doncp:2,pour

M € L(R?), d’ou suivant la question précédente si X? = M, on
devrait avoir p§, ce qui n’est pas le cas, donc I’équation X2 = M,
n’admet pas de solutions.

De la méme fagon que dans la question 1.2), on montre que la
famille (z1,u(x1),...,u" " (xy)) est libre, or son cardinal est égal
a n = dim(F), donc c¢’est une base, et pas suite c¢’est une famille
génératrice de E, or g(x1) € E, d’ou l'existence de nombres réels
(ai)o<icn_1 tel que: g(z1) = apry + aqu(zy) + ... + ap_u™ ().
¢? =u+Ig, dotu=g?— Ig et donc gu = ¢> — g = ug. Et par
récurrence sur k € N, on montre que gu* = u*g.

D’autre part on a les égalités suivantes :

g(z1) = aory + agu(ry) + ..+ o u™ ()
gu(zy) = u(g(ry)) = apu(zy) + aqu(u(zy)) + ... + apu™ Hu(zy))
gu" N (zy) = u"Hg(z1)) = agu ) + A @ (W (2)

Ainsi g et aglp+. . .+, _1u"! coincident sur la base (z1, u(zy), ..., u" " (z1)),et

comme elles sont linéaires elles coincidents sur E.
Soit ()\i>0SiS” tel que: )\OIE + )\11,6 + ...+ )xp_lu”_l = O, o1 ap-
plique cette relation a x1, on trouve Ao(x1) + Mu(zy) + ... +
Ap—1u" M (zy) = 0, or la famille (zq, u(z1), ..., u" "1 (x1)) est libre,
d’ou \; = 0,V1 <i < n, et donc (Ig,u,...,u""1) est libre.
1 ére fagon : g% = Ip + u.
2 éme fagon : ¢ = (3, akuk)Q

= ZZ:O (Do Qrrg—i)

= > a0 Brul Avec : By = > g apag_i
Et par identification puisque la famille (Ig,u,...,u""!) est libre,
onaalors: fy =af = 1,01 = 2apa; = let 3, =0, Vg>2.
af =1, donc ag € {—1,1}.



Montrons par récurrence sur ¢ € {1,...,n}, que a, s’exprime de
facon unique en fonction de ay.

Pour g =1, on a: oy = —, donc le résultat est vrai pour ¢ = 1,
Qo
supposons qu’il est vrai jusqu’a l'ordre ¢ — 1, et montrons que c’est

vrai pour q.

En effet Y 7_  ayay_r = 0, donc 2a,00 = — Zi;ll OOl
orl<k<g—letl<g—k<qg—1,doules a,o,_ s’expriment
de facon unique en fonction de «yg, donc leur somme aussi, et par
la suite 20,0y aussi et finalement «, aussi.

Les solutions, g de 1'équation ¢?> = Iz + u, sont de la forme g =
Sh_oaru®, or Vg € {1,...,n},q, s’exprime de fagon unique en
fonction de ap € {—1,1}. Donc deux possibilités suivant la valeur
prise par .

4. L’équation peut s’écrire sous la forme X? = I, + A, avec :

01 00
A 0010 .. 4 3
=l o000 1 , qui vérifie A* =0 et A° # 0, donc X = agly +
0 0 0O
a1 A + i A? + a3 A3, avec les relations suivantes :
Qo € {—1, 1} 2C(0051 =1

20[00&2 + Oé% =0 20(0053 + 20&10&2 =0

Les solutions possibles sont :
1 1 1
= 1 _ — —_ — = — —
&%) , (1 2 , (g 4 , 3 S
] 1 1 1
Qp = , (i = 9 7042_4 , (V3 = ]
PROBLEME.

Premiére partie.

1. V(P,Q) e RIX],VA € R, ona:

D(

P+AQ) =(P+2Q)(X+1)—(P+XQ)(X)
— (P(X + 1) — P(X)) + MQ(X + 1) — Q(X)
— D(P) + AD(Q)

d’ott D est linéaire.
D’autre part si P est un polyndéme, il est clair que D(P) = P(X +1) —



P(X) est un polynéme, donc D : R[X] — R[X].
Donc D est un endomorphisme de R[X].

2. (a) PeKer(D) = P(X)= P(X+1),dou les relations suivantes :
P(0) = P(1)

P(n—1)= P(n)
en sommant ces inégalités on obtient P(n) = P(0).

(b) Si P € Ker(D), alors P(n) = P(0), Vn € N, donc le poynome
Q(X) = P(X) — P(0), admet une infinité de racines, donc est
nul. D’ot P(X) = P(0), donc P € Ry[X], d’ou Ker(D) C Ry[X],
I’autre inclusion est évidente d’ou 1'égalité.

3. (a) Soit P € R[X] tel que: deg(P) = n, posons P(X) = >} _ ap X",
donec D(P)(X) = Y p_arD(XF¥), or V& > 1,D(X*) = (X +
F — XF = EX*1 4+ . 4+ 1, grace a la formule du binome de
Newton, donc deg(D(X*)) = k — 1, et co(D(X*)) = k, et donc
deg(D(P)) =n — 1 et co(D(P)) = nay, ou a, = co(P).
(b) D(R,[X]) C R,_1[X], d’aprés la question précédente, en particu-
lier D(R,[X]) C R,[X], donc R,,[X] est stable par D.

4. D, est larestriction de D sur R,,[X], donc Ker(D,,) =Ker(D)NR,,[X] =
Ro[X]. la formule du rang s’écrit alors : n+1 = dim(R,[X]) = dim(Ker(D,,)+
dim(Im(D,,)) = dim(Ry[X]) + dim(Im(D,,)) = 1 + dim(Im(D,,)), d’on
dim(Im(D,,)) = n = dim(R,_;[X]), or Im(D,,) = D(R,[X]) C R,_1[X],
d’ou I'égalité.

5. Soit @@ € R[X], posons deg(Q)) = n — 1 avec n > 1, donc P
R,,1[X] =Im(D,,), d’ou 3P € R,[X] tel que: Q = D, (P) = D(P
d’ou D est surjective.

6. (a) P € FNnKer(D) = P(0) = 0 et P polynéme constante

— P =0, donc FNnKer(D)={0}.

€
);

~—
€Ker(D)

D’autre part : VP € R[X], on peut écrire P(X) = ay -+ Z ap X"
k=1
eF
(b) Existence : Soit @ € R[X], comme D est surjective, alors 3P, €
R[X] tel que: D(Py) = @, posons P(X) = Py(X) — Fy(0), donc
P(0) =0et D(P)=D(Py—a) =D(P) — D(a) = D(P) = Q ou
a = Po(O)



Unicité : Supposons qu’il existe deux polynémes Py, P, tel que: D(P;) =
D(P) = Q et P(0) = P»(0) = 0, donc D(P, — P,) = 0 et
(PL—P,)(0) =0, d’ot P — P, € FNKer(D) = {0}, d'ott P, = P,.
deg(Q) = deg(D(P)) = deg(P) — 1, d’ott deg(P) = deg(Q) + 1.

Deuxiéme partie.

1. Simple récurrence sur n € N, en utulisant la question 6.b.

2. deg(Py) = 0, donc deg(P1) = 1, or P(0) = 0, doa P (X) = aX,
or D(P)) = Py, dot a(X +1) —aX = 1, dou a = 1, et par suite
Pi(X) = X.

De méme deg(P;) = 1, donc deg(P2) = 2, or P(0) = 0, d'oit P(X) =
aX?+bX,or D(Py) = P, dot a(X +1)*+b(X +1)—aX?*—bX = X,

1 1
d’ott 2aX +a+b=1, donc a = E’b: —a=-—3 et par suite P;(X) =

1 X(X -1
—(X?-X)= XX =1) )
2 2
3. Par récurrence sur n € N.
Le résultat est déja vrai pour P;(X) = X.

X(X—1)...(X —n+2)
(

n—1)!
X(X 1)”7;'()( n—|—1)7 ona: P(0)=0et
D(P) =P(X+1)—P(X)
(X+1DX..(X—-n+2) XX-1)...(X—=n+1)
B n! B n!
_X(X 1)...‘(X 42 (X 1)
X(X—1).. (X =n+2)
B (n—1)!
= nfl(X)

Or P, est 'unique polynome qui vérifie cette relation, donc P, (X) =
X(X=-1)...(X=n+1)
n!

4. Comme Card(F,...,P,) = n+ 1 = dim(R,[X]), pour montrer que
c’est une base il suffit alors de montrer qu’elle est libre.
En effet, on va raisonner par récurrence.
Pour n = 1, il est clair que {FPy(X) = 1} est libre.
Supposons (Fy, ..., P,) est libre et montrons que (Fp, ..., P,11) lest

Supposons P,_1(X) =

, et posons P(X) =

6



aussi.

Pour cela on suppose qu'’ils existent des nombres réels (\;)o<i<ni1 tel que: Ao Po+

)\1P1 + ...+ )\nJranJrl = O, donc

DXoPo+ MNP+ ...+ M1Par1) = XD(Py) + MD(Py) + ...+ A1 D(Poyq)

:/\1P0+--‘+)\n+lpn
=0

car D(Py) = 0,D(P) = P—1, V1 <k <n+1,orlafamille (P,...,P,)

est libre, d’ott \; = ... = \,,.1 = 0, et par suite \gFPy = \g = 0.

. On rappelle d’abord que si on fait la division euclidienne par un poly-
nome de degré 1, on obtient une constante dans le reste.

Soit P € R[X] tel que: deg(P) <n

Faisons la division euclidienne de P, par X, on obtient P(X) = XQo(X)+
ag, avec deg(Qo) = deg(P) —1<n— 1.

Faisons aprés la division euclidienne de ) par , on obtient :
X-1
Qu(X) = == Qu(X) + an tel que: deg(@Qu) = deg(Qo) — 1 < n—2,
en particulier :
X(X -1
P(X) :%Ql()()—i—al)(—i—ao .
= PQ(X)Q1<X) + CL1P1(X) + CLQP()(X)
Aprés on fera la division euclidienne de (Q; par , on obtient :
X -2
Q1(X) = 5 Q2(X) + as tel que: deg(Qs) = deg(@Q2) — 1 < n — 3,

en particulier : P(X) = P5(X)Q2(X) + a2 P (X) + a1 P (X) + ag Po(X).
Et ainsi de suite, jusqu’a avoir deg(Q,,) < —1, donc Q,, = 0 et par suite
P(X) = anPn(X) + ...+ a1P1<X) + CLOP()(X)

CXP=XX X = %%—%, donc :
X2 = W 4 %X — Py(X) + %Pl(X).
XS x.X2 X2 —ox~ Ll xs
_ox XD Ly
=2XPy(X) + A (X)
etenﬁn2X:6¥+1,d’ofl X3 = %—i—l Py(X) + P (X) .

= 6P3(X) + P»(X) + P(X)



7.

(a) Découle de la question 6.b) de la 1ére partie pour Q(X) = X™.
(b) D(A,) = X" = A, (X+1)—A,(X)= X" donc pour 0 < k <
p,ona:A,(k+1)—A, (k) = k", dou S,, =D, _ k"
= Zi:o An(k + 1) - An(k)
= A, (p+1) — A,(0)
() On a: DX _ganbi) = Dp_garD(Per1) = gl =
X", d’autre part >y, @ P+1(0) = 0, car Pyq(0) =0, V0 <
k < n, de plus deg (3>p_o xPit1) = deg(Pny1) < n+1, or A,
est I'unique polynéme de R, 1[X] qui vérifie cette relation, donc
> ko W Pri1 = A
1 1
(d) On a : X2 = PQ(X) + §P1(X), d’ou AQ = Pg(X) -+ §P2<X)
Et aussi, X? = 6P3(X) + P»(X) + Py (X), donc :

(€) Sap = As(p+1) = Po(p+ 1)+ = Po(p+ 1)) = pp+ ?;279 +1)

2
+1)(3p* — Tp + 10
534’:6P4(p+1)+P3(p+1)+P2(p+1):p(p )( pl2 p )7

aprés toute simplification en utilisant les relations : Py(X) =
X(X — X(X-1)(X-2) Py(X) X(X —-1)(X —-2)(X —3)
— y 1y =

1)
Py(X) =
P 6 12

Fin.
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere PSI,
comporte 3 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des
raisonnements constitueront des éléments importants pour I’appréciation des copies. Il convient en particulier

de rappeler avec précision les | références | des questions abordées.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

Notations et rappels

Dans tout le probleme, R désigne le corps des réels et n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Si
p € N*, on note M,, ,(R) I’espace vectoriel des matrices a coefficients réels, a n lignes et p colonnes;;
pour toute matrice A de M,, ,(R), * A désigne la matrice transposée de A.

Sip = n, M, p(R) est noté simplement M, (R), c’est 'algebre des matrices carrées d’ordre n a
coefficients réels ; la matrice identité de M, (R) est notée I,,.

Si A € M,(R), onnote C1(A),...,Cy(A) les colonnes de A, ce sont des éléments de M,, ;(R)
par définition, le rang de la matrice A est la dimension du sous-espace vectoriel de M, 1(R
engendré par les vecteurs C1(A),...,C,(A). Le rang de A se note rg(A), on note aussi Spr(A4
I’ensemble des valeurs propres de A appartenant a R et Tr(A) sa trace.

Si g, a9,..., et a, sont des réels, on note diag(ai, as, ..., o) la matrice diagonale de M,,(R)
qui admet pour coefficients diagonaux les réels a1, as, . .. , v, pris dans cet ordre.

)
)

1°" Partie
1. Discuter le rang de la matrice (z 2) selon les valeurs de a, b, cetd.

2. Soit A = (am) S Mn(R).
(@) Montrer que rg(A) = 0 si et seulement si pour tout couple (i,5) d’éléments de
{1,...,n}, a;; = 0. En particulier, si A n’est la matrice nulle alors rg(A4) > 1.
(b) Montrer que A est inversible si et seulement si rg(A) = n.
3. Soit A € M,,(R); on désigne par f4 'endomorphisme de M,, ;(R) canoniquement associé a

A. Montrer que
rg(A) = dim (Im f4).

4. Soient U et V deux éléments non nuls de M,, 1(R) ; on note uy, ..., u, les composantes de U
etvy,...,v, cellesde V.On pose A = U'V.

(a) Exprimer les coefficients de la matrice A a l’aide des uy, et des vy.
(b) Que vaut la trace de A?
(c) Exprimer les colonnes de A a l'aide de vy, ..., v, et U.

(d) On suppose que U # 0 et V # 0; montrer que le rang de A est égal a 1.
5. On considere ici une matrice A € M,,(R) de rang 1.

(a) Montrer qu’il existe ig € {1,...,n} tel que C;,(A) # 0.
(b) Justifier que pour tout j € {1,...,n}, il existe un réel \; tel que C;(A) = \;Cj, (A).

Epreuve de Mathématiques I 1/3 Tournez la page S.V.P.
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(c) En déduire que A = X'Y ou X = Cj,(A) et Y est un élément non nuls de M, 1(R) a
préciser.

(d) On suppose que A = X; 'Yy ; Trouver tous les couples (X1,Y7) d’éléments de M,, 1(R)
tels que A = X 'Y].

6. Soit A € M,,(R) une matrice de rang r > 0; montrer que A peut s’écrire comme somme de
matrices de rang 1.

7. (a) Soient (Y71,...,Y,) une famille libre de M, 1(R), et Z1,...,Z, des vecteurs arbitraires

P

de M, 1(R). Montrer que l'égalité Z Y!Z; = 0 a lieu si et seulement si les vecteurs
i=1

Z1, ..., Zy sont tous nuls.

(b) Endéduire quesi (X3,...,X,) et (Y,...,Y,) sont deux bases de M,, ; (R) alors la famille
(X 'Y;)1<i j<n est une base de M,,(R) formée de matrices de rang 1.
8. (a) Montrer que l'application <, >: (M, N) — Tr(*M N) est un produit scalaire sur M,,(R).

(b) A quelle condition sur les vecteurs X, X', Y, Y’ de M,, 1(R), les matrices X'Y et X"'Y’
sont-elles orthogonales dans (M,,(R), <,>)?

(c) En déduire une méthode de construction de familles orthonormées, de 1’espace euclidien
(M, (R), <,>), de la forme (X!Y;)1<ij<n-

2°me Partie

Soit A = U'V une matrice de rang 1, ot U et V sont deux éléments non nuls de M,, 1(R). On
posea = "VUetW = (‘VV)U.

1. Calculer A2 en fonction du réel a et de A.
2. A quelle condition nécessaire et suffisante sur « la matrice A est-elle nilpotente ?

3. On suppose que A n’est pas nilpotente ; montrer qu’il existe ), réel non nul, tel que la matrice
AA soit celle d"un projecteur.

4. (a) Justifier que 0 est valeur propre de A et montrer que le sous-espace propre associé n’est
rien d’autre que {Y € M,,1(R), 'VY = 0}. Quelle est sa dimension ?

(b) On suppose que a # 0; calculer le produit AU et en déduire que « est une autre valeur
propre de A. Déterminer le sous-espace propre associé et donner sa dimension.

(c) Préciser selon les valeurs de a le nombre de valeurs propres de A.

5. Montrer que si « # 0, alors la matrice A est diagonalisable dans M,,(R).
Justifier alors, dans ce cas, que A est semblable dans M, (R) a la matrice diag(0,...,0, «).
6. On suppose que a = 0 et on désigne par f 'endomorphisme de M,, ;(R) canoniquement
associé a A.
(a) A est-elle diagonalisable dans M,,(R) ?

(b) Montrer que U € Ker f et justifier 1'existence d'une base de Ker f de la forme
(E1y...,Ep_o,W).

(c) Montrer que (E1,...,E,_2,W,V) est une base de M,, ; (R) et écrire la matrice de f dans
cette base.

(d) En déduire que deux matrices de rang 1 et de trace nulle sont semblables dans M, (R).
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3%me Partie

Si A = (a;;) € M,(R), on note A° sa comatrice, c’est a dire la matrice de terme général A4, ;,
cofacteur de a; ; dans A. On rappelle que

ATAC = TA°A = detA I,,.

On admet les deux résultats suivant :

o Sile rang de A est égal a r > 0 alors il existe une sous-matrice de A qui est inversible d’ordre r.

o S’il existe une sous-matrice de la matrice A, qui soit d’ordre r > 0 et inversible, alors le rang de A est
supérieur ou égal a r.

1. Soit A € M,(R).
(a) Si A est de rang n, montrer que A° est aussi de rang n. Exprimer A€ a I'aide de l'inverse

A~1 de A.

(b) Si A est de rang inférieur ou égal a n — 2, montrer que la matrice A¢ est nulle.
2. On suppose ici que A € M,,(R) est de rang n — 1.

(a) Justifier que rg(A°) > 1.
(b) Soit f (resp. g) 'endomorphisme de M,,1(R) canoniquement associé a A (resp. ‘A°).
Montrer que Im g C Ker f et conclure que que rg(A°) = 1.
3. Soit A € M,,(R). On rappelle que le polynome caractéristique P4 de A vérifie

VtER, Pa(t)=det(A—tI,).

On désigne par B = (ej,...,e,) la base canonique de M, 1(R) et on rappelle que le
déterminant de toute matrice B € M,,(R) est égal au déterminant relativement a la base B
du systeme de vecteurs formé par les colonnes C;(B), ..., Cy(B) de la matrice B :

detB = detp(C1(B),...,Ch(B)).
(a) Montrer que la fonction ¢ — detp(C1(A) — te,...,Ch(A) — tey) est dérivable sur R et

calculer sa dérivée.
(b) Justifier alors que P/ (0) = —Tr(A°).
4. Soient A et B deux matrices semblables de M,,(R).
(a) Montrer que A et B ont la méme trace, le méme rang et le méme polynéme car-
actéristique.
(b) En déduire que A€ et B¢ ont la méme trace.
(c) Montrer que si A est de rang n, alors A¢ et B¢ sont semblables dans M,,(R).
(d) Que peut-on dire sirg(A) <n—27
(e) On suppose que rg(A) =n — 1.
i. Montrer que si Tr(A¢) # 0, alors alors A€ et B¢ sont semblables dans M, (R).
ii. Montrer que si Tr(A¢) = 0, alors alors A€ et B¢ sont aussi semblables dans M,,(R).

FIN DE L’EPREUVE
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Notes du correcteur :

— Des questions de cours dans ce probleme ne seront pas
redémontrées, I’étudiant peur se réferrer a son propre cours.

— Dans M,,;(R) la relation ‘XY définit un produit scalaire, on
écrira parfois

XY =(X,)Y), 'XX = || X]|?

?

1°re Partie.

1) — Sia,b,c,d sont tous nuls, alors rgA = 0.
— Si a,b,c,d ne sont pas tous nuls et det A =0, alors rgA = 1.
— Si a,b,c,d ne sont pas tous nuls et det A # 0, alors rgA = 2.

2) a) rgA=0 < Vect(Ci(A), --,Ch(A) =0
< (C;(A) =0,Vie [1;n]
— Q;; = 0,Vi,j € [[l,n]]
= A=0
Donc A # 0 <= rg(A) #0 <= rg(A) > 1.

b) Question de cours.
3) Question de cours.
4) a) Un calcul simple, montre que

Q5 = UUj

b) Tr(A) =) uw;="UV=(UV).
i=1
c) D’aprés 4.a) on peut conclure que

Cj (A) == ?,’j U

d) U#0,V#0 = 3i,j€[l;n] tel que u; #0,v; #0
= 3i,j € [1;n] tel que a;; # 0
— A#0
— rgA>1
D’autre part toutes les colonnes sont proportionnelles a U,
donc rgA =dimVect(Ci(A),---,C,(A)) <1, d’ou ’égalité.
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5)

6)

a) Supposons le contraire, dans ce cas A = 0, donc rgA = 0,
contradiction.

b) On a rgA = dimVect(Cy(A),---,Cn(A)) =1, donc C;,(A) #0
en constitue une base, donc pour tout
J € [[1771]], E')\] € R tel que CJ(A) = AjCiO(A).

c) D’aprés la question précédente, on peut conclure que
a;,; = x;A\; ou x; = a;,;, d’aprés 4.a) on conclut aussi que
A= XtY ou X = CZO(A) et Y = ()\j)lgjgn S Mn,l(]R)

d) D’aprés 4.c) on peut affirmer que :
A= XltYi — X = CZO(A) = yioXl % 0, donc

X =aX
1 . .
avec o« = — # (, mais aussi
Yig
1
Y1 ==Y

(0%

rgA =r = 3P, Q € GL,(R) tel que A = PJ.QQ avec

10 - 0

0

ou 1 se répete r fois, on peut écrire J, = g E;; ou E;; matrice
i=1
formé par des 0 sauf a la -éme ligne et :-éme colonne ou il y a
1, il est clair que rgF;; =1, donc rgPFE,;() =1 car équivalentes
T

avec A = Z PE;;,Q
i=1

=1 =1
p
= Y \Y;i=0 avec \ ='ZZ =|Z|’

i=1
= X\ = |Z]|* Vi€ [l;n] car (V;) libre
= Z; VYie[l;n]
L’implication réciproque est évidente.

b) ) AXi'Y;=0 :>ZX (ZAJY) =0

1<4,5<n

= Z Mi;'Y; =0,Vi € [1;n] car (X;) libre

j=1

= \i; =0 Vi,j€][l;n] car (*Y;) libre
Ainsi la famille (X;'Yj),_, ;. est libre dans M, (R) et de car-
dinal n? = dim M,,(R), donc base formé de matrices de rang
égal.

8) a) Posons M = (a;;), N = (b;;), donc MN =

n
Cij =) anibiy
k=1

(¢;,j) avec

Et donc

(M,N) = Tr ("MN)

gc“: § g, ibr i

1<k,i<n

Montrons maintenant qu’il s’agit bien d’un produit scalaire

— Symétrie : évident, d’aprés la formule précédente

— Bilinéarité : découle de la linéarité de la trace et celle de
la transposé et la distributivité du produit par rapport a

la somme.
— Positive : (M, M) = Z az; > 0.
1<k,i<n
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1)
2)

3)

4)

— Définie : (M, M)=0 = >  a;,;=0
1<k,i<n
= ap; =0,YEk, i€ [1;n]
= A=0
b) (X'Y, XYY =Tr(VIXX'"TY') =Tr(Y(X, X))
= (X, X)Tr (YY) = (X, X')|(Y,Y")

c) Il suffit de prendre (X;) orthonormale et (Y;) unitaire.
28me Partie.

A2 = U'VUYW = U (U, V)V = aU'V = aA.
——

[e%
Par récurrence simple sur n € N*, on montre que A" = a" 14,
comme A # 0, alors elle est nilpotente si et seulement si a = 0.

Supposons A non nilpotente, donc a # 0, dans ce cas pour tout
réel \, on a (AA)? = M2aA = Aa(M\A), ainsi A\A est un projecteur

st et seulement st \a = 1, pendre donc \ = —.
Q@

a) rgA=1%#n>2,donc A n’est pas inversible, d’ou det A = 0,
autrement dit 0 est racine de y4(X) = det(4A — X1,,),
le polynéme caractéristique de A, d’ou 0 est une valeur
propre de A, dont le sous espace vectoriel propre associé
n’est autre que :

ker A ={Y € M, 1(R) tel que AY =0}
={Y € M,1(R) tel que U'VY =0}

réel

={Y € M,1(R) tel que 'VY =0} car U #0

D’autre part rgA = 1, donc dimker A = n — 1. Ainsi 0 est
une valeur propre de multiplicité au moins n — 1, comme la
somme des valeurs propres vaut Tr (A), alors ’autre valeur
propre sera Tr (A).

b) AU = U WU =
~—~

VU=« réel
propre et U #

alU, d’ou «a est une valeur

0 vecteur propre associé, dont le

sous espace vectoriel propre associé sera de dimension 1,
car la somme des sous espace vectoriel propre ne peut ja-
mais dépasser n et déja un sous espace vectoriel propre
(ker A) est de dimension n — 1.

c) En résumé :

— Si a # 0, alors A admet deux valeurs propre 0, dont
le sous espace vectoriel propre associé est de dimension
n—1 et o dont le sous espace vectoriel propre associé est
de dimension 1.

— Si a =0, alors A admet une seule valeur propre 0, dont
le sous espace vectoriel propre associé est de dimension
n — 1.

5) Résultat immédiat du résumé de la question précédente.

6)

a) Si A était diagonalisable alors elle serait semblable a
la matrice nulle, car 0 est son unique valeur propre, donc
A =0, ce qui ne ’est pas.

b) D’aprés I1.4.b) AU = aU = 0n d’out U € ker A = ker f et par
suite W = AU € ker f ou A ='VV = ||[V|? € R. Or W # 0, donc
forme une famille libre dans ker et on conclut a 1’aide du
théoreme de la base incomplete.

c) Posons B= (Ey,---,E, 5, W, V)

Comme card(B) = n = dimM,,;(R), il suffit de montrer
qu’elle est libre pour conclure que c’est une base.

En effet : Supposons que \{E; + -\, 2F, o+ alW + 3V =0,
on multiplie & gauche par 'V, comme (Fy, -, E, 5, W) est
une base de ker A = {Y € M, 1(R) tel que ‘VY = 0} alors il
ne reste que Pégalité 5'VV = 3||V||* =0 d’olr § = 0 car V # 0,
I’égalité initiale devient alors \{E; + -\, o2 F, o + alWW = 0,
or (Ey,--,E, 5, W) est une base de ker A donc en particulier
libre, d’ou A\ =--- =)\, = a = 0.

f(Er) = AEy = 0, f(En2) = AE,» = 0, f(W) = AW =
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0,f(V)=AV =U'VV = |V|?*U =W, donc
0 ... 0 0

0

d) Découle immédiatement de la question précédente car
toutes les deux semblables a la matrice

0 ... 00

0
: 1
0 --- 0 0

3éme Partie.

A
1) a) rgA = n — A inversible — det A # 0, d’ou ——A° = I,

det A
donc *A° est inversible de rang n et dont ’inverse est
(t Lc)*l _ A
det A

Aprés transposition on conclut que A¢ est inversible de
rang n et dont ’inverse est

tA

A7 =
(4% det A

D’ou )
C tAi

- det A

2)

3)

b) Si rgA <n-—2, alors toutes les n — 1 colonnes de A sont liée
donc les cofacteurs, coéfficients de A° obtenus a partir des
déterminants de ces colonnes, sont nuls, d’ou A° = 0.

a) Si rgA =n —1, alors il existe au moins n — 1 colonnes de
A qui sont libre donc le cofacteur, coéfficient de A obtenu
a partir du déterminant de ces colonnes, est non nul, d’ou
A¢ =0, d’ou rgA° > 1.
b) rgA=n—-1 = A non inversible
= det A=0
= A'A° =0
= Im (*A°) = Im (g) C ker A =ker f
Ainsi rgA® = rg(*A°) = rg g < dimkerf = dimker A =
n — rgA =1, d’ou I’égalité.
,u,(t) sont dérivables, comme le
,un(t)) est

a) Rappelons que si u(t),---
déterminant est n-linéaire alors ¢ +— detg(uy(t),- - -
dérivable de dérivée égale a

Zdetg(ul(t), cee i (t), e up(t))
i=1

Dans notre cas Py(t) = det(A — tI,) = detg(Ci(A) —
tey, - ,Cn(A) — te,) est dérivable de dérivée égale a

n

Pi(t) = — Zdetg (C1(A) —teq, - e,

i=1

) CIL(A> - ten)

b) D’aprés la question précédente, on a :

PL(0) =— Zdetg (C1(A), - ,es -+, Cu(A))

==Y (A
i=1
on a developpé le déterminant

par rapport a la iéme ligne
= —Tr (A°)
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4) a) Question de cours. ii. On a rgA = rgB = n — 1, d’aprés 2.b) on a rg(A°) =

b) Comme P, = Pgp alors P}(0) = P5(0), d’our Tr (A¢) = Tr (B°).

t A—1

c) rgA=n= A°= e oF A =PBP ! et det A= det B, d’ou
e
tB—l
A¢ = QdetBQ_l = QB°Q7! ou Q = 'P, donc A° et B° sont
semblables.

d) rgA= rgB<n-2=— A°= B° =0, donc semblables.

e) i.Ona rgA= rgB =n—1, d’aprés 2.b) on a rg(A°) =
rg(B¢) = 1, or Tr(A°) # 0, d’aprés II.5 A° est sem-
blable a diag(0,---,0,Tr(A)), de méme B° est semblable
a diag(0,---,0,Tr (B°)), or Tr (A°) = Tr (B°), donc A° et B°
semblables.

Fin.

rg(B°¢) =1, or Tr(A°) = 0, donc Tr(B¢) = 0 car égales,
d’aprés 11.6.d) A° et B° sont semblables.
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours PSI,
comporte 3 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction et
a la présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il convient en particulier de

rappeler avec précision les | références | des questions abordées

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il
le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

EXERCICE

Soit A une matrice réelle d’ordre 3 telle que A # 0 et A3+ A = 0. On note E le R -espace vectoriel
R3, B = (e1, e2, e3) la base canonique de E et u I'endomorphisme de E dont la matrice relativement
a la base B est A.

1. Vérifier que u® + u = 0 et que u n’est pas I'endomorphisme nul.

2. (a) On suppose que u est injectif ; montrer que u? = —idg et trouver une contradiction.
(b) Justifier alors que dim Keru € {1, 2}.

3. Montrer que E est somme directe des sous-espaces vectoriels Ker u et Ker (u? + idg). Quelles
sont alors les valeurs possibles de la dimension du sous-espace vectoriel Ker (u? + idg) ?

4. On pose F = Ker (u? + idg).

(a) Vérifier que F est stable par . On note v I'endomorphisme induit par u sur F.

2:

(b) Vérifier que v* = —idp.

(c) Préciser le déterminant de v? en fonction de la dimension de F et en déduire que
dim F' = 2.

(d) Montrer que I'endomorphisme v n’a aucune valeur propre.
5. On considére un vecteur €] non nul de Ker u, un vecteur e, non nul de F et on pose e = u(e)).

(a) Montrer que la famille (e5, e5) d’éléments de I est libre.

(b) Montrer que la famille B’ = (€], €}, €4) est une base de E et écrire la matrice B de u dans
cette base.

(c) Que peut-on alors dire des matrices A et B?

PROBLEME

Notations et rappels

Dans tout le probleme, C désigne le corps des nombres complexes et n un entier naturel
supérieur ou égal a 2. On note M,,(C) l'algebre des matrices carrées d’ordre n a coefficients
complexes ; le groupe des matrices inversibles de M, (C) est noté GL,(C) et la matrice identité

se notera I,.

Pour toute matrice A de M,,(C), ‘A désigne la matrice transposée de A, Sp(A) représente le
spectre de A (c’est a dire 'ensemble de ses valeurs propres), Tr (A) désignera sa trace et rg (A4) son
rang. Le polynome caractéristique de A se notera x 4, il est défini par

VAeC, xa(A)=det(A—A1,).
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Pour tout couple (i, j) d’éléments de {1,...,n}, on note E; ; la matrice de M,,(C) dont tous les
coefficients sont nuls sauf celui de la i-eme ligne et la j-eéme colonne valant 1; on rappelle que la

famille (E; ;) 1<ij<n €St UNE base de M,,(C), dite base canonique, et que

Y (i,5,k,0) € {1,...,n}%, EijEy; = 00;rFi;, avec 6jp=1sij=Fk et 0 sinon.

Pour tout couple (P, Q) d’éléments de GL,,(C), on notera upg et vp les endomorphismes de
M., (C) définis par

VM e My(C), upo(M)=PMQ et vpg(M)=PMQ.
Premiere partie
1. Soit A = (am-) S Mn(C)

(a) Pour tout couple (7, j) d’éléments de {1, ..., n}, exprimer les matrices AE; ; et E; ;A dans
la base canonique de M,,(C).
(b) On suppose que, pour toute matrice M € M,,(C), AM = MA; montrer que A est une
matrice scalaire, c’est a dire de la forme \I,, avec \ € C.
2. Soit A = (am) S Mn(C)

(a) Pour tout couple (, j) d’éléments de {1, ...,n}, exprimer la trace de la matrice AF; ;.

(b) On suppose que, pour toute matrice M € M, (C), Tr (AM) = 0; montrer que A est nulle.

W

. Montrer que, pour tout couple (A, B) d’éléments de M,,(C), Tr (AB) = Tr (BA).

I

. Justifier que, pour tout P, Q) € GL,,(C), les endomorphismes up g et vp g conservent le rang.

a1

. Quels sont ceux de ces endomorphismes qui conservent le déterminant ?
Deuxiéme partie

Dans la suite du probleme, on admettra que tout endomorphisme ® de M.,,(C) qui conserve le
déterminant, c’est a dire tel que

VM € My(C), det (®(M)) = det (M),

est de la forme up,q ou vpg pour un certain couple (P, Q)) d’éléments de GLy,(C) vérifiant det (PQ) = 1.

Soit ® un endomorphisme de M,,(C) qui conserve le polynéme caractéristique, c’est a dire tel
que
VM e Mn(C), X = XM

1. Montrer que ¢ conserve le déterminant et la trace.
2. En déduire qu’il existe un couple (P, Q) d’éléments de GL,,(C) tel que ® = upg ou ® = vpq.
3. Un tel couple (P, Q) ayant été choisi.
(a) Montrer que, pour tout couple (i, j) d’éléments de {1,...,n},
Tr (PE;;Q) = Tr (Ey ).
(b) En déduire que Q = P~1.

4. Préciser alors les endomorphisme de M,,(C) qui conservent le polyndme caractéristique.
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5. Exemple
On considere I'application ¢ : M3(C) — M;(C) définie par
VM e My(C), ®(M)="Tr(M)I;— M.
(a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de 1’espace vectoriel My (C).

(b) Déterminer les valeurs propres de @ et les sous-espaces propres associés. Est-ce que ® est
diagonalisable ?

(c) Vérifier que ® conserve le polyndme caractéristique.
(d) Expliciter une matrice P € GL2(C) telle que ® = vp p-1.

Troisiéme partie

Dans cette partie, & désigne une application de M,,(C) dans lui méme telle que, pour tout couple
(A, B) d’éléments de M,,(C), les matrices ®(A)P(B) et AB aient le méme polyndme caractéristique.

1. (a) Pour tout quadruplet (i, j,k,1) € {1,...,n}*, calculer la valeur de Tr (®(E; ;) ®(FEj,))-
(b) Montrer alors que la famille (®(E;;)), . j<n €st une base de M,,(C).

2. Soient A et B deux éléments de M,,(C).
(a) Montrer que, pour tout (i,5) € {1,...,n}?, Tr((®(A+ B) — ®(A) — ®(B))®(E;;)) = 0.
(b) En déduire que (A + B) = ¢(A) + ¢(B).

W

. Montrer que ® est linéaire puis justifier que c’est un automorphisme de M,,(C).

I

. Montrer que, pour tout couple (i,j) d’éléments distincts de {1,...,n}, la matrice E;; est
nilpotente et en déduire qu’il en est de méme pour la matrice ®(E; ;).

5. Dans la suite de cette partie, on notera G = (g, ;)1<i,j<n la matrice telle que ®(G) = I,.

(a) Justifier que, pour toute matrice A € M, (C), xap(4) = XAG-
(b) Montrer que, pour tout couple (7, j) d’éléments de {1, ...,n}, le polynome caractéristique
de la matrice E; ;G est égala (—1)" X" (X — g;.).
(c) En déduire que la matrice G est diagonale et que G? = I,,.
6. On note ¥ I'endomorphisme de M,,(C) défini par
VAe My,(C), YA =PAG).

(a) Montrer que ¥ conserve le polyndme caractéristique.
(b) En déduire qu'il existe une matrice P € GL,,(C) telle que

VM e M,(C), ®M)=PMGP™' ou VM e M,(C), ®M)=PG'MP™ L.
7. (a) Montrer que, pour tout couple (4, B) € (Mn((C))Q, Tr (AGBG) = Tr (AB).

(b) En déduire que, pour toute matrice B € M,,(C), GBG = B.
(c) Montrer alors que G est une matrice scalaire et qu'il existe ¢ € {—1, 1} tel que G = ¢I,,.

8. Réciproquement, montrer que si w = c.up p-1 ou w = c.vp p-1, avec P € GL,(C) et e = £1,
alors I'endomorphisme w de M,,(C) vérifie bien la propriété

V (4, B) € (Mu(C))*,  Xuayw(B) = XAB-

FIN DE L’EPREUVE
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CORRIGE

EXERCICE

Ona: Mg(u®+u)=A>+A=0,donc u®+u=0et Mpg(u)=A #0,
donc u # 0.

a)

b)

Si w était injectif, alors A inversible, donc A% + A = 0 devient en
multipliant par A™!, A2+ 13 = 0, d’ott u? +idp = 0. Ainsi A% = —1I5,
donc det(A?) = det(—13), d’ou det(A)? = —1 ce qui est impossible,
donc u injective.

v @ R® — R3 donc dim(Ker(u)) < 3. D’aprés la question
précedente u est injective, donc dim(Ker(u)) # 0 et aussi u # 0, donc
Ker(u) # R? et donc dim(Ker(u)) # 3, d’ott dim(Ker(u)) € {1, 2}.

r € Ker(u) N Ker(u? + idg) = u(zr) = 0,z = —u*(x) = —u(0g) = O,
donc Ker(u) N Ker = {0}
D’autre part : Vo € F on a: x =z + u?(z) — u?(z) avec u(x 4+ u?(z)) =

uw(x)+ud(z) = 0p et (u?+idg)(—u?(x)) = —(ut(z)+u?(x)) =

—u(u(x)+

u(z)) = —u(0g) = Op, donc E = Ker(u) ® Ker(u? + idg), et donc
dim(Ker(u? +idg)) = dim(F) — dim(Ker(u)) = 3 —dim(Ker(u)) € {1, 2},
car dim(Ker(u)) € {1,2}

a)

Soit #+ € F = Ker(u? + idg), donc v*(x) + z = 0p, dou
u3(z) + u(z) = u(0g) = O, donc (u? + idg)(u(z)) = Og, d'ou
u(z) € Ker(u? +idg) = F, donc F est stable par F.

5)

r€F = u?(r)r = —1 = v*(x) = —x = v? = —idp.

det(v?) = det(—idp) = (—=1)3™E) or det(v?) = det(v)? > 0, et
dim(F) € {2,3}, d’ou dim(F") = 2.

Soit A une valeur réelle de v, et  un vecteur propre associé, alors
v(z) = Az et donc —z = v¥(z) = v(\x) = Iv(z) = Nz, don
A2 = —1, impossible.

Soit A, v réels tel que ey + pey = Op, on compose par u, d’ou

el — ey = Op, car u(e)) = e et u(ey) = u(eh) = v?(ey) = —e3,
puisque ¢, € F, F stable par u, u = v sur F et v* = —idp.
e+ pey =0 (1)

On obtient alors le systeme suivant : —peh + Ny = 0 (2)

AX (1) —pux(2) = (N+pdey, =0 = N+ =0= A= =0,
donc la famille (€}, e}) est libre.

Comme Card(B') = dim(E) = 3, pour montrer que c¢’est une base,
il suffit de montrer qu’elle est libre.

En effet, soit a, b, ¢ des réels tel que ae) + bel, + ce = 0p, on com-
pose par u, on obtient alors : bej — cey = 0 car u(e)) = Og, u(ey) =
s, u(ely) = —eb, or la famille (e}, €4) est libre, donc b = ¢ = 0 et par
suite aej = 0g, d’ou a = 0, donc la famille (e}, €}, €4) est libre.



PROBLEME.

Premieére partie.
1) a) Ona A= Z ag Ex, donc :

1<k i<n
AE;; = E ap By B

1<k,l<n

= E k107, By ;

1<k JA<n

—Za,“E;w car: 0, =0sil#1

=1sil=1
Z ap i j B

1<k,l<n

= E k10 i Ei g

1<k,l<n
n

= Zaj,lE“ car: Op; =0sik#]j

=1lsik=
= Z a; L 1
k=1

b) AM =MA = AM — MA=0
EEA AEZ'J’ = Ei,jA
= Z ap,ibyj — ajpEip =0
k?Ll
eSS Z ak,iEk,j — CLj’kEi,k‘F
k#i,j
ai,iEni,j - aj,iEi,i + aj,iEi,j - aj,jEz',j =0
— Z ak,iEk,j — CLj’kEi,k —+ ((Zm’ — ajJ)Em' =0
k#i,j

Ainsi Qi = Q5 = 0sik §£ Z,j et Qi = Q55 = >\, d’ou M = )\In
Tr(Ew;) =0sik#j
=1sik=7y

2) a) On sait que la trace est linéaire et que :

3)

4)

5)

1)

2)

3)

donc Tr(AE; ;) =1Tr <Z ak,iEk,j) = Qji-

k=1

b) TT’(AM) =0= TT(AEZ'J) =0Vi,j = Qi Vi, ] = A=0.

Posons A (a;;), B (b;. '),AB (Cw) BA (d;j), on a :
Cij = Za,kbk] et Tr(AB) Zc” = Zza”“b"” et on a aussi :
k=1 i=1 k=1
= Zd“ = Z Z b; par i, en échangeant les indices 7 et k, on
voit bien que Tr(ABZ) 1 ler(BA).

D’aprés le cours, toute composé a droite ou a gauche par un aut-
morphisme laisse invariant le rang, donc toute multiplication a gauche
ou a droite par une matrice inversible laisse le rang invariant, d’ou

rg(PMQ) = rg(M) et rg(P'MQ) = rg("M) = rg(M)

det(PMQ) = det(P) det(M) det(Q), donc upg conserve le déterminant
<= det(P) det(Q) = 1. De méme pour vpg, puisque det(*M) = det(M).

Deuxiéme partie.

On sait que les valeurs propres d’une matrice sont exactement les ra-
cines de son polynome caractéristique associé, que son déterminant est
égal a leurs produit et que sa trace est égale a leurs somme, comptées
avec leurs multiplicités. Donc deux matrices qui ont méme polynome
caractéristique ont méme déterminant et méme trace, en particulier ®
conserve le déterminant et la trace.

C’est une conséquence immediate de la propriété admise au début de la
2eme partie.

a) Si ® = upg, alors Tr (PE; ;Q)
conserve la norme.
Si ® = upg, alors Tr (PE;;Q)
Tr(E;;).

=1Tr ((I)(EZJ)) = T’I”(Ei’j) car ¢

= Tr(®('Eiy ) = Tr('Eij) =



b) On a Tr(AB)=Tr(BA), qu'on peut généraliser ainsi :
Tr(ABC) = Tr(CAB), en particulier :
Tr(QPE;;) = Tr(PE;;Q) = Tr(E;;), or la trace est linéaire et
(E; ;) constitue une base de M,,(C) donc T'r(QPM) = Tr(M), pour
toute matrice M € M, (C), dou Tr((QP — 1,)M) = 0, d’aprés la
question 2.b) lére partie, on déduit que PQ = I,,, d’ott Q = P~L.

4) D’aprés tout ce qui précede on conclut que les endomorphismes qui

conservent le polynome caractéristique sont ceux de la forme upg ou
vpg tel que Q = P71

a) Il est clair que ® est linéaire, d’autre part soit :

a b Ker (@), donc Tr(M)I, =

wo— (0 ) e
< a+d 0 ) _ ( a b )
0 a+d )  \c d
est injective comme il s’agit d’'un endomrphisme en dimension fini,
alors il est isomorphisme.
b) Soit B = (E11, Ev 2, Ea1, Es2) la base canonique de My(C), on a les
résultats suivants :

M, doi

dota=b=c=d=0,doud

(1) = I — Ein = Eyp¢(Er2) = —FEig,0(F21) =
—Esq1,¢(Eyn) = Iy — Eyy = Ejp, donc A = Mg(¢) =
00 0 1
0 -1 0 0 . . , .
00 —-10 | le polynome caractéristique de ® est égal a
10 0 O

Xo(X) =det(A— X1I,) = (1+ X)3(1 — X), les valeurs propres de ¢
sont donc -1 et 1.
Soit M vecteur propre associé a -1, donc Tr(M) = 0, c’est le noyau
de la forme linéaire trace, donc de dimension 3 egale a la multiplicté
de -1 dans x,(X).

1
Soit M vecteur propre associé a 1, donc M = A5, avec A = éTr(M),
donc la dimension du sous-espace propre est égale a 1, égale la mul-
tiplicté de 1 dans x4(X), donc ® est diagonalisable.

oA, [ a b ([ d
c) soﬂ:.M—(C d),donc(I)(M)—(C

b . .
a ), il est clair que ces

2)

3)

deux matrices ont méme polynome caractéristique.
d) ®=vpp-1=®(P)=P = P =X\,

Troisieme partie.

a) On a xeuem = Xap, donc d’aprés la question 1), deuxieme
partie, ®(A)P(B) et AB ont méme trace, en particulier
T’/’(q)(EZ’])q)(EkJ)) = TT’(EZ'JE]CJ) = TT(@'JCEZ'J) = ijTT(E“) =
0;.10i -

b) On a Card(®(E;;)) = n? = dim (M,(C)), pour montrer que c’est
une base il suffit alors de montrer qu’elle est libre.

En effet soit ()\;;) des nombres complexes tels que
Z i j®(E; ;) = 0, on multiplie par ®(Ej,), la trace de la somme
1<i,j<n
est ]toujours nulle, tenant compte de la linéarité de la trace et de la
relation pécédente on obtient : Z Nij0jk0ii=Nrg=0 VEVI,
1<i,j<n
d’ott la famille est libre. ’
a) Tr((®(A+ B) — ©(A) — ©(B))®(Ei;))
= Tr(®(A+ B)®(E;;) — ©(A)P(E;;) — ®(B)P(E;;))
= Tr(®(A+ B)®(E;;)) — Tr (®(A)2(Ei;)) — Tr (2(B)2(E;,;))
Tr ((A + B)EZJ) —Tr (AEZJ) —Tr (BEZJ»
= (0 car la trace est linéaire et . distributive par rapport a +
b) Comme la trace est linéaire et que (®(E;;)) est une base
de M, (C) et tenant compte de la question précédente alors
Tr ((P(A+ B) — P(A) —®(B))M) pour toute matrice M €
M, (C), et enfin d’aprés la question 2.b) lére partie, on conclut
que (A + B) — ®(A) — &(B) = 0.

Soit A € C, mn montre comme dans la question précédente

que : Tr((P(AA) —AD(A))P(E;;)) = 0, puis on en déduit que

Tr((P(AA) —AP(A)M)) = 0 V M € M,(C), puis enfin que :

P(AA) — AP(A), d’ou D est linéaire.

D’autre part : Soit A € Ker (@), donc Tr(AE; ;) = Tr(P(A)P(E;;)) =

0, comme (£;;) est une base de M,,(C), alors Tr(AM) =0 V M €

M, (C), donc A = 0 et par suite ® est injective, comme c¢’est un endomr-

phisme en dimension finie, alors c¢’est un automorphisme.



4) E}; = E;;E;; = 0;;0;, =0 cari # j, donc E;; est nilpotente.

D’autre part : xg(s2, (X) = xp2, (X) = (=1)"X" car E?; = 0, en utilisant
le théoreme de Cayley-Hamiltion on conclut que ®(E}} = 0, donc ®(E; ;)
est nilpotente.

5)

a)

b)

D’aprés la supposition de la partie 3, on a : x a¢ = Xao(4)o(G) = Xo(4)
car ®(GQ) = I,.

Tout calcul fait E; ;G est la matrice dont toutes les lignes sont nulle

o ... ... ... 0
0 S 0
sauf la i éme, F;, ;G = | gj1 ... Gji 9in |, donc sont po-
o ... .. 0
0 N

lynome caractéristique est (—1)" X" 1 X — g;,).

Pour i # j, la matrice ®(E;;) est nilpotente, donc xep, ;) =
(=1)"X™, or (=1)"X""HX — g;4) = XB,,6 = Xam,,) = (—1)"X",
donc g;; = 0sii # j, d’ou G est diagonale.

D’autre part, xg2 = xao@) (1), d’aprés 5.a) 3éme partie, or ®(G) =
I, et G* = Diag(gi,,. .-, 9z,), (matrice diagonale), la relation (1)
devient (—1)"(X —1)" = (=1)" [J(X = g7,), d'ott g2, = 1 et par

i=1
suite G? = I,,.

6) a)
b)
7) a)
b)

c)

Soit A € M, (C), on a : Xy(4) = Xo(4ac) = Xac2 = Xa en utilisant
la question 5.a) 3éme partie pour AG et le fait que G* = I,,. Donc
U conserve le polynome caractéristique.

On a ¥ conserve le polynome caractéristique, d’aprés les résultats
de la 2éme partie 3G inversible telle que ¥ = up p-1 ou ¥ = vp p-1,
or (M) = U(MG™) = ¥(MG) car G~! = G puisque G* = I,,
donc ®(M) = V(MG) =upp-1 = PMGP ' ou ®(M) = U(MQG) =
vpp-1 =P MGP™.

Tr(AGBG) = Tr(AB) car le produit matriciel est commutatif a
'interieur de la trace et que G? = I,,.

D’aprés la question précédente et vu que la trace est linéaire, on
conclut que : Tr ((GBG —B)A) = 0 VYA € M,(C), d’aprés la
question 2.b) 1ére partie, on concult que GBG — B = 0.

GBG = B= GB = BG™! = BG et d’aprés 1.b) 1ére partie, on a
G =M, or GZ=1, dou\ e {-1,1}.

8) Siw= EUupp-1, Ol & 1 Xw(A)w(B) — XePAP—lePBP-! = XPABP-! = XAB Car
deux matrices semblables ont méme polynome caractéristique.
Le méme raisonnement est encore valable pour le cas ot w = cvp p-1.

Fin.
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours PSI,
comporte 4 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s'ils I'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références | des questions abordées.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il
le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

EXERCICE

Oh
1. Soit h : R? — R une fonction de classe C! sur R? ; montrer que 3 = 0 si et seulement
v
¢'il existe une fonction h; de classe C! sur R telle que, pour tout couple (u,v) de R?,
h(u,v) = hy(u).
2. Soit @ : (u,v) — (ue’,e~?) une fonction définie sur R2.
(a) Montrer que ® est une fonction de classe C! sur R?, et qu’elle réalise une bijection de R?
sur 2 = Rx]0, +o0].
(b) Pour tout (x,y) € €, exprimer ®~*(z,y) et justifier que ®~ est de classe C! sur (.

3. Soit f : 2 — R une fonction de classe C! sur  telle que

0 0
Vet ol @) -y @ =o

On pose f* = fo .

(a) Justifier que la fonction f* est de classe C! sur R? et calculer les dérivées partielles
of* _of* de F*
P et 9 e f*.
(b) En déduire la forme de la fonction f* puis donner celle de f.

premieres

4. Soit f : Q — R une fonction de classe C! sur ( telle que

of _ L of
V(x,y) €Q, wax(ﬂﬁ,y) Yoy

(z,y) = ax + by,
ol a et b sont des réels.

(a) Trouver une fonction g, linéaire de R? dans R, vérifiant

_ 0
yay

V (z,y) € R?, ﬂc@(fv,y)

9 (z,y) = ax + by,

(b) En déduire qu'il existe une fonction F' de classe C! sur R telle que

V(z,y) €Q, flx,y) = Flzy) + ax - by.

Epreuve de Mathématiques I 1/4 Tournez la page S.V.P.
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PROBLEME

Définitions et notations

Dans ce probléme, E désigne le R -espace vectoriel des applications continues de R™ dans R, et
E5 le sous ensemble de F formé des applications de carrés intégrables sur R+.

A toute fonction f € F on associe la fonction, notée v(f), définie sur Rt par

U(HO) = J(0) et V>0, p()r) = - /0 " p) dt.

Si ® est un endomorphisme de E, on dit que A € R est une valeur propre de ® s’il existe f € E
tel que ®(f) = Af et f # 0; dans ce cas, on dit que f est un vecteur propre de ¢ associé a \ et
Ker (® — M\idg) s’appelle alors le sous-espace propre de ¢ associé a la valeur propre .

Premiére partie

1. Soient a et b deux réels strictement positifs.

—at e—bt

1-1. Montrer que la fonction t — % est intégrable sur |0, 4-00].

+00 p—at _ ,—bt
Dans la suite, on pose  I(a,b) = / — dt.
0
1-2. Montrer que I(a,b) = —I(b,a) et que I(a,b) = I(1,b/a).
+oo ,—t —xt
1-3. On note ¢ l'application définie, pour tout z > 1, par ¢(z) = / % dt.
0

1-3-1. Montrer que ¢ est continue sur l'intervalle [1, +o0[.
1-3-2. Montrer que ¢ est de classe C! sur l'intervalle [1, +o0] et calculer ¢'(z) pour = > 1.
1-3-3. Que vaut alors ¢(z) pour z > 17?

1-4. En déduire soigneusement la valeur de l'intégrale I(a, b) en fonction de a et b.

In(1+4¢
2. 2-1. Montrer que la fonction ¢ — Il +1) est intégrable sur l'intervalle |0, 1].

n

n L

n+1

2-2. Préciser le rayon de convergence et la somme de la série entiere E (-1)
n=0

2-3. Montrer que cette série entiere converge uniformément sur le segment [0, 1].

too 2 1 2

1 7 In(1+1¢) T
2-4. O 11 g = =—; trer al —dt=—.
n rappelle que 22 montrer alors que /0 ; B

Deuxiéme partie

1. Soit f un élément de E ; on note g la fonction définie sur R™ par

Va>0, g(x):/oxf(t)dt.

1-1. Justifier que g est de classe C! sur R et que la fonction ¢( f) est un élément de E.

Epreuve de Mathématiques I 2/4 —
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1-2.
2. 2-1.
2-2.
2-3.

Montrer que si f est positive alors, 0 < ¥ (v/f) < v/¥(f) ; dans quel cas y’a t-il égalité ?

Montrer que 1 est un endomorphisme de 1'espace vectoriel E.
Montrer que 1) est injectif.

L'endomorphisme v est-il surjectif ?

3. Soit A un réel non nul.

3-1.

3-2.

4-2.

4-3.

1-3.

Déterminer les applications f de ]0, +oo[ dans R dérivables et vérifiant
V>0, ef'(z)+(A—1)f(z)=0.

Pour quelles valeurs du réel A ces applications sont-elles prolongeables a droite en 0 ?

. Est-ce que 0 est valeur propre de 7 ?

Montrer que si f € E est un vecteur propre de 1) associé a une valeur propre p alors f est
une fonction dérivable sur |0, +o0].

Déterminer 1’ensemble des valeurs propres de 1 et préciser pour chacune d’elles le sous-
espace propre associé.

Troisiéme partie

. Montrer quesi f et g sont deux éléments de E5, leur produit fg est une fonction intégrable

sur RT.

. Montrer alors que E» est un sous-espace vectoriel de E.

“+oo
Montrer que l'application (f, g) — / f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur Ej.
0

Dans la suite, ce produit scalaire se notera (.|.) et ||.|| désignera la norme associée.

2. Soit f un élément de Es ; on note toujours g la fonction définie sur R* par

2-1.
2-2.

2-3.

2-4.
2-5.

V>0, g(z)= :Ef(t) dt .
0

0y

Calculer la limite en 0 de la fonction ¢ — :

g

Montrer que, pour tout réel b > 0, la fonction ¢ — 2

est intégrable sur |0, b] et que

b b b
/ B(0) dt = / IO g~ ()20) + 2 / FOBU(@) dt. 1)
0 0 0

2
(on pourra faire une intégration par partie)

En déduire que, pour tout réel b > 0,

/Obw(f)g(t) dt <2 </Ob F(t) dt)é </Ob¢(f)2(t) dt)é :

Conclure que ¢(f) € Ey et que ||[¢(f)| <2 f]-

On note 13 'endomorphisme induit par ¢ sur E>. Que peut-on alors dire de 7 en tant
qu’endomorphisme de I'espace vectoriel normé (Es, ||.||) ?

3. Soit f un élément de Fj.

Epreuve de Mathématiques I 3/4 Tournez la page S.V.P.
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3-1. En utilisant la formule (1) montrer que la fonction 2 — x1(f)?(x) tend vers 0 lorsque x
tend vers +oo0.

3-2. Montrer alors que (¥(f)|v(f)) = 2(f|v(f)).

4. Soit f € F5 une fonction telle que ||1(f)|| = 2||f]||. Calculer ||2)(f) — 2f||? et montrer que f est
la fonction nulle.

0.

WV

5. On considére un réel a > 0 et on note f, la fonction définie sur R par fo(z) = e %, z
5-1. Montrer que la fonction f, € Es et calculer || f, %

5-2. Calculer ¢( f,)(z) pour tout z > 0 puis donner les valeurs de (f,|1(fa)) et de || (fa)]|-

6. On considere la fonction f définie sur R™ par f(z) =

6-1 Calculer ¢ (f)(z) pour tout z > 0.

1
6-2 Vérifier que f € F, et montrer que (f[¢(f)) =/ (ln(l 1) _ Int ) dt.
0 t 1+t

In(1+t¢) Int
+
t 1+

6-3 Trouver une primitive de la fonction ¢t — " puis calculer [|1(f)]|.

FIN DE L’EPREUVE
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CONCOURS MAROCAIN :

Corrigé Maths I
PS1, 2006

Maths-MPSI
Mr Mamouni : myismail@altern.org

Source disponible sur:
(©http://www.chez.com/myis

1)

2)

Ooh

EXERCICE

— = 0 <= h = (C'te qui ne dépond pas de v mais seulement de u, donc

v
h(u,

a)

v) = hy(u), comme h est de classe C!, alors hy Pest aussi.

® est de classe C' sur R?, car ses fonctions coordonnées associées
Dy : (u,v) — ue’ et Oy : (u,v) — e7? sont de classe C! sur R?, en
tant que produit et composé de fonctions de classe C! sur R2.

D’autre part, V(z,y) € Q,3v = —lny € Rtelque:y =
e’ et du = zy € Rtelque:z = we’, donc Il(u,v) €
R? tel que : (z,y) = ®(u,v), et donc @ est bijective.

D’aprés ce qui précede, on a : &~ (z,y) = (zy,—Iny) qui est

de classe C' sur €, car ses fonctions coordonnées associées ®;' :
(x,y) — xy et @y : (z,y) — —Iny sont de classe C! sur €2, en tant
que produit et composé de fonctions de classe C! sur €.

f* = fo® est de classe C! sur R? car ® est de classe C! sur R? et
f est de classe C! sur ®(R?) = Q, avec les relations suivantes :

or _orof ovos _ Lol
ou  Oudr Ou Oy ~ or

oft _oxof oyof _ .of .9Of
ov  Ovoxr ovoy  Ox oy

D’aprés la question précedente, on a :

of  ,of . of of Of . B
P i o =15 y@y =0, donc f*(u,v) = F(u) et
par suite f(z,y) = f o ®(u,v) = f*(u,v) = F(u) = F(zy), avec F

de classe C!' sur R

4) a) Les application linéaires de R? vers R s’écrivent sous la

0 0
g(z,y) = ax+ [y, donc x—g—y—g = ar+by < ax—[Ly =
or ~ 0y
prendre donc g(z,y) = ax — by.
o o of Of
b) La solution générale, f de I’équation xa— — yﬁ— = ax + by.
L Y

sous la forme f = fy+g,ou fy(z,y) = F(zy) est la solution g
de I’équation homegene sans second membre, et g(z,y) =
une solution particuliere de 1’équation avec second membre.

PROBLEME.

Premiere partie
e—at _

1) a)

Au voisinage de 0 : On sait que e’ = 1+t+o0(t), donc

b—a+o(l) ~ b— a intégrable au voisinage de 0.

1 e—at _
Au voisinage de +00 : On sait que e~ = o (;) , donc "

1
0 (t_Q) intégrable au voisinage de +oo.
b) I(a,b) = —I(b,a), trés evident.

Posons : u = ta, donc :

+oo ,—at __ ,—bt +oo ,—u _ ,—2tu {
M,b):/ %dt:/ e e (1,_
0 0 u (

e—t _ e—xt
(z,t) +— est contin

[1, +00[xR* en tant que somme, rapport de fonctions co

c) i L’application : f



qui ne s’annule pas. En (z,0) on a : f(x,t) ~ = — 1 continue,
donc f est continue sur [1, +oo[xR.

D’autre part : pour x € [a,b] C [1,+o0[ on a :

et _ ol et _ emat et _ bt

—_— = < qui est continue,
t t t

intégrable sur |0, +oo[, donc ¢ est continue sur [1, +o0l.

ii. Pour x € [a,b] C [1,400[on a: |==| = e ™ < e~ continue,

ox

intégrable sur [0, +oo[. Donc ¢ est de classe C! sur [1, +00[, avec

o0 1
' (x) = / e tdt = —.
0

x

iii. D’aés le raisonnement fait dans la question précédente, on a :
O(x) = %, donc p(z) =Ilnz + K, or (1) =0, d'ou K =0 et
donc p(z) =Inz.

Sib>a,alorsx=22>1, donc I(a,b) = I(l,g) = (9) =1In (g)

Sib<a,alorsx=%2>1, donc:

I(a,b) = —I(b,a) = —I(1,%) = —p (%) = —In (%) =In ().
Conclusion : I(a,b) = In (2).

[SlISESHIS

In(1+t¢
Au voisinage de 0 : on sait que In(1+t) = t+o(t), d’olt (1 +%) ~ 1
— . In(1+1¢ L
intégrable au voisinage de 0, donc ¢ +— % est intégrable sur
10, 1].
1" Qp
Posons a, = (=1) , on a lim S 1, donc le rayon de
+1 n—+oo | Qy,
/. _1)77/ n 7 \
convergence de la série Z x" est égal a 1, dont la somme
n+t 1
In(1+4+ 2 . . , - .\
est Q, puisqu’il s’agit de son développement en série entiere.
x
Pour x € [0, 1] fixé, on vérifie faciulement que la série Z m "
n + 1

n>0
est une série alternée, donc vérifie le critere spécial, en prticulier

la majoration du reste par son 1lér terme, donc E
k>n

_>
k+

< R donc le reste converge uniformément ve
n

par suite la convergence de la série sur [0, 1] est uniforme.

In(1 +t) LEX(
/ n(l + dt /Zn+1t"dt D’aprés 2.2

+o0 N
—t"dt
Car la convergence est uniforme sur [0,1
+o0 n
> ity
n=0 (n + 1)2

+0o0o +o0o

S oY e
2 2

~ @12 = (2p+2)

On divise la somme en deux n = 2p,n =
o0

zn2 22p Z—)
ZnZ_ Z

+o00 1 +o0 1
C i -
" Z 2p)? Z (2p +2)°



1)

a)

Deuxiéme partie

g est de classe C', en tant que primitive de f qui est continue.

g(z)

On ay(f)(z) = =, pourz > 0, donc v est continue sur R* .

Pour = # 0, le théoreme des accroissement finie, donc g(z) — g(0) =
zg'(c) avec ¢ compris entre 0 et x, d'ou ¢¥(f)(z) = f(c) — f(0) =
»(f)(0) car g(0) =0 et ¢’ = f continue, donc ¥(f) est continue sur
R*, autrement dit ¢(f) € E.

VI>0etz>0,donc (v f)(x
D’autre part :

Vf, on aura :

/ V)t > 0.

en utilisant llnegahte de Cauchy-schwarz pour 1 et

o VIO < [ [ s

1 x
/3 | o= D
0
On aura égalité, s’il y a égalité dans 'inégalité de Cauchy-schwarz
pour 1 et \/f, donc s’ils sont proportionnels, c’est a dire f est
constante.

Il est clair que ¥ (f + Ag) = ¥(f) + Mp(g), n’oubliez pas de le men-
tionner pour x = 0, donc ¥ est linéaire.

D’autre part d’aprés 1.1) ¥(f) € E, Vf € E, donc ¢ est un endo-
morphisme de F.

fe Ker (¢) = ¢(f)(x) =0, Vo >0

= g(x) = /0 f(t)dt =0, Vx>0

— ¢(x) = @) =0, Va 2 0
Donc ) est injective.

D’aprés 1.1) on peut affirmer que ¢(f) est de classe C' sur R*, donc
toute fonction de E qui ne l'est pas ne peut pas étre de la forme
W(f), c’est a dire n’admet pas d’antécédant, donc 1) n’est pas sur-
jective. F'(z) = |z — 1| est un exemple de fonction de E qui n’est
pas de classe C* sur R* , car non dérivable en 1.

3)

4)

1)

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du 1ér o
coéfficients non constant dont la solution est :

/ tdt 1—X 1—X
= Ke =Kex "2 = Ko 5",

f est prolongeable en 0% si et seulement si lim f(x) es

Tr—

>0 st et seulement si 0 < X < 1.

si et seulement si
0 ne peut pas étre une valeur propre de 1) car elle est injecti

1
Soit f € E non nulle telle que ¢(f) = uf, donc f = —1
J

p # 0 d’aprés 4.1). De plus d’aprés 1.1) on peut affirmer qu
est de classe C* sur R, donc f aussi.

Soit A valeur propre de ¢ et f vecteur propr associé, donc v(
Af(x), d’ou / ft)dt = Az f(x), en dérivant cette égalité

0
tient : Az f'(xz) + (A — 1) f(z) = 0, dont les solutions sont :
f(z) = Kz'x", dérivables sur |0, +oo[ pour tout A €]0, 1].

Troisieme partie

Pour tout segment [a,b] C RT, on a d’aprés llnegahte de C

Fross] = s f o

SM—\/O fAt)dt \//0 9

Donc fg est intégrable sur R

Schwarz :

Il est clair que 'application nulle est de carré intégrable, dc
partient & Fs, d’autre part, soit (f, g) € Fa, A € R, alors :
(f+Xg)? = f24+2\fg + ¢? car f?, fg,g* sont toutes intég
donc f + Ag € E5 et par suite Fy est un sous-espace vectorie
+0o0 +00
- Symétiie  (f9)= [ ftg(dt= [ g0yt = (
0 0



— Bilinéarité : (f + Ag,h) = (f,h) + A(g,h), car U'intégrale est
linéaire, d’ou la linéarité a gauche, a l'aide de la symétrie on
conclut la bilinéarité.

— Positive : (f, f / fA(t)dt > 0.

Déﬁnie:(f,f)—0:>/ fAt)dt = 0 = f? =0, car f?

continue positive, donc f = 0.

@ = g(O)Y(f)(t) — g(0)¥(f)(0) = 0, quand ¢ — 07, car g et

Y(f) sont continues sur R et g(0) = 0.
2(

= (W(H1)* — (@©(£)(0))*, quand t — 07, car ¥(f) est
g*(t)

t2

)
)

continue sur R*, donc ¢ — est intégrable sur ]0, b] car prolon-

geable par continuité en 0F.

" g*(t)
D’autre part : / W(f = / dt, par définition de ¥ (f),
0

pour l'autre égalité on va utiliser une 1ntegrat10n par parties, avec
1 1
u=g*(t),v = x donc u' = 2¢'(t)g(t) et v = —% d’ou :

/Obgigt)dt = [—@K”/;Mdt

g°(b) NAG0)
2[00,

b
car : lim g2(t) =0
/fwwf
car : (0 ,él—wno

b
/@D(f) )dt <2/ f(t) t)dt D’aprés (1) :
0

§2¢AJWﬂﬁ¢A:Mﬂ%W#

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Shwarz.

3)

4)

5)

/w

t)dt = 0, c’est terminé, sinon on peut simplifier

on obtient encore le résultat demandé.

d) Découle immédiatement de 2-4) en faisant tendre b vers +ox

e) D’aprés 2-5) on peut conclure que 1, est 2-lipshitzienne, don

nue.

b) Faire tendre b vers 400 dans (1), en utilisant 3-1).

1 (f) = 2f1P

= (W(f) = 2f,9(f) — 2f)

= (W), v(f) =4 (), f) +4(f, f)
W(AII* = 4@ (), f) + 4l FI”

= —4(0(f), f) +8IfI*  Car: [[¥(f)l| = 2lIf|

—4((f), ) + 2l (NI Car: [l (NI =2l
=0 D’aprés 3-2)

Donc ¥(f) —2f = 0, ainsi si f # 0, on aurait 2 est une valeur pr
1, impossible puisque les valeurs propres de v sont les A €]0, 1].

a) f2(r) = e 2% est évidement intégrable sur R, avec :

+OO —zar 1
HMPz/ gy =
0

b) Pour z # 0, 0on a: ¢(f,)(z) = i/m e dt = Lo e—ax'
Pour z =0, on a : ¥(f,)(0)
(

axr

—+00

amwm>=/ Ful2)d(f) (@)de

|1 fall

(M2

na
= —— D’aprés 1-4 de la lere partie
a

) =20l Dapres 11

=4da(f,,¥(f,)) D’aprés 3-2, 3éme partie
=4lna



Dol : ”ﬁ%‘ﬁ” = 2vIna.
Pour z # 0, on a : ¢(f)(x) = %/Ow 1—1i—tdt: ln(lx—%x).

Pour z =0, on a : ¥(f)(0) = f(0) = 1.
Au voisiange de 0 : f?(z) ~ 1

Au voisinage de +oo : f*(z) ~ —;, donc f? est intégrable sur R¥,
T

or f continue, donc f € FEj.

) = [ e

0
B /+°° In(1 +t)dt
0

. t(1+1)
+o0
:/ Mdt—!—/ Mdt
0, t(1+1) 1 H1+0)
In (1t
o t(1+1) o ltu
Uln(14+14) In (it
= /0 ;1((1 rt)) + n1(+tt) dt On remplace u par t

[T+t In(1+¢)—tlnt
_/ t(1+1)

0
B /1 In(1+¢) Int gt
~Jo t 1+t

Avec :u= -

dt

c)

In(1+t) Int

(IntIn(1+1t)) = ; + et donc Intln(1+1¢) est une
_ In(1+¢) Int

tive d

ive de ; + Tre

1 U'n
Calculons d’abord : / n(li&;tdt et / —tdt en
0

YIn(1 + 1) ' nt
20 = ntin(l + 1)} — dt
| e

Intégration par parties avec :

1
u=In(1+1¢t) v ==
t

, 1

U = — v=1Int
1+t

1
|
:_/ ntdt
o 1+t

Car au voisinage de 07 :

Intln(l+1¢) ~tl

Fin.
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours PSI,
comporte 3 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références | des questions abordées.

Notations et rappels

Dans tout le probleme, K désigne le corps des réels ou celui des complexes (K = R ou C). On
note My (K) I’algebre des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients dans K et GL2(K) le groupe des
matrices inversibles de M3(K) ; la matrice identité de M3 (K) est notée Is.

Pour toute matrice A de M (K), ‘A désigne la matrice transposée de A, Spg(A) représente
’ensemble des valeurs propres de A appartenant a K et Tr (A) sa trace ; par convention A° = I,.

On munit M5(K) de la norme ||.|| définie pour A = (a; ;) par ||A| = max Z la; ;| ; on admet
—1

que si A et B sont deux éléments de My(K) alors ||AB|| < ||All||B]-

A toute matrice A, élément de M(K), on associe la suite (E,(A)), _ définie par
n
1
=2 A" nen
k=0

L'objet du probleme est d’établir la convergence de la suite (E,(4)) ¢y ainsi que certaines
propriétés de sa limite qu’on notera exp(A) et qu’on appellera I'exponentielle de la matrice A.

I. RESULTATS GENERAUX

1. Soit A € My(K).

L L. 1
(a) Justifier que la série E — [l A[]" est convergente. Quelle est sa somme ?
n!
n>0

(b) En déduire que la suite (E,(A)), _ estconvergente.
(on pourra montrer qu’elle est de CAUCHY)

2. On suppose qu'une suite (A;,),en, d’éléments de Ms(K), converge vers une matrice A.
Montrer que pour tout couple (B, C) d’éléments de M;(K), la suite (BA,,C),ecn converge
vers la matrice BAC

3. Soient P € M3(K) une matrice inversible et A € M3 (K).

(a) Pour tout entier naturel n, exprimer la matrice E,,(PAP~!) a l'aide de E,,(A), P et P~ L.

(b) En déduire une relation entre exp(PAP™!) et exp(A). Que peut-on conclure ?
4. Soit A € M3 (K).

(a) Montrer que l'application X —X est continue.
(b) En déduire que exp(*A) ='(exp(A)).

Epreuve de Mathématiques I 1/3 Tournez la page S.V.P.
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II. EXEMPLES DE CALCUL DE L'EXPONENTIELLE D’UNE MATRICE

1. Dans cette question, on pose D = (g g) ol a et 3 sont des éléments de K.

(a) Pour tout entier naturel n > 2, calculer la matrice D"™.

(b) En déduire I’expression de E, (D), pour tout n € N, puis celle de exp(D).
2. Dans cette question, on pose A = <8 Z ) ol a et p sont des éléments de K.

(a) Calculer la matrice A2
(b) Pour tout entier naturel n > 2, exprimer la matrice A”.
(c) En déduire I’expression de la matrice E,,(A), pour tout n € N, puis celle de exp(A).

0) ou b et i sont des éléments de K.

3. Calculer I’exponentiel de la matrice B = (Z b

4. On considere les matrices A et B des questions 2. et 3. ainsi que la matrice C = (; 'Z ) ouc
et p sont des éléments de K.
(a) Déterminer une matrice P € GLy(K) telle que la matrice P~'C P soit diagonale.
(b) En déduire 'expression de exp(C).

(c) Donner une condition nécessaire et suffisante sur ; pour que exp(A + B) = exp(A)exp(B).

. . 1s . a —b R ,
5. Ici on consideére la matrices R = < u > ol a et b sont des réels.

b

(a) Déterminer une matrice @ € GLy(C) telle que la matrice Q! RQ soit diagonale.

cosb —sin b>

(b) En déduire que exp(R) =e <sin b cosb

(c) Expliciter alors une matrice J € M3(R) telle que exp(J) = <_01 01>.

III. DETERMINATION DE L'IMAGE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

A- Ftude dans le cas complexe

1. Soit A un éléments quelconque de M3 (C).

(a) Si A est diagonalisable, montrer que la matrice exp(A) est semblable, dans M (C), a une
matrice diagonale.

(b) Si An’est pas diagonalisable.

i. Montrer que A est semblable, dans M3 (C), a une matrice du type <g Z) avec u # 0.

ii. En déduire une matrice semblable a la matrice exp(A).
iii. La matrice exp(A) est-elle diagonalisable ?

2. Pour A € M3(C), montrer que det(exp(A)) = T (A),

Epreuve de Mathématiques I 2/3 —
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3. En déduire que "exponentielle de tout élément de M3 (C) est dans GLy(C).

4. Montrer que I'image de M3(C) par la fonction exponentielle est exactement GLy(C). (On
pourra distinguer les cas de matrices diagonalisables et de matrices non diagonalisables et utiliser les
questions 1. et 2. de II. )

B- Etude dans le cas réel
1. Soit A un éléments quelconque de M3 (R).

(a) SiSpr(A) # 0, montrer que A est semblable, dans M2 (R), a une matrice, réelle, diagonale

ou du type <g ’Z> avec i # 0.
(b) Si Spr(A) = 0, montrer que la matrice A est semblable, dans M5(C), & une matrice du
a 0 _
type <O a>’ avec a # a.
(c) Justifier que pour tout A € M3(R), det(exp(A)) = ¢t (4) et en déduire que

exp(A) € {M € GLa(R), det M > 0}.

2. On pose N = <_01 _11> et on suppose qu’il existe une matrice A € Mjy(R) telle que
exp(A) = N.

(a) Préciser Spc(NN) et montrer que la matrice N n’est pas diagonalisable dans M5 (C).
(b) Montrer que Spg(A) = 0.(on pourra raisonner par I'absurde)
(c) Montrer alors que A est diagonalisable dans M3 (C) et trouver une contradiction. Que
peut-on Conclure ?
3. Soit A un élément quelconque de M3 (R).
(a) Si Spr(A) # 0, montrer que la matrice A est une exponentielle si et seulement si son
spectre est inclue dans R’ ou A est de la forme \I3, avec A # 0.

(b) Si Spr(A) = 0, on a vu que la matrice A est semblable, dans M3(C), a une matrice du

a 0 _
type <0 a>’ avec a # .

i. Montrer alors que A est semblable, dans M3(RR), a la matrice Re(a)  —Im(a) .
Im(a) Re(a)

On admettra que deux matrices réelles semblables dans M3(C) le sont dans Ms(R).

Re(a) —Im(a) ¢ (cosf —sinf
Im(a) Re(a) sous la forme ¢ sinf  cosf

réels, puis en déduire que la matrice A est une exponentielle.

ii. Mettre la matrice < ), avec ¢ et 0

FIN DE L’EPREUVE
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Partie I. Résultats généraux

1) a) Ilest clair que la série Y - <[] A||" est convergente dont la somme
est el4ll, B
n+m k n+m k
b) NButm(4) — E.(A) = IS4l < S M
Enen(IAl) = Eu(JAI) — 0 car (En(JAl))cn est de CAUCHY

puisque convergente, ainsi (E,,(A))nen est de CAUCHY dans My (K)
qui est complet, donc converge.

2) [[BA.C — BAC| = [|B(An — A)C| < [|B[l|An — AJIC] — 0 car

|A, — Al — 0, d’ou la suite (BA, C)neN converge vers la matrice BAC

3) a) E,(PAPTY) = Y, PA]; = Y- OPAZ{D 1 =
P(Siio4r) Pl = PE, (4P,

b) E,(PAP™Y) — exp(PAP™'), et d’autre part E,(PAP™!) =
PE,(A)P7' — Pexp(A)P™' car E,(A) — exp(4), dou
exp(PAP™') = Pexp(A)P~!.

4) a) L’application X +—' X est continue car linéaire sur une

espace vectoriel de dimension finie.

b) Comme la transposée est linéaire et que {A*) = (*A)*, alors
exp(*A) = lim E,(*A) = lim'E,(A) = lim E,(A) =*(exp(A)). No-
ter bien qu’on a utilisé ici la continuité de la fonction X ——'X pour
le passage lim"E,, (A) =tlim E,,(A).

Partie II. Exemples de calcul de ’exponentielle d’une matrice

1) a) D:(O(‘)" ﬁon)

)), pour tout n € N, et par suite ex)

2) a) A2—<%2 ;‘2)

n n—1
b) Par récurrence sur n > 2, on montre que :A" = (

a
0 a”

c) On en déduit que : E,(A) = (E"éa) E%_l((s))u), pour tout

puis que

i) = (g 1),

e

3) En identifiant a avec b, on a : B = A, d’ol exp(B) = exp(

el = (5, )

e e

4) a) Commengons d’abord par chercher les valeurs propres de C
de son polyndme caractéristique det(C' — X1Iy) = (¢ — X
qui sont \;y = ¢ — pu et Ay = ¢+ i, puis déterminons les v

propres de chacune d’elles. CX = (¢ — p)X <— X =
CX =(c+pX <= X = <i), on prend alors P dont les c

sont formées par des vecteurs propres par exemple P = (_



5)

ep_po (c—r O
dans ce cas P € GLy(K) telle que P CP—D—( 0 C+M)

est diagonale.
e # 0

P_lexp(C)PeXp(P ( 0 €c+u>, d’ou

“ICP) = exp(D) =

-« () 56)

donc exp(A + B) = e

exp(C) = Pexp(D)P™!

at+b p ch(p) sh(u)
a+b)’ sh(p) ch(p)
ea a b O

d’autre part exp(A) = <0 66,?) et exp(B) = <€6/~L eb) d’ot

A+DB =

1
et suffisante sur p pour que exp(A + B) = exp(A) exp(B) est que
p=0.
Avec un raisonnement pareil que celui adopté pour la matrice C,
les valeurs propres de R sont \; = a + b et Ay = a — b, dont les

2
exp(A) exp(B) = e*** (1 —LM K ) Donc une condition nécessaire

vecteurs propres associés sont respectivement de la forme i et

1) et
7

x 1 B o~ (1
(ix),onaalorsQ RQ=DouQ = (—z’

_f(a+1b 0
D_< 0 a—z’b)'

R=QDQ™, dou exp (R) = QDQ ) Qexp(D)Q™ ' =
1 1 “J”b 1 cosb —sinb
-1 i “_“’ 2 sinb cosb )’

On prend J = R avec a = 0 et b = 7 alors J € My(R) telle que

exp(J) = (‘01 _01)

Partie III. Détermination de I’image de la fonction exponentielle
A- Etude dans le cas complexe

1)

a)

Si A est diagonalisable, alors 3D diagonale et P inversible telles
que A = PDP~! d'on exp(A) = exp(PDP™') = Pexp(D)P~! est
semblable a exp(D) qui est aussi diagonale.

2)

3)
4)

b) i Si An’est pas diagonalisable, alors elle n ’admet qu’une s¢
leur propre a € C et elle est trigonalisable dans M5 (C), |
son polynome caractéristique est scindé dans C, donc A e

blable, dans M (C), a une matrice du type g ’2 ) aver

puisque la matrice n’est pas diagonalisable.

ii. A semblable a T = <8 ’Z ) donc exp(A) est semblable a

trice
e’ e
()= (5 ).

iii. Si la matrice exp(A) etait diagonalisable, alors exp
e e'u
0 e
e’ ea:u _ e” 0 -1 __ a -1 _ _a
(0 €a)_Q<O 6a)Q _Qe I2Q _612>Ceq]

pas le cas pusique pu # 0.

le serait aussi, donc 3@ inversible tel

a 0

— 1ér cas : A est diagonalisable, alors A = P (O b

) P71 avec a

e 0

valeurs propres de A, donc Tr(A) = a+bet exp(A) = P <O N

d’olt det(exp(A)) = e%e? = ¥t = TT(A),
— 2eme cas : A est n’est pas diagonalisable, donc admet une seule

propre a, et trigonalisable, alors A = P ’2 ) P~ donc T'r(«

_ e’ e'u _
et exp(4) = P(O eb)P

6T?"(A) ]

0
L d’on det(exp(A)) = e% =

VA € My(C), det(exp(A)) = 7" £ 0 = A € GLy(C).

On a montré que toute matrice qui s’écrit comme exponentielle d’v
trice dans My(C) est inversible, il suffit alors de montrer que tot
trice B inversible s’écrit comme exponentielle d’une matrice A € .
En effet, d’aprés ce qui précede A diagonalisable si et seuler
exp(A) diagonalisable.



— 1ér cas :

B diagonalisable, on cherche alors A diagonalisable telle

“ O) P! = B = exp(4) =

que B = exp(A), donc A = P 0 b

P <% gb) P~ donc si A et u sont les valeurs propres de B,

il suffit de trouver a et b tels que : A =e€%, prendre alors

p=e
{ Re(a) =In|A| Im(a) = Arg())
Re(b) = In|u| Im(b) = Arg(p)
— 2eme cas : B n’est pas diagonalisable, on cherche alors A non diago-

nalisable telle que B = exp(A), donc A et B sont trigonalisables et

admettent chacune une seule valeur propre A = P <a Z ) Pl =

0
e’ e'u\ 51 .
B = exp(A) = P 0 o P~' donc si b est la valeur propre
de B, il suffit de trouver a et pu tels que : b=e* | prendre alors
A=e’u

{ Re(a/)\ =In|b| Im(a) = Arg(d)
H=%

N’oublier pas que puisque la matrice B est inversible alors ses valeurs
propres sont non nulles, en particulier on peut parler de leurs arguments.

B- Etude dans le cas réel

1)

a) Si Spg(A) # 0, alors A ne peut pas avoir de valeurs propres com-
plexes non réelles, puisque la conjuguée aussi serait valeur propre
de A et A admet au plus deux valeurs propres, ainsi le polynome
caractéristique de A est scindé dans R donc A diagonalisable, (sem-
blable, dans M5(R), a une matrice, réelle, diagonale) ou bien tri-
gonalisable dans Ms(R) (semblable, dans M5(R), & une matrice,
réelle, du type Z avec p # 0) puisqu’elle n’admet dans ce cas

a
0
qu’'une seule valeur propre réelle.

b) Si Spr(A4) = 0, alors A admet deux valeurs propres complexes non
réelles simples et conjuguées, a et @ donc semblable, dans Ms(C),

a une matrice du type (g g), avec a # a.

¢) Reprendre le méme raisonnement que celui de I1I1.A.2, d’o
tout A € M»(R), on a : det( exp(A)) = e > 0.

Spc(N) = {—1}, supposons N diagonalisable dans M5(C), a
-1 0 _ _

0 _1) Pl=P(-L)P =

qui n’est pas le cas, donc N n’est pas diagonalisable .

2) a)
inversible telle que N = P

b) Supposons que : Spg(A) # 0, on a d’abord A non diagonalise
exp(A) = N non diagonalisable, donc d’aprés la question 111

A semblable, dans M5 (R), & une matrice, réelle, du type (
avec i # 0, donc N = exp(A) est semblable, dans M5(R)

a

0
d’olt €* = —1, impossible puisque a € R.

¢) Ainsi Spr(A) = 0 et d’aprés la question II1.B.1.b) A est sen

. , e? .
matrice, réelle, du type ef donc ont mémes valeurs ;

dans M3(C), a une matrice du type (a 2)’ avec a # @, do

0
gonalisable dans M3(C), d’ou N = exp(A) est aussi diagona
d’olt une contradiction. On peut en conclure qu’ils existent «
trices A € M3(R) telles que det(A) > 0 mais qui ne s’ecriv
exponentielles de matrices dans M (R).

3) Soit A un élément quelconque de My (R).
a) SiSpg(A) #0.

Supposons que A est une exponentielle, alors A = exp(]

Spr(N) # 0

— 1ér cas : N admet deux valeurs propres réelles distinctes
alors N diagonalisable dans Ms(R), donc A = exp(N) es

A
diagonalisable semblable a (6 , donc les valeurs pro

0 e+
A sont e > 0 et et > 0.

— 2eme cas @ N admet une seule valeur propre réelle p et
diagonalisable dans Ms(R), donc A = exp(NV) est aussi d

i
lisable semblable a (60 e(L) = M, donc A = A\s.



— 3eme cas : N admet une valeur propre réelle a mais n’est pas
diagonalisable dans M5 (RR), donc trigonalisable, d’ou semblable a
(g ’;L ) donc A = exp(N) est aussi trigonalisable, d’ott semblable

eCL

a 0 eejt , donc la valeur propre de A est e > 0.

Inversement, c’est la méme discussion, en ajoutant que puisque les
valeurs propres sont strictement positifs alors ils s’ecrivent des ex-
ponentielles.

Si Spr(A) = 0, on a vu que la matrice A est semblable, dans My (C),

a une matrice du type <g g), avec a # a.

i. Soit X = X; 4+ iX, vecteur propre de A associé a a, donc
AX =aX, dou
AXl + ZAX2 = (Re(a)Xl — Im(a)Xg) + Z(RG(Q)XQ + Im(a)Xl),
d’ou

AX2 = Re(a)Xg + Im(a)X1
AX1 = —Im(a)Xg + RG(CL>X1

alors A est semblable, dans M,(R), a la matrice

il

(Re(a) ~Im(a)

Im(a) Re(a) ), en considerant la matrice de passa

(Xo, X1).
B B Re(a) —Im(
Posons © = Re(a),y = Im(a), alors (Im(a) Re(a
|CL| R\ea(|a) _IIT(EE) — ¢f cosf) —sinf avec € = 1
In‘l;? R‘eéla - sinf  cosf )’ o
0 = Arg(a) réels qui existent car a # 0 puisque A est inv
A est une exponentielle car semblable a e 0959 —o
sinf  cos

N
exp(R)ouR—(e 5)'

Fin.
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours PSI,
comporte 3 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références | des questions abordées.

Définitions et notations

Dans tout le probleme I'espace vectoriel R[.X| des polynomes a coefficients réels sera noté E et,
pour n € N, le sous espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n se notera F,,.
Pour tout couple (P, Q) d’éléments de E, on pose

Plo)= [ PwQw d.

1
On désigne par ® l'application de E dans lui méme définie par :
®(P) = (X2 - 1)P"+2XP = (X2 -1)P) .
Pour tout (p, ¢) € N?, on désigne par V), , le polyndme dérivée g-ieme de (X2 — 1) :
Voq = [(X* = 1P,
et pour tout k € N,on pose U, = Vj, et L, = ﬁUk.
1% Partie
1. Montrer que ® est linéaire et induit un endomorphisme ®,, de E,,.
2. Ecrire la matrice de ®,, dans la base canonique B = (1, X, ..., X") de E,.
3. Déterminer les valeurs propre de ®,, et en déduire que ®,, est diagonalisable.
4. Onnote ;19 < p11 < ... < py les valeurs propres de @,,.
(a) Montrer que pour tout k € {0, 1,...,n}, il existe un unique polynéme unitaire P, tel que

O, (Pr) = px P

(b) Montrer que P, est de degré k.

5. Montrer que l'application (P, Q) — (P|Q) est un produit scalaire sur FE.

On notera ||.|| la norme associée a ce produit scalaire.

6. Montrer que, pour tout (P, Q) € E?,

(@(P)|Q) = (P|2(Q))-

Epreuve de Mathématiques I 1/3 Tournez la page S.V.P.
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7. En déduire que, pour tout couple (k, k') d’entiers naturels tel que k # &/, on a

(Pk|Pyr) = 0.

8. (a) Montrer que pour tout entier naturel n, la famille (P, ..., P,) est une base de E,,, puis en
construire une base orthonormée (Ry, ..., R,).

(b) Calculer
[1@nll] = sup{[|®n(P)[l; P € En, | Pl =1}

2% Partie

1. (a) Quel est le degré du polynéme L;, ? Donner son coefficient dominant.

(b) Soit k € N; en partant du fait que (X2 —1)¥ = (X —1)*¥(X +1)¥, et moyennant la formule
de Leibniz, calculer L(1).

(c) Préciser la parité du polynéme L, en fonction de celle de k.
(d) En déduire la valeur de Lj(—1).

)
)
2. (a) Montrer que sip > g alors V), 4(1) =V, 4(—1) = 0.
(b) Sig > 2p, montrer que V, , = 0.
)

(c) En effectuant une succession d’intégrations par partie montrer que

Y (p,q) €N, p# g = (Up|U,) = 0.
3. Déduire de ce qui précede que pour tout £ € N, la famille (Lo, L1,..., L;) est une base
orthogonale de Ej,.

4. (a) Soitn € N, n > 2; montrer que pour tout k € {0,1,...,n — 2}, (XL,|Lx) =0.
(b) En déduire que pour tout n > 1, il existe (o, Bnyn) € R3 tel que

Ln+1 = (anX + ﬁn)Ln + ’YnLn—l'

5. (a) Onpose Wy = (X% — 1)*, k € N. Montrer que
VneN, (X2 - 1DW! = 2nXW,.
(b) En dérivant (n + 1)-fois ’'expression précédente, montrer que
®,,(Ly) =n(n+1)Ly,.

(c) Conclure que pour tout n € N, il existe a,, € R* tel que L,, = a,, P, puis calculer a,,.

6. (a) Monter que
VkeN, (XILeL) =1 || Ll
(b) Montrer que
VkeN, (XLi|Ly) = k| Lel*
On remarquera quesik > 1, XLj — kL € Ej_1.
(c) En déduire, pour tout k € N, la valeur de || Lg||.

(d) Montrer que
V ke N*, (k + 1)Lk+1 = (2]{} + 1)XLk —kLg_1.

Epreuve de Mathématiques I 2/3 —
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3% Partie

Soit n € N; soient xg,x1,...,x, des éléments deux a deux distincts de l'intervalle | — 1, 1] et
A0, A1, ..., A des réels. Une méthode d’intégration numérique consiste a approcher, pour toute
1
fonction f : [—1,1] — R continue par morceaux, 'intégrale / f(t) dt par la somme
-1

I(f) = Z Aif (7).
i=0

1 n
On note £(f) = /1 F@) dt = Xif (xs).
- i=0

On dit qu'une telle méthode ‘est d’ordre N si elle est exacte pour tout polynome de degré
inférieur ou égal a N, c’est a dire
VPeEyN,EP)=0.
n
On pose enfin Q,, = H(X —x;) etpour tout k € {0,1,...,n}, L =
i=0

@n
(X = z) @ ()

1. On suppose que la méthode est d’ordre 2n + 1.

1
(a) Montrer que, pour tout Q € E,, / Qr(t)Q(t) dt = 0.
-1

(b) En déduire que Q,, = ||Qn||Rn+1 ot Ryy1 est le n + 2-ieme élément de la suite de
polynéome orthogonaux définie dans la premiere partie. Que peut-on alors dire de
:Bo,xl,...,:cn?

1
(c) Montrer que, pour tout k € {0,1,...,n}, A\ = / L (t) dt.
-1

1
(d) Montrer que, pour tout k € {0,1,...,n}, A\ = / L2(t) dt.
-1
2. On suppose ici que zg, 1, . . . , T, sont les zéros de R,, 1 et on pose

1
)\kz/ Li(t)dt, k€{0,1,...,n}.
~1

On admet que zg, z1, . .., x, sont bien dans l'intervalle | — 1, 1], ce qui n’est pas tres difficile a
établir en partant du polynome (X2 — 1)"*! et en utilisant le théoreme de Rolle.

(a) Montrer que, pour tout @ € E,,, Q = Z Q(x;)L;.

i=0
(b) Montrer que la méthode est exacte pour les polyndmes de degré < n.
(c) Soit P € Egp4+1;0n écrit P = Q,Q + R avec deg(R) < deg(Qn).

1
e Montrer que /_1 Qn(t)Q(t) dt = 0.

e En déduire que £(P) = 0 et conclure.
(d) Montrer que la méthode est exactement d’ordre 2n + 1.

FIN DE L’EPREUVE
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1)

2)

3)

1ére Partie

Pour cela il faut montrer que ® est linéaire, ce qui simple en vérifiant
Iégalité ®(P + \Q) = P(P) + \0(Q) V(P,Q) € E*;VA € R et que
®(P) € E, VP € E,, en effet : soit P € E, donc deg P < n donc
deg (2(P)) = deg (((X? = 1)P')’) = deg ((X* — 1)P)) =1 =

2+ degP —1 = degP < n, donc ®(P) € E, et donc ¢ induit un
endomorphisme ®,, de F,, .

Ecrire la matrice de ®,(1) = 0,9,(X) = 2X,...,®,(X*) = (X2 -
DEXF Y = B(XF - XF0 = f(k+1) X ~k(k—1)X*2, ..., §,(X") =
n(n+1)X" —n(n — 1)X"2 Donc

0 0 0 0 0
0 2 :
: (k—1)k
M = Mp(®,) = k(k+1) 0
' (n—1)n
.. .. 0
0 ... 0 nn+1)

A € R est une valeur propre de &, <= M — A, non inversible,
or M — A, est une matrice triangulaire, donc serait non inversible si
I'un des ses termes diagonaux (A — k(k + 1))o<k<n est nul, c’est a dire
A€ {0,2,...,k(k+1),...,n(n+1)}, Ainsi ®,, est un endomorphisme
de F, qui admet n 4+ 1 = dim F,, valeurs propres distinctes donc diago-
nalisable.

4) a)

pr = k(k+1), Soit P(X) =ap+ a1 X +...+a,X, € E, po
, en notant Y = (a;)o<i<n € Mpt11(R) 'équation @, (P)

s’écrit matriciellemnt MY = pY ou bien Y € Ker(M — p,
M — i I, est une matrice triangulaire supérieure dont un seu
est nul, donc de rang égal a n—1 et par suite dim Ker (M — !
on peut donc conclure que les solutions de I’équation ®,,(P)
sont tous proportionnels, et parmi ces solution il n’y a bien st
seul un unique polynéme unitaire Py tel que : ®,,(Py) = i F

Posons deg P, = p, donc Pp(X) = ag + a1 X + ... + a,2
Ay 7é 0, (I)n(Pk) = ,ukPk — (X2 - 1)Pk“+ 2X P = ,ukPk, (S
tifiant dans cette égalité les coefficient de la plus grande pu
qui est X? on trouve a,(p(p — 1)) + 2p) = a,ux qui devient |
a, #0, pp+1)=k(k+1)oubien k> —p*=p—Fk.Sip#
égalité devient aprés simplification par p — k, k+p= —1 ce
impossible, donc deg P, = p = k.

5) La symétrie, bilinéarité et positivité ne posent aucun probléme. .
notion de définie qui mérite un peu de rédaction, soit P € E

(P|P) = 0 donc /

1

P%(t)dt = 0, ainsi P? est une fonction contir
-1

sitive d’intégrale nulle sur [—1, 1] donc P? = 0 et aussi P = 0 sur
on a donc un polynome P qui admet une infinité de racines donc -

6) Pour tout (P,Q) € E* on a : (§(P)|Q) = /

1

(¢ =1)P'(1)'Q

-1

@-vreeels, - [ @ - vPeene -



7)

8)

(P@W—DQ@EA—

t=1

[ﬁ%ﬂ@—naww@=4m@@xm

a procédé a deux reprises par une intégration par parties.

Pour tout couple (k,k") d’entiers naturels tel que k # K,

on a

(P(Pp)|Pe) = (Pr)|®(Pr)) = px(PelPr) = piwr(Pe|lPr) = (e —

i) (Pr| Per) =

(Pi|Pv) = 0, car

k£ K = g, = k(k+1) # o = &' (K +1).

a)

D’aprés la question précédente la famille (FPy, Py, ..., P,) est otho-
gonale, en plus tous ses éléments sont des polynoémes non nuls
car unitaires, donc c’est une famille libre, et elle est de carinal
n + 1 = dim E, donc c’est une base de E,, pour en construire une
base orthonormée (Ry, Ry,...,R,), comme la famille est déja or-
thogonale il suffit de normaliser seij éléments en le divisant par sa
k
HPkH

norme, c’est a dire prendre Rj =

Soit P € E,,||P| = 1 car

1, donc P = ZakRk avec Zak

k=0 k=0

(Ro, Ry, ..., R,) est une b.o.n de E,,, d’autre part V. 0 < k <n on
a:
P, (Ry) = ( ) = = = Ry, ainsi

|| Pe|| || Pe|| || Pr]|

= Zakﬂk(Rk)a comime

k=0
n
2 2
E Aty <
k=0

= Z akq)n(Rk>
k=0

., R,,) est une b.o.n de E, alors ||®,(P)| =

= p, donc

[1®n|l| = sup {||n(P)I|; P € En, [|P|| =1} < puy.
Inversement : |[|R,|| 1 donc ||®,(R,)| = pn
sup{||®.(P)||; P € E,, ||P|| = 1} d’ou I'égalité .

x|

2¢me Partie

1)

2)

1 1 1
deg ([(X? —1)"®)) = deg(X2 e —k =2k —k =k, le
cient dominant de L; est obtenu en dérivant k fois la plus
puissance de (X? — 1)¥ qui est X?* or (X?*)®) = (2k

, donc de

2k
... (k+1)XF = ( ) 2 X% donc le coefficient dominant de
L (2k)  (2k)!
2Rkl K 2k(k1)2

Soit k € N ((X2—1)’f)(k) — (X — )X+ 1)) P =

ZCP

(X — 1)% de multiplicité & donc ((X — 1)F)” (X = 1) =
tout 0 < p < k—1, donc en remplacant dans (*) X par 1, on

L) = gt (6 =19 (0= 1) (x4 1)) (x = 1)

Du fait que la dérivée d'un polynome pair est impair et
(X2 —1)* est pair, alors sa dérivée k-eme est impaire si k im
elle est paire si k est pair, on peut donc conclure que la pa
polynome L est la méme que celle de k .

Lk(—l) = Lk(l) sik pair et Lk(—l) =
Vog = ((X2 -
multiplicité p, donc pour ¢ < p alors ((X? —
de méme V, ,(—1) =0

Si g > 2p, on est dans la situation ou 'ordre de la dérivée «
le degré donc V,,, =0 .

((X+1) )(k_p) (*), or 1 est une rac

—Lg(1) si k impair .
DPY? or 1 et -1 sont des racine de (X2 —
D7) =V,

En effectuant la premiere intégration par partie on a que V
N? tel que :;p # ¢ en supposant par exemple p > ¢; (U,

/1 ((tg _ l)p)(p) ((t2 . 1)q>(4) dt —

1

[((tz _ 1)17) (r—1) ((t2 _ 1)q} (fz)r:1 _/_ ((t2 _ 1)17) (r—1) ((t2 i

((£* = 1)

_ 0_/1 ((t2 _ 1)p)(p—1) ((t2 _ 1)q)(q+1) dt — _/

1



3) On déduit de ce qui précede que pour tout k£ € N,
mille (U(),Ul,...,
(Lo, L, - . -,

4)

5)

car (2= 1)))P V@ =1)= (2 -1V =-1)=0.
En En effectuant une deuxieme intégration par partie on aura
1
(U,|U,) = / (& - 1)p)(p_2) (G 1)q)(q+2) dt, et ainsi de suite

1
1

jusqua avoir (U, |U,) = (—1)? /_ 1 (2= 1)) (2 = 1)) P gt =

0 car ((t* — 1)q)(q+p ) = 0 puisque l'ordre de dérivée qui est ici g + p
dépasse le degré qui est ici 2¢, notez bien qu’on a supposé au départ
p > ¢, le raisonnement sera pareil si I’on suppose ¢ > p.

la fa-
Uk) est une famille orthogonale donc la famille
Ly) est une famille orthogonale or V0 < p < k;degL, =

p < k, donc c’est une famille orthogonale de Ej, tous ses éléments sont
non nuls donc est libre et comme sont cardinal est k + 1 = dim E;, alors
¢’est une base orthogonale de FEj.

a)

a)

Soit n € Ny n > 2; k € {0,1,...,n—2}, on a : (XL,|Ly) =
' 1 ' 2 n\ (") (/.2 k\ (k)
/_ tL,(t) Ly (t)dt = m/_lt((t —1)™")" (= 1)F)" (t)dt

— g | (@ =07 e (@ = 09 (@it = (L] X L)

Or L, est orthogonal a tous les (L;)o<i<n—1 qui forment une base
de F,_; donc sera orthogonal a tout élément de XL, qui est un
polynome de degré k+1 <n —1, dou (XL,|Lg) = 0.

D’aprés les questions précédentes L, .1, L,, L,_1 est une base de
I'orthogonal de E, 5 dans F, .1, et d’aprés la question précédente
XL, est un élément de E, 1 orthogonal a tous les (Ly)o<r<n—2 qui
forment une base de F,,_», donc X L,, est un élément de 'orthogonal
de E,_» dans E, ., et va alors s’écrire comme combinaison linéaire
de Ln+1, Ln, Ln—l-

Soit (a, b, c) € R3 tel que : X L,, = aLy, 1 +bL,+cL,_1, d’autre part

deg Ly = k donc a # 0 et alors Ly 1 = (@ X + 8n) L + Yo Ln—1 avec
(an = é?ﬁn = _37771 = _g) € R®
vneN (X2-DW = (X2-1D(X2-1)" = (X2 - 1)2nX(X? -

1) = 20X W,,.

b)

6) a)

En dérivant (n + 1)-fois Dlexpression précedente, on
aprés avoir utilisé la formule de Leibniz : ((X? —1)W/

2n (X VVn)"Jrl qui devient
n+1

Z Cn—i—l

1)(”) =0pourp>3et XP =0 pour p > 2, on obtient donc
W 4 (4 1)2XWY Lo+ W = anxwimt 4
DWW ou bien @,(W,) = (X2 — VW + (n + 1)2X7
n(n + DWW = o X W + 2n(n + 1YW, ou encore @,
(X2 — )W oxw = nin + YW
Wi — n!2" L, et comme ®,, est linéaire alors : ®,,(L,,) = n(n
D’aprés la question 4.a il existe un unique polynome unitaire
que :

@, ()

n+1

@) () (n1=p) _QHZ PX®

n+1 —p .
), 0.

or par définition

L
=n(n+ 1)P,, et d’aprés la question précédente —(
co(.

Ly,

o) =),

aussi un polynome unitaire tel que : ®,, (

donc P, = ﬁ et on peut en conclure que pour tout
co(L,
il existe a, € R* tel que L, = a,P,, avec a, = co(.
_ 1 2 1ymy (™ ,
Ln = 2"—7’“ ((X — ]_)1) s dOnC : 1 (
a, = co(L,) = choefﬁcient de (X)) = 2”n!&
(2n)!
2n(n!)?
1
1
Vk € N on a (X|LyL,) = / tLi(t) L, (t)dt = 3 [tL;(1)]
-1
1/
2
= —||Lk||2 car L(1) =1, Ly(—1) = F1.
Soit k > 1, degL, = k, posons L, = a; X" + ... + a
XL, = kapX* + ... + a1 X, kL, = kap X* + ... + kag, en



la différence on obtient que : X L) — kLj est un polynome de degré
<k—1,cest adire XL} — kL, € Fy_;.

D’autre part L est orthogonal a tout polynome de degré < k — 1,
en particulier & XLj — kL, donc (XLj — kLk|Lx) = 0 ou bien
(XL,|Ly) = k(Ly|Ly) = k||Ly||?, mais ceci pour k > 1, pour k = 0
I’égalité est triviale puisque Ly est un polynoéme constant. Donc on
conclut que : Vk € N, (XL, |Ly) = k|| L|)*.

Pour tout k € N,on a: || Li||* = E(XL’ L) = ¢ f tLy (£) Ly (t)dt =
LML (L (Hdt = L(X|LyL) = L (1= L Ly)?), ce qui donne

(2k + 1)|| Le||* = 2, d’ot || Lg||? = ,/2k+1

D’aprés la questlon 5.5. Ly, est un polynome de degré k de coefficient

dominant 2k k, =, donc (k —i— 1)L = (kK+ 1)7%91]6;:1 X
et (2k+1)XLk = (2k‘—|—1)2k(k?)2Xk+l_|_ + By = (22k/f(7€-'1))2 Xk+1+ +ﬁo,

en faisant la différence on a bien (k + 1)Lpy1 — (2k + 1) X Ly
est un polynome de degré < k, d’autre part d’aprés la ques-
tion 4.a XL est orthogonal & Fj_o, et Ly, aussi, donc Vk €
N* (k+ 1)Lgr1 — (2k + 1) X Ly est un polynome de degré < k,
orthogonal a Fj_», et par suite s’écrit sous la forme :

(]{7 -+ 1)Lk+1 (2]€ —+ 1)XLk = OéLk 1 + ﬂLk avec

(D Ly — (k1) X Ly  Lg 1) (2k+1) _
@ SEaE et = SRR Ll he) =
—”(sziln)g f_ll((t2 — DF®tL,_idt, moyennant des intégration

par parties successives ou tout les crochets sont nul puisque
(82— 1)1“)(?)}21_1 Vp < g vu que -1 et 1 sont des racines de

(> — 1)) de multiplicité k on a : a = — 24 1)k [T (12—

Pk
DF(tL_)®dt . Or tLi_; est un polynome de degré k donc
(tLi—1)® = k!l co(tLy_1) = k! co(Ly_1) = k! 2,£2i,2, donc a =

2k+1 1
||(Lk:||)2( )k+1k'zk(k') Jo (8 = 1)kat

= ()R ot I = [ (82 -

FTRI(2k—1)
lis, on montre par récurrence que : (—1)*+?

((k+1) Lty 1 —(2k+1) X Ly | L)
IZklI?

1)kdt, dit intégrale de Wal-
Tt Ik = (2k+1).
_ (2k+1)X Ly |Ly,)
(AR

De méme j

1)

”L T f tL2(t)dt = 0 car la fonction ¢t +— tLZ(t) est i

sur [—1 1] donc son intégrale est nulle, donc on conclut
Vk € N, (k‘ + 1)Lk+1 = (2/{5 + 1)XLk — kL.

3éme Partie

Pour tout Q € E,, Q,(t)Q(t) est un polynéme de degré i
a 2n + 1 car deg@ < mn;deg@, = n + 1, or la méthc
1

d’ordre 2n 4+ 1 donc £(QQ,) = 0 c’est a dire : / Qn(t)Q
-1

Z XiQn(;)Q(x;) = 0 car les x; sont des racines de Q.

D’aprés la question précédente est un polynome de deg

IIQnII
orthogonal a FE,,, or I'orthogonal de F,, dans E, ., est de din

1, et R,y1 est aussi un polynome de degré n + 1 orthogona
@n
1Qx

les deux alors

donc

et R, sont proportionnels, comme ils sont u

j:Rn-i-l'
||Qn||
On peut alors dire de xg, 7y, . . .

Pour tout & € {0,1,...,n—2}, £ est un polynome de
inférieur a n, or la méthode est d’ordre 2n + 1 donc E(L

1 n

c’est a dire : / Lpdt = Z)\i[,k(t)(:ci) = A, car Ly(x;)
-1 i=0

1 7é k et ,Ck(l'k) 1.

H X —x;), donc @ (X

i=0

Quen) = TG - o) = (2

j#kl
-1

, T sont les racines de R,1.

En effet Q, (X

NI

1=0 j#i

) (X = xy), dou Li(z



2)

n
fn sont des fonctions dérivables alors H fi

=0
Al

Rappel : Si fo, f1,...,

n /
est aussi dérivable, avec : H fil =
i=0 i=0  j#i

Pour tout k£ € {0,1,...,n—2}, L7 est un polynome de degré
inférieur a 2n, or la méthode est d’ordre 2n + 1 donc £(L3) = 0

c’est a dire : / Lidt = Z)\ L2(t) () = g, car Ly(z;) = 0 si
=0
1 # k et ,Ck(il}k) =1.

Pour tout () € E,, posons P =

{0,1. }
P(:L’k =

Q — ZQ(xi)Ei, on a: Vk €
i=0

ZQ ;)L

Li(xr) = 1, ainsi P est alors un polynéme de degré 1nferleur an qui

() = 0 car Lg(z;) = 0sii # ket

admet n + 1 racines distinctes, donc nul, d’ou Q = Z Q(z;)L
i=0

/_ 1 Z Qz)Li(t)dt =

ZQ(%)&, donc £(Q) = 0, d’ou la
i=0

1
Pour tout @ € E,, /Q(t)dt
-1

ZQ(@-) /_ 1£i(t)dt

c)

méthode est exacte pour les polynomes de degré < n.

- T, 1,...,%, sont les n + 1 racines distinctes de @,
R, .1, tous deux polynomes de degré n+1, donc sont prop
tionnels, (utiliser la décompostion en facteur irréducti
d’un polynome).

Or R,.; est orthogonal a tous les1 polynomes de de;

inférieur a n, donc @,, aussi, d’ou / Qn(t)Q(t)dt = 0.
-1
1 1 1
- On a donc / P(t)dt = / Qn(t)Q(t)dt —l—/ R(t)dt
—1 -1 —1
1 n
/ R(t)dt = Z AiR(z;), parceque R est un polynome
-1 i=0

degré inférieur a n, et la méthode est exacte pour les |
lynomes de degré < n, or P(z;) = Qu(21)Q(x;) + R(x;)

R(x;), donc /_11 P(t)dt = Z AiP(z;), d’ou E£(P) =

=0

d) Conclusion directe de la question précedente.

Fin.
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours PSI,
comporte 3 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les des questions abordées.
Définitions et notations

On travaille dans C%, qui est ’espace vectoriel de toutes les fonctions de R dans C ; on notera
aussi C°(R) (resp. CP(R), C*(R)) le sous-espace vectoriel des fonctions continues (resp. de classes
CP, C*) a valeurs complexes. Pour toute fonction f € C® et tout réel x, on pose

A +OO .
f(z) = / e Lf(t) dt,

lorsque cette quantité a un sens.
Quand elle est définie, la fonction f s’appelle la transformée de FOURIER de f.

I. ETUDE D’UN PREMIER EXEMPLE

1. Soit x un réel strictement positifs. Montrer que la fonction ¢t — et;t estintégrable sur l'intervalle

[, 400l

2. Dans la suite, ¢ désigne la fonction définie sur R’} par

+0c0 e_t

(a) Montrer que, pour tout réel strictement positif z, 0 < p(z) < .

(b) Justifier que ¢ est dérivable sur R et donner 'expression de ¢'.
3. Soit ¢ la fonction définie sur R* par

v() = 5 lle)).

(a) Montrer que 1 est intégrable sur les deux intervalles | — oo, 0[ et ]0, +o0].

(b) Justifier que, pour tout z € R, ¢(z) a un sens et que

~ +OO
P(x) = /0 ©(t) cos(xt) dt.

(c) Montrer que, pour tout réel non nul z,

121\(1’) _1 /+OO ett sin(xt) dt,
0

X

et calculer ¢ (0).

Epreuve de Mathématiques I 1/3 Tournez la page S.V.P.
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+oo ,—t
4. (a) Montrer que la fonction ® : z — / 67 sin(xt) dt est dérivable sur |0, +oo] et calculer
0
®’(x), pour tout = > 0, puis 'exprimer sans utiliser le signe intégrale.

(b) En déduire soignesement que pour tout réel non nul z,

~ arctanx

P(x) =

T

II. UN AUTRE EXEMPLE
1. Soient «, 3 et A des réels avec A > 0.

(a) Calculer I'intégrale

A .
/ latid)t gy
0

(b) En déduire les valeurs des intégrales

A A
/ et cos Bt dt et / e sin Gt dt.
0 0

(c) Si p est un réel strictement positif, montrer que la fonction ¢ — e 7' cos 3t est intégrable
sur [0, +oo| et expliciter, a 'aide de (3 et de p, la valeur de l'intégrale

+o00o
/ e Pt cos At dt.
0

1
2. Montrer que la fonction h : ¢ — Y est intégrable sur R.
c

3. (a) Montrer que pour tout réel z,

+o00
h(zx) = 2/ h(t) cos zt dt.
0

(b) Montrer que, pour tout réel x et tout entier naturel n > 1,

oo ,—(2n+3)t

+oo
cos(xt) dt.
0

hiz) = _1)k —(2k+1)t 1\t e
h(z) 4;0( 1)/ e cos(xt) dt +4(—1) /0 =

(c) Montrer que, pour tout réel x et tout entier naturel n > 1,

F00 o—(2n+3)t
/ ——— cos(xt) dt
0

1+e 2 s

2n + 3’

et en déduire soigneusement que
~ -‘rOO +OO
h(z) =4 Z(—l)"/ e~ (0 cos(at) dt.
n=0 0

(d) Exprimer l'intégrale intervenant dans 1’expression précédente et conclure que

2n+1

+oo
VeeR, hz)= 42(—1)”ﬁ.
= 2+ (2n+1)

Epreuve de Mathématiques I 2/3 —
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4. Soit x un réel ; on désigne par u la fonction 27-périodique, impaire et définie pour ¢ €]0, 7| par
u(t) = ch(xt).
(a) Calculer les coefficients de Fourrier a,, et b, de la fonction w.
(b) En précisant le théoreme utilisé dont on vérifiera les hypothéses dans ce cas, donner la

valeur de la somme de la série Z b, sinnt, pour tout ¢ € [0, 7).
n>1
(c) Que devient ce développement pour t = 7 ?

5. Montrer alors que

VeeR, h(z)=
(on rappelle la formule  ch(y) = 2ch*(%) — 1, pour v € R)

ITI. QUELQUES PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER D’UNE FONCTION

1. Transformée de Fourier d’une fonction intégrable

(a) Soit f une fonction continue par morceaux et intégrable sur R ; montrer que pour tout
réel x, f(x) est bien définie et que la fonction f est bornée.

(b) Sien plus f est continue, montrer que f est aussi continue.

2. Transformations

Dans cette question, f est une fonction continue par morceaux et intégrable sur R.

(a) Vérifier que pour tout réel g, les fonctions f, : t — f(t —a)et,f : t — f(at) possedent
des transformées de Fourier et montrer que

VeeR fu@)=ef@) e @)= /) @0,

(b) Exprimer de méme la transformée de Fourier de l'application ¢ ~— f(t)e’® en fonction de
celle de f.

(c) Si f est paire (resp. impaire), donner une expression de sa transformeé de Fourier sous
forme d’une intégrale sur [0, 4+o0|.

(d) Que peut-on alors dire de la tarnsformée de Fourier d"une fonction réelle et paire (resp.
impaire).
3. Dérivation

On considere un élément f de C*(R) ; on suppose que f et f’ sont intégrables sur R .

(a) Montrer que f tend vers 0 en toc0.
(b) Montrer alors que

VreR, [f(z)=izf(z),
puis en déduire que f tend vers 0 en 0.

(c) On suppose de plus que 'application g : ¢ — tf(t) est intégrable sur R ; montrer que f
est de classe C! sur R et que

VzeR, (f)(z)=—-ij(x).

FIN DE L’EPREUVE

Epreuve de Mathématiques I 3/3 FIN
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LETUDE D'UN PREMIER EXEMPLE

1) Ona: lim 225 = lim te* =0, donc t — < est négligeable devant
t——+o00 t t—+oo t
t — 7 en +00 or t — 7 est intégrable sur I'intervalle [z, +oo[, donc

—t .
L S I'est aussi .

+o00
2) a) Ona: e—;t >0 Vte |z, +oo[, donc p(z) = / ert > 0, d’autre
part : )

t

+oo ,—
£ < %t Vt €lx, 400, donc p(z) = / ert < px) =

t

+oo t
€ € P p .
/ —dt = —, donc on a montré que , pour tout réel stric-
x x

x

tement positif z on a : 0 < <p( ) < .

(&

+o0o
b) Vz € Ri, p(x) = / —dt —/ —dt est dérivable comme
1

+oo —
e
différence d’une constante, / -+ dt et d'une primitive / —dt
1

—x

de =, avec Vo € RY, ¢/(z) = ¢

3) a) Montrons d’abord que ¢ est intégrable sur |0, +00|, en effet d’aprés

ce qui précede on peut affirmer que ¢ est intégrable sur [1,+oo],

—t
e 1 1

de plus -~y au voisinage de 0 et ¢ — 4 n’est pas intégrable

1t 1
1
sur ]0, 1], donc / ert ~ / Zdt = Inz au voisinage de 0, or

x — Inzx est intégrable sur ]0,1], donc ¢(x

/ —dt+Kou

+oo —
e
K = / Tdt , donc ¢ est intégrable sur ]0, 400 et pe

Y x — (]z|) est intégrable sur les deux intervalles | — o
10, +o0] .

b) Pour tout z € R, on a |e™| < |p(t)| et t — || int
sur les deux intervalles | — 0o, 0] et |0,4+o00[, donc t — «

+o0
I'est aussi donc les intégrales I; = / ehpdt et
0

0
/ et (t)dt ont un sens et donc Y(x) = I, + I, a u

— 00

—+00 +oo 1

D’autre part : ¢(z) = / ehp(t)dt = / 56 "o
- 0

[e.9]

/O 1 it ( t)dt /+OO 1 1t ( )dt 4 /+OO 1 —ixu (
207 0o 20 o 207

ee 1 zmt e 1 —ixt oo
/ Se (i)t + / Se ()it =2 / o(t) cos(at):
0 0 0

c) Pour tout réel non nul x, on a a 'aide d’une intégration par

~ +oo sinat]"”
o - / deostae = o)™
t—
t
smx gt =

O t

gt _
/ — sm(xt)dt car d’aprés 2.a |p(t )smx | < SRR 0,

T Jo t T

t — +oo pour x fixé, et d’aprés ce qui précede p(t) ~ Int -
voisinage de 0, donc



4)

(p(t)sma:t N (lnt n K>s1nxt

sin xt sin xt
~ t quand t — 0 pour x fixé, alors p(t)

quand t — 0 pour z fixé, comme

~ (Int + K)t

sin xt

quand t — 0 pour z fixé et donc 1ltiH01 o(t) = 0, pour x fixé.

~ F
Ainsi ¢(x) = (z)
x

et R
pz,t) = 6Tftsin(xt), donc ¥(0) = @'(0) a condition qu’on peut
dériver sous signe intégral, ce qui n’est pas difficile a justifier puisque
Op
01'

e, intégrable sur [0, +-o00[, pour = fixé.
. +oo ap +o0
Donc ¢(0) = ®'(0) = / 5 —(0,t)dt = / e tdt = 1.
0 0

Dans la question précédente on a déja montré que la fonc-

“+oo
,avec ¢ @ x — / p(x, t)dt telle que ®(0) =0
0

it e "cosat est intégrable sur [0, +oc[ puisque majorée par

tion & : z f0+m§sin(zt)dt est dérivable sur |0, +oo[ avec
+oo

d'(z) = / e 'cos(zt)dt, pour tout z > 0, puis on a :
0
+o0 +o0 eliz—1)t t—+00

P'(z) = §Re/ e lel™ %e/ eliT=lt — Re [ } =
0 0 ir—1], 4

—Re ! I . Notez bien que : [e®@ V| = ¢t — 0

ir—1 2 +1
quand t — 4-00.
D’aprés la question précédente, on a : QZ(SL’) = ? pour tout

réel non nul z, et ® est de classe C! sur 0, +oo[ avec ®'(z) =

leg Vx > 0, donc ®(x) = arctanz + A Vz > 0, de méme

®(z) = arctan v + o Vo < 0, donc

12(33) _ arctanz+A Vo >0
arcta:rle—l—p VSL’ < 0
1 sizx=20

comme @E est continue sur R alors A = = 0 d’ou le résultat.

II.LUN AUTRE EXEMPLE

A elatif)A
(a+ip)t
o+

) [ eererar-
0
A A . (at+iB)A
/ e cos(ft)dt = Re (/ (O‘“ﬁ)tdt) = Re (e
0

oz—i—zﬂ) B

i (00 o =) _ o)+
Oé2 _‘_ﬁ2 o Oé2 _‘_%
A A
De méme / esin(Bt)dt = Sm < / el Ot gy
0 0
waasin(BA4) — §eos(54)
e P .

c) Pour p réel strictement positif, la fonction ¢ +— e
est intégrable sur [0,+oo[ car dominée par la fonction

+oo
! qui est intégrable sur [0,+o00[. Avec / e Pt cos(f3
0

A .
lim e Pt cos(ft)dt = lim — —pcos(BA) + Bsin(
A—+o00 0 A—s+400 p2 +ﬂ2

0, les exponentielles I'emportent sur les puissances.

. 1 . , L
2) La fonction h : t +— E est paire, pour montrer qu’elle est intégra

c
2

R, il suffit de le montrer au voisinage de oo, en effet — = ———

cht el +e
2e¢~", qui est intégrable en +o00, donc h aussi.

~ toop 01
3) a) h(z) / ehap(t)dt = / §e’xth(t)dt + / 56”%(—
0 —00

el ool
/ zmt dt + / _e—zxuh(u>du — / zmth(
o 2 0o 2

“+oo
/ —e h(t)dt = 2/ h(t) cos(xt)dt.
0

O

b) Pour tout réel u différent de 1 et tout entier naurel n >
n n u"
1 — k _ 1 — n+1 d — k B
( u)Zu u™™, done o Zu + e

k=0 k=0
N 1 e
particulier pour tout ¢ > 0, on a h(t) = — = 2——



RS k 2kt e P - ke —(2k+1)t L e sin(nt)dt + /ﬂ e " sin(nt)dt
27 [ (—1)Fe M 4 (—1) T ] - 2> (—1)e + =50 ;
k:;_(2n+3)t k=0 ~ i _xsin(nm) — ncos(nm) a8 sin(nm) — ncos(r
(—1)”+1ﬁ et donc pour tout réel x, on a : h(z) = 27r 2?2 4+ n? 2?2 4+ n?
— € n
+oo “ +oo " eh(en
) / Bt)cosat)dt = 43 (=) / e~ CHD o ()it + m2 + pzhiem).
0 . - k=0 0 b) Théoréme : Si f est une fonction 27-périodique, de classe
4(—1)mH / % em2ntd) cos(at)dt morceaux, alors sa série de Fourrier converge simplement, et
o l4e 2 ' point de continuité = de f, sa somme est égale a f(x) et ¢
Pour tout réel x et tout entier naurel n > 1, on a : I}Oznt) ie fdl&(:)OHtlnulte © de f, sa somme est égale & la demi-
+oo —(2n43)t +oo | o—(2n+3)t d .
S eos(at)dt| < e eos(a)dt < .
‘ /0 1+e 2 cos(xt) - /0 1+e™ 7 cos(a - La fonction u vérifie bien les hypoteses du théoreme et conti
/ —(2n+3)tdt — ] 77T[7 avec :
e
0 2n+3 . . M = 0 pour z = 0 ou x = 7, la série de Fourrie
) . 0p k —(2k+1)t _
D'autre part : ‘h(x) - 42(_1) /0 e cos(:ct)dt’ = fonction u étant an sin nt, d’ou an sinnt = ch(zt) Vi
+00 o —(2n+3)t +=0 n20 n>0
4‘/ 7608 (xt) dt‘ < — 0, quand n — 400, et ansinnt:Opourt:OOut:W.
+ e 2 2n+3 —
d’olr : h = 42 / ~@ntD cog(at)dt. ¢) Pour t = I ce développement devient : Z a1 Sit
n>0
T xm , — .
D’ aprés la. question Il.l.c on a : Vo € R, h(z) = 1>§ - Ch(T) car sinZny = 0, donc . ch(®
2n+1 ch () (—1)"+! 2n+1
42 +(2n+1)% T ; 224+ (2n+ 1)2
) 4 : — 2 (v
Caleul des coefficients de Fourrier - 5) 5 gplée; les questions I1.3.d et Il.4.c et la formule chy = ch (2)
ap = 5= u(t) cos(nt)dt = 0 car t +— wu(t)cos(nt) impaire sur
(] do méme [II.QUELQUES PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOU]
o . D’UNE FONCTION
t — u(t) sin(nt) paire sur [—m, x|, alors
by, = u(t) sin(nt)dt = 2— / )sin(nt)dt = 1) Transformée de Fourier d’une fonction intégrable
1/ o a) Pour z fixé, on a : e~ f(¢)| < |f(t)] Vt € R, or f une f
T /0 ch(xt) sin(nt)dt continue par morceaux et intégrable sur R ; donc ¢ +— e~ f|




b)

aussi d’ou pour tout réel z, f(x) = / e " f(t)dt est bien définie,

o]
—+00

en plus |f(x)| = |/ e () dt| < / |f(t)|dt = M, constante

—00
qui ne dépond pas de x et donc la fonction f est bornée .
Si de plus f est continue, alors ¢ — e~ f(t) est intégrable sur R et
x — e @ f(t) continue sur R, donc f est aussi continue .

2) Transformations

a)

f est une fonction continue par morceaux et intégrable sur R, donc
pour tout réel a, les fonctions f,(t) = f(t —a) et o f(t) = f(at) sont
aussi des fonctions continues par morceaux et intégrables sur R et
par suite possédent des transformés de Fourier, avec que pour tout

réel z, f.(r) = / e f(t — a)dt = e_“”’/

e f(u)du =

e~ f(z), en utilisant le changement de variable u = t — a et de
méme avec le changement de variable v = at on obtient ,f(x) =
ﬁf (%) (a # 0), faites attention ici aux bornes si a < 0 alors —oco
devient +o00 et inversement ce qui justifie le |al.

La transformée de Fourier de Papplication ¢ — f(t)e® au point x
est :

400 -
/_ e @t f(1)dt = f(x — a).

[e.9]

Si f est paire alors f(z) = /0 e L f(t)dt + /OO e T f(t)dt =

§ :O e " f(t)dt + / h el f(—O;)du = /0 - e E(t)dt +
e f(u)du =

0
+oo o0
/ e Tf(dt + / f)du =
o 0 0
2 / cos(xt) f(t)dt, on a utilisé le changement de variable u = —t
0

puis on a remplacé u par t puisque sont deux variables muettes.

Si f est impaire on obtient f(z) = 2@'/ sin(xt) f(t)dt.
0

d)

La transformée de Fourier d’une fonction réelle paire est réel
que celle d’une fonction réelle impaire est imaginaire.

3) Dérivation

a)

' f'(H)dt = f(z)— £(0) adn

0
limite finie quad * — 400, et donc lim f est finie, soit

f' étant intégrable sur R, donc

limite, si L # 0 alors |f(z)] — |L| > %, quand x — 4o

est continue, donc un intervalle [A, +oo] sur lequel | f| > %, (

intégrable sur [A, +o00[, donc le fonction constante % le ser:

ce qui n’est pas le cas, donc L = lim f = 0, et de méme on
+oo

quel_imsz.

f' étant une fonction continue par morceaux et intégral
R, donc admet une transformée de Fourrier, définie par |

}"\/($) _ /; ooe_ixtf,(t)dt _ [e—ixtf(t)}i

[e.e]

tion : Vo € R :

tend ver

i /+oo e f(t)dt = izf(z), done Fla) = T

o x
400, car f’ est bornée en utilisant la question II.1.a pour I
tion f’.

Le fait que l'application g : ¢t +— tf(t) est intégrable sur -
permet d’affirmer que f est de classe C! sur R et de dériver
signe intégral ; avec :

vz € R, (f)'(x) - —¢/

— 00

—+00

e f(t)dt = —ig(x).

Fin.
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours BCPST,
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Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
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précision les | références | des questions abordées.

EXERCICE

Pour tout entier naturel n, on pose

us

2
Wy, = / cos" t dt.
0

1. (a) Soitn > 2; trouver une relation entre w,, et w,_o.

(b) En déduire une expression de ws,, en fonction de n, a 'aide de factorilles.

2. (a) Montrer que la suite (nwywy,—1)y est constante.
(b) Vérifier que la suite (w, ), est décroissante.
(c) Montrer que wy, ~ Wy41 -

g

(d) En déduire que w, ~ /5. .

1
1—1¢
3. Montrer que, pour tout n € N, l'intégrale a,, = / "/ T3 dt est convergente.
—1

4. Soit p un entier naturel.
(a) Exprimer ag, en fonction de wsy,.
(on pourra utiliser le changement de variable tan § = %—jrft).

(b) En déduire une expression de as), , en fonction de p, a I’aide de factorilles.

(c) Donner alors un équivalent de agy,.

PREMIER PROBLEME

Dans ce probleme, B = (e1, e, e3) désigne la base canonique de l’espace vectoriel R? ; on rappelle
que e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) etez = (0,0,1).
On note f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

-2 5 2
A=|-1 4 2
2 -10 -5

1. (a) Montrer que f nadmet qu'une seule valeur propre notée c.

(b) Caractériser le sous-espace propre de f associé a la valeur propre «. Quelle est sa
dimension ?

(c) L'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

(d) Onpose u; =eq, ug = (f — aid)(u1) et ug = 2eq + e3.

Epreuve de Mathématiques I 1/3 Tournez la page S.V.P.
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i. Montrer que us et us sont des éléments de Ker (f — « id).
ii. Montrer que B = (u1, ug, u3) est une base de R3.

2. (a) Ecrire la matrice B de f dans la base B;.
(b) Ecrire la matrice de passage P de la base canonique a la base B; et calculer P~".

(c) Exprimer alors A a I'aide des matrices B, P et P~ 1.
3. Onpose J = I + B ou I est la matrice identité d’ordre 3.

(a) Calculer J2.

(b) Montrer que pour tout k € N*, B¥ = (—=1)¥(I — kJ).

(c) En déduire l'expression de A* pour tout entier naturel non nul &.

4. On considére trois fonctions u, v et w de R dans R, dérivables sur R et vérifiant le systeme
d’équations différentielles

V' (t) = —u(t) + 4v(t) + 2w(t)

{ U (t) = —2u(t) + 5v(t) + 2w(t)
(5) (
w'(t) = 2u(t) — 10v(t) — bw(t)

(a) Soit ¢ la fonction de R dans R? définie par

On rappelle que ¢ est dérivable sur Ret que Vit € R, ¢'(t) = (u/(¢),7'(t), w'(t)).
Montrer que le systeme (.S) équivaut a I'équation différentielle

(E) (1) = fle(t))-

(b) On écrit (t) = x(t)ur + y(t)ua + z(t)us.
Montrer que I'équation différentielle (£) équivaut au systéme

z'(t) = —x(t)
(8 { ¥t =) —y@)
Z(t) = —=(t)
(c) On suppose que u(0) = v(0) = 0 et que w(0) = 1; calculer alors z(0), y(0) et z(0).

(d) Résoudre le systeme (S’) avec les conditions initiales x(0), y(0) et z(0) trouvées a la
question précédente.

(e) En déduire la solution de (S) vérifiant les conditions initiales u(0) = v(0) = 0 et w(0) = 1.

DEUXIEME PROBLEME

Dans tout le probleme, on consideére les deux matrices réelles I = ((1) (1)> et ' = <Z _Cb> oub

est un réel non nul.

1. (a) Démontrer que I'ensemble C des matrices réelles d’ordre 2 qui commutent avec F' est un
espace vectoriel.(On rappelle que C = {M € My(R)/ MF = FM}.)

t
nécessaire et suffisante portant sur z, y, z, et t pour que M appartienne a C.

(b) Soit M = (‘z y) une matrice quelconque réelle d’ordre 2 ; déterminer une condition

Epreuve de Mathématiques I 2/3 —
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(c) Lorsque M est élément de C, montrer qu’il existe deux réels u et v tels que M = ul + v F.
(d) En déduire que (I, F') est une base de C.
2. (a) Prouver 'existence de deux réels a3 et (32 tels que F? = auF + 321. Pour cela, on calculera
as et O en fonction de a, b et c.

(b) Plus généralement, pour tout entier naturel n, prouver I'existence de deux réels «,, et 3,
tels que F" = o, F' + By 1.

(c) Déterminer une relation de récurrence entre o, +2, .+ et ay,.
(d) Déterminer o, lorsque:a =3, b= —2etc= —2.

(e) Déterminer v, lorsque:a =3, b=1letc=1.

3. (a) Prouver que C est stable par le produit matriciel.
(b) Caractériser les matrices inversibles éléments de C ?

(c) A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur a, b et ¢ les éléments non nuls de
C sont tous des matrices inversibles.

(d) Danslecasotia = 3, b = —2 et ¢ = —2, y’a t-il dans C des matrices non inversibles ?
Sioui, lesquelles ? .
4. On considere I'endomorphisme ¢ de C défini par (M) = F'M.
(a) Justifier que ® est un automorphisme de 1'espace vectoriel C si et seulement si F' est
inversible.
(b) Déterminer la matrice G de ® relativement a la base (Z, F') de C.

(c) A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur a, b et c 'endomorphisme ¢ est-il
diagonalisable ?

FIN DE L’EPREUVE
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Exercie 1 :

1) a) On procéde par une intégration par parties a deux reprises, d’ou

2 2 z
w, = / cos" tdt = / sin’tcos" 'dt = [sintcos" )¢ + (n —
0 0

SIE]

2
1)/ sintcos" 2dt = (n — 1)/ (1 — cosHtcos" 2dt = (n —
0 0
Dwp—9 — (n — 1)w,, d’ou la relation :

n—1

Wn—2 (1)

Wy =

b) D’aprés la formule précédente on a :

_ 1
w2—§w0

En faisant le produit termes a termes, on obtient : w,, =
(2n—1)(2n—-3)...1 (2n)!
wy =
2n)@2n—2)...2 " ((2n)(2n—2)...2)
par (2n)(2n — 2)...2 dans le numérateur et le dénominateur) or
(2n)(2n —2)...2 =2"n! et wy = 3, d’ou la formule finale :

5Wo, (on multiplie

(2n)!mw
Wap = QZ"TW (2)

Un nwyWn—1 P
2) a) Posons v, = nw,w,_1, alors = =1, d’aprés
Un—1 (n - 1)wn—1wn—2
™

X

[=IV1F

3
la formule (1), d’ott nw,w,_1 = wiwy = / cos tdt x g = [sin ]
0

3)

4)

T om
2 2 -

MWnln-1 = 5 (3)
b) wpiy1 < w, du fait que V¢ € [0,Z], on a: 0 < cost < 1 ¢

’ 2
cos"t1t < cos™t.
¢) Puisque (w,) est décroissante on a : w, < w,_1 < Wy,_3, O
I'inégalité par w, et on d’aprés la formule (1) ,ona:1 < ==t

n
au passage a la limite, on obtient : lim ="~ = 1 et pa
n
lim wwil =1, et on affirmer maintenant que :
n

Wy ~ Wy, (4)

™

d) D’aprés les formules (3) et (4) on a : § = nw,w,_1 ~ nw3, «

™

n ™ -~ )
w 5, ()

. o -t
La fonction définie sur | — 1,1] par f(t) = [t" 1——|—t| préser
singularité au point ¢ = —1 , posons alors le changement de -

u=t+1— 0quand t — —1, on adonc : f(t) = f(u—1) ~g -

K
K =2"2, or u — —= = Ku® est intégrable sur |0, 2], car intég

Vu

Riemann avec v = —1 > —1, donc f est aussi intégrable sur | —
1—1t
a) tan9 = 1——H — tan29(1 + t) = 1 — ¢ —
1 —tan® 6
78“12 = cos’ —sin?f = cos20, ainsi dt = —2si
1 + tan® 6



b)

c)

en plus —1 < tfrmlo]—— = 0 < 0 < 7, dol ay, =

2/2 sin 26 tan 0(cos 20)*Pdt = 2/2 2sin? f(cos 20)*Pdt = 2/2 (1—
0 0 0
cos 20)(cos 20)*dt = 2/2 (cos 20)?Pdt — 2/2 (cos 20)*PT1dt), or en
0 0
général b, = 2/2(008 20)"dt = / (cosu)"du = /2 cosu"du +
0 0 0

u 2
/ cosu"du = w, + z,, avec z, = / (—1)"cosv"dv = (—1); a
z 0
I'aide du changement de variable v = m —u donc by, = 2ws,, bapy1 =
O, Qop = 4w2p.

@)l
" = BTyl

Aop = 4w2p ~ 2\/%

PREMIER PROBLEME

1)

a)

b)

d)

En calculant le polynome caractéristique de A on trouve
Pa(X) =det(A— X1I3) = —(1+ X)? donc —1 qui son unique racine
sera l'unique valeur propre de f.

(x,y, z) valeur propre de f associée a la valeur propre —1 <= AX =
—X ou

x
X=1uy

z
I’équation
—x 4+ 5y + 2z = 0, qui est ’équation d’un plan de 'espace donc de
dimension 2.

, ce qui donne trois équations toutes proportionnelles a

Non parceque la multiplicité de la valeur propre —1 dans le po-
lynome caracéristique est 3, alors que la dimension de 1’espace propre
associée est 2, qui ne sont pas égaux.

1. ug = f(er)+er = (=2,-1,2)+(1,0,0) = (=1, —1, 2) vérifie bien
I’équation : —x+5y+22z = 0, de méme uz = (2,0, 1) vérifie aussi

2)

3)

la méme équation donc tous les deux vecteurs propres ¢
a la valeur propre —1, c’est a dire éléments de Ker(f +

ii. card(B;) = 3 = dimR3, pour montrer donc que c’est w
de R3, il suffit alors de montrer qu’elle est libre, et po
il suffit de montrer que son deteminant dans la base car

1 -1 2
est non nul, en effet detg(B;) = 0 —1 0 | = —1#
0 21
On a (f +idgs)(u1) = us = f(u1) = —uy + ug, d’aut
f(ug) = —us, f(ug) = —u3 , donc la matrice B de f dans la |
-1 0 O
sera B = 2 -1 0
0o 0 -1
1 -1 2
P = 0 —1 0 |, on calcule P~ & 'aide de la formul
0 21
1 -5 =2
comatrice, par exemple on trouve : P~'=| 0 —1 0
0o 2 1
A = PBP~! cest un résultat de cours.
000
Ona:J=|2 0 0 |,doncJ?=0
000
On BI = IB, on peut donc utiliser la formule du binéme d

ton : .

Bf = (J—I)F =) CLJ"(—1)"" or J2=0donc JV =0
p=0

donc dans la somme il ne resterait que les indices p = 0,p =

Bf = (=) + CL(=1)*1J = (= )*(I — kJ).

A= PBP' = Vk € N*: Ak = PBp-1 =
kJ)P~! =
(—1)*(I — kPJP~.

(=1)



4) a) L’écriture matricielle du systéeme est Y = AX ou

u(t) u'(t)

v(t) v'(t)
w(t) w'(t)

X: y Y:

Ainsi X,Y sont les coordonnées repectifs de (t) et ¢'(t) dans la
base canonique de R? et A la matrice de f dans cette méme base,
cette écriture matricielle devient alors ¢'(t) = f(p(t))

On a ¢(t) = z(t)us + y(t)us + 2(t)us, aprés dérivation on obtient
o' (t) = 2’ (t)uy + ¥ (t)ua + 2/(t)us, ainsi les coordonnés respectifs de
©(t) et ¢'(t) dans la base B sont

z(t) 2'(t)

y(@) |, y'(t)

2(t) 2/ (t)

La relation ¢'(t) = f(¢(t)) s’écrit alors matriciellement dans la base
By : Y; = BXj, ce qui donne exactement le systéeme (S').

DEUXIEME PROBLEME
1)

Xy = Yi=

a) On a d’abord C C Mj(R), la matrice nulle commute avec F', donc
C # 0, en plus V(M,N) € C?, VA € R, on a (M + AN)F =
MF +ANF = FM + AFN = F(M 4+ AN), dou M + AN € C et
par suite, C est un sous espace vectoriel de Ms(R).

b) Tout calcul fait on a :
[ axr —bz ay—bt [ ax+by —br+cy
FM_(b:c—ircz by—l—ct)’ MF_(az+bt —bz + ct
axr — bz = ax + by
_ ay — bt = —bx + cy z2=—y
Done ME = FM = br + cz = az + bt {:){b(x—t):(c—
by + ct = —bz + ct
. [y [ r—t+t y B
c) Sth-(Zt)ECalorsM_(_y t—:n+a:)_
(Ty+t yc_a , dautre part ul + oF =
—y -GSty ta

2)

w4+ ve ) pour avoir M = ul + vF il suffit de j

<u+va vb
v:—— u—x+

D’aprés la questlon précédente (I, F) est une famille générat

C, elle est en plus car I et I’ ne sont pas proportionnelles, do
de C.

a® — b?
ab + be

—ab — be

OnaF2:< T

), d’ott ag = a+ ¢, By = —«
On raisonne par récurrence.

Pour n = 0, prendre ag = 0, 3y = 1.

Supposons le resultat vrai pour n et montrons que c’est vr:
n + 1. En effet " = o, F + 8,] = F"*' = F(a,F +
anF? + B F = ap(aol + Bol) + B, F = (o + Bp)F +
prendre donc a,, 11 = Qs + By, Bpr1 = apfo.

D’aprés la question précédente o, o = api100 + Gui1 =
09, c’est donc une suite récurrente linéaire d’équati
ractéristique 7% — agr — B2 = 0 et de déscriminant A = a3 4
(a+ c)? — 4(ac + b?).

Dans ce cas A =9 et par suite o, = A\r] + pry ou r = —2
solutions de I’équation caractéristique 72 +r —2 =0 et \ et
des constantes qu’on peut trouver a l’aide des conditions i
Qp = 0, ap = 1.

Dans ce cas A = 0 et par suite a,, = (A4 pn)r" onr = 2 s
double de I'équation caractéristique 7> — 4r +4 = 0 et \ et
des constantes qu’on peut trouver a l’aide des conditions i
Qp = 0, p = 1.

Soit (M, N) € C?, alors M = ul +vF,N = v/ + v'F, d’on
' I+ (uwv' +ou' ) F+0v' F? = u/ T+ (uv’ +ou') F +ov' (ao F +
(ur’ + vv'betay) I + (uv' +vu' + vv'as) F € C, ainsi C est stab
le produit matriciel.

Soit M = ul +vF € C, alors M est inversible si et seules
det(M) = u? + (a + c)uv + (ac + b*)v? # 0.



4)

c)

Toutes les matrices sont inversibles si et seulement si V(u,v) €
R?  u?+(a+c)uv+(ac+b*)v? # 0 si et seulement si (u+“Ev)?+

(ac+b? — %)02 # 0 si et seulement si ac+ b* — % >0 siet

seulement si 40> —a® —c?+2ac > 0 si et seulement si 4b* > (a—c)?.
Dans le cas ol a = 3,b = —2,¢c = —2 on a 16 = 4 <
(a — c)? = 25, et avec les notations précédentes M = ul + vF
est non inversible si et seulement st u et v solutions de 1’équation :

2 N .
(u+ %) + (ac+ 0% — N2 = 0 Cest & dire (u— 1v)? — 202 = 0
si et seulement st u — %v = —%U ou u — %v = %v si et seulement
si u = —v ou u = 2v, donc toutes les matrices sont inversibles sauf

celles de la forme u(l — F') ou v(2] + F'), c’est & dire non propor-
tionnelles ni a [ — F' ni a 21 + F

11 suffit de montrer que ® est injective si et seulement si F inver-
sible.

En effet si I inversible alors M € ker ® = FM =0 = F'FM =
M = 0 = P injective.

Inversement supposons & injective, et que F' n’est pas inversible

donc dX = g € R2telque: X # 0 et FX = 0, posons

M = O), on a alors M # 0 avec FM = 0 c’est

Q@
6 0
M € ker @, contradiction avec le fait que ® n’est pas injectiy
I est inversible.

(U

O(I) = F et ®(F) = F? = apF + oI, dou G = (1 ]

0 —b®—ac
1 a—+c

® diagonalisable si et seulement si G diagonalisable si et set
st G admet deux valeurs propres distinctes si et seulement si
criminant de son polyndme caractéristique X2 —(a+c)X +?
non nul si et seulement si (a+ c)? —4b* —4ac # 0 si et se
si (a —c)? # 4b%.

FIN DU CORRIGE
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours BCPST,
comporte 3 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références | des questions abordées.

PREMIER PROBLEME

Dans ce probleme, M5 (R) désigne I'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels.
La matrice identité de M3 (R) est notée Is.
N . 1 1 N L , .
On considére la matrice A = <_ 5 4> appartenant a M3 (R) et on désigne par f I'endomorphisme

de R? canoniquement associé a A. On note enfin 5 = (e, e2) la base canonique de R2.

Premiére partie
1. Déterminer les valeurs propres de la matrice A.

2. Montrer que les sous-espaces vectoriels Ker (f — 2idgz) et Ker (f — 3idg2) sont supplémentaires
dans R2.

3. Construire une base (€}, ¢5) de R? avec ¢} € Ker (f — 2idg2) et ¢ € Ker (f — 3idp2).
4. Ecrire la matrice D de f dans la base (¢, €)).

5. En déduire qu'il existe une matrice P, inversible d’ordre 2, telle que A = PDP1; expliciter
PetP L

6. Pour tout entier naturel non nul n, calculer la matrice D" puis en déduire 1'expression de A"
sous forme de tableau matriciel.

Deuxiéme partie

Pour tout entier naturel n et tout réel ¢, on note E,,(¢) la matrice définie par

k=0

avec la convention A? = I,.

Cette matrice sera écrite sous la forme E,,(t) = (

an(t) bn(t)>
en(t) du(t))”

1. Expliciter les coefficients ay,(t), by(t), c,(t) et dy(t) de la matrice E,,(t).

2. (a) Rappeler le développement en série entiere da la fonction exponentielle.

(b) Justifier que les suites (an(t)), s (0n(1)), > (€n(t)),cn et (dn(t)), oy SONt cCONVergentes
et expliciter leur limites respectives notées a(t), b(t), c(t) et d(t).

Dans la suite, on pose E(t) = (CCL((;; Z({g) , teR.

Epreuve de Mathématiques I 1/3 Tournez la page S.V.P.
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3. Montrer qu’il existe deux matrices Q) et R, éléments de M3 (R), telles que

E(t) =e*Q + ¢*R.

4. (a) Que vautla matrices  + R ? Et la matrice 2Q + 3R ?

(b) Montrer que, pour tout réel ¢, E(t) est une combinaison linéaire des matrices A et I5.
5. Calculer les matrices Q?, R?, QR et RQ.

6. Montrer que, pour tout couple (s,t) de réels, E(s)E(t) = E(s+t) = E(t)E(s). En déduire que
E(t) est inversible et donner son inverse.

7. Montrer que I'application t — E/(t), de R vers Ms(RR), est injective.

Troisiéme partie

On considere le systeme (S) d’équations différentielles

=x+y
() { y = —2x+4y

On appelle solution du systeme (.5) tout couple (u,v) de fonctions dérivables sur R telles que,
pour tout réel ¢, on ait

{ W (t) = u(t) +v(t)
V' (t) = —2u(t) + 4ov(t)

1. Soit (u, v) une solution de () ; pour tout réel ¢, on pose

(i) =#0 (1)

(a) Exprimer les réels u; () et vi(t) al’aide de u(t), v(t) et des coefficients de la matrice E(—t).

(b) En déduire que les fonctions u; et v; sont dérivables sur R et calculer leurs dérivées.

2. Montrer alors que (u,v) est une solution de (.5) si et seulement s’ilexiste un couple («a, 5) de

. . . t) a
Is tels que, tout réel ¢, tu(>—Et<>.
réels tels que, pour tout réel ¢, on ai (v(t) (t) 3

SECOND PROBLEME

Dans ce probleme, E désigne I’ensemble des polyndmes a coefficients réels,et ,pour tout entier
naturel n, E,, désigne I'ensembles des polynomes réels de degré inférieur ou égal a n.

On rappelle que E est un espace vectoriel réel et que, pour tout n € N, E,, est un sous-espace
vectoriel de E.

Enfin, on définit I'application ® de E vers E qui a tout polyndme P associe le polynéme
@ = ®(P) défini par
VzeR, Qx)=(2*>—1)P"(z)+2xP'(x).

1. (a) Vérifier que ® est une application linéaire.

(b) Montrer que pour tout n € N, le sous-espace vectoriel F,, de E est stable par .
Dans la suite, on note ®,, I’endomorphisme de F,, induit par ®.

Epreuve de Mathématiques I 2/3 —
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2. On pose g9 = 1, et pour tout entier naturel non nul k, on note ¢, le polyndme défini par
V x €R, ei(z) = 2*. Onrappelle que la famille B,, = (e, €1, . . . ,&,) est une base de E,,.

(a) Calculer ®(eq), ®(e1) et ®(ey) pour tout entier k > 2.
(b) Ecrire la matrice As de I'endomorphisme @3 relativement a la base Bs.
(c) Quelles sont les valeurs propres de la matrice A3 ?

(d) L'endomorphisme ®3 est-il diagonalisable ?
3. Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par U, le polynoéme défini par
VzeR, U,(x)=(z*-1)",

et on note P, le polyndme dérivée n-ieme du polyndéme U, : P,, = (U,)™ . On convient enfin
que Up = Py = 1.

(a) Etablir que, pour tout entier naturel n et tout réel 2, (x> — 1)U, (2) — 2naUp,(z) = 0.

(b) En dérivant (n + 1) fois les deux membres de la relation précédente, montrer que, pour
tout entier naturel n, &®(P,) =n(n+1)F,.

(c) Montrer alors que la famille (Fy, ..., P,) est une base de E,,, formée de vecteurs propres
de ®,,. Que peut-on conclure sur @, ?

4. Soit P € E un polynéme non nul, de degré p et dont le coefficient dominant est noté «a;,, p € N.
Soit enfin n € N.

(a) Montrer quesi ®(P)=n(n+1)P alorsp=n.

n
(b) Icion prend p = n, on écrit P(x) = Z oz, x € R, et on suppose que ®(P) = n(n+1)P.
k=0
eFtablir que a1 = 0 et trouver une relation entre «; et a2, pour tout & € {0,...,n—2}.
e En déduire, sans les calculer, que tous les coefficients non nul de P s’expriment en
fonction de ay,.

(c) Justifier alors que la dimension du sous-espace vectoriel Ker (<I> —n(n+1)id E), de E, est
égalea 1.

FIN DE L’EPREUVE
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PREMIER PROBLEME.

Premieére partie.

1) A valeur propre de A <= A — AI, non inversible
< det(A—A) =0
— (1-MN4d-N+2)=0
<= AN -5 +6=0
<~ e {2,3}

2) Xz(i)GKer(f—QidRQ) — AX =2X

— —x+4+y=0

Donc Ker(f — 2idg2) = {x( 1 ) tel que : = € R}, sa dimension est

, . 1
égale a 1, et ayant pour base le vecteur < ) )

X:<z)eKer(f—3idRz) — AX =3X
< 22+y=0

De méme

Donc Ker(f — 3idg:2) = {x( ; ) tel que : x € R}, sa dimension est

, X 1
égale a 1, et ayant pour base le vecteur 5

2idg2)NKer(f —3idg2) = {0}, de plus dim(Ker(f —2idg2))+dim(Ker(f —
3idg2)) = 2 = dim(R?), donc Ker(f — 2idpz) ® Ker(f — 3idgz) = R2.

3) Prendre B' = ¢ = ( ! ) el = ( ; ), il est clair qu’elle est libre car

1

. Il est clair que Ker(f —

son déterminant est =1 # 0, de plus elle est de cardina

11
1 2
2 = dim(RR?), donc c’est une base de R.

4) f(e) = 2¢, f(ey) = 3¢}, done D — < g g )

5) D’aprés un résultat de cours, on peut dire que : A = PDP~

P:PB—>B’:<} ;),etP_1:<_§ _})

L (2" 0
0 o= (20)
A" = (PDP~Y" = ppnp-!

(1) (v =) (2 7)

B 2n+1 —3n —on 4 3n
S\ 2nft 23" —2n 423

Deuxiéme partie.

1) D’aprés la question 6) de la partie 2, on peut dire que FE,,(t) =

k=0
. tk k+1 - tk k - tk k . tk k
> e > s T2t t > Pk
k=0 k=0 k;o k::On N Ce qui do

ntkk+1 — "o t* t ok
Zﬁ —2253 ‘252 +2ZH?’
k=0 k=0 k=0

expressions demandées.



2)

3)

4)

5)

6)
7)

8)

n tk tn—i—l

D’aprés I'inégalité de Taylor, on a : e’ — — 0, quand

. S -
k! (n+1)!
n — +00, car les factorielles dominent les puissances.

"t ()
a,(t) =2 Z 0 Z A 2e% — 3t
k=0 k=0
"L 20F N (3)F o | st
bn(t) _ Z —k! + Z —k! — —e“" + e,
k=0 k=0
"L (2t)k — (3t)"
cn(t) =2 (20" _ 2 (37) — 2% — 2¢™
k! k!
k=0 k=0
L (26)k = (3t)k
dn(t):—z(k') +2 (k') _)e2t_|_2e3t
= 22t i:é)?)t —e?t + e
Et donc E(t) = L 9e2 _ 9Bt o2t | 93t
2e2t _ 3t —et + et ot 2 —1 3t -1 1
E(t) - 2€2t_263t _62t+263t =€ 2 -1 Te -2 2

Prendredoanz(i :1)etR:(:; ;)

a) Q+R=1et2Q+3R=A.

b) En résolvant le systeme :
20 +3R=A R=—2[,+ A"
dolt E(t) = e*Q + ¥R = (3e* — 2e3) [ + (—e* + %) A.
Tout calcul fait on trouve : Q? = Q,R? = R,QR = RQ =0 (%).
E(S)E(t) _ (62SQ + essR)(eth + estR) — 62(3—1—1&)@ + 63(s+t)R — E(S + t),
en utilisant les rrelations de (*), de méme E(t)E(s) = E(t+s) = E(s+t).
En particulier E(t)E(—t) = E(0) = Q+ R = I, d’ou E(t) est inversible,
dont 'inverse est E(—t).
E(s) = E(t) = E(s —t) = E(s)E(—t) = E(s)E(t)"' = E)E(t)™! =
L, or BE(s—1) = eX670Q + 360 R = (3e2571) — 2367 [ 4 (—e2(s=8) 4
3= A, or la famille (A, I,) est libre car ne sont pas proportionnels d’olt
le systeme :

on trouve que :

1)a>($$)=(§ﬁ:;l

362(S_t) _ 263(s—t) =0
_62(s—t) + e3(s—t)

2(s—t)

_ o qui donne e = 3678 = 0, d’out

donc l'application E: R — Mjy(R) est injective.

t — E(t)

Troisieme partie.

e ) ().

(9) up(t) = (2672 — e 3N u(t) + (—e 2 + e 3 u(t)
v1(t) = (2672 — 2e 3N u(t) + (—e 2 + 2e73)v(t)
Donc u; et v; sont dérivables en tant que somme et produit ¢

tions dérivables.
u'(t) = u(t) +v(t)

V'(t) = —2u(t) + d(t) T M

Tout calcul fait et vu que

wy(t) = 0,v1(t) = 0.

2) En tenant compte du systeme (S) on montre que :

1)

{

a)

v'(t) = —2u(t) + 4v(t) vy (t

u'(t) = u(t) + o) ui(t) =

si et seulement si
si et seulement si
st et seulement si

si et seulement si (

SECOND PROBLEME.

Soit P et ) deux polynémes et, A\ un nombre réel. ®(P + A
(22 =1)(P+2Q)“(x) +2z(P+2Q) (x) = (2 = 1) P"(x) + 2z
AM(2? — 1)P¥(z) + 22P'(z)) = ®(P)(z) + A\(Q)(z), d'ot
linéaire.

Soit P un polynome de degré inférieur a n, or
deg ((z* — 1)P“(z)) = deg(P) et deg(2zP'(x)) = deg(P
deg(®(P)) = deg(P) < n, et donc ®(E,) C E,, ce qui ve
que F, est un sev stable par ®.



2)

3)

D(g9) = 0,P(g9) = 2¢1, P(g0) = —k(k — Deg_o + k(k + 1)ey,
00 -2

As=|( 0 1 O
00 6

As est une matrice triangulaire supérieure, donc ses valeurs propres
sont ses termes diagonaux : 0,1 et 6.

Oui, elle est diagonalisable, car admet 3 valeurs propres distinctes.
Un(x) = (z*=1)", donc U} (z) = 2nx(x*—1)""1, d'ou (z*—1)U.,(z) =
2nz(r? —1)" —2nxU( ).

On dérive n + 1 D'égalité précédente, et on utilise la formule de
Leibniz, donc :

((@? = DU, ()0 = (QWU( o)

= chﬂ e VI (ACH) R Z% (2n2) ™) (U, ()"

=> C° (2 = DO () D) +Cl+1(x —1) (U, ()™
+CQ+1(:c —1) (U, ()"~
= Y1 (2n2) O (U, (z)) "+ +C1 1 (2n2)M (U, ()™

e (@ DU 1 2+ Dl (x) 4 n(n 4 DU (@)
—anU("+1( )+ 2n(n + DU (2)

— (22 = DUV (2) + 2200 (2) = n(n + DU ()

= (2? —1)P () +2zP! () =n(n+ 1)P,(z)

— O(P,) =n(n+1)P,

(Po, ..., P,) est une famille de cardinal n+ 1 = dim (£, ), pour mon-

trer que c’est une base il suffit de montrer qu’elle est libre, pour cela
on va raisonner par récurrence sur n € N,

Pour n = 0, la famille { Py} est libre car P # 0.

Supposons le resultat vrai pour n — 1 et montrons que c’est vrai
pour n.

Soit (Ag)o<k<n tel que : AgPy + ...+ A\, P, = 0 (1), appliquons &
a cette égalite tenant du fait que : ®(P) = k(k + 1)P, on ob-
tient : 2\ Py + ... + n(n + )N\, P, = 0 (2), faisons maintenant :
(2) —n(n+1) x (1), on obtient :
2—nn+1)MP+...+(n—1)n—n(n+1))\—1P,—1 =0, or la

4)

famille (P, ..., P,_1) par hypothese de récurrence, donc
Al =...= X1 =0, et (2) devient n(n + 1)\, P, = 0, donc
et enfin (1) donne Ay = 0.

a) (Py,...,P,) est une base de E, et P € E,, donc P s’ecrit co
son linéaire de cette famille, posons P(z) = agPo(x) + ...+«
avec a, # 0, car deg(Py) = k et deg(P) = p, or ®(P) = n(n
et ®(P;) =n(n+ 1)P, dou 'on obtient :

201 Py (x) + ...+ p(p+ 1)a,P,(z)

= n(n + 1)agPy(z) + ... + n(n + 1)a,P,(x), on fait la dif

donc : (n(n+1)—1agPy(x)+...+(n(n+1)—p(p+1))a, Py
r (Fy,...,DP,) est libre donc (n(n + 1) —p(p + 1))a, =

nn+1)—plp+1) = 0 car a, # 0, dou n? — p* +n
mn—p)(n+p+1)=0,doun=pcarn+p+1+#0.

®(P)(z) = ap®(a¥)
kZO’I’L n
== k(k—Daga™ 2+ k(k+ 1)aya
k=(2) k=0
== (k+2)(k+ agor’ +Zk
k=0 k=0
n—2
= (k4 1) (kax — (k + 2)ag2)2"
k=0
+(n — Dnap,_12"t + n(n + 1)a,z"

k

)=

n(n+1)P(x) n(n+ 1)ogx

k=0
Par identification, puisque la famille (Fy, ..., P,) est libre

n(n+1)a,—1 = (n—1)na,_1, d’ot a1 = 0 car n(n+1) # n
Mais aussi (k + 1)(kay — (kK + 2)ags2) = n(n + 1o,
(k(k+1)=nn+1))ar = (k+1)(k+2)ars  (3)

— Comme «,,_1, d’aprés la relation (3) on peut conclure que
0, puis «,,_5 = 0, et ainsi de suite donc tous les a4, sont nu



k de méme parité que n — 1. est o, donc dim (Ker(® —n(n+1)Ig)) = 1.
Toujours d’aprés la méme relation, on peut exprimer a,,_s en fonc-
tion de «,, puis «,,_4, en fonction de «a,,_o et donc en fonction «,
et ainsi les a; tel que : k de méme parité que n s’expriment en
fonction de «,.

c) Soit P € Ker(®—n(n+1)Ig), alors ®(P) = n(n+1)P, et donc tous Fln
les coéfficients de P s’expriment en fonction d’un seul parametre qui .
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L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filiere BCPST,
comporte 3 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction et
a la présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il convient en particulier de
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Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il
le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

PREMIER PROBLEME

n
1
Dans ce probléme, on considére la suite (Sn)n cn- définie par : S, = Z 72 "€ N*; I'objet est

k=1
de montrer qu’elle est convergente et de calculer sa limite.

Premiére partie

1. (a) Montrer que la suite (.S,,) est croissante.

neN*
(b) Montrer que, pour tout entier k£ > 1 1 < / o dt < !
q ’p /,(k+1)2\ L t2\k2-
™ dt
(c) En déduire que, pour tout entiern > 1, S,, <1+ / R
1
(d) Montrer alors que la suite (Sn)n cn- €st convergente. Dans la suite de ce probleme, on note ¢

la limite de la suite (S”)neN* )

2. Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

ntPEL gt Pt déd 1 1
a) Montrer que — < Spap—95n < — etendéduire que <fl-5, < —.
( ) q /n+1 t2 n+p n /n t2 q n+ 1 n n
(b) Calculer S, et en déduire un encadrement de ¢ par deux nombres ayant chacun deux

décimales.

Deuxiéme partie
1. (a) Sicetdsont deux réels et k un entier naturel non nul, montrer que

(2c+d)(—1)F —d
k272 '

1
/ (ct® + dt) cos(knt) dt =
0
(b) En déduire qu’il existe un unique couple (a, b) de réels tels que, pour tout entier k > 1,

1
1
/ (at® + bt) cos(knt) dt = =l
0

1 1 &
(c) Soit n un entier naturel non nul ; calculer la valeur de / (at? + bt) ( 3 + Z cos(lmrt)) dt
0 k=1

en fonction de .S,,.
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2. Montrer que, pour tout entier n > 1 et tout 6 €]0, 7|,

sin ((2n +1)6)
sin 0 '

1+2 Z cos(2k0) =
k=1

3. Soit f une fonction réelle de classe C! sur [0, 1].

1 1
(a) Montrer que, pour tout A > 0,/ f(t)sin(At) dt = 10) = Ji\(l) COS/\+§/ f'(t) cos(At) dt.
0 0

1
(b) En déduire que la fonction A — / f(t)sin(At) dt tend vers 0 lorsque A tend vers +oc.
0

Troisiéme partie
On considere la fonction f : [0,1] — R, définie par

) = T

2

si t#0 et f(0)=—m.

1. (a) Montrer que f est continue sur|0, 1].

(b) Justifier que f est dérivable sur |0, 1] et que f’ posseéde une limite finie a droite en 0.
(c) En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer que f est dérivable en 0.
)

(d) Déduire de ce qui précede que f est de classe C* sur [0, 1].

ﬂ).

1 n
2. Vérifier que, pour tout t € [0,1], (at* + bt) (5 + Z cos(lwrt) = f(t)sin ((2n + 1) 5
k=1

3. En déduire la valeur de ¢, puis vérifier I'encadrement vu a la question 2.(b) de la premiere
partie.

SECOND PROBLEME

Dans ce probléme, par “solution d"une équation différentielle”, on fait référence aux solutions a
valeurs réelles définies sur R.
Si f est une fonction réelle continue sur R, on lui associe I'équation différentielle

y'+y = (&)

Premiere partie

Pour tout réel x, on pose C(z) = cosz et S(z) = sinx.

1. Résoudre I'équation différentielle y” +y = 0 et vérifier que I'ensemble ¥ de ses solutions est
un espace vectoriel réel puis que la famille (C, S) est une base de X.

2. On note X 'ensemble des solutions de 1’équation différentielle
y' +y = sin(Az), (Ex)

ol A est un réel non nul tel que \? # 1.

Epreuve de Mathématiques I 2/3 —
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(a) Montrer qu’il existe un unique réel a, que 1'on calculera, tel que la fonction
Sy x+—— asin(Az)
soit un élément de 2.
(b) Montrer alors que X\ = {aC + 3S + S\ ; (a,8) € R?}L
(c) Vérifier que les solutions de I'équation différentielle (E») sont toutes 27-périodiques.

(d) Montrer que la fonction Sy est périodique et préciser ses périodes puis en déduire que
I'équation différentielle (F 5) n’a pas de solutions 27-périodiques.

Deuxiéme partie

Dans cette partie, on désigne par f une fonction continue sur R, a valeurs réelles ; pour tout réel

x,onpose () :/ f(t)sin(x —t) dt, ¢1(x / f(t)costdt et / f(t)sint dt.
0

—_

. Montrer que ¢; et ¢ sont dérivables sur R et calculer ¢/ (z) et p5(z) pour tout z € R.

N

(a) Montrer que, pour tout réel z, ¢(x) = pi(x)sinz — a(z) cosx.
(b) En déduire que ¢ est dérivable sur R et exprimer ¢'(z) pour tout z € R.

(c) Montrer que ¢ est deux fois dérivable sur R et qu’elle est solution de 1’équation
différentielle (£y).

3. Soit g une solution de I'équation différentielle (£¢) ; montrer que la fonction (g—¢) est solution
de I'équation différentielle y” +y = 0 et en déduire qu’il existe un unique couple (o, 3) € R?
x

tel que, pour tout réel z, on ait g(x) = acosz + Fsinz + / f(t)sin(x —t) dt.
0

4. Application: Soit h : R — R une fonction de classe C? telle que h” + h > 0.

(a) Vérifier que h est solution de I'équation différentielle (£f,) ou f1 = h” + h.
(b) Déduire des questions précédentes que, pour tout réel z,

r+7
Wz +7) + h(z) = / Fi(t) sin(z — 1) di,
puis que  h(x + ) + h(z) > 0.
5. Cas ou f est 2m-périodique
On revient au cas général et on suppose que f est en plus 2w-périodique.

(a) Sil’équation différentielle (£;) possede une solution 27-périodique g.
i. Montrer alors que la fonction ¢ est 2r-périodique.

ii. Montrer que, pour tout réel z, f(t)sin(z — t) dt = 0 et en déduire que
0

2 2w
f(t)sint dt = f(t)costdt =0.
0 0
2m 2m

(b) Réciproquement, montrer que si / f(t)sint dt = / f(t)cost dt = 0 alors toutes les

0 0
solutions de 1’équation différentielle (£¢) sont 27-périodiques.

(c) Si f est la fonction sinus, I’équation différentielle (£;) possede-t-elle des solutions 27-
périodiques ?

FIN DE L’EPREUVE
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1) a)
b)
)
d)
2) a)
b)

Corrigé Concours Marocain : ‘BCPST-2005 I

PREMIER PROBLEME

Premiere partie

1
SnH—Sn:WZO, donc (S,) est croissante.
n
1 1 1
E<t<k+1 :>—<—<—
SEE R ISR

1 k+1 1 k+1 1 k+1 1 1
—_ = ——dt < —dt < —dt = —
(k+1)2 /k k+12 = /k 2o = /k RO TR

D’aprés la question précédente on a :

1 k+1 1 noq
1+Z +z/k gt =1+ [ Za

k=1

"1 1" 1
D’aprés la question précédente on a : S,, < 1+/ t—2dt =14+ [——] =2—— <2,
1 nj, n

donc (S,,) est majorée or elle est croissante donc converge vers une limite finie

k+1
D’aprés 1.b) moyennant un changement de variable on en déduit que / —dt <
k

n—+p n+p

1 k ntptl ntp o gl
ng/kthdt donc/n —dt Z/ dt < Z Z/Mt—th:

+1

n-+p
/ —dt, d’aprés l'inégalité précédente on a, aprés intégration : —
. t? n+1
1 1

< Spip — S < — — , quand p — 400 avec n fixé on obtient

n+p+1 7~ “n n+
<1_s5 <t
n+1— n
S =14 9% 07986 donc 1.62 — - 4 5, < 1% 45, = 1.67
= — = n = — — =
4 144 one 5 As T

Deuxieme partie
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1)

2)

3)

1)

1 1 1 1
) / (ct? + dt) cos(kmt) At = - [(ct? + db) sin(knt)]} —-1 / (2t + d) sin(knt) dt
0 S—— —— k3 - Sk Jy ~————

u v’ nul u v
2c !
= 2ct + d) cos(kt)]s — fet)dt
122 [(2ct + d) cos(knt)], k:27r2/0 cos(kmt)

_ (2c+d)(—1)* —d 2 sin(krt)]!
———

!

k272 k33 [

nul

b) 1 suffit de choisir a,b réels tels que : (2a + b)(—1)*¥ — d = 72, autrement dit
2

solutions du systéme suivant : { 2a = 72 , donc a = LI —
2 2
—2a—-2b=m
1 T 1 noopl
c) / (at® + bt) 3 + Z cos(kmt) | dt = 5 / (at® + bt)dt + Z/ (at® + bt) cos(knt)dt
0 k=1 0 k=10
_2a43b —~ 1 2a+3b
12 k212 !
k=1
1+ 22003 2k0) = Re (1 + 2262Zk0>
k=1 k=1

1= eQmQ

= Re (1 + 20?0 ——— (somme d’une suite géométrique)
1 — 2
= Re (1 + 220 _;jlsrin );9 (1 —e*™ = —2isin(a)e™)
9 z(n—i—l)
_ Re (1 N 2sm n )
sm

14 2sm(n9) cos( 1)0)

sm(@)
_sin(f) + 2sin(nb) cos((n + 1)0)
B sin(6)

in((2 1)6

— Sm((si:i(—g) )0)) (2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b))

a) Simple intégration par parties avec u = f(t), v’ = sin(At).

b) f est de classe C' sur [0,1] donc f et f’ sont bronée sur [0, 1], d’autre part
| cos(At)| < 1, donc d’aprés la formule précédente on conclut que :

M
. <2

Troisieme partie

a) f est continue sur |0, 1] en tant que rapport de fonctions continues, d’autre part

W<t2_ 2) — —m = f(0), donc f est

au voisinage de 0, on a sin ¢ ~ t, donc f(t) ~
continue en 0.

b) f est dérivable sur |0, 1] en tant que rapport de fonctions continues.
En Maple© les calculs donnent :

> fi=t->(pi~2%(t"2-2xt))/(4*sin(pi*t/2));
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n2(12-2t
f =t 1/4 sin<(1/27rt))
> D(f);

w3 (t2—2 t) cos(1/2mt)
(sin(1/27t))?

w2 (2t—2)
t— 1/4 sin(1/27t) 1/8

> 1limit(D(£) (t),t=0);

/2
t) —
c¢) D’aprés le TAF M = f'(c) — g, donc f est dérivable en 0, avec
T
/ — —

d) f est de classe C! sur ]0, 1] en tant que rapport de fonctions de classe C', de plus
lignf’(t) = f'(0) = g donc de classe C! en 0.

2
2) On sait d’aprés Partie II, 1,a) que a = % et b = —72, puis en prenant § = T dans

1 n
Partie II, 2) on trouve que (at? + bt) <§ + Z cos(k’mﬁ)) = f(t)sin(2n + 1)%.
k=1

. . o R 2a + 3b
3) D’aprés Partie II, 1,c) on a S, = [ (at® + bt) 3 + Zcos(lmrt) dt — 5 au
0 k=1
2a + 3b 2
passage a la limite et d’aprés Partie II, 3, b) on conclut que [ = — ag_ = % En

Maple© les calculs donnent :
> evalf(Pi~2/6);
1.64

SECOND PROBLEME

Premiere partie

1) L’équation caréctéristique de 1’équation différentielle y“+y = 0 est 72+ 1 = 0 dont les
racines sont i et —i, donc la forme générale des solutions est yy(x) = Acosz + Bsinx,
ainsi ¥ est un R-ev dont (C,S) est genératrice, comme elle est libre, car non
propoprtionnelles, donc c’est une base.

1

A2+ 1

b) S\ est une solution particuliere de I’équation avec second membre, donc la forme
générale de telles solutions est y(z) = yu(z) + Sa(z).

2) a) S estsolution de Xy <= a(A\2+1)=1<=a=

¢) Découle immédiatement de la question précédente.
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2k
d) Sy(x) = asin(Az) est Tﬂ—périodique avec k € Z. Supposons que E 5 admet une
solution y(r) = Acosx+ Bsinx+S 5(x) est 2r-périodique, donc S 5(x) est aussi

2k
i 2m, d’oit k = /2 € Z, absurde.

V2

2m-périodique, donc Jk € Z tel que

Deuxieme partie

1) 1 et g sont dérivables; en tant que primitives de fonctions continues, avec
Oi(z) = f(z)cosz et Yy(x) = f(z)sinz.
2) a) Evident, car sin(x — t) = sinz cost — cos x sin t.
b) ¢ est dérivable sur R en tant que somme et produit de fonctions dérivable, avec
O'(z) = ¢1(x)cosx + 30’1 (z)sinz — ph(z) cos x +po(x) sinx

vV
nul

= p1(x) cosz + pa(x) sinx

c)  est deux dérivable sur R, car ¢ est dérivable sur R en tant que somme et produit
de fonctions dérivable, avec ¢ (x) = —p1(x) sin z+¢ (x) cos x + @l () sin x +pa(x) cos z,

7(@)
donc p“(x) + ¢(z) = f(z), autrement dit ¢ solution de &;.

3) Soit g une autre solution de £, donc “+ ¢ = f et g“+ g = f, en faisant la différence
on obtient y“+y =0 oty = g — . D’aprés partie I, 1) on a : y(z) = acosx + [sinz,
donc g(z) = y(z) + p(x) = acosz + fsinx + / f(t)sin(x — t)dt

0

4) a) Plus que évident.

b) D’aprés Partie II, 3) on conclut que h(z) = acosz+ @sinz +/ f(t) sin(x —t)dt
0
T+
et h(z) = acos(x + 1) + Bsin(z + 7) + / f(t)sin(z + 7 — t)dt, en sommant

0
ces égalités, en utilisant la relation de Chasles et les formules cos(z + 7) =
T+

— cos, sin(z + ) = —sinz, on obtient hA(x + 7) + h(z) = f(t)sin(z — t)dt.
D’autre part fi(t) > 0 et sin(x —t) > 0 pout x <t < x + .
5) a) 1. D’aprés Partie II, 3) on a : ¢(x) = g(z) — acosx — fsinzx est 2m-périodique
en tant que somme de fonctions périodiques.

ii. ¢ est 2mw-périodique, donc ¢(x 4 27) = p(z) pour tout réel x,

427 T
d’ov i 21 —t)dt = in(z —t)d
ou /027r f(t)sin(x 4+ 27 — t)dt /0 f(t)sin(x — t)dt,

d’oil/ (@) sin(ar:—t)dt—l—/2 f(t)sin(x—t)dt = /096 f(t)sin(x—t)dt. En

0
effectuant le changement de variable u =t — 27 et vu que f et sin sont 27-

o f(t)sin(x —t)dt = /Ox f(u)sin(x —u)du =

/01 f(t)sin(z — t)dt, d’ou f(t)sin(x — t)dt = 0.

0

427

périodiques, on trouve que /
2m

2m 2
Pour tout réel z, on a : / f(@)sin(x—t)dt = 0, donc sinx/ f(t) costdt—
0 0
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2 2

CoS f(t)sintdt = 0. Pour z = 0, on trouve f(t)sintdt = 0, pour
0 0

= —,on trouve/ f(t) costdt = 0.

2
/ f(t)sintdt = / f t)costdt = 0, alors/ f@)sin(x — t)dt =
0

sinx f (t) costdt — cosz f (t)sintdt = 0, donc ¢ qui est une solution par-

0 0
ticuliere de &; est 2m-périodique, donc (d’aprés Partie II, 3) toute autre solution
g de & est 2m-périodique.

2m

2m 1 2m
c) Si f(t) =sint, alors f(t)sintdt = / sin? tdt = 5/ (1 —cos(2t)dt =7 #
0 0

0
0, donc d’aprés la question précédente, £ n’admet aucune solution 27-périodique.

‘Fin
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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours BCPST,
comporte 3 pages.
L’usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction et
a la présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il convient en particulier de
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Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il
le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

PROBLEME 1

On considére les matrices carrées suivantes

5 5 —14 8 4 —16
A=|66 16 |, B=|0 4 -8
5 5 —14 4 4 —12

On note B = (e, e2, e3) la base canonique de R?; on rappelle que e; = (1,0,0), ez = (0,1,0) et
es = (0,0,1).

1. Déterminer les valeurs propres de A ainsi que les sous-espaces propres associés.

2. Onpose ¢} = (1,2,1), €5, = (1,—-1,0) et e5 = (1,1,1). Vérifier que ces vecteurs forment une
base de R3.

3. On note P la matrice la matrice de passage de la base canonique R? a la base (¢}, €}, ¢e});
Justifier que P est inversible et calculer son inverse noté P~L.

4. Calculer la matrice produit D = P~'AP.
5. On cherche les matrices M, réelles d’ordre 3, telles que AM = M A.

(a) Soit M une matrice réelles d’ordre 3 ; on pose N = P~'M P. Montrer que AM = M A si
et seulement si ND = DN.

(b) Déterminer toutes les matrices IV, réelles d’ordre 3, telles que ND = DN.

(c) En déduire I'ensemble des matrices M, réelles d’ordre 3, telles que AM = M A.
6. Existe-t-il une matrice @), réelle d’ordre 3, telle que Q?=A?

7. On considere la suite (X}, ), >0 des matrices, a 3 lignes et une colonne, définies par les relations

1 0
Xo = 0 , X1= -1 et VneN, X,io= AXn—I—l + BX,,.
1 1
Un
Pou tout entier naturel n, on note Y,, = P~1X,, eton pose Y, = Un,
Wn

(a) Calculer la matrice produit D; = P~1BP.
(b) Calculer Yj et Y7.
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(c) Montrer que, pour tout entier naturel n, Y, ;2 = DY, 11 + D1Y,,.

(d) Vérifier que, pour tout entier naturel n, up42 = Unt1, Vnt2 = 4vp, et w2 = —4dwy1—4wy,
puis donner les expressions explicites de u,, v, et w,, en fonction de 'entier n.

(e) Pour tout n € N, donner I'expression explicite de X, en fonction de n.

8. On considere trois fonctions u, v et w de R dans R, dérivables sur R et vérifiant le systeme
d’équations différentielles

(1)
w'(t) = du(t) + 4v(t) — 12w(t)

(a) Justifier que, pour tout réel ¢, il existe un unique triplet (x(t), y(t), z(t)) de réels tel que
(u(t), v(t), w(t)) = 2(t)e) + y(t)ey + 2(t)es.

(b) Exprimer les fonctions z, y et z en fonction de u, v et w, puis en déduire qu’elle sont
dérivable sur R.

(c) Montrer que le systeme d’équations différentielles (1) équivaut au systeme

Z(t)=0
(2) § V(1) =4y(t)
2'(t) = —4z(t)

(d) On suppose que u(0) = 1 et que v(0) = w(0) = 0; calculer alors z(0), y(0) et z(0).

(e) Résoudre le systeme (2) avec les conditions initiales z(0), y(0) et z(0) trouvées a la
question précédente.

(f) En déduire la solution de (1) vérifiant les conditions initiales u(0) = 1 et v(0) = w(0) = 0.

PROBLEME 2

1. Soient a et 3 deux réels positifs ou nuls et g, g la fonction définie sur I'intervalle |0, 1] par

Jap(t) = t*(1 —t)5.

(a) Montrer que g, 3 peut se prolonger en une fonction continue a droite en 0 et a gauche
en 1. On notera encore g, g la fonction ainsi obtenue ; préciser g, g(0) et g, g(1) selon les

valeurs de « et (3.
1

1
Dans la suite, on pose  I(a,3) = / 9a,8(t) dt = / t4(1 —t)? dt.
0 0
(b) Calculer I(«,0).
(c) Comparer I(a, 5) et I(53, a).
(d) Trouver une relation entre I(« + 1, 3) et I(a, 3+ 1).
(e) En déduire soigneusement que, pour tout entier naturel n, on a

n!
(a+1D)(a+2)-(a+n+1)

I(a,n) =

2. Pour tout réel a strictement positif, on note f, la fonction définie par

fa(z) =2xIn (1 - g).

X

(a) Préciser le domaine de définition de la fonction f,.

Epreuve de Mathématiques I 2/3 —
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(b) Siz et asont deux réels tels que 0 < a < z, montrer que

a

<Inz—In(z —a) <

a
x x—a

(c) En déduire les variations de la restriction de f, a l'intervalle |a, +oo[ (on fera un tableau
de variations) et préciser la nature des branches infinies de sa courbe qu’on notera C,.
(d) Donner l'allure des courbes C;, C; et C3 sur un méme graphique.

(e) Soit @ > 0; on considere la suite (y, ), définie, pour tout entier naturel n > a, par

a n
Yp = (1 — —) .
n
Préciser le sens de variation et la limite de cette suite.

3. Pour tout réel positif ou nul x et tout entier naturel non nul n, on pose

Fo(z) = /On (1 . %)"um du.

(a) Montrer que F,(z) = n**1(z,n).

(b) En utilisant les résultats de la question 2 précédente, montrer que, pour tout z > 0 fixé, la
suite (F,(z)) est croissante.

(¢) Soitz > 0.

i. Trouver la limite en +o0 de la fonction u — u**
réel strictement positif A tel que

neN*

2¢~ et en déduire I'existence d’un

1

VueRT, uxA= e« )
ua:+2

ii. En déduire, pour tout entier naturel non nul n, la majoration

1 A
F,.(z) < 1 —i—/o e "u” du.

iii. Montrer alors que la suite (F},(z))
vérifie la relation fonctionnelle

nen- st convergente et que sa limite notée F(x)

Flz+1)=(x+1)F(x).

FIN DE L’EPREUVE
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Corrigé Concours Marocain BCPST 2006 I

Vendredi 14 Mars 2008.

PROBLEME 1.

1) X valeur propre de A <= det(A — A\3) = 0, de méme pour B, les calculs en
Maple(©donnent

> with(linalg):
> A:= Matrix([[5-x,5,-14],[6,6-x,-16],[5,5,-14-x]1);

5—=x 5 —14
A= 6 6-—2 —16
5 5 —ld-=x
> factor(det(A));
o+ 4) (- 1)
> B:= Matrix([[8-x,4,-16],[0,4-x,-8],[4,4,-12-x]11);
8 —ux 4 —16
B = 0 44—z —8
4 4 —12 —=x
> factor(det(B));

—x(x—4)(x+4)
Les valeurs propres de A sont : 0,-4 et 1 celles de B sont 0,4 et -4.

2) card{e], e}, €5} = 3 = dim R3, il suffit de monter qu’elle est libre, c-a-d son déterminant
non nul, en Maple(C)on obtient :
> P:= Matrix([[1,1,1],[2,-1,1],[1,0,1]1]1);

1 1 1
P=12 -11
1 0 1
> det(P);
—1

3) P est inversible car matrice de passage, son inverse est :

> Q:=inverse(P);
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-1 -1 3

4) Les calculs faits en Maple(©donnent :
> subs(x=0,evalm(Q&*A&*P)) ;

10 0
00 0
00 —4

5) a) ND =P 'MAP et DN =P 'AMP, donc ND = DN <= MA = AM.

b) Les calculs en Maple©donnent :
> N:=Matrix([[a,b,c],[d,e,f],[g,h,jl1]);

a b c]
N:=|d e f
g h J
> evalm(N&*D1-D1&*N) ;
0 -b —5c ]
d 0 —4f
59 4h 0 |

Donc N est une matrice diagonale.
¢) AM = MA <= N = P"'MP est une matrice diagonale, autrement dit A est
diagonalisable.
6) Supposons qu’elle existe une matrice @ telle que Q? = A, donc AQ = Q* = AQ, d’ou
N = P7'QP = diag(\i, Mg, A3) diagonale, or Q*> = A, d’on N? = D, en particulier
A3 = —4, impossible.
7) a) Les calculs en Maple(©donnent :
> D1:=subs(x=0,evalm(Q&*B&*P)) ;

00 O
DI =110 4 O
00 —4

b) Les calculs en Maple©donnent :
> with(LinearAlgebra) :
> X_0 :=<<1,0,1>>;X_1:=<0,1,-1>>;
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[ 1
X0 :=10
1
- T
X_1 := 1
-1
> Y_0:=evalm(Q&*X_0) ;Y_1:=:avalm-(Q&*X_1) ;
R
Y 0 := 0
2
F o T
Y_ 1 := 1
—4

c) Découle des relaions X,,o = AX,,1 + NX,,X,, = PY,,A = PDP7! et
B =PD,P .

d) Découle directement de la realtion Y, 1o = DY, 11 + D1Y,,.
— Upt2 = Upi1, donc la suite (u,) est constante pour n > 1, d'out u,, = uy = —3.
— Upyo = 4v,, donc vy, = 4"vg = 0 et vo, 1 = 4"vy = 4".
— Wpyo + 4w,y + 4w, = 0, 'équation caractéristique associée 172 + 4r +4 = 0

admet une racine réelle unique r = —2, donc w,, = (A + un)(—2)", a laide des
conditions initiales wy = 2,w; = —4, permet de trouver A = 2, u = 0, donc
w, = (—2)™.
> Y_pair:=<<-3,0,4"n>>;Y_impair:=<<-3,4"n,-2*x4"n>>;
-3
Y _pair = 0
qn
-3
Y _impair = 4n
—24"
> X_pair:=evalm(P&*Y_pair) ;X_impair:=evalm(P&*Y_impair);
-3+ 4"
X_pair = | —6+4"
-3+ 4"
-3 -4
X impair == | —6 — 34"
—3—24"
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8)

1)

car B’ = (e}, €}, e;) est une base de R3.

L’équation (u(t),v(t),w(t)) = x(t)e} + y(t)el, + z(t)el s'écrit sous la forme d’un

u(t) = x(t) +y(t) + (1)
systeme linéaire suivant : ¢ wv(t) = 2x(t) — y(t) + 2(t) dont ’écriture matricielle
w(t) = x(t) + 2(t)
u(?) (1)
est Y(t) = PX(t)ou Y (t)= [ v(t) | ,X(t) = | y(t)
w(t) 2(t)

On a X (t) = P7Y(t), les calculs en Maple©, donnent :
> X(t):=evalm(Q&*Y(t));
uw(t)+v(t)—2w(t)
X (t) = u(t) —w(t)
—u (t) —v(t) +3w(t)
Donc z(t), y(t) et z(t) sont dérivables en tant que somme et produits des fonctions
dérivables u(t), v(t), w(t).

Le systeme (1) s’écrit matriciellement Y'(t) = BY (¢ ), or Y(t) = PX(t), donc
Y'(t) = PX'(t), ot PX'(t) = BPX(t), donc X'(t) = P'BPX(t) = D; X (t) ce
qui donne exactement les équations (2).

z(0) =y(0) =1,2(0) = —1.
- 2'(t) =0 = z(t) = Cte = z(0) = 1.
—y/(t) = 4y(t) = y(t) = Xe?, or y(0) =1, dou A = 1.
— () = —4z2(t) = 2(t) = e, or 2(0) = —1, dolt A = —
Comme Y (t) = PX(t), les calculs en Maple © donnent :

> X(t):=<<1,exp(4*t),-exp(-4*t)>>;Y(t) :=evalm(P&*X(t));

1
X (t) := ett
e
1 4 bt _ it
Y(t) = | 2—elt —et
1 _ pdt

PROBLEME 2 .

- Sia=0,8=0, alors tliinogaﬁ(t) = tli—l>n1 Gap(t) = 1.

-~ Sia=0,8>0, alors tli_r)nogaﬁ(t) = 1,t1i_r)n1 Ja,p(t) = 0.

-~ Sia>0,8=0, alors tliinogag(t) =0, lim ga,ﬂ(t) = 1.

- Sia>,0>0,alors tli_r}n()gmdt) 1m gaﬁ( ) =0.

Dans tous les cas on pose g, 3(0) = llm gag(t),gaﬂ(l) = th£>11 Ga,5(t).
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2)

1
a4+l
I(a, B) = I(B, «), a I'aide du changement de varaiable u =1 — ¢.

I(c,0)

1
Par intégration par parties, ona: I(a+1,3) = / (1)l dt = {—t“*l.(
M
1
Q@ o
—— [ Q=) dt = ——I(o, B+ 1).
75 [ ea-oma = sy
A P’aide d’une récurrence (soigneusement ridigée comme c’est demandé en utilisant
1 1
les formules : I(a,n+1) = iI(oz +1,n),I(a,0) = ——.
a+1
x € Dy, <= Tl 0e=ar>00un< 0, donc Dy, =| — o0, 0[U]a, +oo].
x
Posons u = —— €] — 1,0[, I'inégalité demandée devient 4 < In(l+u) < u,
x u

qu’on vérifie par une simple étude de fonctions.

ey = (1 - 2) + 2

> 0 sur ]a, +oo[, donc f, est croissante. D’autre part
T—a

za
d’apres la question précédente on a : — <zln(l-9) = f,(z) < —a, donc
r—a
lim f,(x) = —a, alors que lim f,(z) = —o0.
T——+00 r—a
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d) Tracons les courbes en Maple®© :
> plot([x*1n(1-1/x), x*1n(1-2/x),x*¥1n(1-3/x)], x=1..100,
> color=[red,blue,green], style=[point,line,point]);

101

-12 -

—14

20 40 60 80 100

Fic. 1 — Courbes : Cy, C1, Cy

3) D’aprés la question précédente Iny, = f,(n) est croissante et converge vers —a, donc
Y, est croissante et converge e “

u
4) a) Facile; Poser comme changement de variable : t = —.
n

b)  fu est croissante = f,(n) < fu(n+1)

S (1_%)n§ (1_%{_1)71—}—1
S (1 _ %)nua: S (1 _ nL_H)n—I—lua:

" U " U
— / (1 — =) "u"du < / (1 — — )" du
0 n 0 n+1
n U n+1 U
— / (1 — =)"u*du < / (1 — —— )"yt du
0 n 0 n+1

= Fo(2) < Fopa(2)
+2 —u

c) i lim u*e™ = 0, car v qui est un logarithme est négligeable au

U—>+00
voisinage de co devant les exponentielles. En utilisant la definition de la limite
pour € = 1 on en déduit I'inégalité demandée
n " UN\™ "
ii. D'apres2.e) (1 —%)" <e™, donc F,(z) = / <1 - —) u®dx < / e utdx =
0 0

n

A n A n 1 A 1
/ e “n"dx +/ e ‘utdx < / e “n"dx +/ —dx = / e ‘n"dx+ — —
0 A 0 AT 0 A

1</A“d+1
— € N ax —
n = Jo A

iii. D’apres la question précédente F,(x) est majorée or elle est croissante donc
F.(x+1 n
F,.(x) r+n+2

F 1
donc au passagea limite quand n — 400, on obtient %
x

converge. D’autre part, en utilisant 3.a) on a :

=(x+1)
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EXERCICE

1. Pour tout réel z €] — 00, 1[, on pose f(z) = In(1 — z). Montrer que f est dérivable sur | — oo, 1]
et calculer sa dérivée. Que vaut f/(0) ?

In(1 — )

2. Justifier alors que la fonction z —
xT

, définie sur | — oo, 1[\{0}, est prolongeable par
continuité en 0.

Dans la suite, on pose

F(z) = —/Oxln(lt_t)dt, z € [-1,1].

3. (a) Donner le développement en série entiere au voisinage de 0 de la fonction

- In(l —x)
x
en précisant son rayon de convergence.
+o0o  n
1o x
(b) En déduire que, pour tout z €] — 1,1, F(x) = Z —5-
n=1 n
1 400 2
4. (a) Montrer que la série Z — est convergente. Dans la suite, on admet que Z 2=
n=1 n=1
" gk =1
(b) Montrer que, pour tout z € [0, 1] et tout entier n > 1, Z 2 <F(z) < Z =k
k=1 k=1

(c) Démontrer que la fonction F est prolongeable par continuité en 1. On notera encore F' ce
prolongement par continuité. Préciser F'(1).

5. (a) Calculer la dérivée de la fonction g définie sur l'intervalle |0, 1[ par x —— F'(z)+ F(1—z).
(b) En déduire que, pour tout = €]0,1], F(z)+ F(1 —z) = F(1) —InzIn(1 — )

“+oo

1
(c) Déterminer la valeur de la somme Z

29n "
n42
n=1

6. (a) Montrer que, pour toutz €] — 1,1[, F(z)+ F(—z) = 3F(2?).

(-1

n2

(b) Justifier la convergence et déterminer la somme de la série Z
n=>1
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PROBLEME

Dans tout le probleme, R désigne le corps des réels et n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Si
p € N¥, on note M,, ,(R) I'espace vectoriel des matrices a coefficients réels, a n lignes et p colonnes;
pour toute matrice A de M,, ,(R), ‘A désigne la matrice transposée de A.

Sip = n, M, ,(R) est noté simplement M, (R), c’est 'algebre des matrices carrées d’ordre n a
coefficients réels ; la matrice identité de M,,(R) est notée I,,.

Si A € M, (R), onnote Ci(A),...,Cy(A) les colonnes de A, ce sont des éléments de M,, ;(R)
par définition, le rang de la matrice A est la dimension du sous-espace vectoriel de M,, (R
engendré par les vecteurs C1(A),...,C,(A). Le rang de A se note rg(A), on note aussi Spr(A4
I’ensemble des valeurs propres de A appartenant a R et Tr(A) sa trace.

)
)

1% Partie
. 1 2
1. Calculer le rang de la matrice < 3 6) .

2. Soit A € M,,(R); on désigne par f4 'endomorphisme de M,, ; (R) canoniquement associé a
A. Montrer que

rg(A) = dim (Im f4).

3. Soient U et V' deux éléments non nuls de M,, ;1 (R) ; on note ui, ..., u, les composantes de U
etvy,...,v, cellesde V.On pose A = U'V.

(a) Pour tout couple (i, j) d’éléments de {1,...,n}, exprimer le coefficient a; ; de la matrice
A al’aide des uy et des vy.

(b) Que vaut la trace de A?

(c) Exprimer les colonnes C(A),...,C,(A),de A, alaidede vy,...,v, et U.

(d) Onsuppose que U # 0 et V' # 0; montrer que le rang de A est égal a 1.

4. On considere ici une matrice A € M,,(R) de rang 1.

(a) Montrer qu’il existe ig € {1,...,n} tel que C;,(A) # 0.
(b) Justifier que pour tout j € {1,...,n}, il existe un réel \; tel que C;(A) = \;Cy, (A).

(c) En déduire que A = X'Y ou X = C;,(A) et Y est un élément non nuls de M,,1(R) a
préciser.

(d) On suppose que A = X, 'Y ; Trouver tous les couples (X1,Y;) d’éléments de M, 1(R)
tels que A = X 'Y].

5. Expliciter les éléments U et V de M4 1(R) tels que A = U'W ou A désigne la matrice carrée
d’ordre 4 dont tous les coefficients sont égaux a 1.

28me Partie

Soit A = UV une matrice de rang 1, out U et V sont deux éléments non nuls de M,, 1(R). On
posea = WU etW = ('VV)U.

1. Calculer A2 en fonction du réel o et de A.
2. Soit k € N*; calculer A* en fonction du réel « et de A.

3. A quelle condition nécessaire et suffisante sur « la matrice A est-elle nilpotente ?

Epreuve de Mathématiques I 2/3 —
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4. On suppose que A n’est pas nilpotente ; montrer qu’il existe A, réel non nul, tel que la matrice
AA soit celle d"une projection c’est a dire (AA)? = \A.

5. (a) Justifier que 0 est valeur propre de A et montrer que le sous-espace propre associé n’est
rien d’autre que {Y € M,,1(R), 'VY = 0}. Quelle est sa dimension ?

(b) On suppose que « # 0; calculer le produit AU et en déduire que « est une autre valeur
propre de A. Déterminer le sous-espace propre associé et donner sa dimension.

(c) Préciser selon les valeurs de a le nombre de valeurs propres de A.

6. Montrer que si o # 0, alors la matrice A est diagonalisable dans M, (R).
Justifier alors, dans ce cas, que A est semblable dans M,,(R) a la matrice diagonale dont les
coefficients diagonaux sont 0,...,0,« pris dans cet ordre.

7. On suppose que a = 0 et on désigne par f 'endomorphisme de M,, ;(R) canoniquement
associé a A.
(a) A est-elle diagonalisable dans M,,(R) ?

(b) Montrer que U € Ker f et justifier 1’'existence d'une base de Ker f de la forme
(B, ..., En o, W).

(c) Montrer que (E1,...,E,_2, W,V) est une base de M,, ; (R) et écrire la matrice de f dans
cette base.

(d) En déduire que deux matrices de rang 1 et de trace nulle sont semblables dans M, (R).

FIN DE L’EPREUVE
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1)

2)

3)

4)

Corrigé : Maths 11
Concours Marocain : BCPST, 2007

PROBLEME

lére Partie

A = ? 2) Les deux colonnes de A ne sont pas proportionnelles, donc
rgA = 2.
Notons par B = (e, --,e,) la base canonique de M, ;(R), on sait que
(faler) = Cy,---, falen) = C,) est une famille géneratrice de Imf,, d’ou
dim Imf, = dim Vect(Cy,---,C,) = rgA.

U1 UiV - U1Up
a) A=UV=|:|(nn - v)= : : |, donc a;; = u;v;

U, UpV1 - UpUp

=1 i=1

c) Les colonnes de A sont C; = U, - ,C, =v,U.

d) les colonnes de A ne sont pas toutes nulles donc, rgA > 1, d’autre part
elles sont toutes proportionnelles a U donc rgA = 1.

a) rgA +#0, donc au moins une colonnes C;, # 0.

b) dim Vect(Cy,---,C,) = rgA = 1, donc toutes les colonnes sont propor-

tionnelles.
T
c) Posons X = | : |, on a: q;; est le i éme coéfficient de C; = \; X, donc
x'ﬂ
A1
a;; = Ny, Aot A= X'Y avec Y = | ¢ | non nul.
An

d) A= XY, = XlY1 = X[VoY, = XY, = aX, = 6X; ou a =! YY) et
B =tY1Y; des réels non nuls, donc X; = A\ X, et Y; = \Yj.
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5)

2)
3)

4)

5)

6)

7)

rgA = r = A est semblable a la matrice J, =

, donc

0

JP, ) inversible telles que A = PJ,.Q, or J,. = ZE”, avec rgk,;; = 1, donc

=1

A= Z PE,; ;) avec rgPE;;() = 1.

A=

=1

2eéme Partie

UVUYW = Ud'V = aU'V = aA.

AF = o1 A, par récurrence simple.

A nilpotente si et seulement si Ip € N* tel que A? = 0, or A? = o714
(récurrence simple), la condition necessaire et suffisante pour A soit nilpo-
tente est donc a = 0.

A n’est pas nilpotente donc a # 0, d’ott (AA)? = \?A% = \2aA. Pour que \A

1
soit un projecteur il faut et il suffit que (AA)? = A4, donc \ = —.

a)

b)

c)

e

rgA =1 +# n, donc A = A — 0.1, n’est pas inversible, d’ou1 0 est une

valeur propre dont le sous-espace propore est ker A, avec Y € ker A <—

AY =U WY, = (VY)U =0 <! VY = 0. D’apres la formule du rang on
scalaire

a dimker A=n—1.

AU =U 'WVU = ("WU)U = aU, donc « est une autre valeur propre de A,

scalaire
dont U est un vecteur propre associé. Le sous espace propre associé est

ker(A — al,) qui forme avec ’autre sous-espace propre a savoir ker A une
somme directe dans M, ;(R), or dimker A =n —1,dim M,,;(R) = n, donc
ker(A — al,,) est de dimension 1, engendré par U.

Les seules valeurs propres de A sont 0,a. Il y’en a deux si a # 0 et une
seule quand a = 0.

Si a # 0 les sous-espaces propres de A sont supplementaires dans M,, ;(R),
donc A est diagonalisable et donc semblable a la matrice diag(0,--- ,0,«) car
dimker A =n —1 et dimker(A — al,) = 1.

a)

b)

A n’est pas diagonalisable, car elle est non nulle et admet 0 comme
unique valeur propre.

on a d’aprés Partie I, 4,b) AU = aU =0, donc U € ker f, donc W = \U €
ker f, qu’on compléte par (Fy,-- -, E,_5) pour avoir (Fy,- -, E, 5, W) base
de ker f .
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c)

d)

cardB ou B = {Ey, -+ ,E, 2, UV} =n = dimM,1(R), il suffit donc de
montrer qu’elle est libre, en effet supposons que \\E; +---+ N\, oF, o+
AW + A,V = 0, on multiplie par A a gauche vu Fy,--- | E, o, W €
ker f = ker A, donc 0 = A\, AV = \U Q//_V/ ,or W =#£ 0, donc A\, =0,
scalaire non nul

d’ott MEy + -+ My oEn 2o+ N\ iW =0, or la famille (Ey,--- , E, o, W) est

libre car base de ker f, donc \; =---= ), =0.

on a f(E1> == f(En—l) - f(W) =0 car (Eh' o uEn—27W> base de kerf?
0 --- 0

d’autre part f(V) = AV = VVU =W, donc Mp(f) = O 1 =J
0 --- 0

qui est semblable & A = Mgz, (f), ou B, la base canonique de M, ;(R)

D’aprés la question précédente toute matrice de rang 1 est de trace
nulle est semblable a J, dont toutes ces matrices sont semblables entre
elles.

Page 3 /3



ROYAUME DU MAROC

Ministere de 'Education Nationale, de 'Enseignement
Supérieur, de la Formation des Cadres
et de la Recherche Scientifique

Présidence du Concours National Commun 2008

Ecole Nationale de 'Industrie Minérale
ENIM

Concours Najciqnal Commun
d’Admission aux

Grandes Ecoles d'Ingénieurs ou Assimilées
Session 2008

EPREUVE DE MATHEMATIQUES I

Durée 4 heures

Filiere BCPST

Cette épreuve comporte 3 pages au format A4, en plus de cette page de garde
L'usage de la calculatrice est autorisé




Concours National Commun — Session 2008 — BCPST
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EXERCICE
Soit n un entier naturel non nul et soitp € {1,...,n}. On tire p entiers dans I'ensemble {1, ..., n},
au hasard, sans remise, et on note X la variable aléatoire réelle égale au plus petit des entiers tirés.
La variable aléatoire X est donc a valeur dans I'ensemble {1,...,n}.

1. Rappeler la définition de "espérance de la variable aléatoire X, notée E(X).

3
—

2. Montrer que E(X) = Z P(X > k).
k=0
3. (a) Quelles sont les éventualités possibles pour la variable aléatoire X ? quel est leur nom-
bre?
(b) Pour k € {0,...,n—1}, a quelle condition I'événement { X > k} est-il réalisé ? quel est le
nombre des éventualités qui réalisent cet événement ?
(c) Calculer alors la probabilité P(X > k), k € {0,...,n — 1}, en fonction de n, k et p.
4. En déduire E(X) en fonction de n et p.
n—1
5. Montrer que £ (X()g_l)) = Z kP(X > k) et en déduire la variance de la variable aléatoire X.
k=0

PROBLEME

Dans ce probleme, R désigne I'ensemble des nombres réels. Par “solution d'une équation
différentielle”, on fait référence aux solutions a valeurs réelles définies sur R.

Les trois parties du probleme sont largement indépendantes ; seul le résultat de la question 2 de
la premiere partie est utile pour la suite.

I. Résultats préliminaires

Soient  un intervallede R, g € I et f : I — R continue ; pour tout « € I on pose

T
Fz) = / £(t) dt.
xo
1. Justifier que F' est dérivable sur I et préciser sa dérivée.

2. Soit J un intervalle de R, et soient v : J — R, v : J — R deux fonctions dérivables a
valeurs dans I. On pose

v(x) v(x)
Fl(x):/ Ft)dt et Fg(:v):/ fO)dt, e

0 u(z)
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(a) Exprimer la fonction F a l’aide des fonctions v et F.

)
(b) Montrer alors que F} est dérivable sur J et préciser sa dérivée.
(c) En déduire que F; est dérivable sur J et préciser sa dérivée.

)

(d) Side plus u et v sont de classe C!, justifier que F; l’est aussi.

II. Etude d’une équation fonctionnelle
Soit f : R — R continue telle que
2 o
Ve eR f@fe) = [ fod (1)
T—y

On suppose de plus que f n’est pas la fonction nulle et on considére un réel a tel que f(a) # 0.

1. Justifier que f(0) = 0.

r+a
2. (a) Vérifier que, pour tout réel z, f(z) = f(la) / f(t) dt.

(b) Montrer alors que f est dérivable et calculer sa dérivée.

—a

(c) En déduire que f est de classe C2.

3. Montrer que, pour tout couple (z,y) de réels,

@) fy)=fa+y) —fle—y) et fl@)f'(y)=f+y)+ flz—y).

4. Onpose A = — f ;((a“)) ; déduire de ce qui précéde que f est solution de 1’équation différentielle
2"+ Xz =0. (Ex)

5. Etude de I’équation différentielle (&)

(a) On suppose que A > 0 et on pose i = V/\.

i. Résoudre I'équation différentielle (£ ).
ii. En déduire que dans ce cas, il existe un réel non nul A tel que f(z) = Asin(ux), z€R,
puis justifier que A = %
(b) On suppose que A < 0 et on pose it = v/ —A\.
i. Montrer que toute solution de 1’équation différentielle (£,) est combinaison linéaire
eMr | g—hT eHT _ o—p

des fonctions C), : & — — etS,: vr— 5

ii. En déduire que dans ce cas, il existe un réel non nul A’ tel que f(z) = A’ Sy (z), z€R.
iii. Pour tout couple (z,y) de réels, exprimer C,,(z £+ y) en fonction de C,(z), Cu(y),
S,.(z) et S,(y) puis justifier que A’ = 2.

"
(c) Si A = 0 montrer que, pour tout réel z, f(x) = 2x.
6. Vérifier que les fonctions trouvées ci-dessus vérifient bien 1’équation fonctionnelle (1).

III. Ftude d’une fonction

Todt
On considere la fonction f définie par f(x) = / i’ ot In désigne le logarithme népérien.
T n

1. Justifier que siz > 0 et différent de 1 alors z et z? sont d’un méme coté de 1 sur la droite réelle.
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2. En déduire que le domaine de définition de la fonction f, noté Dy, est égal a |0, 1{U]1, 4-o0].

3. Justifier que la fonction f est dérivable en tout point de son domaine de définition et exprimer
sa dérivée en tout point de Dy.

4. (a) Ecrire le développement limité a I’ordre 2 de la fonction In au voisinage de 1.

1 1 1
b tifier al = = 1).
(b) Justifier alors que — e 21 + 5 —i—zgl( )
1 1
(c) En déduire que les fonctions [’ et x — s~ 1 possedent des limites finies en 1 &
nr x-—

préciser.
5. Etude de f au voisinage de 1
1 1

(a) Justifier qu’il existe a €]0, 1] tel que , pour tout z €]1 —a, 1+ a[\{1}, <3/2.

Inz x-1

3|x? — x|

5 puis

(b) En déduire que, pour tout z €]1 — a,1 4+ o[\{1}, |f(z) — In(1 + z)| <
trouver la limite de f en 1.

¢) On prolonge ar continuité en 1 et on note encore f la fonction ainsi obtenue. Montrer
(c) Onp gefp
que cette fonction est dérivable en 1 et préciser sa dérivée. (On pourra utiliser le théoreme
des accroissements finis).

6. Etude de f au voisinage de 0

(a) Montrer que, pour tout z €]0,1[, 0 < f(z) < 1—7.%' et en déduire que f est prolongeable par
nx
continuité a droite en 0.

(b) On note encore f la fonction ainsi prolongée en 0. Préciser f(0) et montrer que f est
dérivable a droite en 0; quelle est la valeur de f/(0) ?

7. Etude de f au voisinage de +oo

Montrer qu’au voisinage de +o0o, la courbe représentative de f présente une branche
parabolique de direction asymptotique I'axe des y.

8. Dresser le tableau de variations de f sur [0, +o0|.

9. Montrer que la dérivée de f est strictement croissante sur [0, +oo[. Quelle conséquence
géométrique cette propriété a-t-elle sur le graphe de f ?

10. Tracer la courbe représentative de f (unité 2 cm).

11. Calcul d"une intégrale

. b b1
(a) Montrer soigneusement que I'intégrale Tt dt est convergente.
0 n

(b) Montrer que, pour tout couple (z,y) d’éléments de l'intervalle |0, 1] / i / L
2 In

y Inu

v1_
et en déduire que f(x) — f(y) = / 1111 tt dt.

(c) En déduire la valeur de l'intégrale / ﬁ dt.
n

FIN DE L’EPREUVE
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14 mai 2009

I. Résultats préliminaires.

I est dérivable sur I, en tant que primitive d’une fonction continue f, avec F’ = f.

a) Fi(z) = F(v(z))-

b) F; est dérivable en tant que composée de deux fonctions dérivables, avec F}(z) =
v'(@)F'(v(x)) = v'(2) f (v(z))-

¢) Fi(x) = F(v(z)) — F(u(z)) est dérivable en tant que composée de deux fonctions

dérivables, avec
Fi(z) =v'(2)f(v(2)) — «(2) f(u(z)) (1)

d) Side plus u et v sont de classe C!, alors F} et F; le sont aussi, en tant que composées
de fonctions de classe C'.

II. Etude d’une équation fonctionnelle

Prenons z = y = 0 dans ’équation fonctionnelle, d’ot1 f(0)? = 0, donc f(0) = 0.

a) Prendre y = a, avec f(a) # 0.

1
b) Soit F une primitive de f, donc f(x) = m(F(ﬂc +a) — F(z —a)) est dérivable en tant
a
1
que composée et différence de fonctions dérivables, avec f/(z) = m(f(x—l—a) —f(x—a))
a

c¢) D’aprés la relation précédente, on peut dire plus : que f’ est continue en tant
que différence de fonctions continue, mais aussi que f’' est dérivable avec f”(x) =

1
—(f'(x +a) — f'(x — a)) continue, donc f est de classe C>.

f(a)
11 suffit de dériver par rapport & z, avec y fixé et utiliser la relation (), puis dériver par
rapport a y avec x fixe.

En dérivant une autre fois par rapport x la lére relation de la question 3, on obtient et
la 2éme par rapport a y, on obtient f”(z)f(y) = f'(x +y) — f'(x —y) = f(x)f"(y), pour y = a
"

on a: f’(z)f(a) = f(x)f"(a), or A = —J;(aa) , dout f(x) 4+ Af(x) =0, ainsi f et solution de

I’équation z” + Az = 0.
(E\) est une équation différentielle homogéne du 2éme ordre a coéfficients constants,

dont I’ensemble de solution est un R-espace vectoriel de dimension 2, dont 1’équation
caractéristique est 2 + A\ = 0, de descriminant A = —4\.

a) i. Si A > 0, alors A < 0, les solution de I’équation caractéristique sont r = iy et
ro = —ip donc la solution générale (£) est z(z) = Asin(uz)+ B cos(ux). Ainsi la base
de I’ensemble de solution de (€,) est {x — sin(uz),z — cos(ux)}.
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ii. f est une solution de (&)) avec f(0) = 0, donc f(x) = Asin(ux)+ B cos(ux) avec B = 0.
Prenons y = 0 dans la 2éme relation de la question 3, donc f(x)f’(0) = 2f(z) avec

2
f non nulle, donc f'(0) =2 = Ay, d’ot A = —.
1

b) i

Si A <0, alors A > 0, les solution de I’équation caractéristique sont |1 = pu et ro =

—u donc la solution générale (€)) est z(z) = Aet” + Be #* = A(cosh(px) + sinh(pz)) +
B(cosh(pz) — sinh(pz)) = A’sinh(px) + B’ cosh(uz). Ainsi la base de 1’ensemble de

solution de (&) est {x + sinh(uz),z — cosh(uz)}.

ii. f est une solution de (£,) avec f(0) = 0, donc f(z) = A’sinh(ux) + B’ cos(uz) avec

B =0.

Prenons y = 0 dans la 2éme relation de la question 3, donc f(x)f’(0) = 2f(z) avec
2

f non nulle, donc f/(0) =2 = A'p, Aot A’ = —.
W

c) SiA=0, f"=0,donc f(x)=Ax+ B, or f(0) =0 et f'(0) =2, donc f(z) = =z.

6)

. N ot
lércas: f(z) = 28%(;@), alors/ v f) dt = [7_2603(””} !

=y

Asi(pa) sy _ poy (.

I

. Tty -
2éme cas: f(z) = M, alors / f)dt = [%Obil;(ﬂt)}
4 sinh(px) sinh(uy

WD SR _ fa) (3.
W
Tty
3éme cas : f(z) = 2z, alors / y =
T—y ’

III. Etude d’une fonction

1) Si0<z<1,alors 0<2?<1j;etsiz>1,alorsz? > 1.

cos(px + py) — cos(ux — py)

:—2 =

112

_ gcosh(uz + py) — cosh(uz — py)

ftydt=[2]""" = (@ +y)* — (x — y)? = day = f(x) f(y).

1
2) Soit F une primitive de t — i F est définie sur |0, 1[U]1, +oc[, or f(z) = F(2?) — F(z) avec
n

1
ni 0 ni 1 n’est compris entre z et 2> quand z €]0, 1{U]1, +oo[ (sinon la fonction t — oz e
n

serait pas définie), d’ott D; =0, 1[U]1, +o0].

3) f(z) = F(2*)— F(z) est dérivable sur Dy, en tant que différence de composées de fonctions

2x 1

dérivables, avec f'(z) = 22F'(2?) — F'(z) = m T
n(x nw

r—1

Inz

2
4) a) Au voisinage de 0, onaln(l—i—u):u—%—i—o(uz), posons u =z — 1, donc
—1)2
1nx:(x_1)_%+o((x_1)2).
Lo 1 11/ 1 y_1
lnx_ln(1+u)_u_1‘2_2+o(u2)_u 1—%40(u)/) wu
! —i—l—i— (1)
-1 2"°

c¢) Du développement limité précédent, on déduit que f'(z) =

1 1 1
1)o(l1) — 1 quand = — 1, et que — — —— =
5) Etude de f au voisinage de 1.
a) Onah{nm—x_l —1<§,donc i

intervalle de la forme |1 — o, 1 + a[\{1}.

r—1 71+:c—1
lnz 2

+ (v —

:—+0(1)—>§ quand z — 1

3 . .
‘ < 3 au voisinage de 1, donc sur un
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6)

7

8)

9)

10)

b) Supposons par exemple, 1 < z < 22, en intégrant I’inégalité précédente entre x et 22,

2 2

| | 3 S| EE|

— dt — —dt| < = (2% — = — dt et — dt =
Llnt /wt—l < 5@ —a), or f(x) L nt eL i1

1— 22

on obtient :

[In(t — 1)]£2 =In(1-2?)~In(14+z) =1In =In(1+z), d’otr |f(z) — In(1 + 2)| < 2(12 —x).

12 xT
Si z < 2? < 1, utiliser =—

— X

T 2
On en déduit enfin que li{n f(x)=1n2.
¢) D’aprés le théoréme du prolongement de la dérivée, on a f continue en 1, dérivable

au voisinage de 1, et dont la dérivée admet une limite finie (égale 4 1) en 1, donc f
est dérivable en 1, avec f'(1) = 1.

Etude de f au voisinage de 0.

1 1
a) Six€0,1[, alors x > 22 et i <0, donc f(z) =— i dt > 0. D’autre part :
n 22 11
9 1 1 1 x — 2
2* <t <z = 2Inz <Int <lnz = — <—— < —— = f(zx) < — — 0,
2Inzx Int Inz
quand z — 0, d’ol1 f est prolongeable par continuité en 0, en posant f(0) = 0.
-1
b) On a aussi 0 < @ < Il — 0 quand r — 0, donc f est dérivable en 0 avec
x nx
7'(0) = 0.
Etude de f au voisinage de +oo.
1 1
Si 2 €]1,+00[, alors < 22 et donc # < t < 22 = Inz < Int < 2Inzr = 51 < s <
nr n
1 L L -1 -1
= o < fz) < r o I < 1) < z , d’ou limM = +o00, ainsi la
Inx 2Inx Inz 2Inz x Inx +oo I

courbe représentative de [ présente une branche parabolique de direction asymptotique
I’axe des y.

z—1
Ona f/(x) = e >0 car x—1 et Inx sont toujours de mémes signes, donc f est croissante.
nx

| est de méme signe que g(z) =zlnz—xz+1, avec ¢'(z) = Inz, d’ot
zln
le tableau de variation suivant :

x| 0 1 4oo
91— 0 +
gl 0 7
T+ +

Ainsi f” 0 sauf au un point 1, d’ou [’ est strictement croissante (i.e : f est convexe).
Tracons la courbe a ’aide de Maple.
> plot(int(1/(1n(t)),t=x..x"2),x,color=black,style=line,thickness=3);
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11) Calcul d’une intégrale.

t—1 t—
a) On alin—— =0 et hm = 1, donc la fonction t —
0 Int Int Int

continuité aux points 0 et 1, donc son intégrale sur |0, 1] converge.

est prolongeable par

b) Pour la lére égalité, il suffit de procéder au changement de Variable u = t2. Pour la

s 1 -
deuxiéme, on a f(z) — f(y) = lnt / i dt = / m dt —/ lnt dt, en utilisant
: : y y v*
la relation de Chasles de la fagcon suivante : / —/ :/ +/ +/ :/ —/
2 T x2
. y y
Or / i dt = — / — dt (la variable est muette).
n
Donc f(z / — dt

1
1—-t

¢) On alimf(z) =0 et lim f(y) =1n2, d’ofj_/ —— dt=—-1n2
0 1 o Int

Fin

a la prochaine
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Notations et rappels

Dans ce probléme, R désigne le corps des nombres réels. On note M»(R) 1’algébre des matrices
carrées d’ordre 2 a coefficients réel ; la matrice identité se notera I et toute matrice de la forme A1,
avec \ € R, est dite une matrice scalaire.

GL2(RR) désigne 1’ensemble des matrices inversibles de M (R).

On rappelle que deux matrices A et B de M3 (R) sont dites semblables dans M3 (R) s’il existe une
matrice Q € GLa(R) telle que A = QBQ ™}, cela revient a dire que A et B sont les matrices d'un
méme endomorphisme de R? dans deux bases en général différentes.

L'ensemble . (A) : = {PAP™!; P € GL2(R)} est appelé la classe de similitude de A.
I. Résultats préliminaires

1. Soit A = (é ;) ; montrer que A est diagonalisable dans M5 (RR) et préciser une matrice

diagonale qui soit semblable dans M3 (RR) a la matrice A.

2. Montrer que si A, B et C sont des éléments de M3 (R) tels que A et B soient semblables dans
M;s(R), et B et C le soient elles aussi alors les matrices A et C' sont semblables dans Ms(R).

a b

3. Trace d’'une matrice: Si A = (C d) € M3(R), on appelle trace de A le réel noté tr(A) et

défini par tr(A) =a+d.

(a) Montrer quesi (A, B) € (MQ(R))2 et A un réel alors tr (AA + B) = Atr (A) + tr (B).
(b) Montrer que si (4, B) € (Ms(R))” alors tr (AB) = tr (BA).
(c) En déduire que si A et B sont deux matrices semblables de M5(R) alors tr (A) = tr (B).

a b

4. Déterminant d’une matrice: Si A = <c d) € M3(R), on appelle déterminant de A le réel

noté detA et défini par detA = ad — be.

(a) Montrer quesi (4, B) € (/\/IQ(R))2 alors detAB = detAdetB.

(b) Si A = (Z Z) € M3(R). Montrer que A est inversible si et seulement si detA # 0 et

exprimer l'inverse de A en fonction de detA, a, b, cet d.
(c) Montrer que si A et B sont deux matrices semblables de M3 (RR) alors detA = detB.
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€ M3(R); on appelle polynome
) =det(A —xls), = €R.

5. Polyndme caractéristique d’une matrice : Soit A = <CCL Z
caractéristique de A le polynéme noté y 4 et défini par x4 (x

(a) Montrer que xa(z) = 22 — tr (A)z + detA4, x € R.

(b) Soit A € R; montrer que \ est une valeur propre de A si et seulement si x 4(\) =0.

(c) On note Sp(A) I'ensemble des valeurs propres réelles de A qu’on appellera le spectre de
A ; montrer que Sp(A) # () si et seulement si (tr (4))% — 4detA > 0.

(d) Montrer que si A et B sont deux matrices semblables de Ms(R), elles ont le méme
polynodme caractéristique.

Etudier la réciproque en utilisant les matrices I et (é 1) .
(e) Montrer que la matrice A% — tr (A)A + detA I est nulle.

6. Suites de matrices: Soient (Aj)ren une suite d’éléments de M3 (R) et A € M3 (R) ; on suppose

_[(a b [ Gk bk
que A—<C d> etAk—<Ck dk>,k€N.

Définition : On dit que la suite (Ay)ren converge vers la matrice A si les suites (ax)ren,
(b)) ken, (ck)ren et (di)keny convergent respectivement vers les réels a, b, c et d.

(a) Justifier que si la suite (Ay)ren converge vers la matrice A alors A est unique.

(b) Montrer que si la suite (Ay)ien converge vers la matrice A alors les suites (tr (Ax))ren et
(det Ag)ren convergent respectivement vers tr (A) et detA.

II. Réduction des matrices carrées réelles d’ordre 2

On vient de voir que le spectre Sp(A) d'une matrice A € M3(R) est'ensemble des racines réelles
de son polyndme caractéristique x 4 ; ainsi Sp(A) est soit un singleton, soit une paire soit vide.

Soit A € M2 (R) une matrice ; on note f I’endomorphisme de R? canoniquement associé a 4, ce
qui revient a dire que A est la matrice de f dans la base canonique de R?.

1. SiSp(A) = {\}; montrer que A est diagonalisable dans M3(R) si et seulement si A = \ls.

2. Si Sp(A) = {\} et A non diagonalisable dans M3 (RR), soit €] un vecteur propre de f associé a
la valeur propre ) et ¢, un vecteur tel que la famille (e}, €}) soit une base de R2.

(a) Montrer que la matrice de f dans la base (€, €}) est de la forme (3 g)
(b) Justifier que f = Aeta # 0.

(c) Calculer le produit matriciel <1{)a (1)) (3 i) (Cg (1)> et en déduire que la matrice A

est semblable dans M3 (RR) a la matrice <3 /1\) .

3. Si Sp(A4) = {\, u}, on note €] (respectivement ¢f) un vecteur propre de f associé a la valeur
propre A (respectivement 11).

(a) Justifier que (e, €}) est une base de R? et écrire la matrice de f dans cette base.

(b) Justifier que A est semblable dans M5(R) a la matrice <3 2)
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4. SiSp(4) = 0.
(a) Justifier que 4detA — (tr (A))? > 0.

Dans la suite, on pose

/_2 _tr(A) /1_1 tr (A) =0 . — 2
A= 5<A 5 1'2) e A’ =5 (57 ) avecd = VAdetA — (tr (A))2.
(b) Montrer que A”? = —15.

(c) Onnote gl'endomorphisme de R?2 canoniquement associé a A’ et on considére un vecteur
non nul e de R?. Montrer que la famille (e, g(e)) est une base de R? et écrire la matrice A;
de g dans cette base.

(d) Exprimer A’ en fonction de A; et en déduire que les matrices A et A” sont semblables

dans Ms(R).
IIL. Ftude des classes de similitude de M;(R)

A. Cas des matrices scalaires

1. Préciser la classe de similitude d’une matrice scalaire de M3 (R).

2. Pour tout réel A\, on pose Ey = (é i‘) et )\ = <§\ (1)> .

(a) Justifier que, pour tout réel )\, les matrices E) et F sont inversibles et exprimer leur
inverses.

a b

(b) Soit A = <C d> € M3(R); calculer les produits matriciels EAAE/\_1 et \AFT!, A e R.

3. On suppose que la classe de similitude .#(A) de la matrice A € My(R) est réduite a un
singleton, ce qui signifie que, pour toute matrice inversible P de M2(R), on a PAP~! = A.
Montrer que A est une matrice scalaire.

B. Pour qu'une classe de similitude soit fermée

Définition : Une partie £ de M»(R) est dite fermée si toute suite convergente d’éléments de .
converge vers un élément de .Z.

1. Soit A € Mj3(R) une matrice scalaire; justifier que la classe de similitude .#(A) de A est
fermée.

2. Soit A € M3(R) une matrice telle que Sp(4) = {A} et A non diagonalisable; on pose

27k ON/X 1\/2F 0
A’“‘(o 1><0 A)(O 1>’keN‘

(a) Justifier que, pour tout k£ € N, la matrice A, appartient a .’ (A).

b) Pour tout k € N, exprimer les coefficients de la matrice Aj et en déduire que la suite
p q
(Ag)ken converge vers une matrice B a préciser.

(c) La matrice B est-elle un élément de . (A) ? la classe . (A) est-elle fermée ?

3. Soit A € Mj(R) une matrice telle que Sp(A) = {\, u} ; soit (P AP, 1) une suite d’éléments

de .(A) qui converge vers une matrice C € Ms(R).

keN
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(a) Montrer que, pour tout x € R, la suite (Pk(A — :cIQ)Pk_ 1) pen converge vers la matrice
_[a b -1 _ [0k bk
C — zIy. (On posera C = (C d> et P AP, " = (Ck dk>/ k € N).

(b) En déduire que, pour tout x € {\, u}, det(C — ) = 0.
(c) Conclure que C est semblable a <8 2) puis justifier que C € .7(A).
(d) Qu’est-ce qu’on vient de montrer ?

4. Soit A € M>(R) une matrice telle que Sp(A4) = 0; soit (P, AP, '), _ une suite d’éléments de

7 (A) qui converge vers une matrice A élément de My (R).

keN

(a) Montrer que tr (A) = tr (A) et detA = detA. (On pourra utiliser les préliminaires).
(b) Donner une matrice de My (R) qui soit semblable, dans Ms(R), aux matrices A et A .

(c) Conclure que la classe de similitude .”(A) est fermée.

5. Montrer que la classe de similitude .#(A) est fermée si et seulement si A est diagonalisable
dans M3 (R) ou bien Sp(A) = 0.

FIN DE L’EPREUVE
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Corrigé Concours Marocain: Matﬁ IL Q;C?STZOOS

29 juin 2009

Blague du jour :
Docteur, j’ai des trous de memoire, que dois-je faire ?
- Me payer d’avance, madame !

Mathématicien du jour Van Der Monde
Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796), est un mathématicien francgais. Il fut aussi
musicien et chimiste, travaillant notamment avec Etienne Bézout et Antoine Lavoisier. Son
nom est maintenant surtout associé a un déterminant.

I. Résultats préliminaires
1) A est une matrice triangulaire dont les valeurs propres sont ses termes diagonaux, cad 1
et 2, ainsi A qui est une matrice carré d’ordre 2, admet 2 valeurs propres distinctes, donc

diagonalisable, et par suite semblable & ((1) g)

2) Soit P,Q inversibles telles que B = PAP~! et C = QBQ™ !, alors C = QPAQ 'P~! =
QPA(QP)~!, donc A et C sont semblables.

/ /
3) Trace d’une matrice : Posons A = (Z 2) et B = <Z, Z,)

a+Xa c+ N\
b+ X d+ N

! / / U !/ / !/ /
b) AB—(aa+Cb ac—l—cd) etBA—(aa+Cb ac+cd> donc tr(AB) = aa’ + ¢t + b’ +

a) YAeR,onaA+)\B= ( ), d’ott tr(A+AB) = a+Ad'+d+Ad' = tr(A)+Atr(B).
ba' +db be + dd’ Va+db be+dd
dd' = tr(BA).
c) Soit P,Q inversible telle que B = PAP~!, donc tr(B) = tr(PAP™!) = tr(P~1AP) = tr(A).

4) Déterminant d’une matrice :

_fa c _(d _ fad +cb acd +cd ) o _

a) Posons A = b d et B = Y4 donc AB = b+ dl be +dd )’ d’ot1 det(AB) =

(ad’+cb) (b +dd') — (ac’ +cd') (ba' +db') = ad'dd' 4 cb'be’ —ad' db —ed'ba’ = (ad—be)(a'd' —b'¢') =
det(A) det(B).
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5)

6)

1)

2)

3)

4)

b) Si A inversible, soit B = A~!, alors AB = I, d’ott 1 = det([3) = det(AB) = det(A) det(B),
donc det(A) # 0.

1 _
Inversement : Si det(A) # 0, posons B = det(A) (_dc a ), on vérifie facilement que
1 _
AB = BA = I,, donc A est inversible, avec A™! = B = d b .
det(A) \—¢ a
Polynéme caractéristique d’une matrice :
a) xa(zr) = det(A —zlh) = ’ a;x dﬁx =(a—2)(d—-12)—bc=2°—(a+dz+ad—bc =

22 — tr(A)z + det(A).

b) ) est une valeur propre de A si et seulement si A—\I, est non inversible si et seulement si
Xa(A) = det(A — Al3) = 0.

c) Sp(A) # 0 si et seulement si I’équation 22 — tr(A)z + det(4) = 0 admet au moins une
racine réelle si et seulement si A = tr(A4)? — 4det(A) > 0.

d) Soit P inversible telle que B = PAP~!, donc xp(z) = det(B — xl5) = det(PAP™! —x1,) =
det(P(A — JCIQ)Pil) = det(A — l‘IQ) = XA([IJ).

é 1), on a y4(z) = (1 — )% = x1,(7), mais A n’est pas

semblable a I, car sinon A = PILP~! = [,.

o e sian - (55 A (s d o) (st o)
(o o)

a) Découle de I'unicité des limites des suites ay, by, ¢ et di.

b) limtr(Ag) = lim(ax +di) = limag +limdy = a+d = tr(A), de méme limdet(Ay) = lim(agdy —
brcr) = ad — be = det(A).

La réciproque : Posons A = <

II. Réduction des matrices carrées réelles d’ordre 2

Si Sp(A) = {)\} et A diagonalisable, alors 3P inversible telle que A = PDP~!, ot D = Ay,
donc A = A\I>. La réciproque est vraie, car A\l> est diagonalisable puisque diagonale.

a) Car f(e]) = \e}, alors que f(e}) = ae] + Bf(eh).

b) Aet <())\ g) sont les matrices d’un méme endomorphisme, donc sont semblables et
par suit ont méme polynéme caractéristique, donc méme valeurs propres. Ainsi § qui

) est aussi valeur propre de A, mais Sp(A) = {\} donc

A0
(i)

0 8
> car matrices d’un méme endomorphisme dans

est une valeur propre de (8 g

8= A, avec a # 0 car sinon A serait semblable ( ), donc diagonalisable.

1/a 0\ (A a) (fa 0\ (X 1 A« L
c) ( 0 1) <O )\> (0 1> = (O )\),donc (0 )\) est semblable a (0 )\) car
a 0) " A o
(0 1) , or A est semblable & (0 \
deux bases différentes. Donc finalement A est semblable a <3 }\) .

a) Onmn a f(e}) = \ej et f(e}) = peh, donc la matrice de f dans la base (e],e}) sera de la
forme (A O).
0 n

b) A est semblable & (A

0 0) car elles représentent le méme endomorphisme dans deux

bases differentes.

a) Sp(A) =0, donc I’équation z? — tr(A)z + det(A) = 0 n’admet aucune racine réelle, donc
A =tr(A)? — 4det(A) < 0.
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4 r(A)>2 4 r(A)? .
b) A? = 2 (A2 —tr(A)A +° (f) Ig) = Tdet(A) — tr(A)2 (t (f) fdetA> I, = —I, (d’aprés

I.5.e).

c) card{e,g(e)} = 2 = dimR?, il suffir de montrer que {e, g(e)} est libre. En effet, ae +
Bg(e) = 0 = ag(e) + Bg?(e) = 0, or A”? = —I5, donc g?> = —idye, d’ot1 —fe + ag(e) = 0,
donc a(ae + Bg(e)) — B(—Be + ag(e)) = (a® + 3%)e = 0, or e # 0, donc a? + 3? = 0, d’our
a=[=0 (CQFD).

d) Posons (e,g(e)) = (e1,e2), donc g(e) = ez et g(es) = g*(e) = —e = —e;, donc la matrice

0 -1

1 0

e) A’ et A représentent le méme endomorphisme g dans deux bases différentes, donc
sont semblables, i.e : 3P inversible telle que A; = PA’P~!. D’autre part on remarque
que A" = L(tr(A)[,+64,), donc A” = 1P (tr(A)I; + 6A') P~ = PAP~!, donc A et A” sont
semblables.

de g dans la base (e, g(e)) = (e1,e2) est de la forme A; = (

III. Etude des classes de similitude de My (R).

A. Cas des matrices scalaires.

1)

2)

3)

A semblable & A\, <= 3P inversible telle que A = P(\l3)P = A5, donc la classe de similitude
d’une matrice scalaire A\I> est réduite au singleton {\l5}.

a) detE, = detF\ = 1, donc E) et F\ sont inversibles d’inverses F,' = <1 _/\) et

0 1
(1 0
(5 9)
1 (1 X\ (a b\ (1 =X\ _[a+Xi b+Ad\ (1 =X\ _[a+Xi b+A(d—a)+ e
b)E*AEA_<o1cdo1_c d 0 1)\ ¢ —cA+d

FAF’l—lo a b 1 0\ a b 1 0\ a—Ab b
A TN 1) \e d)J\=x 1) T \a+e x+d)\-x 1) T \(XNa+Aa—d) +ec —cA+d

On a en particulier, E,\AE;1 =Aet F,\AF)\_1 = A, donc par identification des coéfficients,
on obtient a + Ac = a, V), donc ¢ = 0, mais aussi A\(d —a) + b = b, VA, donc a = d, et enfin

a—b\=a,V\, donc b=0, i.e : A= <8 2) = aly, matrice scalaire.

B. Pour qu’une classe de similitude soit fermée

1)

2)

3)

Si A matrice scalaire, alors sa classe de similitude est S(A) = {A}, donc toute suite (Ay)

d’éléments de S(A) est constante Ay = A, et donc converge vers A € S(A).

a) Ay est semblable a <8\ i), qui est, & son tour, semblable a A, d’apres 11.2.c, donc
Aj et A sont semblables.

27k 0\ /A 1\ /2F o0 A2~k 9=k\ /9k ¢ A 27k )
b) A = 0 1 0 A 0 1 = 0 A 0 1 = 0 A qul converge vers

A0
B—(O )\>—)\Ig.

c) A et B ne peuvent pas étre semblables car B diagonale et A non diagonalisable, donc
B¢ S(A), or B=1lim Ay et A € S(A), donc S(A) n’est pas fermée.

a) PoAp. ' = ( Zk> converge vers C = (Z Z
k
limd, = d, d’autre part Pk(A—$IQ)Pk_1 = PkAplzl —xly = (
a—x b
( c d_$>—c—$lg.

b) D’aprés 1.6.b, on a : det(C — xl5) = limdet(Py(A — xI3)P; ") = limdet(A — 2I,) = 0 car
z € {A, u} = Sp(A).

a . . .

Ck ), donc limag = a,limb, = b,limc¢, = ¢ et
k

ap — T bk

converge vers
Ck dk — 93) g
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4)

5)

c)

D’aprés la question précédente, on peut conclure que Sp(C) = {\, u}, donc (d’apres

I1.3.b) C est semblable & (g\ 2) , d’apres encore I1.3.b, on a aussi A est semblable a

A0 , d’o1 A et C sont semblables, i.e : C' € S(A).
0 n

On vient de démontrer que si Sp(A) = {)\, 1}, alors pour toute suite Ay = P,(A—z1)P, "
qui converge vers C, on a C' € S(A4), donc S(A) est fermée.

D’aprés 1.6.b, on a tr( = limtr(P, AP, ) = limtr(A) = tr(A4). De la méme question on
montre aussi que det(A) = det(A).

D’aprés la question I1.4.d, et comme tr(A4) = tr(A) et det(A) = det(A), on en déduit que
les deux matrices A et A sont semblables a la matrice A", donc A et A sont semblables.

On a montré que pour toute suite de matrices PkAP,C € S(A) qui converge vers une
matrice 4, on a A € S(4), donc S(A) est fermée.

Les cas possibles pour une matrice A € M5(R), sont les suivantes :

— Sp(A) =0, dans ce cas S(A) est fermée, d’aprés II11.B.4.c.

— Sp(A4) = {\} diagonalisable, dans ce cas A = I, (d’aprés II.1), et donc S(A) est fermée
d’apres II1.B.1.

— Sp(A) = {\} non diagonalisable, dans ce cas S(A4) n’est pas fermée d’apres II1.B.2.c.

— Sp(A) = {\} diagonalisable, dans ce cas A = \I; (d’aprés I1.1), et donc S(A) est fermée
d’apres ITI1.B.1.

— Sp(4) = {\, 1} dans ce cas A est diagonalisable (d’apreés II.3.b) et S(A) fermée d’apreés
I11.B.3.d.

Conclusion : S(A) est fermée si et seulement si Sp(A) = 0 ou A diagonalisable.

Fin

a la prochaine
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