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Chapitre 1

Géométrie affine

Dans l’ensemble de ce chapitre, les démonstrations seront succinctes et approxi-
matives ; en effet il est souvent suffisant d’avoir de bonnes connaissances en algèbre
linéaire pour comprendre cette partie sans difficulté et pour être capable de refaire les
démonstrations.

Il est donc nécessaire et presque suffisant pour maîtriser tout cela d’avoir convena-
blement étudié la partie??, la partie??et la partie??.
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1.1 Définitions et généralités

Définition 1 Etant donnéE unK-espace vectoriel , on appelleespace affine
de directionE un ensembleX muni d’une application(x, y) 7→ −→xy deX×X
dansE telle que :
• ∀(x, y, z) ∈ X3,−→xy +−→yz = −→xz
• ∀x ∈ X,∀u ∈ E,∃!y ∈ X −→xy = u
On définit alors une addition deX × E dansX par x+ u = y avecy tel que
−→xy = u.
On appellescalairesles éléments du corpsK.
On appellevecteursles éléments de l’espace vectorielE.
On appellepoints les éléments de l’espace affine.
On note parfois surmontés d’une flèche les éléments deE, pour les distinguer
des éléments deX ; ainsi au lieu deu = −→xy ou x + u = y on peut noter
x+−→u = y.
Une convention usuelle est aussi de noter

−→
X un espace vectoriel associé à

X ; il faut bien voir toutefois que la direction n’est pas unique et qu’il ne
suffit pas queX soit un espace affine de directionE pour qu’on puisse définir
canoniquement sa direction

−→
X .

On appelledimension d’un espace affinela dimension de sa direction lorsque
celle-ci est finie ; un espace affine est ditde dimension infinie lorsque sa di-
rection est de dimension infinie.
On appelletranslation de vecteura aveca ∈ E l’application qui àx dansX
associex+ a.
On appellevariété affine d’un espace affineX de direction F ou sous-
espace affine deX tout sous-ensemble deX de la formex+F avecx ∈ X et
F sous-espace vectoriel deE (droite affine si ce sous-espace vectoriel est une
droite,plan affine si ce sous-espace vectoriel est un plan,hyperplan affine si
ce sous-espace vectoriel est un hyperplan,etc).
On appellevectorialisé deX enx0 ∈ X l’espace vectoriel(X,+) pour l’ad-
dition x + y = z avecz tel que−−→x0x + −→x0y = −→x0z. Pour l’application qui à
(x, y) associez tel quex + z = y, X est un espace affine de direction son
vectorialisé.

Bien noter l’unicité (∃!) dans le deuxième axiome !

On peut lier facilement cette notion à celle d’espace affine définie dans le cadre
des espace vectoriel ; en effet un espace affine (au sens des espaces vectoriels ) est un
espace affine pour l’application(x, y) 7→ −→xy = y−x, et un espace affineA (au sens ici
défini) est un espace affine au sens des espaces vectoriels ; il suffit de choisir un point
x arbitraire dansA et de considérer l’addition dansA définie parb+ c = d, avecd tel
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que
−→
xd =

−→
xb+−→xc.

Proposition 2 Les propriétés suivantes sont des propriétés élémentaires fa-
ciles à démontrer :
• −→xy =

−→
0 ⇐⇒ x = y ;

• −→xy +−→yz = −→xz (relation de Chasles) ;
• −→xy =

−→
zt ⇐⇒ −→xz =

−→
yt (propriété du parallélogramme) ;

• l’ensemble des translations deX est un groupe additif isomorphe au groupe
additif de la direction deX ;
• les vectorialisés d’un espace affine sont tous isomorphes entre eux.

1.2 Barycentre

On se donneX un espace affine.

Définition 3 - Proposition Etant donnésx1, ..., xn des points de l’espace af-
fineX, des scalairest1, ..., tn de somme0, le vecteurt1.

−−→
Ox1 + t2.

−−→
Ox2 + ...+

tn.
−−→
Oxn est indépendant deO ∈ X.

Etant donnésx1, ..., xn des points deX, des scalairest1, ..., tn de somme1, le
pointO + t1.

−−→
Ox1 + t2.

−−→
Ox2 + ... + tn.

−−→
Oxn est indépendant deO ∈ X. On

l’appellebarycentre des(xi, ti) pour i ∈ {1, ..., n}.

Un barycentre est ici défini pour une somme de coefficients égale à1 ;
mais on peut aussi le définir pour une somme quelconque, en remplaçantO +
t1.
−−→
Ox1 + t2.

−−→
Ox2 + ...+ tn.

−−→
Oxn par

O +
t1
t

−−→
Ox1 +

t2
t

−−→
Ox2 + ...+

tn
t

−−→
Oxn

avect =
∑
ti.

On appelleisobarycentreden points le barycentre de ces points pondérés par
1
n .

Démonstration : Facile comme tout en utilisant Chasles !
Quelques remarques :
•On ne change pas le barycentre en multipliant tous lesti par une même constante

non nulle.
• Si ti = 0 on peut se passer de(xi, ti).
• x est le barycentre des(xi, ti) si et seulement si

∑
i∈[1,n] ti.

−→xxi =
−→
0 .
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1.3 Coordonnées cartésiennes, coordonnées barycentriques

Définition 4 - Proposition
Etant donnéX un espace affine , la famille finie(xi)i∈[1,p] de points deX est
dite affinement libre si l’une des deux conditions équivalentessuivantes est
vérifiée :
• il existei tel que(−−→xixj)j∈[1,p],j 6=i soit une famille libre.
• pour touti dans[1, p] la famille (−−→xixj)j∈[1,p],j 6=i est une famille libre.
Une famille infinie deX est diteaffinement libre lorsque toute sous-famille
finie de cette famille est affinement libre.
Etant donnéX un espace affine de dimension finie et

−→
X sa direction, on se

donne−→e 1, ...,
−→e n une base de

−→
X , etO un point deX. Alors tout pointx de

X s’écrit de manière unique sous la forme

x = O + t1.
−→e 1 + ...+ tn.

−→e n (∗)

Avecxi défini parxi = O + ei, la famille (O, x1, ..., xn) est appeléerepère
affine deX ; c’est en particulier une famille affinement libre. Il est suffisant
pour qu’une famille affinement libre soit un repère affine que son cardinal soit
(n+ 1).
(O,−→e 1, ...,

−→e n) est appelérepère cartésien deX.
Lesti sont appeléscoordonnées cartésiennesdex.
On note qu’avect0 = 1−t1−t2−...−tn, la relation(∗) équivaut à la relation

−→
Ox = t0.

−−→
OO + t1.

−−→
Ox1 + t2.

−−→
Ox2 + ...+ tn.

−−→
Oxn

avec
∑n
i=0 ti = 1, si bien que pour toutM

−−→
Mx = t0.

−−→
MO + t1.

−−→
Mx1 + t2.

−−→
Mx2 + ...+ tn.

−−−→
Mxn

On a (dans ce cas, c’est-à-dire avec les−→ei formant une base de
−→
X ) existence

et unicité de cette décomposition barycentrique.
Les ti tels que

∑
i=0..n ti 6= 0 et (

∑
i=0..n ti).

−−→
Mx = t0.

−−→
MO + t1.

−−→
Mx1 +

t2.
−−→
Mx2 + ... + tn.

−−−→
Mxn sont appelésdes coordonées barycentriques dex

dans le repère affine(O, x1, ..., xn).
Lesti tels que

∑
i=0..n ti = 1 et

−−→
Mx = t0.

−−→
MO + t1.

−−→
Mx1 + t2.

−−→
Mx2 + ... +

tn.
−−−→
Mxn sont appelésles coordonées barycentriques normalisées dex dans

le repère affine(O, x1, ..., xn).

La méthode de passage des coordonées cartésiennes aux coordonnées barycen-
triques est à retenir ; si

−−→
OM =

∑
ti
−−→
Oxi, alors les coordonnées barycentriques nor-

malisées deM dans(O, x1, x2, ..., xn) sont(1−
∑
ti, t1, t2, ...tn).

On remarque (preuves faciles) que :
• une famille finie est affinement libre si et seulement si aucun de ses points ne peut

s’exprimer comme barycentre des autres.
• deux points distincts forment toujours une famille affinement libre
• étant donné un repère vectorielR, une famille de(n + 1) pointsx1, ..., xn+1 en
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dimensionn est affinement libre si et seulement si le déterminant suivant est non nul,
avecxi de coordonnées cartésiennes(ti,1, ..., ti,n) dansR :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t1,1 t2,1 . . . tn,1 tn+1,1

t1,2 t2,2 . . . tn,2 tn+1,2

...
...

...
...

...
t1,n t2,n . . . tn,n tn+1,n

1 1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(il suffit pour le voir de soustraire la première ligne à toutes les autres puis de revenir

à la définition d’un famille affinement libre (proposition-définition4))
• étant donné un repère affine, une famille den + 1 points en dimensionn est

affinement libre si et seulement si le produit mixte de leurs vecteurs de coordonées
barycentriques dans ce repère est non nul. Autrement dit les(n+ 1) pointsx0, ..., xn,
avecxi de coordonnées barycentriques(ui,0, ..., ui,n) forment une famille affinement
libre si et seulement si le déterminant suivant est non nul :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1,0 u2,0 . . . un,0 un+1,0

u1,1 u2,1 . . . un,1 un+1,1

u1,2 u2,2 . . . un,2 un+1,2

...
...

...
...

...
u1,n u2,n . . . un,n un+1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(il suffit pour le comprendre de considérer ce déterminant et de remplacer la pre-

mière ligne par la somme de toutes les lignes - puis de se ramener au point précédent)

Définition 5 - Proposition On se place dans un espace affine de dimension
finien.
On a vu qu’une famille den points est liée si et seulement si le produit mixte de
leurs coordonnées barycentriques dans un repère affine donné est nul. Donc,
si l’on se donnen points affinement libres, l’ensemble des points appartenant
à l’hyperplan engendré par cesn points(Pi)i∈[1,n], avecPi de coordonnées
barycentriques(ti,j)j∈[0,n], est l’ensemble des points de coordonnées barycen-
triquesx0, ..., xn telles que∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t1,0 t2,0 . . . tn,0 x0

t1,1 t2,1 . . . tn,1 x1

t1,2 t2,2 . . . tn,2 x2

...
...

...
...

...
t1,n t2,n . . . tn,n xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

En développant le déterminant suivant la dernière colonne, on obtient une
équation linéaire en lesxi, de la formeu0.x0 + u1.x1 + · · ·+ un.xn = 0 ; le
vecteur(u0, u1, ..., un) est un vecteur decoordonnées tangentiellesde l’hy-
perplan.
Les coordonnées tangentielles d’un hyperplan sont uniques à proportionalité
près. Unn-uplet est un vecteur de coordonnées tangentielles d’un hyperplan
si et seulement si ses coordonnées ne sont pas toutes nulles.
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1.4 Applications affines

Définition 6 - Proposition
Une applicationf deX dansX ′ (deux espaces affines ) ; est diteaffine si l’une
des deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

• il existex tel que l’application−→u 7→
−−−−−−−−−→
f(x)f(x+ u) soit une application

linéaire de
−→
X dans

−→
X ′ ;

• pour toutx l’application−→u 7→
−−−−−−−−−→
f(x)f(x+ u) est une application linéaire de

−→
X dans

−→
X ′.

L’application linéaire est alors indépendante du pointx0 ; on l’appelleappli-
cation linéaire associée àf ; on la note

−→
f .

Si
−→
f est une forme linéaire, c’est-à-dire siX ′ est de dimension1 (est une

droite), ont dit quef est uneforme affine.
Un isomorphisme d’espaces affinesest une bijection linéaire entre deux es-
paces affines .
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Proposition 7 L’application linéaire
−→
f associée à une application affinef

vérifie

∀(x, y) ∈ X2−→f (−→xy) =
−−−−−−→
f(x)f(y)

ce que l’on peut aussi écrire

∀(x, y) ∈ X2f(y) = f(x) +
−→
f (−→xy)

Etant donnéx appartenant àX, avecX un espace affine , deux applications
affines de même espace de départX et de même espace d’arrivéeX ′ sont
égales si et seulement si leurs applications linéaires associées sont égales et si
elles coïncident enx.
Toute application affinef d’unRn dans unRm est différentiable en tout point ;
la différentielle def (en n’importe quel point) est égale à

−→
f .

f d’un espace affine dans un autre est affine si et seulement si pour toute fa-
mille (x1, ..., xn) d’éléments deX et toute famille(t1, ..., tn) de réel de somme∑n
i=1 ti = 1 on a

f(
n∑
i=1

ti.xi) =
n∑
i=1

ti.f(xi)

Une composée d’applications affines est affine.
La réciproque d’une bijection affine est une bijection affine.
L’ensemble des bijections affines d’un espace affineE sur lui-même est un
groupe pour la composition. On l’appellegroupe affinedeE (notéGA(E)).
On pourra consulter??pour plus d’informations.
Une applicationf d’un espace affine dans un autre est affine si et seulement
si elle conserve le barycentre, c’est-à-dire si l’image du barycentre des(xi, ti)
est le barycentre des(f(xi), ti) pour toute famille finie(xi) et toute famille de
scalaires(ti).

Proposition 8 (Sur les points fixes des applications affines)Si f est affine
deX dansX (avecX un espace affine ) et a un point fixex, alors l’application
f induit une application linéaire du vectorialisé def enx dans le vectorialisé
def enx.
Sif affine deX dansX admet un point fixex alors l’ensemble des points fixes
def estx+ F avecF le noyau de(f − I).
SiX est un espace affine de dimension finie, sif est affine deX dansX avec−→
f ayant un unique point fixe, alorsf a un unique point fixe (et l’unique point
fixe de

−→
f est nécéssairement0).

Définition 9 Une application affinef est appeléehomothétie affine si et
seulement si

−→
f est une homothétie (i.e. de la formex 7→ λ.x avecλ 6= 1).

9



Proposition 10 Une homothétie affine admet un et un seul point fixe.

Démonstration : Application immédiate du dernier point de la proposition ci-
dessus, une homothétie linéaire de rapport différent de1 ayant0 pour unique point
fixe.ut

1.5 Sous-espaces affines d’un espace affine

Définition 11 On appellesous-espace affined’un espace affineX une partie
P telle que l’une des deux propriétés équivalentes suivantes soit vérifiée pour
un certain sous-espace vectorielF de

−→
X :

• il existex dansX tel queP = F + x
• pour toutx dansX P = F + x ; F est ladirection deX.
Deux sous-espaces affines d’un espace affine sont ditssupplémentairessi et
seulement si leurs directions sont supplémentaires.
On appellehyperplan affine d’un espace affineX un sous-espace affine deX
admettant un sous-espace affine supplémentaire de dimension1.

Un sous-espace affine est un espace affine .

Définition 12 - Proposition Etant donnéP une partie non vide d’un espace
affineX, l’ensemble des barycentres de parties finies deP est un sous-espace
affine deX ; on l’appellesous-espace affine engendré parP .
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Proposition 13 Une partie non videP d’un espace affineX est un sous-
espace affine deX si et seulement si tout barycentre d’une famille finie de
points deP est dansP .
Une partie non videP d’un espace affineX est un sous-espace affine deX si
et seulement siP contient toute droite engendrée par deux points deP .
Le sous-espace affine engendré par une partie finie non videP est de dimension
card(P )− 1 (cardinal deP moins1) si et seulement si la famille des éléments
deP est affinement libre.
L’image d’un sous-espace affineY par une application affinef d’un espace
affineX dans un espace affineX ′ est un sous-espace affine de l’espace affine
X ′ de direction

−→
f (
−→
Y ).

L’image réciproque d’un sous-espace affineY par une application affinef est
soit vide soit un sous-espace affine de direction l’image réciproque par

−→
f de−→

Y .
Si Y est parallèle àZ, avecY etZ deux sous-espaces affines deX, si f est
une application affine, alorsf(Y ) est parallèle àf(Z).
Un sous-espace affineY de dimensionp d’un espace affineX de dimensionn
s’exprime comme intersection de(n−p) images réciproques de singletons par
des formes affines indépendantes ; c’est-à-dire

Y = {x ∈ X/∀i ∈ [1, n− p]fi(x) = bi}

pour une certaine famillefi de formes affines indépendantes et des scalaires
bi. La direction deY est l’espace vectoriel

−→
Y = {−→x ∈

−→
X/∀i ∈ [1, n− p],

−→
fi (−→x ) = 0}

Etant donnésA etB deux sous-espaces affines disjoints d’un espace affineX,
la dimension du sous-espace affine engendré parA∪B est égale à la dimension
de
−→
A +

−→
B plus un.

Etant donnésA etB deux sous-espaces affines de dimension finie et non dis-
joints d’un espace affineX, la dimension du sous-espace affine engendré par
A∪B est égale à la dimension deA plus la dimension deB moins la dimension
deA ∩B (dimA+ dimB − dimA ∩B = dim V ect(A ∪B)).
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1.6 Projections dans un espace affine

Définition 14 On se donneY etZ deux sous-espaces affines supplémentaires
deX (un espace affine ). Alors (voir plus haut) l’intersection deY et Z est
réduite à un singleton ; appelonsO ce singleton. On considère alors

−→
X le

vectorialisé deX et O,
−→
Y le vectorialisé deY enO, et

−→
Z le vectorialisé

deZ enO. Tout pointx deX est aussi un point de
−→
X ; or

−→
X =

−→
Y ⊕

−→
Z ;

doncx = y + z avecy dans
−→
Y et z dans

−→
Z . On appelley le projeté de

x sur Y parallèlement àZ. L’application qui àx associe son projeté surY
parallèlement àZ est appeléeprojecteur sur Y parallèlement àZ.

On remarque que siZ etZ ′ sont parallèles alors le projecteur surY parallèlement
àZ est égal au projecteur surY parallèlement àZ ′.

Voyons quelques propriétés des projecteurs :

Proposition 15 (Propriétés des projecteurs)En notantp le projecteur surY
parallèlement àZ :

• pour toutx dansX p(x) est l’unique point deY tel que
−−−→
xp(x) ∈

−→
Z , avec

−→
Z

la direction deZ.
• p ◦ p = p (p est idempotent)
• p est affine
• p(X) = Y
• p induit l’identité surY
•
−→
Z est le noyau de−→p .

Et maintenant des caractérisations :

Proposition 16 (Caractérisations des projecteurs)• Toute application af-
fine idempotente est un projecteur.
• Toute applicationf affine ayant un point fixe et telle que

−→
f ◦
−→
f =

−→
f est un

projecteur
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1.7 Symétries dans un espace affine

Définition 17 Etant donnéX un espace affine , le pointx + 1
2
−→xy = y + 1

2
−→yx

est appelémilieu de xy. C’est le barycentre de(x, 1
2 ) et (y, 1

2 ).
On appellesymétrieune application affinef d’un espace affine dans lui-même
telle quef ◦ f = I (i.e.f est involutive).

Quelques caractérisations :

Proposition 18 • Une applicationf d’un espace affine dans lui-même est une
symétrie si et seulement sif est affine, admet un point fixe, et vérifie

−→
f ◦
−→
f =−→

f
• Une applicationf d’un espace affineX dans lui-même est une symétrie si et
seulement si il existe deux sous-espaces affinesY etZ supplémentaires deX

tels que, pour toutx, le milieu dexf(x) appartienne àY et
−−−→
xf(x) ∈

−→
Z .

• Une applicationf d’un espace affineX dans lui-même est une symétrie si et

seulement si il existep un projecteur deX tel que
−−−→
xf(x) = 2.

−−−→
xp(x).

• Une applicationf d’un espace affineX dans lui-même est une symétrie si et
seulement si il existep un projecteur deX tel quep(x) soit le milieu dexf(x).

Définition 19 Le projecteur évoqué dans les deux derniers points de la propo-
sition ci-dessus est unique ; la symétrie et le projecteur en question sont dits
associés.

Définition 20 - Proposition Une symétrief est entièrement caractérisée par
l’ensembleY de ses points fixes et par le sous-espace vectoriel

−→
Z de

−→
X des

vecteurs de la forme
−−−→
xf(x) ; on l’appellesymétrie par rapport à Y parallè-

lement à
−→
Z (ou par rapport àZ, avecZ sous-espace affine quelconque deX

de direction
−→
Z ).

Le sous-espace vectoriel
−→
Z de

−→
X est aussi le sous-espace propre associé à la

valeur propre−1 pour l’endomorphisme
−→
f .
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1.8 Mesure dans un espace affine

1.8.1 Abscisse le long d’une droite

Définition 21 On se donneX un espace affine .
Etant donnéa etb distincts dansX, l’ensemble desa+ t.

−→
ab est une droite (i.e.

un sous-espace affine de dimension1). Tout pointx de cette droite s’écrit de
manière uniquea+ t.

−→
ab ; t est l’abscisse dex suivant(a,

−→
ab). Etant donnésx

ety sur la même droite, la différencetx − ty avectx (resp.ty) l ’abscisse dex

(resp.y) est appeléemesure algébrique de l’arc(xy) suivant (a,
−→
ab).

1.8.2 Mesure de Lebesgue surRn

Cette partie ne sera pas détaillée formellement.
La définition du volume par la mesure de Lebesgue coïncide avec la définition du

volume donnée par le produit mixte : le volume{O+ t1.x1 + ...+ tn.xn/(t1, ..., tn) ∈
[0, 1]n} pour la mesure de Lebesgue est égal à la valeur absolue du produit mixte
|[x1, ..., xn]|.

AvecP une partie affine deX, espace affine , etf une application affine deX dans
lui-même, alorsV olume(f(P )) = |det

−→
f |.V olume(P ).

1.9 Définitions supplémentaires

On donne ici quelques définitions pouvant servir, sans développer intensément...

Définition 22 Etant donnéX un espace affine ,H un hyperplan affine,D une
droite affine supplémentaire deH, etλ un scalaire non nul, on appelledilata-
tion affine d’hyperplan H, de directionD et de rapport λ l’application dont
la restriction au vectorialisé deH enH∩D est l’identité, et dont la restriction
au vectorialisé deD enH ∩D est une homothétie de rapportλ.

Une dilatation est une bijection affine. Sa bijection réciproque s’obtient en rempla-
çantλ par 1

λ .
L’application linéaire associée à une dilatation affine est une dilatation (au sens des

espaces vectoriels ).

Définition 23 Etant donnéX un espace affine , on appelletransvection affine
une applicationf telle qu’il existeH un hyperplan affine,h une forme affine
surX telle que{x ∈ X/h(x) = 0} = H, un vecteur−→u dans

−→
H tels que pour

toutx dansX, f(x) = x+ h(x).−→u .

Bien noter que−→u ∈
−→
H = ker(

−→
h ).

Une transvection est une bijection affine. Sa transvection réciproque s’obtient en
remplaçant−→u par−−→u .
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L’application linéaire associée à une transvection affine est une transvection (au
sens des espaces vectoriels ).

1.10 Pour se ramener à l’algèbre linéaire

Il est bien évident au vu de tout ceci que géométrie affine et algèbre linéaire sont
très fortement liées. On va préciser ces liens dans cette partie.

On se donneX un espace affine .

Théorème 24 Etant donnéX un espace affine de direction
−→
X , il existe un

espace vectoriel̂X tel queX est un hyperplan affine dêX,
−→
X est un hyperplan

(vectoriel) deX̂ ;
en outre :
• chaque élément dêX qui n’est pas dans

−→
X s’écrit sous la formeλ.x avec

x ∈ X etλ ∈ K ;
• pour tout élémenty dansX, X̂ = X ⊕K.y ;
• toute famille affinement libre deX est une famille libre dêX ;
• les repères affines deX sont les bases dêX formées d’éléments deX ;
• les coordonnées barycentrique (normalisées) dans un repère affine deX sont
exactement les coordonnées dans la même base en tant que base deX̂.
• Etant donné(R, e1, ..., en) un repère cartésien deX, si x ∈ X a pour
coordonnées cartésiennes(x1, ..., xn) dans ce repère,x a pour coordonnées
(1, x1, ..., xn) dans la base dêX égale à(R, e1, ..., en) (bien voir queR est

un élément deX, donc un élément dêX, et queei est un élément de
−→
X , donc

aussi un élément deX).

Il n’y a pas unicité deX̂, mais on peut le construire explicitement en considérant
l’ensemble réunion deX, de

−→
X , et de l’ensemble des couples(λ,−→x ) appartenant à

(K \ {0, 1}) ×
−→
X . Les lois sont celles que l’on attend en identifiant

−→
X à {0} ×

−→
X et

X à{1} ×
−→
X .

Définition 25 Cet espace vectoriel est noté par la suiteX̂.

Enfin un petit théorème immédiat :

Théorème 26 Pour toute application affinef deX dansX ′, il existe une et
une seule application linéairêf deX̂ dansX̂ ′ telle quef̂ induisef . En outre−→
f est la restriction def à

−→
X .
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1.11 Formes 2-affines et quadriques affines

Définition 27 On appelleforme 2-affineune application d’un espace affineX
de dimension finie dansK telle qu’étant donné un certain repère cartésienR,
f(x) =

∑
(i,j)∈[1,n]2 Ai,j .xi.xj+2

∑
i∈[1,n] bi.xi+c, avecxi les coordonnées

cartésiennes dex dansR et b un vecteur àn composantes,c un réel,A une
matrice de type(n, n) qui ne soit pas antisymétrique.
On appellequadrique affine d’un espace affine de dimension finie une équa-
tion du typef(x) = 0 avecf une forme 2-affine sur cet espace affine .

Proposition 28 • La définition ci-dessus stipule seulement qu’il existe un cer-
tain repère cartésien dans lequel on peut exprimer ainsi l’application ; en fait
s’il en est ainsi, l’application s’exprime de même dans tout référentiel carté-
sien.
• On peut aussi imposer, sans changer la notion de forme 2-affine, que la ma-
triceA soit symétrique non nulle.

Proposition 29 L’application f 7→ f|X de l’ensemble des formes quadra-

tiques surX̂ dont la restriction à
−→
X n’est pas la forme quadratique nulle dans

l’ensemble des formes 2-affines surX est une bijection.

Ce résultat est important ; il permet donc de ramener l’étude d’une forme 2-affine
sur un espace affine de dimensionn à l’étude de la restriction à un hyperplan d’une
forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension(n+ 1).

1.12 Zoologie de la géométrie affine

1.12.1 Etude de quadriques en dimension3

Les figures données ici sont obtenues avec Maple. Les commandes ne sont pas
toutes données, car elles sont très similaires. On se contentera de donner la commande
fournissant la figure1.3: il s’agit de

with(plots) ; implicitplod3d(x̂2-y2̂=z,x=-3..3,y=-3..3,z=-
3..3,axes=BOXED,style=PATCHCONTOUR,numpoints=10000) ;

Pour les autres figures, la modification de "numpoints" n’est pas utile.

� Quadriques de rang3 (alias quadriques à centre)

Ces quadriques sont celles de signature(3, 0) (ellipsoïde éventuellement réduit à
un point, figure1.1 à gauche),(2, 1) (hyperboloïde à1 nappe1.1 à droite, à2 nappes
figure1.2à gauche).
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� Quadriques de rang2

Ces quadriques sont le paraboloïde elliptique (figure1.2, à droite) et le paraboloïde
hyperbolique (figure1.3).

1.12.2 Exemples très banals d’espaces affines

� Espace vectoriel

On se donneE un espace vectoriel, par exempleRn ; alorsX = E muni de l’ap-
plication(x, y) 7→ −→xy = y − x est un espace affine.

� Avec une bijection sur un espace vectoriel

Etant donnéX un ensemble etE un espace vectoriel , avecf une bijection deX
surE, alors l’application(x, y) 7→ −→xy = f(y) − f(x) deX × X dansE définit une
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structure d’espace affine surX. En fait, tout espace affine peut se définir de cette façon ;
mais il n’y a pas unicité de la fonctionf (unicité à composition par une translation près
toutefois).

1.12.3 Solutions d’un système linéaire

Etant donné un système linéaireA.X = b avecA une matrice de type(n, p), X
l’inconnue (vecteur colonne de dimensionp), etb un vecteur colonne de taillen, l’en-
semble des solutions est un espace affine, de direction l’espace vectoriel des solutions
deA.X = 0.

S’il existe une solution, la dimension de l’espace affine des solutions est égal àp−r
avecr le rang deA.

Donc pour trouver toutes les solutions, il suffit de trouver une solutionX0, et l’es-
pace des solutions est alorsX0 +Ker(X 7→ A.X).

1.12.4 Solutions d’une équation différentielle

� Du premier ordre

Etant donnéI un intervalle deR, u etv des applications continues deI dansR, les
solutions de l’équation différentielle du premier ordre

y′(t) = u(t).y(t) + v(t)

forment un espace affine de direction l’ensemble desy(t) tels quey′(t) = u(t).y(t).
Cet espace affine est de dimension1, sa direction est une droite vectorielle (de

l’espace vectoriel des fonctions continues deI dansR) engendrée par l’application
x 7→ exp(U(x)) (deI dansR) avecU ′ = u surI.
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� Du second ordre

Etant donnéI un intervalle deR, u, v etw des applications continues deI dansR,
les solutions de l’équation différentielle du deuxième ordre

y′′(t) = u(t).y′(t) + v(t).y(t) + w(t)

forment un espace affine de direction l’ensemble desy(t) tels quey′′(t) = u(t).y′(t)+
v(t)y(t).

Cet espace affine est de dimension2, sa direction est un plan vectoriel (de l’espace
vectoriel des fonctions continues deI dansR), dont on trouvera une base en utilisant
la transformation donnée en partie??pour se ramener à une équation d’ordre1.

1.12.5 Pour les algébristes, action du groupe additif d’un espace
vectoriel sur un ensemble

On se donneX un ensemble quelconque, etE un espace vectoriel , et on considère
une action du groupe(E,+) surX ; on impose que cette action soit fidèle et transitive,
c’est-à-dire que

e.(f.x) = (ef).x et0.x = x (définition d’une action)

et
∀(x, y) ∈ X ∃!u ∈ E/u.x = y

(existence = transitivité, unicité = fidélité). AlorsX est un espace affine de directionE
pour l’application qui à(x, y) associe l’élémentu tel queu.x = y.

La notation multiplicative, usuelle pour les actions de groupe, est peut-être ici assez
malvenue, du fait que l’on se retrouve avec0.x = x... On peut remplacere.x pour(e, x)
dansE ×X parTe(x), et employer le vocabulaire plus imagé des translations.
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Chapitre 2

Géométrie projective

2.1 Homographies, birapport et droite projective

2.1.1 Théorie

Définition 30 - Proposition On appelledroite projective associée au corps
K et on noteP 1(K) l’ensembleK ∪ {∞}, sur lequel on prolonge les lois
d’addition et de multiplication en posantx+∞ =∞ pour toutx ∈ K∪ {∞}
et{x.∞} =∞ pour toutx ∈ K∗∪{∞}, le produit0.∞ n’étant pas défini. On
prolonge la division en posantx/∞ = 0 etx/0 =∞ pour toutx ∈ K∗∪{∞}.
Toute application affinef deK dansK peut être prolongée en une application
deP 1(K) dansP 1(K), en posantf(∞) =∞.

SoitM une matrice deGL2(K), noté

(
a b
c d

)
; alors l’homographie de

P 1(K) associée àM est par définition l’application qui àx dansP 1(K) as-
socie
• a.x+b
c.x+d si c.x+ d 6= 0
• ∞ si c.x+ d = 0
• ac si x =∞
On note cette applicationH(M).
Si c 6= 0, H(M) induit une bijection deK \ {−dc} surK \ {ac }. On en déduit
queH(M) est une bijection deP 1(K) sur P 1(K). Un calcul simple montre
que sa réciproque est l’homographie associée à l’inverse de la matriceM .
L’ensemble des homographies deP 1(K) est un groupe pour la composition.
On l’appellegroupe projectif deK ; on le noteGP 1(K).
L’application qui àM associeH(M) est un morphisme du groupeGL2(K)
dansGP 1(K). Son noyau est l’ensemble(K∗).I, c’est-à-dire le groupe des
matrices non nulles proportionnelles à la matrice identité (ce noyau, comme
tout noyau d’un morphisme de groupe, est distingué).
On en déduit doncGP 1(K) ' GL2(K)/K∗.I = PGL2(K).
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Définition 31 - Proposition Etant donné une droite affineD (c’est-à-dire un
espace affine de dimension1), on peut considérer sadroite projective com-
plétéeD̃, consistant enD ∪ {∞}. Une abscissem surD se prolonge en une
bijection deD̃ sur P 1(K), par m(∞) = ∞ ; cette application sera encore
appeléeabscisse, surD̃.
On appellehomographie deD̃ sur D̃′ une applicationh deD surD′ telle
qu’il existe des abscissesm etm′ respectivement sur̃D et D̃′ telles queh =
m′−1 ◦H ◦m, avecH une homographie deP 1(K).
Un composée d’homographies (quel que soit le contexte) est encore une homo-
graphie.
Une homographie est toujours bijective.
L’ensemble des homographies dẽD sur lui-même forme un groupe pour◦,
isomorphe àGP 1(K) ; on le noteGP (D̃), et on l’appellegroupe projectif de
D̃.
Etant donnéeE une droite affine munie d’un repère affine, donc d’une abscisse,
on se donne4 pointsA,B,C etD distinctsd’abscisses respectivesa, b, c etd.
On appellebirapport de A,B, C etD et on note[A,B,C,D] = a−c

a−d .
b−d
b−c .

On a les propriétés suivantes du birapport :
• le birapport est indépendant de l’abscisse choisie.
• le birapport n’est pasindépendant de l’ordre.
• [A,B,C,D] = [C,D,A,B]
• [A,B,C,D] = 1

[A,B,D,C] = 1
[B,A,C,D]

• [A,B,C,D] + [A,C,B,D] = 1
En constatant que le birapport avec3 points fixés est une homographie, on va
la prolonger.
Ainsi, on prolonge le birapport au cas où l’un des points est∞, de la manière
logique intuitivement, c’est-à-dire que les termes incluant∞ "se compensent".
Ainsi on a par exemple

[A,B,C,∞] =
a− c
b− c

[A,B,∞, D] =
b− d
a− d

[A,∞, C,D] =
a− c
a− d

[∞, B, C,D] =
b− d
b− c

Ensuite, on prolonge le birapport au cas où deux points sont égaux :

[A,A,C,D] = [A,B,C, C] = 1

[A,B,A,D] = [A,B,C,B] = 0

[A,B,C,A] = [A,B,B,D] =∞

Le birapport est invariant par homographie :∀A,B,C,D ∈ P 1(K),∀f ∈
PGL2(K), [f(A), f(B), f(C), f(D)] = [A,B,C,D].
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Définition 32 - Proposition
Toute homographie dẽD, avecD une droite affine, s’exprime de manière
unique sous la formeM 7→ [M,A,B,C] pour un certain triplet(A,B,C)
de points distinctsdeD̃. On appellerepère projectif de D̃ un tripletA,B,C
de points distincts, et[M,A,B,C] est appelécoordonnée deM dans le re-
père projectif (A,B,C).
L’application qui à un point associe sa coordonnée dans un repère projectif est
égale à composition par une homographie près à l’application qui à un point
associe sa coordonnée dans un autre repère projectif.
Etant donnés deux triplets de points distincts(A,B,C) et (A′, B′, C ′) res-
pectivement sur̃D et D̃′ (deux droites projectives), il existe une et une seule
homographieh deD̃ sur D̃′ telle queh(A) = A′, h(B) = B′ eth(C) = C ′.
Etant donnés deux quadruplets de points distincts(A,B,C,D) et
(A′, B′, C ′, D′) respectivement sur̃E et Ẽ′ (deux droites projectives), il existe
une homographieh deẼ sur Ẽ′ telle queh(A) = A′, h(B) = B′, h(C) = C ′

eth(D) = D′ si et seulement si[A,B,C,D] = [A′, B′, C ′, D′].
Une bijectionentre deux droites projectives est une homographie si et seule-
ment si elle conserve le birapport.
Etant donnéD̃ une droite projective, etd ∈ D̃, D̃ induit surE = D̃ \ {d} une
structure de droite affine ;GA(E) est l’ensemble des applications induites sur
E par des homographies dẽD dontd est un point fixe(on en déduit donc que

tous les points dẽD jouent le même rôle, même∞).

2.1.2 Visualisation

On considère le plan vectorielK2 muni de sa base canonique, et l’ensembleD̃ des
droites vectoriellesdeK2 (donc seulement les droites affines passant par l’origine).

On noteD la droiteK× {0} etD l’ensembleD̃ \ {D}.
Etant donnéd appartenant à̃D, on considèrex(d) l’abscisse de son intersection

avec la droiteK× {1}, et on posex(D) =∞.

D est une droite affine pour l’application qui à deux droitesd et d′ associe
−→
dd′ =

x(d′)− x(d). D̃ en est une droite projective complétée. Une abscissex′ surD, qui est
affine par rapport àd 7→ x(d), se complète en une abscisse surD̃ parx′(∆) = ∆.

On peut donc visualiser la droite projectiveP 1(K) comme l’ensemble des droites
vectorielles du plan euclidienK2.

On peut aussi considérer la droite projective complétée comme l’ensemble des
points non nuls du planK2, en considérant des classes d’équivalence égales aux droites
vectorielles privées de0. L’image est sans doute d’autant plus visualisable, car l’homo-
graphieh(M) pourM ∈ GL2(K) est alors la multiplication parM dansK2 quotienté
par la relation d’équivalence «être dans le même alignement avec0».

En identifiant un point d’abscisset dans un repère affine à la classe d’équivalence
K.(t, 1) si t 6= ∞ et à la classe d’équivalenceK.(1, 0) sinon, on peut identifier toute
droite projective complétée à l’ensemble des classes d’équivalence précédemment dé-
finies deK2 \ {0}.
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Ainsi une homographie dans une droite projective complétée est l’application quo-
tiente d’une transformation linéaire dansK2.

Il reste maintenant à passer aux espaces projectifs de dimension supérieure.

2.2 Espaces projectifs

2.2.1 La théorie

Définition 33 Etant donnéE un espace vectoriel de dimension finie, on ap-
pelle espace projectif associé àE l’ensembleP (E) des droites vectorielles
deE. On notePn−1(K) pourP (Kn).
On appelledimension deP (E) la dimension deE moins un.

Ne pas confondre avec l’ensemble des parties deE !
On appelledroite de P (E) l’image d’un plan vectoriel deE, plan vectoriel
deP (E) l’image d’un sous-espace vectoriel deE de dimension3, sous-espace
projectif de P (E) de dimensionq l’image d’un sous-espace vectoriel deE
de dimension(q + 1), hyperplan projectif de P (E) un hyperplan vectoriel
deE, sous-espace projectif deP (E) engendré parq points deP (E) (i.e. q
droites deE) l’image du sous-espace vectoriel deE engendré par lesq droites
correspondantes.
On note< P > le sous-espace projectif deP (E) engendré par une partieP
incluse dansP (E).
On dit deq points deP (E) qu’ils sontprojectivement indépendantssi les
droites correspondantes sont en somme directe dansE, c’est-à-dire s’ils en-
gendrent un sous-espace projectif deP (E) de dimension(q − 1).
On dit den pointsx1, ..., xn deP (E) qu’ils forment unrepère projectif de
P (E) si la dimension deP (E) estn−2 et si toute sous-famille den−1 points
desxi est projectivement indépendante.
On dit dex dansP (E) qu’il a pour coordonnées homogènes(t1, ..., tn)
dans un certain repère projectif (d0, d1, ..., dn) si un certainy apparte-
nant àx a pour coordonnées(t1, ..., tn) dans une base(e0, ..., en−1) avec
en =

∑
i=[1,n−1] ei etdi =< ei > pour touti ∈ [1, n].

Cette définition des espaces projectives coïncide avec celle des droites projectives
donnée plus tôt.

Les coordonnées homogènes ne sont pas uniques, même dans un repère donné !
Par contre elles sont unique à multiplication par un scalaire non nul près. La preuve en
sera plus facile après certaines autres propositions→ voir plus loin.

Proposition 34 Etant donnésF etG deux sous-espaces projectifs d’un espace
projectifP (E), on a

dim F + dim G = dim < F ∪G > +dim F ∩G
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Définition 35 (Sur les repères projectifs)- Proposition • Si (y1, ..., yn−1)
est une base deE, et si lesxi pour i ∈ [1, n] sont des éléments deP (E) avec
yi ∈ xi, et

∑
i=1..n−1 yi ∈ xn (intuitivementxn est au milieu desxi pour

i ∈ [1, n−1] - la division parn est superflue puisque l’on travaille dansP (E)
à une constante multiplicative près), alors(x1, ..., xn) est un repère projectif
deP (E).
•Réciproquement, si(x1, ..., xn) est un repère projectif deP (E), alors il existe
(y1, ..., yn−1) une base deE, avecyi ∈ xi, et

∑
i=1..n−1 yi ∈ xn.

Pour bien voir ce que signifie ce résultat, il faut comprendre que n’importe quel
repère projectif s’exprime donc comme l’image d’une base par la surjection
canonique deE\{0} sur son quotient PLUS l’image de la somme des éléments
de cette base ; et que n’importe lequel des éléments peut s’exprimer comme
étant l’image de l’élément somme.
Une famille(yi)i∈[1,n−1] et une famille(xi)i∈[1,n] étant définies comme dans
le deuxième point, la base(yi)i∈[1,n−1] et le repère projectif(xi)i∈[1,n] sont
ditsassociés.

Démonstration :
Remarquons tout d’abord que pour que des droitesxi soient en somme directe, il

faut et il suffit qu’une famille quelconque deyi avecyi engendrantxi soit libre ; dans
ce cas, toute famille deyi avecyi engendrantxi est libre.

Dans la suite j’assimile «y engendrex » à «y engendre la droite vectorielle en-
gendrée parx », lorsquey est un point deE etx une droite vectorielle privée de0.
• La famille x1, ..., xn−1 est clairement projectivement indépendante. Il reste à

voir que n’importe quelle autre famille de(n − 1) éléments est projectivement indé-
pendante. Pour cela, on peut se contenter de la famillex2, ..., xn, puisque la situation
est invariante par permutation des termes du vecteur1. On se donne alorsy1, ..., yn
dansE engendrant respectivementx1, ..., xn. Si (y1, ..., yn−1) est une base deE et
yn = y1 + ...+ yn−1, alors la famille obtenue à partir de(y1, ..., yn−1) en remplaçant
n’importe quel vecteur paryn est de nouveau une base deE, si bien que n’importe
quelle famille de(n − 1) éléments parmix1, ..., xn est projectivement indépendante :
(x1, ..., xn) est un rep‘ere projectif deP (E).
• On se donney′i engendrantxi dansE. Par définition, lesy′i pour i ∈ [1, n − 1]

forment une famille libre deE, donc une base deE. Doncy′n est combinaison linéaire
desy′i pouri ∈ [1, n− 1]. On écrit alors

y′n =
∑

i∈[1,n−1]

λi.y
′
i

puisyn = y′n etyi = λi.y
′
i pouri ∈ [1, n− 1], et on a le résultat souhaité sous réserve

que lesλi soient non nuls.
• Lesλi sont tous non nuls ; en effet, dans le cas contraire, une sous-famille d’au

1σn agit transitivement sur les paires de{1, ..., n}, donc, par passage au complémentaire, sur les paires
de(n− 1)-uplets de{1, ..., n}
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plusn− 1 vecteurs parmiy′1, ..., y
′
n. ut

Proposition 36 (Coordonnées homogènes)Les coordonnées homogènes
dans un repère donné sont uniques à multiplication par un scalaire non nul
près.

Démonstration : • Lesyi donnés par le deuxième point de la proposition ci-dessus
sont uniques à multiplication par un scalaire non nul près (comme on s’en convaincra
en consultant la preuve ci-dessus).
• Les coordonnées homogènes sont donc uniques à multiplication par un scalaire

non nul près.ut

Proposition 37 (Propriétés des espaces projectifs)•Dans un espace projec-
tif, par deux points distincts passe une droite et une seule.
• Dans un espace projectif, l’intersection d’une droite et d’un hyperplan qui
ne la contient pas est constituée d’un point et d’un seul.

Proposition 38 (Propriétés des plans projectifs)Dans un planprojectif :
•Deux droites distinctes se coupent en un point et un seul→ pas de droite sans
point commun !

On a défini laborieusement les homographies dans une droite projective ; on va
maintenant les définir dans un espace projectif de dimension quelconque.

Définition 39 (Homographies) SoitE et F des espaces vectoriels de même
dimension finie, etf ∈ Isom(E,F ). Alorsf conservant l’alignement, on peut
restreindref àE privé de0 etF privé de0, on a encore une bijection ; on peut
alors considérer l’application quotient def ; on obtient une bijection deP (E)
surP (F ). Cette application est appeléehomographie deP (E) sur P (F ).
Unematrice associée à une homographie deP (E) dansP (F ) dans des re-
pères projectifsR etR′ (deP (E) etP (F ) respectivement) est la matrice dans
des bases associées àR etR′ d’un certain isomorphisme deE dansE′ engen-
drant cette homographie. Un endomorphisme ayant pour matrice cette même
matrice dans les mêmes bases est dit lui aussiassociéà cette homographie.

Il n’y a pas unicité des matrices associées à une homographie ! Ni des endo-
morphismes ! Il y a par contre unicité à multiplication par un scalaire près, comme on
le vérifie dans la partie??.

Proposition 40 SoitR un repère projectif deP (E) etR′ un repère projectif
deP (E). Avecx ∈ P (E) etX un vecteur de coordonnées homogènes dex
dansR etM une matrice associée à l’homographieH deP (E) dansP (F )
pour les repèresR etR′, M.X est un vecteur de coordonnées homogènes de
H(x) dansR′.
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Proposition 41 La restriction d’une homographie à un sous-espace projectif
est une homographie.
Etant donnésP (E) etP (F ) deux espaces projectifs de même dimension etRE
etRF des repères projectifs deP (E) etP (F ) respectivement ; alors il existe
une unique homographie deP (E) surP (F ) par laquelleRF soit l’image de
RE .

Définition 42 L’ensemble des homographies d’un espace projectifP (E) sur
lui-même forme un groupe pour◦ ; on l’appellegroupe projectif deE, et on
le notePGL(E).

D’après la proposition précédente,PGL(E) agit simplement transitivement sur
l’ensemble des repères projectifs deP (E). On trouvera plus d’informationsà??.

2.2.2 La visualisation

On a introduit les espaces projectifs en considérant les classes d’équivalence d’un
espace vectoriel de dimension finie privé de0 pour la relation d’équivalence "appartenir
à la même droite vectorielle". Certes cette représentation est elle-même bien imagée et
intuitive. Toutefois il reste à fournir une représentation rappelant plus la géométrie
affine.

J’assimile abusivement une droite vectorielle et la même droite privée de0 dans la
suite de ce paragraphe.

On se donnef une forme linéaire non nulle sur un espace vectorielE de dimen-
sion finie. On considère l’hyperplan affineF = {x/f(x) = 1}, de direction

−→
F avec

−→
F = {x/f(x) = 0}. On considère alors l’ensembleX des éléments deP (E) qui inter-

sectentF ; il est clair qu’il s’agit du complémentaire dansP (E) deP (
−→
F ). On peut en

outre l’identifier àF , par l’application qui à un élément deX associe son intersection
avecF .

L’ensemble des droites vectorielles contenues dans
−→
F est un hyperplan projectif de

P (E). L’application qui à une homographieh deP (E) laissant
−→
F invariant associe

l’applicationg deF dansF définie parg(x) = h(x) (rappelons que l’on a identifiéX
etF ) est un morphisme injectif dePGL(E) dansGA(F ).

En outre pour toute droite affineD deF , il existe un unique pointD∞ de
−→
F tel que

D∪{D∞} soit une droite projective. On aD∞ = D′∞ si et seulement siD est parallèle àD′.

Enfin l’application qui à une droite deP (E) non contenue dans
−→
F associe son inter-

section avecF est une bijection de l’ensemble des droites projectives deP (E) non

contenues dans
−→
F dans l’ensemble des droites affines deF .

On peut donc voirP (E) comme un hyperplan deE, muni en outre de points à l’in-
fini complétant les droites, correspondant à la direction d’une droite (i.e. deux droites
parallèles ont même direction) ; les droites contenues dans

−→
F sont en fait les droites

constituées uniquement de points à l’infini.
Enfin il faut bien noter que la notion de point à l’infini est relative ; n’importe quel

point deP (E) pourrait être un point à l’infini en choisissantF convenablement.
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Pour le redire autrement, un espace projectif est un espace vectoriel, muni de points
à l’infini pour compléter les droites ; deux droites parallèles ont alors un point d’inter-
section à l’infini.

Définition 43 Un hyperplan affineH deE ne passant pas par0, identifié à
l’ensemble des éléments deP (E) qui ne sont pas inclus dans

−→
H , comme pré-

cédemment, et complété par les points à l’infini correspondant à ses droites,
est appelécomplété projectif deH.
Etant donnéH un hyperplan affine deE ne passant pas par0,

−→
H est appelé

l’ hyperplan à l’infini du complété projectif deE.

Pour y voir clair, une visualisation en petite dimension sera pratique.

� En dimension1

Un espace projectif de dimension1 est une droite projective, c’est-à-dire une droite
affine, avec en outre un point à l’infini. On peut aussi la voir comme un cercle où les
points diamétralement opposés sont identifiés.

� En dimension2

Un espace projectif de dimension2 est un plan projectif, c’est-à-dire un plan affine,
avec en outre des points à l’infini. On peut se représenter cela par un plan, avec un
cercle à l’infini ; une droite peut être soit une droite du plan, avec en bonus les deux
points du cercle correspondant à sa direction, soit l’unique droite constituée des points
à l’infini.

On peut aussi le voir comme la sphère unité deR
3, en identifiant les points diamé-

tralement opposés.

� En dimension3

Un espace projectif de dimension3 peut se représenter comme un espace tridi-
mensionnel classique, muni de points à l’infini (qu’on peut se représenter comme une
sphère loin loin loin). Les droites en sont les droites usuelles (munies des deux points
correspondant sur la sphère), plus les grands cercles (i.e. de diamètre maximal) de la
loin-loin-lointaine sphère.

� Le cas général

Un espace projectif de dimensionn peut se représenter comme un espace affine de
dimensionn, muni de points à l’infini correspondant aux directions des droites. C’est
à dire que les points à l’infini sont un espace projectif de dimension(n− 1).

Il est très important de noter que, comme le laisse comprendre la méthode imagée
de voir tout ça, n’importe quel hyperplan peut être considéré comme l’hyperplan à
l’infini.
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2.2.3 Liste de résultats de géométrie projective

Pour prouver les résultats qui suivent il suffit généralement de traduire la question
en termes d’espaces vectoriels.

Proposition 44 • SoitH un hyperplan projectif deE espace projectif. Soitx
un point deE \H ; alors toute droite projective passant parx intersecteH.
• Si F etG sont deux sous-espaces projectifs deE de dimensionsf et g de
somme≥ n, alorsF etG ont une intersection non vide.
• Deux droites d’un plan projectif se coupent toujours.

2.2.4 Topologie des espaces projectifs réels ou complexes

Théorème 45 (Compacité des espaces projectifs)SoitE un espace vectoriel
normé, muni de la topologie liée à sa norme (toutes les normes étant de toute
façon équivalentes en dimension finie) ; alors l’espace projectifP (E) est com-
pact pour la topologie quotient.

Démonstration :
• On considère la sphère unité deE. Cette sphère contient exactement deux points

de chaque droite vectorielle deE ; l’image de la sphère unité par la projection est donc
exactementP (E). P (E) est donc l’image d’un compact par une application continue,
et donc est compact sous réserve queP (E) soit séparé (voir théorème??). Il suffit
donc pour conclure de vérifier queP (E) est séparé.
•On se donne deux droites vectoriellesD etD′ distinctes deE ; on considère deux

couples de pointsx, y et x′,y′ deE, avec{x, y} = D ∩ S et {x′, y′} = D′ ∩ S (S
désigne la sphère unité).
• Il existe quatre ouvertsX, X ′, Y et Y ′ de S disjoints, avecx ∈ X, y ∈ Y ,

x′ ∈ X ′ ety′ ∈ Y ′.
• On considère alors l’intersection des projections deX etY d’une part, et l’inter-

section des projections deX ′ etY ′ d’autre part (rappelons que la projection canonique
sur un ensemble quotient est ouverte lorsque les classes d’équivalence sont les orbites
pour une action d’un groupe sur un espace topologique par homéomorphismes, voir
proposition??; on obtient ainsi deux ouverts distincts séparant nos deux droites.ut

Théorème 46 (Connexité par arcs des espaces projectifs de dimension≥ 1)
Un espace projectif de dimension≥ 1 est connexe par arcs.

Démonstration : Rappelons juste que l’image d’un espace connexe par arcs par
une application continue est connexe par arcs...ut

On peut noter que le résultat est vrai aussi pour l’espace projectif de dimension0
(réduit à un singleton) bien queR \ {0} ne soit pas connexe.
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Chapitre 3

Zoologie de la géométrie

Cette partie concerne tant la géométrie affineque la géométrie projective. En fait
souvent la géométrie projective et la géométrie affine sont liées ; et certains théorèmes
de géométrie affine seront prouvés par la géométrie projective (et réciproquement).

3.1 La dualité

� Quelques rappels, pour ceux qui ont oublié l’algèbre linéaire

On considère un espace vectorielE de dimension finie. On note, classiquement,
E∗ son dual (i.e. l’espace vectoriel des formes linéaires continues surE, c’est-à-dire,
puisqueE est de dimension finie, l’espace vectoriel des formes linéaires surE).

Etant donnéF un sous-espace vectoriel deE, on noteF ′ l’ensemble des formes
linéaires nulles sur toutF . Il est clair queF ′ un sous-espace vectoriel deE∗ (voir la
partie sur l’algèbre linéaire). On adim F + dim F ′ = dim E, etdim E∗ = dim E.

Il est fondamental de rappeler queF ⊂ G dansE équivaut àG′ ⊂ F ′ dansE∗.

� Le rapport avec la géométrie projective

Notons maintenant bien ce qu’il se passe, lorsque l’on identifieE àE∗ :
On suppose queE est de dimensionn, et on notep la surjection canonique deE

dansP (E).
L’important dans le tableau ci-dessous est la seconde et la quatrième colonne ; les

autres colonnes sont là pour la compréhension.

dansE dansP (E) dansE∗ dansP (E∗)
dim E = n dim P (E) = n− 1 dim E∗ = n dim P (E∗) = n− 1

F p(F ) F ′ p(F ′)
dim F = f dim p(F ) = f − 1 dim F ′ = n− f dim p(F ′) = n− f − 1

droite point hyperplan hyperplan
(vectoriel) (projectif)

hyperplan hyperplan droite point
(vectoriel) (projectif)

On peut aller plus loin, en traduisant cette fois-ci les relations d’inclusion et d’in-
tersection. Je note par la suite par des lettres les éléments deP (E), et par les mêmes
lettres munies d’un′ leurs images dansP (E∗).
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dansP (E) dansP (E∗)
A ⊂ B B′ ⊂ A′
A ∈ B B′ ∈ A′

On peut ensuite spécialiser à la dimension2 : les lettres majuscules désignent des
droites, les lettres minuscules des points ; la même lettre désigne un élément et son
dual ; on ne fait que passer de minuscule à majuscule, et réciproquement.

dansP (E) dansP (E∗)
a (un point) A une droite
a = B ∩ C A = (bc)

A,B,C concourantes a, b, c alignés
Triangle de côtés Triangle de sommets

A,B etC a, b et c

Pourquoi utiliser cela en géométrie projective au lieu de l’utiliser simplement
en géométrie affine ?
→ par deux points passe toujours une droite... il est donc souhaitable que deux

droites se croisent toujours en un point pour avoir une analogie complète !

On verra une application fort sympathique avec le théorème de Desargues49.

3.2 Géométrie dans le plan et dans le plan projectif

3.2.1 Théorème de Pappus

� En géométrie affine

Théorème 47 (Pappus)SoientD etD′ deux droites du plan, distinctes.
SoientA,B etC trois points deD, etA′,B′ etC ′ trois points deD′.
SiAB′ est parallèle àBA′,
et siCB′ est parallèle àBC ′,
alorsAC ′ est parallèle àCA′,

Démonstration :
• Supposons queD etD′ ne soient PAS parallèles. Alors on considèreO leur point

d’intersection.
• On oriente les deux droitesD et D′, et on constate queOB

OA
= OA′

OB′
et que

OC
OB

= OB′

OC′
(par la réciproque du théorème de Thalès).

• On en déduit queOA
OC

= OC′

OA′
, ce qui par Thalès nous donne bien le résultat

souhaité.
NB : il est possible de raisonner sur des homothéties pour se débarasser des cas par-

ticuliers OC=0, etc. Il suffit de remplacer «OB
OA

= OA′

OB′
» par «il existe une homothétie

h centrée surO telle queh(A) = B eth(B′) = A′».
• Le casD etD′ parallèles n’est pas plus difficile, on utilise des translations pour

exprimer les parallélismes...ut
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� En géométrie projective

3.2.2 Théorème de Desargues

� En géométrie affine

Théorème 48 (Théorème de Desargues)On se donneABC etA′B′C ′ deux
triangles sans sommet commun et à côtés respectivement parallèlesa. Alors
AA′,BB′ etCC ′ sont concourantes ou parallèles.

aCes deux triangles sont translatés l’un de l’autre ou homothétiques car directement semblables.

Démonstration :
• Premier cas :AA′ etBB′ ne sont pas parallèles.
Alors elles se coupent en un point, disonsO.

OA′

OA
=
OB′

OB

On considère alors le pointM deOC tel que

OA′

OA
=
OM

OC

Par la réciproque du théorème de Thalès,AC etA′M sont parallèles, etBC etB′M
sont parallèles.

M est donc à la fois surB′C ′ et surA′C ′, et doncM = C ′. On en déduit le résultat
demandé.

NB : là aussi on peut raisonner via des homothéties.
• Second cas :AA′ etBB′ sont parallèles.

Alors
−−→
AA′ =

−−→
BB′, et on construitM tel que

−−→
CM =

−−→
AA′ ; on a alors magiquement

−−→
CM =

−−→
BB′, et doncA′M est parallèle àAC et B′M est parallèle àBC ; donc

M = C ′.ut
Il y a une réciproque au théorème de Desargues ; voir paragraphe suivant...

� En géométrie projective

Théorème 49 (Théorème de Desargues)On se donneABC etA′B′C ′ deux
triangles d’un plan projectif. On notea, b et c les points d’intersection respec-
tifs deBC etB′C ′,AC etA′C ′,AB etA′B′. Alorsa, b et c sont alignés si et
seulement siAA′,BB′ etCC ′ sont concourantes.

NB : Notez bien qu’il s’agit d’une généralisation du théorème précédent ! Deux
droites parallèles en géométrie affine se croisent à l’infini dans leur complété projectif.

Démonstration :
• Supposons tout d’aborda, b et c alignés. Ils déterminent donc une droite. On

peut supposer que cette droite est la droite à l’infini, puisque, comme on l’a déjà dit,
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n’importe quelle droite (ou hyperplan dans le cas général) peut être considérée comme
droite (ou, donc, hyperplan dans le cas général) à l’infini.

On peut alors appliquer le théorème48.
Il nous reste maintenant à montrer la réciproque.
Pour cela on va utiliser la dualité... En fait, il n’y a tout simplement rien à faire, car

l’énoncé dual du théorème de Desargues, dans le sens où on l’a montré est précisément
sa réciproque.ut

3.3 O2(R),O3(R), les polygones réguliers, les polyèdres
réguliers

3.3.1 Dimension2

� Définition de la notion d’angle

Définition 50 (Angle) L’angle orientéentre deux vecteurs unitairesu etv de
R

2 (pris dans cet ordre) est par définition l’unique rotation deR2 dont l’image
deu estv.
L’angle orientéentre deux vecteurs non nuls quelconquesu et v deR2 (pris
dans cet ordre) est par définition l’angle orienté entre1‖u‖u et 1

‖v‖v.
On appelleangle nul l’angle entreu etu pouru vecteur non nul quelconque.
On appelleangle plat l’angle entreu et−u pouru vecteur non nul quelconque.
On appelleangle orienté de deux demi-droitesR+u etR+v l’angle orienté
entreu etv.
Pour tous ces angles, l’angle non orienté correspondant est la paire{r, r−1}
avecr l’angle orienté correspondant.
L’angle orienté de deux droitesRu etRv est la paire des angles entreR+u et
R

+v et entreR+u etR−v.
L’angle non-orienté correspondant est l’ensemble à4 éléments constitué des
angles entreR+u etR+v, entreR+u etR−v, et leurs inverses.
Etant donnée une base orthonormée directe deR

2 et un angle orientér, on
appellemesure de cet anglel’uniqueθ ∈ R/2πZ tel que la matrice der dans
cette base soit (

cos(θ) sin(θ)
−sin(θ) cos(θ)

)
Notons que la valeur deθ est indépendante du choix de la base orthonormée
directe.
On appellemesure principale d’un angle la mesure de cet angle comprise
dans]− π, π]. On noteraX̂, Y l’angle orienté entreX etY , quelle que soit la
nature deX etY .
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Proposition 51
â, b− ĉ, d = â, c− b̂, d

â, b+ b̂, c = â, c

� Sous-groupes finis deO2(R)

Proposition 52 Tout sous-groupe fini deO+
2 (R) s’identifie à un sous-groupe

fini de(U,×) a.
Un tel sous-groupe est donc de la forme{e 2ikπ

n /k ∈ [0, n − 1]}, et est iso-
morphe àZ/nZ, avecn l’ordre du groupe. Il est ainsi monogène et cyclique.
Tout sous-groupe fini deO2(R) s’identifie àZ/nZ ou àDn ' Z/nZoZ/2Z,
groupe diédral d’ordre2n.

aEnsemble des nombres complexes de module1

Démonstration :
SoitG un sous-groupe fini deO+

2 (R). Il est engendré par un nombre fini de ro-
tations (puisqu’il n’y a que des rotations dansO+

2 (R). Donc il est engendré par des
rotations d’ordre fini, d’anglee

2π
n . En posantm le ppcm desn en question, on constate

queG est engendré par la rotation d’anglee
2π
n .ut

Considérons maintenantG un sous-groupe fini deO2(R) et montrons qu’il est
de l’une des deux formes annoncées. S’il est inclus dansO+

2 (R) c’est terminé. En
cas contraire, soits appartenant àG ∩ O−2 (R). s est une symétrie. L’intersectionH
deG et deO+

2 (R) est un sous-groupe fini deO+
2 (R) ; il est donc engendré par la

rotationr d’angle2π/n pour un certainn. Le groupeG est alors engendré parr et s ;
G = H ∪ sH = {Id, s}×H (au sens du produit ensembliste et non du produit direct).
H est distingué,{Id, s} ∩H = {Id} : doncG = Z/2Z o Z/nZ = Dn.ut

� Polygones réguliers

Définition 53 On appelle polygone régulier deR2 l’orbite d’un vecteur non
nul sous l’action d’un sous-groupe fini deO+

2 (R).

On consultera la partie?? pour constater queDn est le groupe des isométries d’un
polygone régulier.

On pourra consulter le livre [10] pour la constructibilité des polygones réguliers ; la
caractérisation desn tels que le polygone régulier àn côtés est très surprenante, faisant
intervenir les nombres de Fermat : un tel polygone est constructible sin s’exprime
comme le produit d’une puissance de2 par un produit de nombres premiers de Fermat
distincts1.

1Un nombre premier de Fermat est un nombre premier de la forme22n + 1. Les seuls nombres premiers
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3.3.2 Dimension3 : Sous-groupes finis deO+
3 (R)

Théorème 54 (Sous-groupes finis deO+
3 (R)) Les sous-groupes finis de

O+
3 (R) sont de l’une des 5 formes suivantes :
• Groupes constitués exclusivement de rotations, isomorphes àZ/nZ
• Groupes isomorphes aux groupes diédraux (ordre pair)
• Groupe des isométries positives laissant invariant un tétraèdre régulier
(ordre 12)
• Groupe des isométries positives du cube = groupe des isométries positives
de l’octaèdre (ordre 24)
• Groupe des isométries positives de l’icosaèdre (ordre 60)
Il existe des exemples pour chacun de ces cas.

Démonstration : Donner une preuve complète est très laborieux, et être vraiment
rigoureux est très difficile... On pourra voir le livre [10].ut

� Polyèdres réguliers

On n’étudiera pas ici l’existence des 5 polyèdres réguliers et les relations de dua-
lité. Le lecteur intéressé pourra se référer à [8] ; la preuve qui y est donnée n’est pas
complètement rigoureuse, car le formalisme nécéssaire pour manier de tels objets est
difficile, et il est sans doute préférable de se limiter à des notions intuitives.

Les 5 polyèdres réguliers sont le tétraèdre (4 faces triangulaires), le cube (6 faces
carrées), l’octaèdre (8 faces triangulaires), l’icosaèdre (20 faces triangulaires), le dodé-
caèdre (12 faces pentagonales).

3.4 La droite de Simson et quelques suites

Ce théorème, à quelques modifications mineures près, est extrait du livre de Hahn,
"Complex numbers and geometry".

Théorème 55 SoitA,B,C un triangle,D un point.
SoientP ,Q etR les projections orthogonales deD sur (BC), (CA) et (AB).
Alors P ,Q etR sont colinéaires⇐⇒ D appartient au cercle circonscrit à
ABC.

Démonstration : On considère le triangle ABC inscrit dans un cercle de centre0
et de rayon1 (sans perte de généralité).
On noteα, β, γ, δ, λ, µ etν les abscisses respectives deA,B,C,D,P ,Q,R.

Une équation de(BC) est donnée par le calcul suivant :

z ∈ (BC) ⇐⇒ z − β
γ − β

∈ R

de Fermat connus sont3, 5, 17, 257, 65537.

34



O

B

A

C
P

R

Q

D

(    )

(    )

(    )

(    )

(    ) (    )

(    )

FIG. 3.1 – Figure préparatoire à l’étude de la droite de Simson

z − β
γ − β

=
z − β
γ − β

c’est-à-dire2 z + γ.β.z = β + γ

Une équation de(PD) est :

z ∈ (BC) ⇐⇒ z − γ
γ − β

∈ iR

z − δ
γ − β

= − z − δ
γ − β

Donc l’intersection de ces deux droites doit vérifier :

z − γ.β.z = δ − γ.β.δ

On en déduit que

λ =
1
2

(β + γ + δ − β.γ.δ)

de même :

µ =
1
2

(α+ γ + δ − α.γ.δ)

ν =
1
2

(α+ β + δ − α.β.δ)

2En constatant queα−β
α−β

= −βγ et βγ−βγ
γ−β = β + γ.
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P,Q,R colinéaires⇐⇒ λ−ν
µ−ν ∈ R

⇐⇒ [γ,
δ

|δ|2
, β, α] ∈ R

⇐⇒ α, β, γ, δ
|δ|2 cocycliques ou alignés

⇐⇒ |δ| = 1

Ce qui est précisément le résultat souhaité.ut
On suppose maintenant|δ| = 1.

λ vérifiez = 1
2 (β + γ + δ − β.γ

δ )

Soitσ1 = α+ β + γ
σ2 = α.β + α.γ + β.γ
σ3 = α.β.γ

Il s’agit des trois polynômes symétriques élémentaires enα, β, γ. Notons queσ1 =
α+ β + γ = 1

α + 1
β + 1

γ = σ2
σ3

.

z = 1
2 (σ1 + δ − α− σ3

δ.α ) etz = 1
2 (σ2/σ3 + 1/δ − 1/α− δ.α

σ3
)

En éliminantα :

δ.z − σ3.z = 1
2 (δσ1 + δ2 − σ2 − σ3/δ)

Cette expression, étant symétrique enα, β, γ, est vérifiée aussi pourµ et ν. C’est
l’équation d’un sous espace affine, qui est :
• non vide
• non réduit à un point carP,Q,R ne sont jamais confondus.
• non égal au plan carσ3 est non nul

Définition 56 Cette équation est donc l’équation d’une droite, appeléedroite
de Simson.

Théorème 57 SoientL,M,N trois points sur le cercle circonscrit àABC.
Alors les trois droites de Simson correspondantes sont concourantes si et seule-
ment siÂL+ B̂M + ĈN est nul modulo2π.

Démonstration :
Soit l,m, n les abscisses respectives deL,M,N .

l.z − σ3.z =
1
2

(l2 + σ1.l − σ3 − σ3/l)
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m.z − σ3.z =
1
2

(m2 + σ1.m− σ3 − σ3/m)

n.z − σ3.z =
1
2

(n2 + σ1.n− σ3 − σ3/n)

Les deux premières se coupent enz = 1
2 (l +m+ σ1 + σ3/(l.m)).

Les deux dernières se coupent enz = 1
2 (m+ n+ σ1 + σ3/(m.n)).

La condition nécéssaire et suffisante est doncl − n + σ3.(n − l)/(l.m.n) = 0,
c’est-à-direσ3 = m.l.n ou encoreα.β.γ = l.m.n
D’où le résultat par passage aux arguments.ut

3.5 Le cercle des neuf points, et une suite par Coolidge

Cette partie est, elle aussi, fortement inspirée du livre de Hahn "Complex Numbers
and Geometry".

Le cercle des neuf points

A

CB

O

D

(     )

(     )(     )

w

H (     )

FIG. 3.2 – Schéma préparatoire au cercle des neuf points

Théorème 58 Soit(ABC) un triangle,O le centre du cercle circonscrit,G le
barycentre deA,B etC, etH l’intersection des hauteurs.
Alors :
• (O,G,H) sont alignés.
• Les pieds des hauteurs, les milieux des côtés et les milieux des segments
joignant l’orthocentre aux sommetsA,B etC sont tous sur un même cercle.
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Démonstration : On choisitO pour origine du plan complexe.
On noteα, β, γ les affixes respectives deA,B,C. On noteC le cercle circonscrit.

SoitH le point d’affixeθ = α + β + γ. Commeσ−α2 = β+γ
2 , on a

−−→
AH = 2

−−→
OD,

oùD est le milieu deBC. En particulier, commeOA′ est la médiatrice de[BC], on a
(AH) et (BC) orthogonales.

On peut raisonner de même pour obtenirBH⊥AC etCH⊥AB ; on retrouve ainsi
le fait que les hauteurs sont concourantes enH. CommeG a pour affixe1

3 (α+β+ γ),
les pointsO,G etH sont alignés.

SoitW d’affixe σ/2 ; W est le milieu de[OH].
WD = |β+γ

2 − σ
2 | = |α|/2 = 1

2
De mêmeWE = WF = 1

2 avecE etF les milieux respectifs de[CA] et [AB].
La distance deW au milieu deAH est elle aussi12 , et de même pour les autres.
On noteΛ l’affixe du pied de la hauteur issue deA.
Pour situerΛ on va d’abord s’intéresser àα′, l’intersection deαΛ avecC. On va mon-
trer queBα′σ est isocèle.

−−→
Aα′⊥

−−→
BC donneα

′−α
γ−β ∈ i.R.

Lemme :On aα′ = −βγα .

Démonstration : Comme le quotientβγαα′ est invariant par rotation, on peut sup-

poser que
−−→
Aα′ est vertical et

−−→
BC horizontal, de sorte queαα′ = 1 etβγ = −1, si bien

que ce quotient vaut−1 etα′ = −βγα dans tous les cas.ut
On obtient donc par le lemme ci-dessusα′ = −βγα . On montre ensuite facilement

que |B − α′| = |B − σ|, donc le triangleBα′σ est isocèle. Le piedλ de la hauteur
issue deA est en fait aussi le milieu de[α′σ].

On en déduit alors que|Λ − σ/2| = 1/2. On ferait de même pour les pieds des
autres hauteurs. Finalementσ/2 est le centre d’un cercle de rayon1/2 comportant
les pieds des trois hauteurs, les milieux des trois côtés, et les milieux des segments
joignants l’orthocentre aux sommetsA,B etC sont tous sur un même cercle.ut

Enfin, voici un résultat dû à Coolidge :

• Soit z1,...,z4 sur le cercle unité. Le centre du cercle d’Euler dez2, z3, z4 est
τ1 = 1

2 (z2 + z3 + z4) ; τ2, τ3, τ4 sont définis de manière analogue. On définit en
outreτ = 1

4 (z1 + z2 + z3 + z4) ; alors pour touti, τi est sur le cercle de centreτ et de
rayon 1

2 ; ce cercle est appelé cercle d’Euler du quadrilatèrez1,z2,z3,z4.
• On peut faire la même chose avec 5 points ; on définit 5 cercles d’Euler de 5 quadri-
latères, et un cercle d’Euler pour le pentagone.
• On peut procéder de même avec un polygone quelconque.

Pour plus de précisions, on pourra consulter le livre de Hahn cité ci-dessus.
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