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Chapitre 1

Geomeétrie affine

Dans I'ensemble de ce chapitre, les démonstrations seront succinctes et approxi-
matives ; en effet il est souvent suffisant d’avoir de bonnes connaissances en algébre
linéaire pour comprendre cette partie sans difficulté et pour étre capable de refaire les
démonstrations.

Il est donc nécessaire et presque suffisant pour maitriser tout cela d’avoir convena-
blement étudié la partR?, la partie?? et la partie??.



1.1 Définitions et généralités

Définition 1 Etant donnéEk un K-espace vectoriel , on appelspace affine
de direction E un ensembl& muni d’une applicatiorfz, y) — zy de X x X
dansFE telle que :

oV(z,y,2) € X3 2y + yt = 1%

eVze X VueE,yecXzj=u

On définit alors une addition d& x E dansX par z + u = y avecy tel que
Y = u.

On appellescalairesles éléments du corgs.

On appellevecteursles éléments de I'espace vectoriel

On appellepoints les éléments de I'espace affine.

On note parfois surmontés d’'une fleche les éléments,gmur les distinguer
des éléments d& ; ainsi au lieu dew = zy ou x + v = y on peut noter
T+ U = Y.

Une convention usuelle est aussi de nalérun espace vectoriel associé|a
X ; il faut bien voir toutefois que la direction n’est pas unique et qu'il ne
suffit pas queX soit un espace affine de directidpour qu’on puisse défini
canoniquement sa directia .

On appelledimension d'un espace affindga dimension de sa direction lorsque
celle-ci est finie ; un espace affine estdi dimension infinielorsque sa di-
rection est de dimension infinie.

On appelletranslation de vecteura aveca € E I'application qui ax dansX
associer + a.

On appellevariété affine d'un espace affineX de direction F' ou sous-
espace affine deX tout sous-ensemble dé de la former + F avecx € X et
F sous-espace vectoriel de(droite affine si ce sous-espace vectoriel est une
droite, plan affine si ce sous-espace vectoriel est un playperplan affine si
ce sous-espace vectoriel est un hyperplan,etc).

On appellevectorialisé deX enxy € X I'espace vectorie( X, +) pour I'ad-
dition z + y = z avecz tel quezoz + zoy = zo2. Pour 'application qui &
(z,y) associez tel quex + z = y, X est un espace affine de direction spn
vectorialisé.

Bien noter l'unicité @!) dans le deuxiéme axiome!

On peut lier facilement cette notion a celle d’espace affine définie dans le cadre
des espace vectoriel ; en effet un espace affine (au sens des espaces vectoriels ) est un
espace affine pour l'applicatiqw, y) — zy = y —z, et un espace affind (au sens ici
défini) est un espace affine au sens des espaces vectoriels ; il suffit de choisir un point
2 arbitraire dansA et de considérer I'addition dans définie pam + ¢ = d, avecd tel
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N
quexd = zb + x¢.

Proposition 2 Les propriétés suivantes sont des propriétés élémentaires fa-
C|Ies a demontrer
° xy -0 <:> =1y,
e 77 + y% = xZ (relation de Chasles) ;

- — — — C s ,
ey = 2t <= xz = yt (propriété du parallélogramme) ;
e 'ensemble des translations d€ est un groupe additif isomorphe au groupe
additif de la direction deX ;
e les vectorialisés d’'un espace affine sont tous isomorphes entre eux.

1.2 Barycentre

On se donneX un espace affine.

Définition 3 - Proposition Etant donnés, ..., z,, des points de I'espace a

fine X, des scalaires,, ..., t,, de somme, le vecteunﬁl.@a + tg.(sz +...+

t,.0z,, estindépendant dé € X.

Etant donnés, ..., z,, des points de&X, des scalairesy, ..., t,, de somma, le
—_— — S

pointO + t1.0xy + t2.0xs + ... + t,,.0x,, est indépendant d® € X. On

I’appelle barycentre des(z;, t;) pouri € {1,...,n}.

Un barycentre est ici défini pour une somme de coefficients égale |a

mals on peut aussi le définir lir pour une somme guelconque, en remplacant

tq. Oxl + to. OJ?Q + ...+t Ol‘n par

t1— tyg— t, —
O+ ?10:171 + ?209:2 + ..+ %Oxn

avect = > t;.
On appelleésobarycentreden points le barycentre de ces points pondérés par

n'

Démonstration : Facile comme tout en utilisant Chasles'!
Quelques remarques :
¢ On ne change pas le barycentre en multipliant tous; Ipar une méme constante
non nulle.
e Sit;, = 0 on peut se passer de;, t;).
e 1 est le barycentre dds;;, ¢;) si et seulement §Zi€[1’n] L. Tx, = 0.



1.3 Coordonnées cartésiennes, coordonnees barycentriques

Définition 4 - Proposition

Etant donnéX un espace affine , la famille finie;);c1 ) de points deX est
dite affinement libre si 'une des deux conditions équivalengsgvantes es
vérifiée :

o il existei tel que(z;z;) jeq1,p),j SOIt une famille libre.

e pour touti dans|1, p] la famille (z;z;) je(1,,],j2 €St une famille libre.

Une famille infinie deX est diteaffinement libre lorsque toute sous-famille
finie de cette famille est affinement libre.
Etant donnéX un espace affine de dimension finie)Xtsa direction, on se€
donne¥e 4, ..., €, une base dex, etO un point deX. Alors tout pointz de
X s’écrit de maniére unique sous la forme

14

r=0+t1. €1+ .. +ty.€n (%)

Avecz; défini parz; = O + e;, la famille (O, x4, ..., z,,) est appeléeepére
affine de X ; c’est en particulier une famille affinement libre. Il est suffisant
pour gu'une famille affinement libre soit un repére affine que son cardinal soit
(n+1).

(0,7¢1,..., €,) est appelé@epére cartésien dex.

Lest; sont appelésoordonnées cartésiennege x.

On note qu'avety = 1—t; —to —...—t,, la relation (x) équivaut a la relation

== = — —

Ox = toOO + tl.OlL’l + tQ.OZL’Q + ...+ tnOl'n
avec) " ,t; = 1, si bien que pour toud/
— — P — e — —
Mz = toMO + tl.MJ?1 + tQ.MIQ + ...+ tnMIn

On a (dans ce cas, c’est-a-dire avec Esformant une base dE}) existence
et unicité de cette décomposition barycentrique.
— — —

Lest; telsqued,_, . t: # 0et(>,_, ,ti) Mz = tg.MO + t;.Mx; +

—_— _— , , .
to.Mxzo + ... + t,.Mzx, sont appelésles coordonées barycentriques de
dans le repére affing(O, x4, ..., zp,).

— g e —_—

Lest; telsque)_, , ,,ti =1letMxz =tg. MO+ t,.Mxy +to.Mxo + ... +

—_—
t,.Mz, sont appelétes coordonées barycentriques normalisées dedans
le repére affine(O, z1, ..., xy,).

La méthode de passage des coordonées cartésiennes aux coordonnées barycen-
triqgues est a retenir; @J\_f = ZtiO‘a?i, alors les coordonnées barycentriques nor-
malisées dé/ dans(O, z1, xa, ..., p) SONt(1 — > t;,t1,t2,...1n).

On remarque (preuves faciles) que :

e une famille finie est affinement libre si et seulement si aucun de ses points ne peut
s’exprimer comme barycentre des autres.

e deux points distincts forment toujours une famille affinement libre

e étant donné un repére vectorig) une famille deg(n + 1) pointszy, ..., 2,11 €n



dimensionn est affinement libre si et seulement si le déterminant suivant est non nul,
avecz; de coordonnées cartésiennies, ..., t; ,,) dansk :

ti1 to1 ... tn1 thr1n

ti2 too ... th2 lpy12

tl,n t2,n e tn,n thrl,n
1 1 o 1 1

(il suffit pour le voir de soustraire la premiére ligne atoutes les autres puis de revenir
a la définition d’un famille affinement libre (proposition-définitid))

e étant donné un repére affine, une famillerde- 1 points en dimensiom est
affinement libre si et seulement si le produit mixte de leurs vecteurs de coordonées
barycentriques dans ce repere est non nul. Autrement ditlesl) pointszy, ..., z,,
avecz; de coordonnées barycentriques,o, .., u;,,) forment une famille affinement
libre si et seulement si le déterminant suivant est non nul :

U0 U20 o Un,0 Un+1,0
U1 U221 ... Upl  Un41,1
Ur2 U222 ... Up2 Uptl1,2
Uln U2n .- Un,n  Un+in

(il suffit pour le comprendre de considérer ce déterminant et de remplacer la pre-
miére ligne par la somme de toutes les lignes - puis de se ramener au point précédent)

Définition 5 - Proposition On se place dans un espace affine de dimension
finien.
On a vu qu'une famille de points est liée si et seulement si le produit mixte de

leurs coordonnées barycentriques dans un repére affine donné est nul. Donc,
si I'on se donne: points affinement libres, 'ensemble des points appartenant

a I'hyperplan engendré par ces points (P;);c1,»], avecP; de coordonnées
barycentriquest; ;) ;c(0,n], €St 'ensemble des points de coordonnées barycen-
triquesxy, ..., z, telles que

tio t2o --- Tno To
tl,l t271 e tn,l X1
t12 f22 ... th2 T2 |
tl,n tQ,n e tn n Tn

s

En développant le déterminant suivant la derniére colonne, on obtient une
équation linéaire en les;, de la formeug.zg + ui.2¢1 + - - - + up.z, =0; le
vecteur(ug, u1, ..., 4, ) €st un vecteur deoordonnées tangentiellesle I'hy-
perplan.

Les coordonnées tangentielles d'un hyperplan sont uniques a proportionalité
prés. Unn-uplet est un vecteur de coordonnées tangentielles d'un hyperplan
si et seulement si ses coordonnées ne sont pas toutes nulles.




1.4 Applications affines

Définition 6 - Proposition

Une applicationf de X dansX’ (deux espaces affines ) ; est diffine si l'une
des deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

e il existe z tel que l'applicationw — f(x)f(x + u) soit une application
linéaire de X dansX’ ;

e pour toutz I'application ' — f(x)f(x + u) est une application linéaire d
X dansx’.

L'application linéaire est alors indépendante du paint; on I'appelle appli-
cation linéaire associée & ; on la note?.

Si ? est une forme linéaire, c’est-a-dire &’ est de dimension (est une
droite), ont dit quef est undorme affine.

Un isomorphisme d’espaces affinesst une bijection linéaire entre deux e
paces affines .

1




Proposition 7 L'application Iinéaire? associée a une application affine
vérifie
N
V(z,y) € X2 f(z9) = f(2)f(y)
ce que I'on peut aussi écrire

V(z,y) € X*f(y) = f(x) + f ()

Etant donnér appartenant aX, avecX un espace affine , deux applications
affines de méme espace de dép¥ret de méme espace d'arrivé€’ sont

€gales si et seulement si leurs applications linéaires associées sont égales et si

elles coincident en.
Toute application affing d’'un R™ dans urR™ est différentiable en tout point|;

la différentielle def (en n’importe quel point) est égale?ﬁ.

f d’'un espace affine dans un autre est affine si et seulement si pour toute fa-

mille (x4, ..., x,,) d’éléments d&X et toute famillgty, ..., t,,) de réel de somme
St t;=1ona

n n
f(z t;.xi) = Z tif (@)

=1 =1
Une composée d’applications affines est affine.
La réciproque d’une bijection affine est une bijection affine.
L'ensemble des bijections affines d'un espace affinsur lui-méme est ur
groupe pour la composition. On I'appeltoupe affinede E (noté GA(E)).
On pourra consulte?? pour plus d’informations.

Une applicationf d'un espace affine dans un autre est affine si et seulement

si elle conserve le barycentre, c’est-a-dire si 'image du barycentrd €gs;)
est le barycentre del§f (z;), t;) pour toute famille finidz;) et toute famille de
scalaires(t;).

Proposition 8 (Sur les points fixes des applications affines$i f est affine
de X dansX (avecX un espace affine ) et a un point fixgalors I'application
f induit une application linéaire du vectorialisé ¢geenz dans le vectorialisé
def enz.
Si f affine deX dansX admet un point fixe alors 'ensemble des points fixes
de f estz + F avecF le noyau d€f — I).

Si X est un espace affine de dimension finigf, sst affine deX dansX avec
? ayant un unique point fixe, alogga un unigue point fixe (et I'unique poin
fixe de?> est nécéssairemefy.

=3

Définition 9 gne application affinef est appeléehomothétie affine si et
seulement sif est une homothétie (i.e. de la forme— .z avec) # 1).




Proposition 10 Une homothétie affine admet un et un seul point fixe.

Démonstration : Application immédiate du dernier point de la proposition ci-
dessus, une homothétie linéaire de rapport différent dgant0 pour unique point
fixe.O

1.5 Sous-espaces affines d'un espace affine

Définition 11 On appellesous-espace affina’'un espace affin& une partie
P telle que I'une des deux propriétés équivalentes suivantes soit vérifiée pour
un certain sous-espace vectoriglde X :

e il existex dansX telqueP = F + «

e pour toutr dansX P = F' + x; I est ladirection de X .

Deux sous-espaces affines d'un espace affine sorsugifgémentairessi et
seulement si leurs directions sont supplémentaires.

On appellenyperplan affine d’'un espace affin& un sous-espace affine dé
admettant un sous-espace affine supplémentaire de dimehnsion

Un sous-espace affine est un espace affine .

Définition 12 - Proposition Etant donnéP une partie non vide d’'un espage
affine X, 'ensemble des barycentres de parties finieg’dest un sous-espace
affine deX ; on I'appelle sous-espace affine engendré par.

10



Proposition 13 Une partie non videP d'un espace affineX est un sous-
espace affine de& si et seulement si tout barycentre d’'une famille finie
points deP est dansP.

Une partie non vide? d’'un espace affin&’ est un sous-espace affine desi
et seulement P contient toute droite engendrée par deux pointdte

Le sous-espace affine engendré par une partie finie nonRvete de dimensior

de

card(P) — 1 (cardinal deP moinsl1) si et seulement si la famille des éléments

de P est affinement libre.
L'image d'un sous-espace affiné par une application affing’ d'un espace

affine X dans un espace affin€’ est un sous-espace affine de I'espace affine

X' de direction f (V).
L'image réciproque d’'un sous-espace affiigoar une application affing est
—

soit vide soit un sous-espace affine de direction I'image réciproquefpde
e

Y.

SiY est paralléle aZ, avecY et Z deux sous-espaces affinesXesi f est
une application affine, alorg(Y") est paralléle &f (Z).

Un sous-espace affirié de dimensiomp d'un espace affin& de dimensiom

s’exprime comme intersection @e— p) images réciproques de singletons par

des formes affines indépendantes ; c’est-a-dire

Y = {z e X/Vie[l,n—plfilz)=b}

pour une certaine famillg; de formes affines indépendantes et des scalaires

b;. La direction deY” est I'espace vectoriel
Y = {7 eXNie[l,n—p, f;(T) =0}

Etant donnési et B deux sous-espaces affines disjoints d’'un espace &fjn
la dimension du sous-espace affine engendréfqab est égale a la dimensio
de A + B plus un.

Etant donnésA et B deux sous-espaces affines de dimension finie et nor
joints d’'un espace affin&, la dimension du sous-espace affine engendré
AUB est égale a la dimension deplus la dimension d& moins la dimension
deAN B (dim A + dim B — dim AN B = dim Vect(AU B)).

11
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1.6 Projections dans un espace affine

Définition 14 On se donn&” et Z deux sous-espaces affines supplémentaires
de X (un espace affine ). Alors (voir plus haut) I'intersectionXeet Z est
réduite & un singleton; appelon@ ce singleton. On considere alots le
vectorialisé deX et O, Y le vectorialisé dev en 0, et 7_I>e vectorialisé
de Z en O. Tout pointz de X est aussi un pointd& ;or X =Y & Z;

doncx = y + z avecy dansY etz dansZ. On appelley le projeté de
x sur'Y parallelement & Z. L'application qui az associe son projeté suf

parallelement & est appelé@rojecteur sur Y parallélementaZ.

On remarque que s et Z’ sont paralléles alors le projecteur Stparallélement
a Z est égal au projecteur shirparallélement &’.
Voyons quelques propriétés des projecteurs :

Proposition 15 (Propriétés des projecteurs)En notantp le projecteur su”
parallélement &7 :
i . —_— — —

e pour toutz dansX p(z) est 'unique point d&” tel quezp(z) € Z, avecZ
la direction deZ.
e pop = p(pestidempotent)
e p est affine
ep(X)=Y
e p induit I'identité surY’

- —s
e Z estle noyau de'.

Et maintenant des caractérisations :

Proposition 16 (Caractérisations des projecteurs)e Toute application af-
fine idempotente est un projecteur.

o Toute applicationf affine ayant un point fixe et telle qJé o ? = ? estun
projecteur

12



1.7 Symeétries dans un espace affine

Définition 17 Etant donnéX un espace affine , le point+ 37y = y + 32
)

est appelénilieu de zy. C'est le barycentre dér, 3) et(y, 3).
On appellesymétrie une application affing d'un espace affine dans lui-méme
telle quef o f = I (i.e. f estinvolutive).

Quelques caractérisations :

Proposition 18 e Une applicationf d'un espace affine dans lui-méme est une
g}/métrie si et seulement Siest affine, admet un point fixe, et vérﬁeo 7) =
f

e Une applicationf d'un espace affin& dans lui-méme est une symétrie si et
seulement si il existe deux sous-espaces affinesZ supplé_me}ntaires d&
tels que, pour tout, le milieu dex f (x) appartienne & etz f(x) € 7.

e Une applicationf d'un espace affin& dans lui-méme est une symeétrie si et

—_— —_

seulement si il existe un projecteur deX tel quex f(z) = 2.ap(z).
e Une applicationf d'un espace affin& dans lui-méme est une symeétrie si et
seulement si il existeun projecteur deX tel quep(z) soit le milieu dex f ().

Définition 19 Le projecteur évoqué dans les deux derniers points de la propo-
sition ci-dessus est unique ; la symétrie et le projecteur en question sont dits
associés

Définition 20 - Proposition Une symétrief est entierement caractérisée par
'ensembleY” de ses points fixes et par le sous-espace vectdride X des
vecteurs de la formef—(:z:f; on I'appelle symétrie par rapport a Y paralle-
lementaZ (ou par rapport aZ, avecZ sous-espace affine quelconqueXie
de direction?). N
Le sous-espace vectorigl de X est aussi le sous-espace propre associé a la
valeur propre—1 pour I’endomorphismg.

13



1.8 Mesure dans un espace affine

1.8.1 Abscisse le long d’une droite

Définition 21 On se donneX un espace affine .

Etant donné: etb distincts dansX, I'ensemble des + t.ab est une droite (i.e
un sous-espace affine de dimensidnTout pointz de cette droite s’écrit de
—

=
maniére unique: + t.ab ; t est I'abscisse de suivant(a, ab). Etant donnés:
ety sur la méme droite, la différeneg — ¢, avect, (resp.t,) | 'abscisse dex

(resp.y) est appeléenesure algébrique de I'arc(zy) suivant (a, a_)b).

1.8.2 Mesure de Lebesgue suR”

Cette partie ne sera pas détaillée formellement.

La définition du volume par la mesure de Lebesgue coincide avec la définition du
volume donnée par le produit mixte : le voluf@ + t;.x1 + ... + t.xpn/(t1, ... tn) €
[0,1]"} pour la mesure de Lebesgue est égal a la valeur absolue du produit mixte

|[.131, ceey .’L‘n]‘.
Avec P une partie affine d&, espace affine , gt une application affine d& dans

lui-méme, alorsg/ olume(f(P)) = |det ?\.Volume(P).

1.9 Définitions supplémentaires

On donne ici quelques définitions pouvant servir, sans développer intensément...

Définition 22 Etant donnéX un espace affineH un hyperplan affineD une
droite affine supplémentaire dé, et A un scalaire non nul, on appeligilata-
tion affine d’hyperplan H, de direction D et de rapport A I'application dont
la restriction au vectorialisé déf en H N D est I'identité, et dont la restriction
au vectorialisé déD en H N D est une homothétie de rappoxrt

Une dilatation est une bijection affine. Sa bijection réciproque s’obtient en rempla-
cant par +.

L'application linéaire associée a une dilatation affine est une dilatation (au sens des
espaces vectoriels ).

Définition 23 Etant donnéX un espace affine , on appettansvection affine
une applicationf telle qu'il existeH un hyperplan affinel, une forme affing
sur X telle que{x € X/h(x) = 0} = H, un vecteuru’ dansH tels que pour
toutx dansX, f(z) = x + h(z). .

Bien noter quéw € H = ker (7).
Une transvection est une bijection affine. Sa transvection réciproque s’obtient en
remplagantu’ par—.

14



L'application linéaire associée a une transvection affine est une transvection (au
sens des espaces vectoriels ).

1.10 Pour se ramener a l'algebre linéaire

Il est bien évident au vu de tout ceci que géométrie affine et algébre linéaire sont
trés fortement liées. On va préciser ces liens dans cette partie.
On se donne&X un espace affine .

Théoréme 24 Etant donnéX un espace affine de directio)?, il existe un
espace vectorieX tel queX est un hyperplan affine dg, X estun hyperplan
(vectoriel) deX ;

en outre : R R

e chaque élément d& qui n'est pas dansX s’écrit sous la forme\.z avec
r e XetheK;

e pour tout élémeny dansX, X = X & K.y;

« toute famille affinement libre d& est une famille libre deX ;

e les repéres affines d&€ sont les bases d& formées d’éléments dE ;

e les coordonnées barycentrique (normalisées) dans un repére affiiesdat
exactement les coordonnées dans la méme base en tant que bese de

e Etant donné(R, ey, ...,e,) UN repére cartésien d&, siz € X a pour
coordonnées cartésiennés, ..., x,,) dans ce repérex a pour coordonnées
(1,2, ...,x,) dans la base de&X égale a(R, ey, ..., e,) (bien voir queR est
un élément de&X, donc un élément d&, et quee; est un élément dﬁ}, donc
aussi un élément d¥).

Il 'y a pas unicité deX, mais on peut le construire explicitement en considérant
I'ensemble réunion d&, de )_(), et de 'ensemble des couplés, ') appartenant a
(K\ {0,1}) x X. Les lois sont celles que I'on attend en identifianta {0} x X et
Xafl}x X.

Définition 25 Cet espace vectoriel est noté par la suife

Enfin un petit théoréme immédiat :

Theoreme 26 Pour toute application affing de X dans.X’, il existe une et
une seule application linéairg de X dansX’ telle quef induisef. En outre
— —
f estlarestriction def a X.
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1.11 Formes 2-affines et quadriques affines

Définition 27 On appelldorme 2-affineune application d’un espace affidé
de dimension finie daris telle qu’'étant donné un certain repére cartésign
f(@) =226 hep npe Aig-Ti2j+2 3 e 0 bi-i+c, avece; les coordonnées
cartésiennes de dansR etb un vecteur an composantes; un réel, A une
matrice de typén, n) qui ne soit pas antisymétrique.

On appellequadrique affine d’un espace affine de dimension finie une équa-
tion du typef (z) = 0 avecf une forme 2-affine sur cet espace affine .

Proposition 28 e La définition ci-dessus stipule seulement qu’il existe un cer-
tain repere cartésien dans lequel on peut exprimer ainsi I'application ; en|fait
s'il en est ainsi, I'application s’exprime de méme dans tout référentiel carté-
sien.
e On peut aussi imposer, sans changer la notion de forme 2-affine, que la ma-
trice A soit symétrique non nulle.

Proposition 29 L'application f +— f|x de I'ensemble des formes quadra-

tiques surX dont la restriction ax nest pas la forme quadratique nulle dans
I'ensemble des formes 2-affines strest une bijection.

Ce résultat est important; il permet donc de ramener I'étude d'une forme 2-affine
sur un espace affine de dimensiora I'étude de la restriction a un hyperplan d’'une
forme quadratique sur un espace vectoriel de dimensien1).

1.12 Zoologie de la géométrie affine

1.12.1 Etude de quadriques en dimensioB

Les figures données ici sont obtenues avec Maple. Les commandes ne sont pas
toutes données, car elles sont trés similaires. On se contentera de donner la commande
fournissant la figuré..3: il s’agit de

with(plots) ; implicitplod3d(2-y2=z,x=-3..3,y=-3..3,2=-
3..3,axes=BOXED,style=PATCHCONTOUR,numpoints=10000) ;

Pour les autres figures, la modification de "numpoints" n’est pas utile.

@ Quadriques de rang3 (alias quadriques a centre)

Ces quadriques sont celles de signatii@) (ellipsoide éventuellement réduit a
un point, figurel.1a gauche)(2,1) (hyperboloide d nappel.la droite, & nappes
figurel.2a gauche).
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FIG.12-22 — 2 —22=1 22 +¢y* =142

@ Quadriques de rang2

Ces quadriques sont le paraboloide elliptique (fidufea droite) et le paraboloide
hyperbolique (figurd..3).

1.12.2 Exemples tres banals d’espaces affines
= Espace vectoriel

On se donnd& un espace vectoriel, par exemfié ; alors X = E muni de I'ap-
plication (z, y) +— z3 = y — = est un espace affine.

@ Avec une bijection sur un espace vectoriel

Etant donnéX un ensemble ek un espace vectoriel , avgcune bijection deX
sur E, alors l'application(z,y) — zy = f(y) — f(z) de X x X dansE définit une

17



FIc.1.3-22 -y’ =142

structure d’espace affine siir. En fait, tout espace affine peut se définir de cette fagon;
mais il N’y a pas unicité de la fonctigh(unicité a composition par une translation prés
toutefois).

1.12.3 Solutions d’'un systeme linéaire

Etant donné un systéme linéaileX = b avec A une matrice de typén,p), X
l'inconnue (vecteur colonne de dimensipn etb un vecteur colonne de taille, I'en-
semble des solutions est un espace affine, de direction I'espace vectoriel des solutions
deAd.X =0.

S'il existe une solution, la dimension de I'espace affine des solutions estggal a
avecr le rang deA.

Donc pour trouver toutes les solutions, il suffit de trouver une soluXipnet I'es-
pace des solutions est aloxg + Ker(X — A.X).

1.12.4 Solutions d’'une équation différentielle
© Du premier ordre

Etant donnd un intervalle deR, u etv des applications continues delansR, les
solutions de I'équation différentielle du premier ordre

y'(t) = u(t)-y(t) + v(t)

forment un espace affine de direction I'ensembleydestels quey’(t) = u(t).y(t).

Cet espace affine est de dimensignsa direction est une droite vectorielle (de
I'espace vectoriel des fonctions continues IddansRR) engendrée par I'application
x — exp(U(z)) (del dansR) avecU’ = u surl.
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o Du second ordre

Etant donnd un intervalle deR, u, v etw des applications continues delansR,
les solutions de I'équation différentielle du deuxiéme ordre

y" (1) = u(t).y'(t) + v(t).y(t) + w(t)

forment un espace affine de direction I'ensembleideéstels quey” (t) = u(t).y'(t) +
o(B)y(t).

Cet espace affine est de dimensisa direction est un plan vectoriel (de I'espace
vectoriel des fonctions continues dedansR), dont on trouvera une base en utilisant
la transformation donnée en parti@ pour se ramener a une équation d’'ortire

1.12.5 Pour les algébristes, action du groupe additif d'un espace
vectoriel sur un ensemble

On se donneX un ensemble quelconque,Btun espace vectoriel , et on considére
une action du groupgr, +) sur X ; on impose que cette action soit fidele et transjtive
c’est-a-dire que

e.(f.x) = (ef).x et0.x = x (définition d’une action)

et
V(iz,y) e Xue Ej/ux=y

(existence = transitivité, unicité = fidélité). Aloss est un espace affine de directifn
pour I'application qui &z, y) associe I'élément tel queu.z = y.
La notation multiplicative, usuelle pour les actions de groupe, est peut-étre ici assez
malvenue, du fait que I'on se retrouve adee = x... On peut remplacer.x pour (e, x)
dansE x X parT.(x), et employer le vocabulaire plus imagé des translations.
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Chapitre 2

Géometrie projective

2.1 Homographies, birapport et droite projective
2.1.1 Théorie

Définition 30 - Proposition On appelledroite projective associée au corps
K et on noteP!(K) I'ensembleK U {cc}, sur lequel on prolonge les loi
d’addition et de multiplication en posanmt+ co = co pour toutz € KU {oo}
et{x.c0} = oo pour toutz € K* U{cc}, le produit0.oco n’étant pas défini. On
prolonge la division en posant/co = 0 eta/0 = oo pour toutz € K*U{oc}.
Toute application affing’ de K dansK peut étre prolongée en une application
de P}(K) dansP!(K), en posantf(co) = cc.
Soit M une matrice de&5Ly(K), noté( CCL Z
P1(K) associée a\/ est par définition I'application qui & dansP!(K) as-
socie

. % Sicx+d#0

eocoSicr+d=0

e %siz=o00

On note cette applicatiofil (M).

Sic # 0, H(M) induit une bijection dé&k \ {f%} surK\ {%}. On en deduit
que H(M) est une bijection dé*!(K) sur P'(K). Un calcul simple montre
gue sa réciproque est I’homographie associée a I'inverse de la matfice
L’ensemble des homographies B¢(KK) est un groupe pour la composition.
On I'appellegroupe projectif de K ; on le noteG P! (K).

L'application qui &M associeH (M) est un morphisme du grouggLs (K)
dansGP'(K). Son noyau est I'ensemb{&*).1, c'est-a-dire le groupe des
matrices non nulles proportionnelles a la matrice identité (ce noyau, comme
tout noyau d’'un morphisme de groupe, est distingué).
On en déduit don& P (K) ~ GLy(K)/K*.I = PGLy(K).

1°Y

> ; alors 'homographie de
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Définition 31 - Proposition Etant donné une droite affinP (c’est-a-dire un
espace affine de dimensia)y on peut considérer sdroite projective com-
plétée D, consistant erD U {oo}. Une abscisse sur D se prolonge en ung
bijection deD sur PL(K), par m(o0o) = oco; cette application sera encor
appeléeabscissesur D. B B

On appellehomographie de D sur D’ une applicationk de D sur D' telle
gu'’il existe des abscisses etm’ respectivement sub et D’ telles queh =
m/~! o H o m, avecH une homographie d&'! (K).

Un composée d’homographies (quel que soit le contexte) est encore une homo-
graphie.

Une homographie est toujours bijective.

L’ensemble des homographies @esur lui-méme forme un groupe pour
isomorphe & P! (K) ; on le noteGP (D), et on I'appellegroupe projectif de
D.

Etant donnéd® une droite affine munie d’un repére affine, donc d’une abscisse,
on se donnd points A, B, C et D distinctsd’abscisses respectivesb, ¢ etd.
On appellebirapport de A4, B, C et D eton notg 4, B,C, D] = 4=¢.b=4,
On a les propriétés suivantes du birapport :

e le birapport est indépendant de I'abscisse choisie.

e le birapport n'est pasindépendant de I'ordre.

e [A,B,C,D]=[C,D, A, B|
*[A4,B,C,D] = [A,B,lD,C] = [B,A%C,D]
e [A,B,C,D] +[A,C,B,D] =1

En constatant que le birapport av8goints fixés est une homographie, onjva

la prolonger.

Ainsi, on prolonge le birapport au cas ou I'un des points®stde la maniére
logique intuitivement, c’est-a-dire que les termes incluaritse compensent"|
Ainsi on a par exemple

&

[A,B,C,00] = +—°
— C
b—d

[A, B,00, D] =
a—d

a—c

[A,00,C, D] =
a

[0, B, C, D] =

Ensuite, on prolonge le birapport au cas ou deux points sont égaux :

[A,A,C, D] =[A,B,C,Cl=1

[A,B,A,D]=[A,B,C,B] =0

[A,B,C, Al =[A,B, B, D] = o0

Le birapport est invariant par homographievA, B,C, D € PY(K),Vf €
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Définition 32 - Proposition
Toute homographie d®, avec D une droite affine, s’exprime de maniere
unique sous la formé/ — [M, A, B, C] pour un certain triplet(A, B, C)
de points_distinct distinctsle D. On appellerepére projectif de Dun triplet A, B, C
de points distincts, i\, A, B, C] est appelé&oordonnée deM dans le re-
pere projectif (A, B,C).

L'application qui a un point associe sa coordonnée dans un repére projectif est
égale a composition par une homographie prés a I'application qui a un point
associe sa coordonnée dans un autre repere projectif.

Etant donnés deux triplets de points distin¢ts B, C) et (A, B’,C’) res-
pectivement sub et D’ (deux droites projectives), il existe une et une sgule
homographig: de D sur D’ telle queh(A) = A’, h(B) = B’ eth(C) = C".
Etant donnés deux quadruplets de points distin€t4, B,C, D) et
(A',B',C', D) respectivement sUE et £’ (deux droites projectives), il existe
une homographié de E sur £’ telle queh(A) = A’, h(B) = B', h(C) = C’
eth(D) = D’ sietseulement $4, B,C, D] = [A’, B',C', D’].

Une bijectionentre deux droites projectives est une homographie si et seule-
ment si elle conserve le birapport.

Etant donnéD une droite projective, ef € D, D induit surk = D \ {d} une
structure de droite affine¢ A(F) est 'ensemble des applications induites sur
E par des homographies de dontd est un point fixéon en déduit donc qu

tous les points d® jouent le méme rdle, méme).

D

2.1.2 Visualisation

On considére le plan vectori&? muni de sa base canonique, et I'ensembldes
droites vectoriellesle K2 (donc seulement les droites affines passant par l'origine).

On noteD la droiteK x {0} et D I'ensembleD \ {D}.

Etant donnél appartenant &, on considére:(d) 'abscisse de son intersection
avec la droitekK x {1}, et on pose:(D) = cc.

D est une droite affine pour I'application qui & deux droifest d’ associecﬁ =
z(d") — z(d). D en est une droite projective complétée. Une absciSsar D, qui est
affine par rapport & — z(d), se compléte en une abscisse Buparz’(A) = A.

On peut donc visualiser la droite projectif (K) comme I'ensemble des droites
vectorielles du plan euclidiek?.

On peut aussi considérer la droite projective complétée comme I'ensemble des
points non nuls du plaK?, en considérant des classes d’équivalence égales aux droites
vectorielles privées dé L'image est sans doute d'autant plus visualisable, car I'homo-
graphieh(M) pour M € G Lo (K) est alors la multiplication pa¥/ dansk? quotienté
par la relation d’équivalence «étre dans le méme alignementlavec

En identifiant un point d’abscisgedans un repére affine a la classe d’équivalence
K.(t,1) sit # oo et & la classe d’équivalend&.(1,0) sinon, on peut identifier toute
droite projective complétée a I'ensemble des classes d'équivalence précédemment dé-
finies deK? \ {0}.
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Ainsi une homographie dans une droite projective complétée est I'application quo-
tiente d’une transformation linéaire daks.
Il reste maintenant a passer aux espaces projectifs de dimension supérieure.

2.2 Espaces projectifs
2.2.1 Lathéorie

Définition 33 Etant donnéE un espace vectoriel de dimension finie, on ap-
pelle espace projectif associé & I'ensembleP(E) des droites vectorielles
de E. On noteP"~!(K) pour P(K").

On appelledimension deP(E) la dimension d&& moins un

Ne pas confondre avec I'ensemble des partief de

On appelledroite de P(FE) I'image d’'un plan vectoriel d&, plan vectoriel
de P(E) I'image d’'un sous-espace vectoriel fliede dimension, sous-espace
projectif de P(E) de dimensiong I'image d’un sous-espace vectoriel d&
de dimensior(q + 1), hyperplan projectif de P(FE) un hyperplan vectorie
de E, sous-espace projectif dB(E) engendré pay points deP(F) (i.e. ¢
droites deF) I'image du sous-espace vectoriel lieengendré par leg droites
correspondantes.

On note< P > le sous-espace projectif d&(E) engendré par une parti€
incluse dansP(E).

On dit deq points deP(FE) qu'ils sontprojectivement indépendantssi les
droites correspondantes sont en somme directe dansest-a-dire s'ils en-
gendrent un sous-espace projectif leE') de dimensiorfg — 1).

On dit den pointszy, ..., z, de P(E) gu'ils forment unrepere projectif de
P(E) siladimension dé’(E) estn — 2 et si toute sous-famille de— 1 points
desx; est projectivement indépendante.

On dit dex dans P(FE) qu'il a pour coordonnées homogéne§t, ..., t,)
dans un certain repére projectif (do, ds,...,d,) Si un certainy apparte-
nant az a pour coordonnéesty, ...,t,) dans une baséey,...,e,_1) avec
en = Zi:[l,n—l] e; etd; =< e; > pour touti € [1, n].

Cette définition des espaces projectives coincide avec celle des droites projectives
donnée plus t6t.

Les coordonnées homogeénes ne sont pas uniques, méme dans un repére donné !
Par contre elles sont unique a multiplication par un scalaire non nul prés. La preuve en
sera plus facile aprés certaines autres propositienvair plus loin.

Proposition 34 Etant donnéd” et G deux sous-espaces projectifs d'un espace
projectif P(E), on a

dimF+dmG=dim < FUG>+dimFNG
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Définition 35 (Sur les repéres projectifs)- Proposition e Si (y1,...,Yn—1)
est une base d&, et si lesz; pouri € [1,n] sont des éléments d& E) avec
yi € x, €ty ., . 1y € x, (intuitivementz,, est au milieu des:; pour
i € [1,n—1] - ladivision parn est superflue puisque I'on travaille daf§ E)
a une constante multiplicative pres), alds,, ..., z,,) e€st un repére projecti
deP(E).

e Réciproquement, $ic1, ..., x,,) estun repére projectif dB(E), alors il existe
(Y1, .-, Yn—1) Une base d&, avecy; € x;, €t) ", | . |y € Tp.

Pour bien voir ce que signifie ce résultat, il faut comprendre que n’importe guel
repere projectif s’exprime donc comme I'image d'une base par la surjegtion
canonique d&2\ {0} sur son quotient PLUS I'image de la somme des éléments
de cette base; et que n’'importe lequel des éléments peut s’exprimer comme
étant I'image de I'élément somme.
Une famille(y;);e[1,n—1) et une famille(z;);c1,,,) €tant définies comme dans
le deuxiéme point, la bas@;)ic(1,,—1] €t le repére projecti{x;);c(1 ) SONt
dits associés

Démonstration :

Remarquons tout d’abord que pour que des draitesoient en somme directe, il
faut et il suffit qu’'une famille quelconque dg avecy; engendrant; soit libre ; dans
ce cas, toute famille dg avecy; engendrant; est libre.

Dans la suite j'assimile ¢ engendrer » & «y engendre la droite vectorielle en-
gendrée pat », lorsquey est un point d& etz une droite vectorielle privée de

e La famille x4, ...,x,_1 est clairement projectivement indépendante. Il reste a
voir que n'importe quelle autre famille de — 1) éléments est projectivement indé-
pendante. Pour cela, on peut se contenter de la famille., z,,, puisque la situation
est invariante par permutation des termes du vettédn se donne alorg,, ..., ¥,
dansE engendrant respectivemery, ..., x,,. Si (y1, ..., yn—1) €St une base d& et
Yn = Y1 + ... + yn—1, alors la famille obtenue a partir dgy, ..., y,—1) en remplacant
n'importe quel vecteur pay, est de nouveau une base He si bien que n'importe
quelle famille de(n — 1) éléments parmi;, ..., z,, est projectivement indépendante :
(21, ...,z,) €St un rep‘ere projectif d€(F).

e On se donne; engendrant; dansE. Par définition, leg; pouri € [1,n — 1]
forment une famille libre dé2, donc une base dB. Doncy,, est combinaison linéaire
desy! pouri € [1,n — 1]. On écrit alors

vh= Y. A
i€[l,n—1]

puisy, =y, ety; = A;.y; pouri € [1,n — 1], et on a le résultat souhaité sous réserve
gue les\; soient non nuls.
e Les )\; sont tous non nuls; en effet, dans le cas contraire, une sous-famille d'au

1o, agit transitivement sur les paires §&, ..., n}, donc, par passage au complémentaire, sur les paires
de(n — 1)-uplets de{1,...,n}
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plusn — 1 vecteurs parmi, ..., y,. O

pres.

Proposition 36 (Coordonnées homogened)es coordonnées homogén
dans un repere donné sont uniques a multiplication par un scalaire non

nul

Démonstration : e Lesy; donnés par le deuxieme point de la proposition ci-dessus
sont uniques a multiplication par un scalaire non nul prés (comme on s’en convaincra

en consultant la preuve ci-dessus).

e Les coordonnées homogénes sont donc uniques a multiplication par un scalaire

non nul pres

Proposition 37 (Propriétés des espaces projectifs§ Dans un espace projeq
tif, par deux points distincts passe une droite et une seule.

e Dans un espace projectif, I'intersection d’'une droite et d’'un hyperplan
ne la contient pas est constituée d’un point et d’'un seul.

qui

Proposition 38 (Propriétés des plans projectifs)Dans un plarprojectif :

e Deux droites distinctes se coupent en un point et un-sepias de droite san$

point commun'!

D

On a défini laborieusement les homographies dans une droite projective ; on va

maintenant les définir dans un espace projectif de dimension quelconque.

Définition 39 (Homographies) Soit £ et F' des espaces vectoriels de mé

dimension finie, ef € Isom(E, F). Alors f conservant I'alignement, on peut

restreindref a E privé de0 et F' privé de0, on a encore une bijection; on pe
alors considérer I'application quotient dg; on obtient une bijection d&(E)
sur P(F). Cette application est appelé®mographie deP(E) sur P(F).
Unematrice associée & une homographie dB(E) dans P(F') dans des re-
péres projectifsk et R’ (de P(F) et P(F) respectivement) est la matrice da
des bases associéedet R’ d’'un certain isomorphisme de dansE’ engen-
drant cette homographie. Un endomorphisme ayant pour matrice cette n
matrice dans les mémes bases est dit lui aassociéa cette homographie.

me

Ut

ns

néme

Il N’y a pas unicité des matrices associées a une homographie! Ni des endo-

Proposition 40 Soit R un repere projectif d&’(E) et R’ un repere projectif
de P(E). Avecz € P(FE) et X un vecteur de coordonnées homogénes: d
dansR et M une matrice associée a 'homographie de P(E) dansP(F’)
pour les repéresk et R/, M.X est un vecteur de coordonnées homogene
H(z) dansR'.

morphismes! Il y a par contre unicité & multiplication par un scalaire prés, comme on
le vérifie dans la parti@?.

5 de
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Proposition 41 La restriction d’'une homographie a un sous-espace projectif
est une homographie.

Etant donnéd’(E) et P(F') deux espaces projectifs de méme dimensidtyet
et Rr des repéres projectifs dB(E) et P(F') respectivement; alors il existe
une unique homographie d@(E) sur P(F) par laquelle Ry soit 'image de
Rg.

Définition 42 L'ensemble des homographies d’un espace projéttif’) sur
lui-méme forme un groupe pour, on I'appelle groupe projectif de F, et on
le notePGL(E).

D’aprés la proposition précédentB(GL(E) agit simplement transitivement sur
I'ensemble des repéres projectifs BéF). On trouvera plus d’informationsze.

2.2.2 Lavisualisation

On a introduit les espaces projectifs en considérant les classes d’équivalence d’'un
espace vectoriel de dimension finie privédeour la relation d’équivalence "appartenir
a la méme droite vectorielle". Certes cette représentation est elle-méme bien imagée et
intuitive. Toutefois il reste a fournir une représentation rappelant plus la géométrie
affine.

J'assimile abusivement une droite vectorielle et la méme droite privéaldas la
suite de ce paragraphe.

On se donng’ une forme linéaire non nulle sur un espace vectdrae dimen-
sion finie. On considere I'hyperplan affide = {z/f(z) = 1}, de directionF avec
F = {z/f(x) = 0}. On considére alors I'ensemhblédes éléments dB(E) qui inter-
sectentF; il est clair gu’il s’agit du complémentaire daf¥ F) deP(?). On peut en
outre I'identifier aF’, par I'application qui a un élément d€ associe son intersection
aveckF'. .

L'ensemble des droites vectorielles contenues darest un hyperplan projectif de
P(E). L'application qui & une homographiede P(FE) laissantF' invariant associe
l'applicationg de F' dansF définie parg(z) = h(x) (rappelons que I'on a identifi&
et F') est un morphisme injectif dBGL(FE) dansGA(F).

En outre pour toute droite affing de F, il existe un unique poinb ., deF tel que
DU{D.} soit une droite projective. Onia., = D/ si et seulement gD est paralléle &’'.
Enfin I'application qui & une droite dB(F) non contenue dang associe son inter-
section aved” est une bijection de I'ensemble des droites projective®8) non
contenues dang dans I'ensemble des droites affinesfde

On peut donc voi?(E) comme un hyperplan d&€, muni en outre de points & I'in-
fini complétant les droites, correspondant a la direction d’'une droite (i.e. deux droites
paralleles ont méme direction) ; les droites contenues darsent en fait les droites
constituées uniquement de points a l'infini.

Enfin il faut bien noter que la notion de point a I'infini est relative ; n'importe quel
point deP(E) pourrait étre un point a I'infini en choisissafitconvenablement.
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Pour le redire autrement, un espace projectif est un espace vectoriel, muni de points
a l'infini pour compléter les droites ; deux droites paralléles ont alors un point d’inter-
section a l'infini.

Définition 43 Un hyperplan affined de F ne passant pas pd, identifié a
I'ensemble des éléments #& E) qui ne sont pas inclus dari_g), comme pré-
cédemment, et complété par les points a l'infini correspondant a ses drpites,
est appelé&omplété projectif de H.

Etant donnéH un hyperplan affine d& ne passant pas pdr, H est appelé
I" hyperplan a l'infini du complété projectif dé&.

Pour y voir clair, une visualisation en petite dimension sera pratique.

© En dimension1

Un espace projectif de dimensiarest une droite projective, c’est-a-dire une droite
affine, avec en outre un point a I'infini. On peut aussi la voir comme un cercle ou les
points diamétralement opposés sont identifiés.

© En dimension?2

Un espace projectif de dimensi@rest un plan projectif, c'est-a-dire un plan affine,
avec en outre des points a l'infini. On peut se représenter cela par un plan, avec un
cercle a l'infini; une droite peut étre soit une droite du plan, avec en bonus les deux
points du cercle correspondant a sa direction, soit I'unique droite constituée des points
a l'infini.

On peut aussi le voir comme la sphére unit@Rdeen identifiant les points diamé-
tralement opposés.

© En dimension3

Un espace projectif de dimensi@npeut se représenter comme un espace tridi-
mensionnel classique, muni de points a l'infini (qu’on peut se représenter comme une
spheére loin loin loin). Les droites en sont les droites usuelles (munies des deux points
correspondant sur la sphére), plus les grands cercles (i.e. de diamétre maximal) de la
loin-loin-lointaine sphére.

© Le cas général

Un espace projectif de dimensiarpeut se représenter comme un espace affine de
dimensionn, muni de points a I'infini correspondant aux directions des droites. C’est
a dire que les points a I'infini sont un espace projectif de dimengion 1).

Il est treés important de noter que, comme le laisse comprendre la méthode imagée
de voir tout ¢a, n'importe quel hyperplan peut étre considéré comme I'hyperplan a
Pinfini.
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2.2.3 Liste de résultats de géométrie projective

Pour prouver les résultats qui suivent il suffit généralement de traduire la question
en termes d’espaces vectoriels.

Proposition 44 e Soit H un hyperplan projectif dé& espace projectif. Soit
un point deE \ H ; alors toute droite projective passant parintersecteH .

e Si F' et G sont deux sous-espaces projectifsidele dimensiong et g de
somme> n, alors F' et G ont une intersection non vide.

e Deux droites d'un plan projectif se coupent toujours.

2.2.4 Topologie des espaces projectifs réels ou complexes

Théoreme 45 (Compacité des espaces projectif§oit £ un espace vectorie|
normé, muni de la topologie liée & sa norme (toutes les normes étant de|toute
facon équivalentes en dimension finie) ; alors I'espace projéttif) est com-
pact pour la topologie quotient.

Démonstration :

e On consideére la sphere unité fle Cette sphére contient exactement deux points
de chaque droite vectorielle d&; I'image de la sphére unité par la projection est donc
exactemenP(F). P(E) est donc I'image d’'un compact par une application continue,
et donc est compact sous réserve @Ue’) soit séparé (voir théoren®?). Il suffit
donc pour conclure de vérifier qu& E) est séparé.

¢ On se donne deux droites vectorielle®t D’ distinctes de ; on considére deux
couples de points, y etz’,y’ de E, avec{z,y} = DN Set{a’,y'} = D' NS (S
désigne la sphére unité).

e Il existe quatre ouvertX, X', Y etY’ de S disjoints, avecr € X,y € Y,

e X' ety €Y.

e On considere alors l'intersection des projectionsidetY d’une part, et I'inter-
section des projections dé’ etY’ d'autre part (rappelons que la projection canonique
sur un ensemble quotient est ouverte lorsque les classes d'équivalence sont les orbites
pour une action d’'un groupe sur un espace topologique par homéomorphismes, voir
propositior??; on obtient ainsi deux ouverts distincts séparant nos deux droites.

Théoreme 46 (Connexité par arcs des espaces projectifs de dimensiarl)
Un espace projectif de dimension1 est connexe par arcs.

Démonstration : Rappelons juste que I'image d’un espace connexe par arcs par
une application continue est connexe par afgs...

On peut noter que le résultat est vrai aussi pour I'espace projectif de diménsion
(réduit a un singleton) bien qi®\ {0} ne soit pas connexe.
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Chapitre 3

Zoologie de la géeomeétrie

Cette partie concerne tant la géométrie affineque la géométrie projective. En fait
souvent la géométrie projective et la géométrie affine sont liées; et certains théoremes
de géométrie affine seront prouvés par la géométrie projective (et réciproquement).

3.1 Ladualité

@ Quelques rappels, pour ceux qui ont oublié I'algebre linéaire

On considére un espace vectorielde dimension finie. On note, classiquement,
E* son dual (i.e. I'espace vectoriel des formes linéaires continues stiest-a-dire,
puisqueF est de dimension finie, I'espace vectoriel des formes linéaireBsur

Etant donnéF' un sous-espace vectoriel @ on noteF”’ 'ensemble des formes
linéaires nulles sur touf'. Il est clair queF” un sous-espace vectoriel @& (voir la
partie sur I'algébre linéaire). Ondim F' + dim F’ = dim E, etdim E* = dim E.

Il est fondamental de rappeler qiieC G dansE équivaut &G’ C F' dansE*.

© Le rapport avec la géométrie projective

Notons maintenant bien ce qu'il se passe, lorsque I'on iderfiifier* :

On suppose qué&’ est de dimension, et on notep la surjection canonique d&
dansP(E).

L'important dans le tableau ci-dessous est la seconde et la quatrieme colonne; les
autres colonnes sont la pour la compréhension.

dansk dansP(E) dansk* dansP(E*)
dimE=n | dimP(E)=n—-1 dim E* =n dim P(E*)=n—1
F p(F) F p(F)
dimF=f|dmpF)=f—-1||dmF =n—f|dimp(F')=n—f—-1
droite point hyperplan hyperplan
(vectoriel) (projectif)
hyperplan hyperplan droite point
(vectoriel) (projectif)

On peut aller plus loin, en traduisant cette fois-ci les relations d’inclusion et d’in-
tersection. Je note par la suite par des lettres les élémeéidg et par les mémes
lettres munies d’uhleurs images danB(E*).
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dansP(E) | dansP(E™)
ACB B ' c A
AeB B e A

On peut ensuite spécialiser a la dimenstarles lettres majuscules désignent des
droites, les lettres minuscules des points; la méme lettre désigne un élément et son
dual; on ne fait que passer de minuscule a majuscule, et réciproquement.

dansP(E) dansP(E™*)
a (un point) A une droite
a=BnC A = (be)

A, B, C concourantes a, b, c alignés
Triangle de c6tés | Triangle de sommets
A, BetC a,bete

Pourquoi utiliser cela en géométrie projective au lieu de I'utiliser simplement
en géométrie affine ?

— par deux points passe toujours une droite... il est donc souhaitable que deux
droites se croisent toujours en un point pour avoir une analogie compléte !

) On verra une application fort sympathique avec le théoréme de Desd@ues
3.2 Géométrie dans le plan et dans le plan projectif

3.2.1 Théoréme de Pappus

© En géométrie affine

Théoreme 47 (Pappus)SoientD et D’ deux droites du plan, distinctes.
SoientA, B etC trois points deD, et A’, B’ et trois points deD’.

Si AB’ est paralléele aBA’,

et siC' B’ est paralléle aBC"’,

alors AC’ est parallele aC A’

Démonstration :

e Supposons qu® et D’ ne soient PAS paralléles. Alors on considér&eur point
d’intersection. L

e On oriente les deux droite® et D', et on constate qué&Z = 2 et que
g_:g = % (par la réciproque du théoréme de Thaleés).

e On en déduit qu% = g, ce qui par Thalés nous donne bien le résultat
souhaité.

NB : il est possible de raisonner sur des homothéties pour se débarasser des cas par-

ticuliers OC=0, etc. Il suffit de remplace & = 947 par il existe une homothétie

h centrée suP telle queh(A) = B eth(B') = A'».
e Le casD et D' paralléles n'est pas plus difficile, on utilise des translations pour

exprimer les parallélismes.
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= En géométrie projective
3.2.2 Théoréme de Desargues

© En géométrie affine

Théoréme 48 (Théoreme de Desargues)n se donned BC et A’ B’C”’ deux
triangles sans sommet commun et a cotés respectivement parélléiEss
AA’, BB’ etCC’ sont concourantes ou paralléles.

aCes deux triangles sont translatés I'un de I'autre ou homothétiques car directement semblables.

Démonstration :
e Premier cas AA’ et BB’ ne sont pas paralléles.
Alors elles se coupent en un point, dis@ns

oA OB
OA OB
On consideére alors le poidt de OC tel que
04  OM
OA OC

Par la réciproque du théoréme de Thalé€, et A’ M sont paralléles, eBC et B’ M
sont paralléles.

M estdonc alafois suB’C” et surA’C’, etdoncM = C’. On en déduit le résultat
demandé.

NB : la aussi on peut raisonner via des homothéties.

e Second casAA’ et BB’ sont paralléles.

— — — —

Alors AA’ = BB’, et on construiff tel queCM = AA’; on a alors magiquement
CM = ﬁ et doncA’M est paralléle 2AC et B’ M est parallele aBC'; donc
M=C'D

Il'y a une réciproque au théoréme de Desargues ; voir paragraphe suivant...

© En géométrie projective

Théoreme 49 (Théoreme de Desargues)n se donned BC et A’ B’C”’ deux
triangles d’un plan projectif. On note, b etc les points d’intersection respeq
tifsdeBC et B'C', AC et A’C’, AB et A'B’. Alorsa, b etc sont alignés si et
seulement s A’, BB’ etC'C’ sont concourantes.

NB : Notez bien qu'il s’agit d’'une généralisation du théoréme précédent! Deux
droites paralléles en géométrie affine se croisent a I'infini dans leur complété projectif.

Démonstration :

e Supposons tout d'abord, b et ¢ alignés. lls déterminent donc une droite. On
peut supposer que cette droite est la droite a I'infini, puisque, comme on I'a déja dit,
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n'importe quelle droite (ou hyperplan dans le cas général) peut étre considérée comme
droite (ou, donc, hyperplan dans le cas général) a I'infini.

On peut alors appliquer le théorem@

Il nous reste maintenant a montrer la réciproque.

Pour cela on va utiliser la dualité... En fait, il n'y a tout simplement rien a faire, car
I’énoncé dual du théoréme de Desargues, dans le sens ou on I'a montré est précisément
sa réciproquél

3.3 0y(R), O3(R), les polygones réguliers, les polyedres
réguliers

3.3.1 Dimension2

= Définition de la notion d’angle

Définition 50 (Angle) L’ angle orientéentre deux vecteurs unitaireset v de
R? (pris dans cet ordre) est par définition 'unique rotation&é dont I'image
deu estv.

L’angle orientéentre deux vecteurs non nuls quelconquest v de R? (pris
dans cet ordre) est par définition I'angle orienté enﬁeﬂ\u et ﬁv.

On appelleangle null'angle entreu etw pour v vecteur non nul quelconque.
On appelleangle platl'angle entreu et—u pourw vecteur non nul quelconque.
On appelleangle orienté de deux demi-droitefR+« et R v I'angle orienté
entreu eto.

Pour tous ces angles, I'angle non orienté correspondant est la daire~!}
avecr I'angle orienté correspondant.

L’'angle orienté de deux droitéRu et Rv est la paire des angles entie" v et
R*v et entreRTu etR~v.

L'angle non-orienté correspondant est I'ensemblé¢ @éments constitué des
angles entr&R v etR™ v, entreR*u etR~v, et leurs inverses.

Etant donnée une base orthonormée directdRdeet un angle orienté, on
appellemesure de cet angldunique § € R/2rZ tel que la matrice de dans

cette base soit
( cos(0)  sin(0) >
—sin(0) cos(6)

Notons que la valeur dé est indépendante du choix de la base orthonormée
directe.
On appellemesure principale d’'un anglela mesure de cet angle comprise
dans|] — m, 7r]. On noteraﬁ I'angle orienté entreX etY, quelle que soit I
nature deX etY.
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Proposition 51

@ Sous-groupes finis des(R)

Proposition 52 Tout sous-groupe fini d@; (R) s'identifie & un sous-group
fini de (U, x) 2.

Un tel sous-groupe est donc de la forme™:" /k € [0,n — 1]}, et est iso-
morphe &Z/nZ, avecn 'ordre du groupe. Il est ainsi monogéne et cyclique.
Tout sous-groupe fini 0@z (R) s'identifie 8Z/nZ ou &D,, ~ Z/nZ X 7/ 2Z,
groupe diédral d’ordre2n.

11

2Ensemble des nombres complexes de motlule

Démonstration :

Soit G un sous-groupe fini d®; (R). Il est engendré par un nombre fini de ro-
tations (puisqu'il 'y a que des rotations dafg (R). Donc il est engendré par des
rotations d’ordre fini, d’anglezf. En posanin le ppcm desn en question, on constate
gueG est engendré par la rotation d’anglgé O

Considérons maintenaii un sous-groupe fini d&3(R) et montrons qu'il est
de l'une des deux formes annoncées. S'il est inclus d20&R) c'est terminé. En
cas contraire, soit appartenant & N O, (R). s est une symétrie. Lintersectiol
de G et deO5 (R) est un sous-groupe fini d@; (R); il est donc engendré par la
rotationr d’angle2z/n pour un certaim. Le groupe est alors engendré paret s ;

G = HUsH = {Id, s} x H (au sens du produit ensembliste et non du produit direct).
H estdistingué{Id,s} N H = {Id}:doncG =Z/2Z x Z/nZ = D,.0

@ Polygones réguliers

Définition 53 On appelle polygone régulier d&? I'orbite d'un vecteur non
nul sous I'action d’'un sous-groupe fini d&] (R).

On consultera la part® pour constater qu®,, est le groupe des isométries d’'un
polygone régulier.

On pourra consulter le livrel[)] pour la constructibilité des polygones réguliers; la
caractérisation destels que le polygone régulierracétés est tres surprenante, faisant
intervenir les nombres de Fermat : un tel polygone est constructibles®xprime
comme le produit d’une puissance 2lpar un produit de nombres premiers de Fermat
distincts.

1Un nombre premier de Fermat est un nombre premier de la fafmer 1. Les seuls nombres premiers
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3.3.2 Dimension3 : Sous-groupes finis de; (R)

Théoréme 54 (Sous-groupes finis d@; (R)) Les sous-groupes finis de
O7 (R) sont de I'une des 5 formes suivantes :

e Groupes constitués exclusivement de rotations, isomorpAgs.a
e Groupes isomorphes aux groupes diédraux (ordre pair)

e Groupe des isométries positives laissant invariant un tétraedre régulier
(ordre 12)
e Groupe des isométries positives du cube = groupe des isométries positives
de 'octaedre (ordre 24)

e Groupe des isométries positives de I'icosaédre (ordre 60)
Il existe des exemples pour chacun de ces cas.

Démonstration : Donner une preuve compléte est trés laborieux, et étre vraiment
rigoureux est tres difficile... On pourra voir le livré(].0

[ Polyéedres réguliers

On n’étudiera pas ici I'existence des 5 polyédres réguliers et les relations de dua-
lité. Le lecteur intéressé pourra se référeg Ja preuve qui y est donnée n'est pas
complétement rigoureuse, car le formalisme nécéssaire pour manier de tels objets est
difficile, et il est sans doute préférable de se limiter a des notions intuitives.

Les 5 polyedres réguliers sont le tétraédre (4 faces triangulaires), le cube (6 faces
carrées), I'octaédre (8 faces triangulaires), l'icosaedre (20 faces triangulaires), le dodé-
caedre (12 faces pentagonales).

3.4 Ladroite de Simson et quelques suites

Ce théoréme, a quelques modifications mineures pres, est extrait du livre de Hahn,
"Complex numbers and geometry".

Théoreme 55 Soit A, B, C un triangle, D un point.

SoientP, @ et R les projections orthogonales de sur (BC), (CA) et(AB).
Alors P,Q) et R sont colinéaires <= D appartient au cercle circonscrit &
ABC.

Démonstration : On consideére le triangle ABC inscrit dans un cercle de cehtre
et de rayorl (sans perte de généralité).
On notex, 3, v, 9, A\, u etv les abscisses respectivesAig3,C,D,P,Q,R.

Une équation d¢BC) est donnée par le calcul suivant :

z—f
=8

z € (BC) <= eR

de Fermat connus so8t 5, 17, 257, 65537.

34



cest-a-diré z + 7.3z =0+7

Une équation déPD) est :

e (BC) = ——Leir

v—p
z2—90 __E—S
v-8 3-8

Donc l'intersection de ces deux droites doit vérifier :
2—~.BZ=086—7.30

On en déduit que
1 -

de méme :

p==(a+v+68—anr.d)

(a4 B+3—a.p.9)

V=

Nl—= o=

2 -8 _ _ BY=By _
En constatant qugjﬁ =—Byet==5t =5+
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L. A—
P, Q, R colinéaires<— #—ﬂ’j eR

)
p— [’}Qw,ﬁ,Q] ER

= a,f,7, % cocycliques ou alignés

—= |§=1

Ce qui est précisément le résultat souhaité.
On suppose maintenadt = 1.

Avérifiez = L(B 4+~ + 0 - £2)

Soitoy =a+ [+
oy =a.f+ay+ By
o3 = a.B.y

Il s’agit des trois polynémes symétriques élémentairaes,eh) v. Notons quer; =
a+fB+y=g+5+i=2

z = %(0'1 +5— o — g—z) etz = %(0'2/03 + 1/6— ]_/a — 60—?)

En éliminantx :

6.2 — 03z = 3(601 + 6 — 02 — 03/0)

Cette expression, étant symétriquecers, v, est vérifiée aussi poyr etv. C'est
I'équation d’'un sous espace affine, qui est :

e non vide
e non réduit & un point caP, @, R ne sont jamais confondus.

e non égal au plan car; est non nul

Définition 56 Cette équation est donc I'équation d’une droite, appeléste
de Simson

Théoréme 57 SoientL, M, N trois points sur le cercle circonscrit 2 BC.
Alors les trois droites de Simson correspondantes sont concourantes si et seule-

ment siAL + BM + C'N est nul modul@r.

Démonstration :
Soitl, m,n les abscisses respectiveside\/, N.

1
lz—03.2Z2= 5(12 +01.l — o3 —03/l)
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1
m.z — 03.Z2 = §(m2 +o01.m — o3 —o3/m)

1
n.z — 03z = i(n2 +o1.n— o3 —03/n)

Les deux premiéres se coupenten (I +m + a1 + o3/(l.m)).
Les deux derniéres se coupentes i (m + n+ oy + 03/(m.n)).

La condition nécéssaire et suffisante est dbrcn + o3.(n — 1)/(I.m.n) = 0,
c’est-a-direos3 = m.l.n ou encorex.5.y = l.m.n
D’ou le résultat par passage aux arguments.

3.5 Le cercle des neuf points, et une suite par Coolidge

Cette partie est, elle aussi, fortement inspirée du livre de Hahn "Complex Numbers
and Geometry".
Le cercle des neuf points

FiG. 3.2 — Schéma préparatoire au cercle des neuf points

Théoréme 58 Soit(ABC) un triangle,O le centre du cercle circonscri le
barycentre ded, B etC, et H 'intersection des hauteurs.

Alors :

¢ (O,G, H) sont alignés.

e Les pieds des hauteurs, les milieux des c6tés et les milieux des segments
joignant I'orthocentre aux sommets B et C sont tous sur un méme cercle
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Démonstration : On choisitO pour origine du plan complexe.
On noteq, 3, v les affixes respectives d& B, C. On noteC le cercle circonscrit.

Soit H le point d’affixef = o + 3 + v. Comme?5< = BJQF”, onaAH = ZO—D),
ou D est le milieu deBC'. En particulier, commé&© A’ est la médiatrice dgBC], on a
(AH) et(BC) orthogonales.

On peut raisonner de méme pour obtebitf L AC etCH 1L AB ; on retrouve ainsi
le fait que les hauteurs sont concourantegfeiCommeG a pour affixe% (a+B8+7),

les pointsO, G et H sont alignés.

SoitW d'affixe 0/2; W est le milieu dgOH].
WD = |52 — §| = |al/2 = 3
De mémelVE = WF = 3 avecE etF les milieux respectifs di'A] et[AB].
La distance dél” au milieu deAH est elle auss%, et de méme pour les autres.
On noteA I'affixe du pied de la hauteur issue de
Pour situerA on va d'abord s'intéresserd, I'intersection dexA avecC. On va mon-
trer queBa’o est isocéle.
—_— = '
Ad’ 1L BC donne‘);_*g €i.R.
Lemme :Onaa’ = — 2.

Démonstration: Comme le quotiento% est invariant par rotation, on peut sup-

poser quew est vertical elBC horizontal, de sorte quea’ = 1 et3y = —1, si bien
gue ce quotient vaut1 eta’ = —ﬁa—” dans tous les cagl

On obtient donc par le lemme ci-dessus= —%7. On montre ensuite facilement
que|B — o'| = |B — o, donc le triangleBa/c est isocéle. Le pied de la hauteur
issue deA est en fait aussi le milieu de/o].

On en déduit alors que\ — ¢/2| = 1/2. On ferait de méme pour les pieds des
autres hauteurs. Finalemenf2 est le centre d'un cercle de raydr2 comportant
les pieds des trois hauteurs, les milieux des trois cotés, et les milieux des segments
joignants 'orthocentre aux sommetsB et C sont tous sur un méme cercle.

Enfin, voici un résultat di a Coolidge :

e Soit 21,...,24 Sur le cercle unité. Le centre du cercle d’Euler gdezs, 24 est
T = %(22 + 23 + 24); T2, T3, T4 SONt définis de maniére analogue. On définit en
outrer = %(zl + 29 + 23 + 24) ; alors pour tout, 7; est sur le cercle de centreet de
rayon% ; ce cercle est appelé cercle d’Euler du quadrilatere,zs,z24.
e On peut faire la méme chose avec 5 points ; on définit 5 cercles d’Euler de 5 quadri-
latéres, et un cercle d’Euler pour le pentagone.
e On peut procéder de méme avec un polygone quelconque.

Pour plus de précisions, on pourra consulter le livre de Hahn cité ci-dessus.
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