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Chapitre 1

Généralités sur les espaces projectifs

1.1 Idée de la géoémétrie (selon Klein)

Idée de la géoémtrie (selon Klein)

1) Un espace
2) Un groupe de transformations

3) Un probléme : le probléme de congruences.

Exemple 1.1.1 (Exemples de géométries). 1) Géométrie euclidienne

2) Géométrie sphérique

3) G = GL(2,R), groupe des applications linéaires inversibles : R*> — R?. On prend comme
espace R*\{0}.



Chapitre 1. Généralités sur les espaces projectifs

Dans cet exemple, un carré centré a l'origine est congruent a un parallélogramme centré a

I’origine. Sur la figure, on considere :
T : e —e¢)
ey — €
Définition 1.1.1. x: G x G — G tel que :
1) * est associative : Vg1, g2, g3 € G, (g1 * ga2) * g—g1 * (g2 * g3)-
2) exg=g*xe=e, Vg eQG.
3)VgeG, g eCG grgl=gtxg=e.
On dit alors que (G, *) est un groupe.
Définition 1.1.2. Soit X un ensemble et G un groupe. Soit :
o GxX — X
(9,2) +— plg, )
1) (g1, 1(g2, x)) = plg1 * g2, )
2) ule,x) =z, V.
On appelle alors p Uaction de G sur X.
Proposition 1.1.1. L’application T, (g fizé) suivante :
T, : X — X
v o plg,)

est une bijection. On a ainsi : T, = (T,)~ .

Ty1(Ty(2)) = Ty-1(ulg, 7)) = ulg', mlg. x)) = u(g~"g,7) = ple,x) ==
Exemple 1.1.2. X = M,,,(C), G = GL(n,C). On définit u(A, B) = ABA™'. On montre que

c’est une action :

1)

[L(Al, ILL(AQ, B)) = [L(Al, AQBA2_1> = AlAQBAglAl_l = Al = AQAlB(AlAQ)_l = [L(AlAQ, B)

2) u(I,B)=IBI' =B

Définition 1.1.3. Une action p : G x X — X est transitive si Vx,y € X, 39 € G tel que

w(g,x) =y. On dit que X est homogéne par une telle action.
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1.2 Espaces projectifs

On considere lespace RP! = P(R?) des droites passant par l'origine dans R?. C’est aussi
I’ensemble de sous-espaces linéaires de dimension 1.

Définition 1.2.1. On peut considérer RP' = (R*\{0})/ ~ tel que :
V~w e INAD, TV =AW
Exemple 1.2.1. G = GL(2,R), A € GL(2,R), A € GL(2,R) :
v — Av, 2v— A(2v) = 2Av, v — A(A\v) = MAw

Définition 1.2.2. Une application projective RP' — RP! est une application qui est induite
par une application linéaire inversible.

Notation.
[¥'] = classe d’équivalence d'un vecteur v’
= AU, N#£0} CR?
= droite par 'origine qui passe par v’
On a ainsi :

WA, [V]) = [A7]

Ceci est bein définie.

Exercice 1.2.1. Montrer que p ainsi définie est transitive. Soit [7'], [w] € RP'. Il faut trouver
une application linéaire inversible A : R? — R? telle que

WA, [V]) = [A7] = [W]
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On définit :

— —
T:vV —w, v —u
. . . 7 . . . . H H . .
Il existe donc une infinité de facon de choisir 'application T' car v’ et w’ sont arbitraires.
Proposition 1.2.1. Soit X = RP! (droite projective) et G = GL(2,R) et laction :
u(A, [V]) = [A7]

X, G, i est une géométrie selon Klein.

1.3 Visualisation et représentation de RP!

On considére R? comme un espace. Un point dans RP! est une droite qui passe par 1’origine.

1.54

~0.54

-154

On peut représenter RP! comme un cercle unitaire ou :

Proposition 1.3.1. RP! = RU {cc}
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U.S- /

T T T T T

-5 -1 -5 \ LS
-0.51

/

Il y a d’autres possibilités :

0.5

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -05

Remarque 1.3.1. Si L est une drotie dans R? qui ne passe pas par l'origine et L la droite
parallele a L qui passe par l'origine, une construction géoémtrique nous donne une bijection
entre les points de L et les points de RP'\ L.
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0.5

1.4 Birapports

~0.54

T T
0.5 1

Theoréme 1.4.1 (Premier théoréeme fondamental). Soient x1,xa, x5 et o, xh, oy deux triplets
de points distincts de RPL. Il existe une et une seule application projective :

tel que :

Démonstration.

X2

x3
x1

0.5+

-0.5H

T:RP' — RP!

On définit une application linéaire par :

vy — wy (droite 1 — droite x})

Vg — wo (droite xo — droite x})

V1 + vy — wy + wy (droite x3 — droite x%)

Définition 1.4.1. On considére RP' comme R U {oo} et on considére le point oo, 0, 1.
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34
oo

Soient xg, 11, T2, T3 quatre points de RPY. Soit T : RP! — RP? tel que :
T'(z9) = 00, T(x1) =0, T'(z2) = 1

On définit le birapport :

[1’0, T1, T2, 1'3] = T(.’ﬂg)

Proposition 1.4.2. Soient xq,x1,z2,x3 quatre points (xy,x9,x3 sont distincts) et soit S :
RP! — RP! une application projective alors :

[‘%‘07 Ty, T2, .733] - [S($0)7 S(xl)a S(l’z), S<I3)]
Démonstration. Soit T € PGL(2,R)! tel que :
T(xg) =00, T(x1) =0, T(xz) =1

Par définition :

[0, X1, T2, k3] = T'(x3)
Soit R € PGL(2,R) tel que :
R(S(x)) = 00, R(S(x1)) =0, R(S(x2)) =1

Par définition :

[S(w0), S(x1), S(22), S(x3)] = R(S(x3))

Mais Ro S =T (d’apres le Théoréme 1.4.1) et R(S(x3)) = T'(x3). O

Lensemble des applications projectives



10 Chapitre 1. Généralités sur les espaces projectifs

1.5 Représentation des applications projectives comme
des homographies

Wl

On considere le vecteur v; = (1,m) et on fait la multiplication suivante :

(o0 ()= ()

On obtient vy = (a + bm, c+ dm) et on veut calculer la pente A de la droite engendrée par vy :

c+dm

A(m) = iy

Dans les coordonnées choisies, la formule pour une application projective est de la forme :

c+dm
>
a-+bm

Probléeme. Qu’est ce qui se passe si on choisit y = 1 comme droite de référence dans l’identi-
fication de RP' ~ R U {oo} ?
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(e 0 (=50

v2

L’intersection de la droite D,, engendrée par vy avec y = 1 est :

az+b
cz+d

Z

C’est la méme application projective mais on a changé les coordonnées.

Exercice 1.5.1. Trouver 'homographie zg, 21, 22 en 0,1, 00 :

(22 — 20)(2 — 21)

T e — )z — )

On en déduit la formule du birapport :

Proposition 1.5.1 (Formule du birapport).

(22 — 20) (23 — 21)
(22 — 21)(23 — 20)

[20,21722723] =
Theoréme 1.5.2 (Deuxiéme théoréme fondamental). Une application RP' — RP est projec-
tive si et seulement si elle preserve les birapports.

Démonstration. Supposons d’abord que T : RP! — RP! préserve les birapports et fixe les trois
points 00,0, 1. On va trouver que T'(z) = z, Vx € RP'. En effet :

[00,0,1,z] = [T(c0),T(0),T(1),T(z)] = [00,0,1,T(z)]
D’apres le Théoréeme 1.4.1, z = T'(z) = T = id.
Pour I'autre implication, on n’assure pas que 7" fixe 0, 1, 0c0. Soit S € PGL(2,R) tel que :
5(T'(00)) = 00, S(T(0)) =0, S(T(1)) =1

et on a comme propriété pour So T :

1) préservation du birapport

2) fixe 00,0, 1.

= SoT =1id, T = S~ = S projective = T € PGL(2, R). O

1.6 Perspectives
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Définition 1.6.1. Dans la figure précédente, pour P & [, l'application :

Ip I — m
X - X
s’appelle une perspective.

Remarque 1.6.1. L’ensemble des perspectives entre [ et m ne forment pas un groupe (il existe
toujours un point fixe, I'intersection de [ et m).

pointfixe de I'applicationfp

Définition 1.6.2. Une application projective est une composition de perspectives.

On peut essayer de chercher une application projective (comme composition de perspectives)

telle que :
X=X Y=Y Z—-27

avec X, Y, Z et X', Y’ Z’ sont sur une méme droite.
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Probleme. Toute application projective est une composition de trois ou moins de perspectives.
Ceci revient a dire que toutes matrices inversibles 2 X 2 est un produit de tout au plus trois
matrices avec des valeurs propres réeles.

i1 w=1
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Projection en dimension supérieure

2.1 Dimension n

Définition 2.1.1. On considére RP™ comme (R"™\{0})/ ~ tel que & ~ ¥ = U = \v
2.2 Dimension 2
Définition 2.2.1. On considére RP? comme (R\{0})/ ~ tel que :

— — . — —
vV~ W oSt U =AW

2.3 Visualisation de RP?

Définition 2.3.1. On considére RP* = S*/ ~ avec :

rT~Y Sty =Tz

14
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/
f/ ;
{ -
- . _,L,..J/
—u.év——'__'_"_\'f

On veut que les points d’intersection avec la demi-sphere et la droite a I'infini ne soit qu’'un
seul et unique point. Pour cela, on peut considérer la demi-sphere comme un ruban de Moebius.

Définition 2.3.2. On définit G = PGL(3,R) toutes les applications sur RP? induites par des
applications linéaires inversibles de R® ou on peut considérer GL(3,R)/ ~ tel que :

A~DBsiA=)\B

Probléme. Décrire l'action de PGL(3,R) sur RP? (ou plus généralement, décrire l’action de
PGL(n + 1,R) sur RP").

Définition 2.3.3. L’ensemble de toutes les droites passant par lorigine dans RP? qui sont sur
un plan donné sur RP?.

2.4 Des abstractions

Soit V' un espace vectoriel sur un corps K.
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Définition 2.4.1. On définit l’espace projectif associé :

PV) = (VA{0})/ ~

tel que;
U~ W si V=AW pour A € K (A # 0)

Exemple 2.4.1. K = Z, = {0,1}. On consideére :
Zy x Zy ={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}

On trouve que P(Zq X Z3) = {(0,1),(1,0),(1,1)}. Chaque élément de cet ensemble ont leur
classe d’équivalence.

Exemple 2.4.2. De méme pour
P(Zy x Zy x Zs) = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}

Est-ce que (1,0,0), (0,1,0), (1,0,1) colinéaires? C’est la méme chose de montrer que si les 3
vecteurs sont linéairement dépendants. C’est-a-dire trouver Ai, Ay, A3 # 0 tel que :

)\I(L 07 0) + )‘2(07 ]-7 0) + )‘3(]—7 07 1) = (07 07 O)
Mais \; € {0,1}, A2 € {0,1}, A3 € {0, 1} donc seule possibilité : A\; = Ay = A3 = 0.

F

Sur la figure précedente :
A=(1,1,0), B=(0,1,1), C = (1,0,1), D = (0,1,0), E = (0,0,1), F = (1,1,0), G = (1,1,1)

En suivant de haut en bas ou de gauche a droite les segments marqués sur le triangle plus son
cercle inscrit, on a les sommes de chaque élément :

D+ F=(1,0,0)+(0,1,0) = (1,1,0) = A
B+E=(0,1,1)+(0,0,1) = (0,1,0) = D

Proposition 2.4.1. Deux points distincts déterminent une et une seule droite. Deux droites
distinctes déterminent un et un seul point.
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Remarque 2.4.1. Un plan projectif abstrait est le projectivisé d’un espace vectoriel de dimen-
sion 3.

Démonstration. Soit W1 et Wy deux sous-espaces vectoriels de dimension 2 avec Wy # Wj.
Avec le théoreme de la dimension :

d1m(W1 + WQ) = dim W1 + dim Wg — dlm(W1 N WQ)

et dim Wy = 2, dim W5 = 2 donc dim(W; N'V,) = 1 < la droite projective formée par tous les
sous-espaces de dim 1 C W intersecte la droite projective formée par tous les sous-espaces de
dim 1 C W; en un point.

Si [ et [y sont deux sous-espaces distincts de dimension 1.

L’ensemble des sous-espaces de dimension 1 a l'intérieur de [y + [, contient [; et [y et est une
droite projective. O]

2.5 Identification de RP?

RP? =R*URP! (droite & Porigine).

Proposition 2.5.1. Une droite sur z = 1 est équivalent a un plan par l'origine dans R?® différent
du plan z = 0.

Proposition 2.5.2. Deuzx droites pour z = 1 sont paralleles si et seulement si les deux plans
associés s’intersectent selon un droite horizontale (ceci revient a dire que deux droites paralléles
s’intersectent a l'infini).

~
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Remarque 2.5.1. Dans l'identification :
RP?> = RURP! (droite a 'infini)

R P! est choisi arbitrairement de sorte qu’elle pourrait simplifier la solution d’un probléme.

2.6 Expression en coordonnées pour les applications pro-
jectives

V3 1

3

aj; a2 a3\ (1 1171 + a1222 + a3

a21 Q22 Q3| | T2 | = | @2171 + Q22%2 + Qo3

azy asz ass 1 3171 + azaTy + as3
inversible v s

Mais pour que vy ait un point d’intersection avec le plan z = 1, il faut que la troisiéme
_ . ’ N . . o . . N
composante de vy soit égal a 1. Pour cela, on multiplie v; par le scalaire qui correspond a la
. LRN H
troisieme composante de vs.

1171 + G12%2 + G313
311 + a32%2 + a33

1 a11T1 + a12T2 + a3
—

T Uiy + asaty + agg | A + Q90T + A9z | = | Q2171 + A22T3 + dog
BLEL 3202 T E33 \ qa1 201 + agee + ass a31r1 + az2T2 + as3
1

Proposition 2.6.1. On a ainsi que :

(21, 22) = (

1171 + A12T2 + A13 A21T1 + G29To + a23>
b
a31T1 + a32T2 + a3z G311 + G327 + a33

est une homographie sur R3.

2.7 Dualité projective

On entend par "dualité projective' qu’en géométrie projective, les droites peuvent se voir
comme des points.

Rappel. Soit V' un R-espace vectoriel. On définit le dual de V' :
Vi={f:V =R, f(ui+ ) = f(v1) + Af(v2)}
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Remarque 2.7.1. (i) Soit f € V* tel que f #Z 0, Ker f = {v € V| f(v) = 0} est un sous-
espace de dimension dim V' — 1.

(11) Soit f; 7& 0, fo 7£ 0. Ker fi = Ker fo & IXN € R, fo = A\ fi.

Démonstration. Soit (vy, ..., v,_1) une base. On suppose que Ker f; = Ker f,. On compleéte la
base en une base (vy, ..., v,_1,v,) de V :

fi(w) = filhvr + oo 4+ A1Vt + Anvn) = Ay fi(vn)

fQ(U) = fQ()\lvl + ...+ /\n—lvn—l + Anvn) - )\n fQ(Un)

On a ainsi :

Définition 2.7.1.

P(V*) = espace des droites passant par l'origine dans V™

= espace des hyperplans passant par l’origine dans V'
Rappel. En dimension finie, V' = (V*)*.
Définition 2.7.2.

P(V)) = espace des droites passant par ’origine dans V

= espace des hyperplans passant par l'origine dans V*
Notation. On note l'espace projectif dual & P(V'), P(V)* := P(V*).
Définition 2.7.3. P(R3)* = RP? est le plan projectif dual.

On a ainsi qu'un point de RP?" est une droite projective dans RP? et qu'un point de RP?
est une droite projective dans RP?".

Définition 2.7.4. Si V' est un espace vectoriel sur K, P(V') est le projectivisé de V.. SiW C V
sous-espace vectoriel, P(V) C P(W) est appelé le sous-espace projectif.

Définition 2.7.5. Si dim W =2, P(W) est une droite dans P(V).
Si dimW =dimV — 1, P(W) est un hyperplan projectif.

Rappel. Soit V un K-espace vectoriel, P(V) et P(V*) sont des espaces projectifs duaux.
Dans le cas de R?

RP?* = Tensemble de toutes les droites projectifs dans RP?

= Densemble de tous les sous-espaces de dimension 2 dans R?

Exemple 2.7.1. 22 +¢y? — 22 =0
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Chapitre 3

Description de ’action de la géométrie
projective

3.1 Définition de P’action de la géométrie projective
Définition 3.1.1. On définit l’action de la géométrie projective comme :
p: PGL(3,R) x RP? — RP?

Remarque 3.1.1. Les applications projectives préservent la colinéarité.

3.2 Théorémes fondamentaux

Définition 3.2.1. Quatre points x1, Ty, x3, x4 dans RP? forment un repére projectif s’il existe
une base (v1,vs,v3) de R® tel que :
— — — — = —

r1 = [vi], 22 = [v2], w3 = [v3], 24 = [V] + V2 + V3]

ot [TU'] est la droite de direction v passant par l'origine.

v A
2 7
V3
Vi

Remarque 3.2.1. Pour trois droites qui s’intersectent en un point notées x, s, x3, on peut
— — — — —
trouver vy, vy, v3 tel que vy, vy forment une base :

xy = [01], 23 = [03], x5 = 0] + V3] = [03]
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Définition 3.2.2 (abstraite). Soit V' un espace vectoriel de dimension n sur K et P(V) le
projectivisé de V. x1,...,1,,1 est un repére projectif s’il existe une base (vy,...,v,) de V tel
que :

oy T = [Op], Trg1 = [U7 + ... + U]

Theoréme 3.2.1 (Premier théoréeme fondamental). Soient x1,xo, x3, x4 et 2}, 2%, x4, !y deux
repéres projectifs RP?, il existe une et une seule application projective T : RP? — RP? tel que :

T(x;) =2, 1 <i<4

p ; . . — — — - 7 7 3
Démonstration. 1) Existence. Soient (vy, vs, v3) et (v], v}, v5) deux bases de R® avec :

—

(0] =, [v] =2}, 1 <2 <3

- =
[0 + Vs + V3] = 24, [V] + vy + v}] = )

Soit S : R?* — R? I'application linéaire tel que :
S(vi)=nv,,1<i<3

Cela implique que :
- = =
S(v{ + U3 + v3) = v] + vh + vh
T est donc I'application projective induite par S.
2) Unicité.

Exercice 3.2.1. Voir que si (vq, vg,v3) et (wy, ws, w3) sont deux bases tel que :
[v1] = [wi], [v2] = [wa], [vs] = [ws], [v1 + va + v3] = [w1 + w2 + w3]

= d\ tel que v; = \w;, 1 <@ < 3.
O

Theoréme 3.2.2 (Deuxiéme théoréme fondamental). Si T : RP? — RP? est une bijection qui
envoie des droites projectives sur des droites projectives < T est une application projective.

Avant de démontrer le Théoréme 3.2.2, on rappelle ce qu’est la géométrie affine et ainsi
on étudiera le théoreme fondamental de la géométrie affine.
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Définition 3.2.3. Soit G = (GL(n,R) x R™) et on définit l’action de la géométrie affine :

po (GL(n,R) x R") x R" — R™

n?
(AT)T) = AT+ 7T
Proposition 3.2.3. Deux choses sont préservés par la géométrie affine :

(1) les droites de R™ sont envoyées sur les droites.

(2) les droites paralléles sont sur des droites paralléles.

Theoréme 3.2.4 (Théoreme fondamental de la géométrie affine). Une bijection R™ — R™ qui
satisfait (1) et (2) est une application affine.

Pour démonrer le théoréeme fondamental de la géométrie affine, on va montrer différents
lemmes.

Lemme 3.2.5. Si f: R — R est un automorphisme® de R (en tant que corps) alors f(x) = w.

Démonstration. On part de la propriété ¢) de 'automorphisme : f(1) = 1. On calcule f(2) :
fQ)=f1+1)=f1)+f(1) =2
On peut montrer par reccurence : ¥n € N*, f(n) = n. Maintenant, on calcule f(1/2).
L= f(1) = F2 x 1/2) = £(2) x f(1/2) = 1/2/(1/2) = 1

Donc f(1/2) = 1/2. Plus généralement, soit p € Z, q € Z alors f(p/q) = p/q. Si « > 0 alors

fla) =0
fla) = FVaVa) = FVDF(VD) = f(/) >0

Siz >y alors f(z) < f(y) :

fly)=flx+y—=2)=f(x)+ fly—2)

Comme y — z > 0 alors f(y —x) > 0. f est donc décroissante. Soit z € R tel que p/q < m/n.

fp/a) < f(x) < fim/n) = p/q < f(z) <m/n= = f(z)

Lemme 3.2.6 (Addition de deux nombres réels vue par la géométrie affine).

N

H=

0 A A+B
0 ] 2 3 4 5 6

L f est un automorphisme de R si elle satisfait les propriétés suivantes :
a) flz+y)=[flx)+ fy)
b) flzy) = f(2)f(y)
c) f(0)=0,f(1)=1
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Lemme 3.2.7 (Multiplication de deux nombres réels vue par la géométrie affine).

Démonstration du processus de multiplication. On considere les triangles T et T, formés res-
pectivement par les points UCh et aDFE avec U = (1,0) et E = axb. T} et T, sont similaires car
(b,U)//(axb,D), (U,C)//(a,D) et (U,b) = (a, F). On a ainsi le méme rapport entre longueur :

vc Ub  Cb
aD Ua ED

Lemme 3.2.8. Soit f : R? — R? bijection tel que :

(1)

f0
(0,
fQ

fQ

(2) [ envoie des droites sur des droites et des droites paralléles sur des droites paralléles

= f=

Démonstration. Etape 1 : f(z,0) = (o(x),0). On veut montrer que o(z) = x. On doit ainsi
montrer que o : R — R est un automorphisme. On peut reprendre la construction de la
figure en Lemme 3.2.6 et utiliser la condition (2) du Lemme 3.2.8 pour voir que si
on prend o(z),0(y) des points quelconques alors o(x) + o(y) = o(z + y). De méme pour
montrer que o(z)o(y) = o(zy) par le Lemme 3.2.7 et toujours avec la condition (2) du
Lemme 3.2.8. Ainsi o(z) = 2 = f(x,0) = («,0).

Etape 2 : f(0,y) = (0,u(y)). On applique le méme raisonnement que pour 'Etape 1 (en
considérant une rotation de 90° sens trigonométrique?) pour arriver & la conclusion que
=id.

Etape 3 : Va,y € R, f(z,y) = (z,y)

2ce qui fait que I'axe des abscisses devient ’axe des ordonnées
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(J§]
O

0

Ol o

On sait que :

(1) f(0,0) = (0,0)
(2) f(z,0) = (x,0)
(3) f(0,y) = (0,y)
On trace la droite parraléle d a 1’axe des abscisses passant par (0,y) et la droite parallele d’
a 'axe des ordonnées passant par (x,0). Or f envoie des droites paralleles sur des droites

paralleles. Donc f(d) =d et f(d')=d = f(dnd)=dnNd et donc f(z,y) = (z,y).

Y Z
30 —
5 -

1
0 X

.

]

Démonstration du Théoréme 3.2.4. Idée : Si f : R?> — R? est une bijection qui envoie des
droites sur des droites et des droites paralleles sur des droites paralleles, on peut trouver une
application affine g : R? — R? tel que :

Par le Lemme 3.2.8, go f =id et donc f = g~' = f est affine. Soit h(Z) =

(0,1)

¥

(0,0)

(1,0)

hof

{U 1} hofid,1)

hof(1,0)

—
T

A4

(0,0) (1,0)

— £(0,0) :
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ho f(0,0) = h(f(0,0)) = f(0,0) — f(0,0) = (0,0)

Soit s I'application linéaire tel que :
ho f(1,0) ¥ (1,0)
ho f(0,1) + (0,1)
On a ainsi :

soho f(0,0) = (0,0)
soho f(1,1) = (1,1)

Maintenant, on rappelle le deuxieme théoréme fondamental de la géométrie projective.

Theoréme 3.2.9 (Rappel du deuxiéme théoréme fondamental de la géométrie projective).
f : RP? — RP? bijection qui envoie des droites projectives sur des droites projectives alors f
est une application projective.

Pour démontrer le Théoréme 3.2.9, on va réduire le théoréeme au Théoreme 3.2.4.

Lien vers les applications projectives et les applications affines

ix'v'.1)
flylll I _'_‘_'_'_,_'—'—'-'_'_.).I' - /

RP? = R2URP! (RP! = droites a l'infini).
Lemme 3.2.10. Une application projective qui envoie la droite a ’infini sur elle-méme induit
sur le plan {z = 1} une application affine.
Démonstration du Théoréme 3.2.9.
Remarque 3.2.2. 1) On peut comparer f avec une application projective g pour que g o f
envoie l'axe x, 'axe y, I'axe z et la diagonale sur elle-méme.
Exercice 3.2.2. f envoie des reperes projectifs sur des repéres projectifs.
2) go f envoie la droite (projective) a l'infini sur elle-méme.
1) et 2) de la remarque = g o f induit une bijection de {z = 1} sur lui-méme. Sur {z = 1},

g o [ envoie des droites sur des droites paralleles sur des droites paralleles.
On finit la preuve en montrant que go f = id et par conséquence, f = g~ ! est projective. [



Chapitre 4

Théoremes de Pappus et Desargues

4.1 Introduction

Sur la figure précédente, le théoreme de Pappus dit que A, B et C sont colinéaires.

4.2 Théoreme de Desargues

Cette section a été recopiée sur le polycopié : Michel Costes, Géométrie Projective : au-
tour du programme d’agrégation (Novembre 2002) : http://agreg-maths.univ-rennesl.fr/
documentation/docs/Projectif.pdf.

Theoréme 4.2.1. Dans un plan projectif, on se donne trois droites distinctes D, D" et D"
concourrantes au point O. Soient A et B (respectivement A’ et B’', respectivement A" et B")
deuz points distincts appartenant a D (respectivement D', respectivement D") et différents de
O. Soit M (respectivement N, respectivement P), le point d’intersection des droites (AA’) et

27
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(BB') (respectivement (A’A”) et (B'B"), respectivement (A" A) et (B"B)). Alors M,N et P
sont alignés.

Démonstration. Remarquer que les hypotheses faites entrainent que les droites (AA’) et (BB')
sont distinctes et donc que M est bien défini (de méme pour N et P). On peut supposer que ni
A, A, A" ni B, B', B” ne sont pas alignés (si par exemple A, A’; A” sont alignés sur une droite
A alors M, N, P sont sur A). Alors les points M, N, P sont distincts, et la droite (M N) ne
contient aucun des points A, A’, A" B, B', B” (si (M N) contient un des points A, A’, A" elle
contiendrait les deux autres).

Prenons la droite (M N) comme droite a U'infini. Dans le plan affine complémentaire de
(MN), on a (AA")//(BB’) et (A’A”)//(B'B").

Si O € (MN), les droites affines (AB), (A'B’), (A”B") sont paralleles. La translation
qui envoie A sur B envoie le triangle AA’A” sur BB'B” (régle du parallelogramme) et donc
(A"4)//(B"B).

Si O ¢ (MN), les trois droites affines AB, A’B’ et A”B” sont concourrantes en O. L’homo-
thétie de centre O et de rapport g:]j envoie le triangle AA’A” sur BB'B” (théoréme de Thales)
et donc (A”A)//(B"B).

M
A N g W
O /\.Ji' /\H
L L
A

B
1"-"“/-’

Dans les deux cas, le point d’intersection P des droites projectives (A”A) et (B”B) est bien
situé sur la droite a 'infini (M N). O

4.3 Théoreme de Pappus

Cette section a été recopiée sur le polycopié : Michel Costes, Géométrie Projective : au-
tour du programme d’agrégation (Novembre 2002) : http://agreg-maths.univ-rennesi.fr/
documentation/docs/Projectif.pdf.

Theoréme 4.3.1. Dans un plan projectif, on se donne deux droites distinctes D et D' se
coupant en O, trois points A, B, C" (respectivement A’', B',C") appartenant a D (respectivement
a D), distincts et différents de O. Les trois points M = (AB")N(A'B), N = (BC")N(B'C) et
P=(CA)N(C'A) sont alignés.

Démonstration. Les poitns M, N et P sont distincts et aucun des points A, B,C, A", B',C’
n’est sur la droite (M N). Prenons la droite (M N) comme droite a U'infini. Dans le plan affine
complémentaire de (M N), on a (AB')//(A'B) et (BC")//(B'C).

Si O € (MN), les droites affines D et D’ sont paralleles. Notons f (respectivement g) la
translation qui envoie A sur B (respectivement B sur C). Alors g(f(A4)) = C et g(f(C")) =
f(g(C") = f(B') = A’ (regle du parallelogramme). Donc (C'A")//(C'A).
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Si O € (MN), les droites affines D et D’ se coupent en O. Notons f (respectivement g)
I’homothétie de centre O qui envoie A sur B (respectivement B sur C'). Alors g(f(A)) = C et
g(f(C) = f(g(C") = f(B') = A’ (commutativité de la multiplication et théoreme de Thales).
Donc (CA")//(C'A).

M -,;\ T M
A B E" A 1§ O

i

”E

e

i)

AN

Dans les deux cas, le point d’intersection P de droites projectives (C'A’) et (C'A) est bien situé
sur la droite a U'infini (M N). O
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Théorie projective des coniques

5.1 Exemples de coniques

Définition 5.1.1 (Ellipse). Soient deuz points A et B, on appelle ellipse de foyers A et B,
[’ensemble :

£ ={X|d(A X)+d(X,B)=c}

ot ¢ est une constante.

Définition 5.1.2 (Parabole). La parabole est obtenue par intersection du cone et le plan pa-
rallele a l'une de ses génératrices.

Définition 5.1.3 (Hyperbole). Soient F' et F' deuz points distincts du plan. On appelle hy-
perbole de foyers F' et F' 'ensemble des points M du plan vérifiant la propriété suivante :

d(M,F) —d(M,F)|=2a a€R

30
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5.2 Conique et quadrature

Définition 5.2.1 (Conique). Dans un plan P, on considére une droite 0 et un point F non
situé sur §. Soit e un réel strictement positif. On appelle conique de droite directrice 9, de foyer
F' et d’excentricité e l’ensemble des points M du plan P vérifiant :

d(M,F) =ed(M,5), ecR’

ot d(M, F') mesure la distance du point M au point F et d(M,§) mesure la distance du point
M a la droite 6

=

0

=

o

8,

e,

L1]
 droites seécantes

hyperbole

coniques propres coniques dégenerees
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Changement de point de vue

L’équation du cone est 22 + 3% — 22 = 0.
Définition 5.2.2. On dit que 2* + y? — 2% est une forme quadratique.

Soit Q(z,y,2) = z*> + y? — z2. On a que :

Q(\z, Ay, \2) = N*Q(w,y, 2)

On va transformer la forme quadratique en une forme bilinéaire en une forme bilinéaire B.

B R3? x R? — R
(l‘, Y, Z)7 (lja yla Z/) = .Z'iL'/ + yy, - ZZ/

Définition 5.2.3 (Forme bilinéaire). Une forme bilinéaire sur un espace vectoriel V' est une
fonction :

B:VxV->K
qui est linéaire en chaque variable.
(1) B(vy + Avg, w) = B(vy,w) + AB(vq, w)
(2) B(v,w; + Awq) = B(v,wy) + AB(v, ws)

Définition 5.2.4 (Forme quadratique). St B : V x V — K est une forme bilinéaire :
QR:V—-K
définie par Q(v) = B(v,v) alors Q est une forme quadratique.

Définition 5.2.5 (Quadrique). La quadrique dans P(V') associée a une forme quadratique @
est l’ensemble des sous-espaces de dimension 1 qui sont sur ’ensemble {Q) = 0}.

Remarque 5.2.1. La quadrique constitue une généralisation des coniques.

Exemple 5.2.1. Soit V =R3 P(V) =RP? et :
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(1> Q(xay72> = 513'2 + y2 - Z2

(ii) Q(z,y,2) = x? + y? + z2. La conique est 'ensemble vide.

(iii) Q(z,y,z) = z*. La conique est I’ensemble de toutes les droites sur le plan yz.

Définition 5.2.6. Deuzx quadratiques F C P(V) et G C P(V) sont équivalentes s’il existe une
application projective

f:P(V)— P(V)
qui envoie F sur G.

Exemple 5.2.2. V = R3
X /\

Probléeme. Déterminer a partir de la forme quadratique, quand est-ce que deux quadratiques
sont équivalentes.

Cas particulier. V = R?.=

Q(I7y7 Z) = ‘7“2 +y2 - 22
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Remarque 5.2.2. 1)

1 0 O x
Q(x,y,Z)z(af y 2) 01 0]y
——=\0 0 -1) \z

v \—A,_/\v/

2) Ici, A n’est pas unique. Mais il en existe une seule qui est symétrique.

3) Si les quadriques associées aux formes quadratiques Q1 et Q2 sont égales alors Q1 = AQs,
A #£ 0.

Proposition 5.2.1. Les quadriques associées aux formes quadratiques Q1 et Qo sont équiva-
lentes si et seulement si il existe une application linéaire inversible

T:V->V

et un A # 0 tel que
Q1 = AQT

Exercice 5.2.1. Soient
Qi(z,y,z) =2 +y* — 2%,  Qa(x) = 32® + 2y° — 1002

Montrer que les coniques associées sont équivalentes.

10 0
Qv)=7"01 0|7
00 —1
30 0
Q(v)=7'0 2 0 |7
0 0 —100
Soit :
T:R® - R?
Ainsi :
30 0
Q(TV)=(TV)' |0 2 0 |TW
0 0 —100
30 0
=7 |T'|l0 2 0 |T|7
0 0 —100
Pour que :

on peut prendre :

T=| 0 1//2 0 |etA=1
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Exercice 5.2.2. Soient

Ql(-’f,y,z) :$2+y2—22, QQ(xayaZ):_$2+y2_22

Montrer que les coniques associés sont équivalentes (Indication : Essayer avec une permutation
de variables).

Exercice 5.2.3. Soient

Ql(m7y72) :$2+y2—22, QQ({L‘,y,Z):fL’Q—ZQ

Montrer que les coniques assoicés ne sont pas équivalentes.
det Q2<x7 Y, Z) =0

Exemple 5.2.3 (Cas d’une matrice non symétrique). Soit

11 0 T T
(xy z) 01 0 Y :<x T+y —z) Y
00 —1 z z
B
=2* +ay+y* — 22
La matrice symétrique associée est :
1 1/2 0 1
/2 1 0 |==(B+B").
2
0 0 -1 —

symétrique

Soient B et C' deux matrices symétriques 3 x 3,

x
Quz,y,2)=(z y 2)B|y|,
z
x
Qalr,y,2)=(z y 2)C |y
z
Si A est une matrice 3 x 3 inversible,
T
x x x
QA ly|)=[Aly|| BAly
z z z
x
:(x Y z)ATBA Y
z

Corollaire 5.2.1. Une conique X C RP? associée da la forme quadratique.

T

Ql(:c,y,z):<x Yy Z)B y|, B symétrique,
z



36

Chapitre 5. Théorie projective des coniques

est équivalente a une conique Y C RP? associée

T

Qg(a:,y,z):(x Y Z)C’ yl|, C symétrique,
z

si et seulement s’il existe une matrice inversible A et un scalaire X # 0 tel que

ATBA = \C.

Exercice 5.2.4. Si B est symétrique et A est inversible, AT BA est symétrique et

1)
2)

rg B =1g ATBA,

le nombre de valeurs propres de B est égal au nombre de valeurs propres négatives AT BA.
Réponse a l'exercice 5.2.4. 1) On veut montrer que rg B = rg ATBA. On considére Ker B et

Ker ATBA,

Ker B = {7 =R? Bv =0}.
Ker ATBA
On veut montrer que A~ (Ker B) = Ker(AT BA).
(C) On a:
A7 Y (Ker B) = {A™'V, Bv = 0}.
Soit w = A~ 1w,

ATBAw = ATBAA
= ATB7W =0.

(D) w € Ker(ATBA), w = A~ pour v € Ker B.
AT(BAw) = 0= BAw =0

parce que A et AT sont inversible.
Pour répondre a la question, on introduit une définition.

Définition 5.2.7. Si @ : R" — R est une forme quadratique, l'indicce de @, Ind(Q), est
la dimension maximale de sous-espaces W C R? tel que Qlw : W — R est définie négative,
c’est-a-dire

Qw) <0, YweW,
=0 < w=0.

Exercice 5.2.5. Soit B une matrice symétrique. L’indice de la forme
x
(x Y z) Bly

z

est égale au nombre de valeurs propres négatives.
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Theoreme 5.2.2. B matrice réelle n x n symétrique. Il existe une matrice orthogonale R
(RT = R™') tel que

R'BR=R"BR=0, D diagonale.
St A, ..., A, sont des valeurs propres négatives et Ey,, ..., Ey, sont les sous-espaces propres
associés alors la forme restreinte a Ey, + Ey, + ... + E,, C R" est négative (le montrer).

Corollaire 5.2.2. Si le nombre de valeurs propres négatives (complétés avec multiplicité)
est k, l'indice de la forme quadratique < k.

Remarque 5.2.3.
(a) Si @ :R"™ — R est une forme quadratique

€
Q(l’l,...,In) = (ZL’ll’n)B s
Tn
alors
H%n ZZZZ+.€B<Eh 6)1?_

avec

E. : engendré par les vecteurs propres
associés aux valeurs propres positives,
E_ : engendré par les vecteurs propres
associés aux valeurs propres négatives,
Ey = Ker B.

nd(Q) > dim E_ d’apres le corollaire 5.2.2.

Ind(
() SiQ=-Q,B=—-BetR"=E, ® Ey® E_ alors

E_=E, FE,=E_etE,=E,.

Par le corollaire 5.2.2, Ind(Q) = Ind(Q) > dim E_ = dim E,..
Soit R" = E, & Ey® E_ tel que
dmFE, =n—p—Fk, dimEy=p, dimE_ =k
On a:
(1) Ind(Q) =k,
(2) Ind(-Q)=n—p—k.

(1) < il existe un sous-espace W_ de dimension > k tel que Q| est négative. (2) < il
existe un sous-espace W, de dimension > n — p — k dont Q| est positive.

Q’Eo = 07

on a ainsi,

W, NE={0}, W.nE={0}, W.nWw,={o}.

n > dim(Wy + Ey+ W_) = dim W, + dim Ey + dim W_
=n—p—k+p+k=n
=dmW,=n—p—Fk, dmW_ =k.
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3) En résumé, ATBA et B ont deux choses en commum :
(i) le rang,

(ii) le nombre de valeurs propres négatives avec multiplicité.

Theoreme 5.2.3. Si B et C sont deux matrices symétriques tel que
1) rg(B) = rg(C),
2) B a le méme nombre de valeurs propres compté avec multiplicité que C,

alors il existe une matrice inversible tel que

ATBA = C.

5.3 Action sur GL(n,R) sur ’espace des formes quadra-
tiques

Dans ce paragraphe, on nomme X l’espace des formes quadratiques.

Définition 5.3.1. On définit l'action de GL(n,R) sur l’espace des formes quadratiques X,
lapplication
g GL(n,R)x X — X
(4,Q) = QAT
L7action p a pour propriétés :
(1) wl,Q)=Q,vQ e X,
(2) M(A17M(A2,Q)) :M(Al oAZaQ)

Démonstration pour (2).

(A1, (A2, Q) = (A1, Qo A1)
=QoA; 0 AT!
= Qo (A0 A) ™ = p(4 04, Q).

]

Question. Si Q1 et Q3 sont deux formes quadratiques, déterminer s'il existe A € GL(n,R)
tel que Qo = Q0 A™L.
Q20 A= Q1.

Qa(y) = ?JTB2y-
Q2(Ay) = (Ay)" Bo(Ay)
=y (ATByA)y = Q1(y) = y" Buy.
Question équivalente. Si By et By sont deux matrices symétriques, déterminer s’il existe une

matrice inversible A tel que
B, = ATB,A. (5.1)

Theoréme 5.3.1. Bj et By sont équivalentes (dans le sens (5.1)) si et seulement si la nullité
et lindice sont les mémes.
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Corollaire 5.3.1. Si B est une matrice symétrique 3 X 3, B est équivalent a une des matrices
sutvantes :

0 00
0 0 0| (nullité 3, indice 0),
000
1 00
0 00 nullité 2, indice 0,
0 00
-1 0 0
0 -1 0 (indice 3, nullité 0).
0o 0 -1

Définition 5.3.2. Une forme quadratique est dégénérée, si sa nullité est > 0 (la matrice B
n’est pas inversible).

Dans le cas 3 x 3 :

1 00 -1 0 0 -1 0 0 1 0 O
(@: {0 10, ®:10 =1 01|, (¢):1 0 1 0|, (d:[{0 =1 0
0 01 0 0 -1 0 01 0 0 -1
(a) 2? +y? + 2%,
(b) —a?—y? — 22,
(¢) =%+ y* + 22,
(d) x* —y* — 2%

Démonstration.

Lemme 5.3.2. Si B est symétrique, toutes les valeurs propres sont réelles et il existe une
matrice orthogonale R telle que :

R 'BR=R"BR = D.

Conséquence. Toute matrice symétrique est équivalente a une matrice diagonale.

Pour pouvoir démontrer le théoreme 5.3.1, il suffit de montrer qu'une matrice diagonale D
est équivalente a la matrice

A 0

0 C

ou

et
dim(A) = Ind(D)?, dim(B) = (n — Ind(D) — Null(D))?, dim(C) = Null(D)?
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Exercice 5.3.1. Trouver une matrice A telle que :

-1 0 0
ATBA=10 1 0},
0 01
avec
-3 00
(a) B=|[ 0 2 0].On trouve :
0 05
1/vV/5 0 0
A= 0 1/v2 0
0 0 1/V3

Soit :

0 1
P=|10 0],
0 0

—_

on appelle P, une matrice de permutations. Pour montrer le théoreme, on choisit une matrice
de permutations P tel que PTDP a les valeurs négatives de la diagonale de D en premier, suivi
par les éléments positives et finalement, les zéros.

A 0
PTDP = B ,
0 C

A Akt 0

avec

et

dim(A) = (Ind(D))?, dim(B) = (n — Ind(D) — Null(D))?, dim(C) = (Null(D))>.
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Ainsi,
1 1
V1Al VARS
1 1

Vol PTDP N

1 1
1 1
-1
-1
1

1

0

]

Corollaire 5.3.2. Une conique non-vide et non-dégénérée dans RP? est projectivement équi-

valente a
{[x:y:2] € RP? 2% +y* + 2* = 0}.

Démonstration. Soit C C RP? conique non dégénérée. Par définition,
C={[z:y:z], Qlx,y,z) =0},

dont @ est une forme quadratique non dégénérée. Par le théoreme 5.3.1,

1 00
£]0 1 0 (conique associée vide),
0 01
9~ 10 0
= 0 1 0
0 01
|

{[IZy:Z], —$2+y2+22:0}:{[$,y72],$2—y2—22:0}
~lr iy 2], 2yt — 22 =0}

5.4 Théorie projective des coniques

Proposition 5.4.1. Soit C une conique dans RP?, si E et F € C
[EA,EB,EC,ED] = [FA,FB,FC, FD]
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= on peut définir le birapport de quatres points sur une conique.

Démonstration. 11 suflit de démontrer le théoréme dans le cas ou C est un cercle.

B C

E
F

Exercice 5.4.1. Ecrire une formule pour le birapport de quatre droites concourrantes en
termes des angles.

Exercice 5.4.2. Soit M un point d'un cercle I', de centre O, A et B sont deux points du
cercle distincts de M. Si les angles AM B et AOB interceptent le méme arc AB alors :

2AMB = AOB.
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En particulier : « deux angles inscrits dans un cercle interceptant le méme arc de cercle sont
égauz ».

L’exercice 5.4.1 et 5.4.2 = les birapports sont les mémes. O

Définition 5.4.1. Si C est une conique dans RP?, sa conique dual C* C RP? est l’ensemble
de toutes les droites (projectives dans RP? qui sont tangentes a C.

C c RP?
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Définition 5.4.2 (Définition équivalente a la définition 5.4.1). La conique duale est [’'ensemble
de tous les plans tangents au cone.

Remarque 5.4.1. Il faut encore prouver que C* C RP? est une conique.
Rappel (Plan tangent). Le plan tangent est :

Vf(a,b,c).(x,y,z)=0.
C’est ’ensemble :

0 0 0
{(x, Y, 2), &J;(a, b,c)x + a‘;(a, b, c)y + aﬁ(a, b, c)z} )

Exercice 5.4.3. Soit la conique suivant :
C={[z:y:z],2°+vy*—2*=0}

et un point P = (1,0,—1) € C. Quelle est I’équation du plan tangent au point P ?

002900 10299 0 299 0 =
VQULO, ~1)(r..2) = 0. & F(1L0,~1) + FEL0.-1) + GE(1.0.-1) =0
S 2r+22=0

Sr+z2=0
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