
Chapitre 1

Représentations des groupes �nis I : le

cas abélien

1.1 Caractères d'un groupe abélien �ni

Soit A un groupe abélien �ni ; un caractère de A est un homomorphisme de groupes :

χ : A −→ C?

Pour tout x ∈ A, χ(x) est une racine de l'unité (une racine nème de l'unité si n est l'ordre de A
et même une racine eème de l'unité si e est l'exposant de A) ; en particulier on a χ(x)−1 = χ(x)
et |χ(x)| = 1.

On désigne par Â le groupe abélien des homomorphismes de A dans C? (le groupe dual de

G) ; le produit des caractères χ1, χ2 ∈ Â étant le caractère :

χ1 χ2 : A −→ C?

x −→ χ1(x)χ2(x)

Lemme 1 Soit A cyclique d'ordre n de générateur a ; alors

εa : Â −→ Un
χ −→ χ(a)

où Un est le sous-groupe de C? des racines nème de l'unité, est un isomorphisme de groupes.

En particulier Â est cyclique d'ordre n.

O Pour χ ∈ Â on a χ(a) ∈ Un puisque a est d'ordre n et puisque a est un générateur de A
l'homomorphisme εa est injectif..
Véri�ons que εa est surjectif : soit ζ ∈ Un, pour tout x ∈ A on a x = ak où k est unique modulo

n ; comme ζn = 1 , ζk ne dépend que de x et si l'on pose χ(x) = ζk on obtient χ ∈ Â tel que

χ(a) = ζ. M

A tout homomorphisme de groupes f : A −→ B on associe l'homomorphisme :

f̂ : B̂ −→ Â

χ −→ χ ◦ f

On a îdA = id
Â
et si g : B −→ C est un second homomorphisme on a g ◦f = f̂ ◦ ĝ. En particulier

si f est un isomorphisme il en est de même de f̂ .
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Lemme 2 (prolongement des caractères) soit B un sous-groupe du groupe abélien �ni A et

j : B −→ A l'injection canonique ; alors l'homomorphisme de restriction

ĵ : Â −→ B̂

χ −→ χ ◦ j = χ|B
est surjectif.

O On procéde par récurrence sur [A : B]. Si [A : B] = 1 c'est immédiat ; supposons alors

[A : B] ≥ 2 et considérons un caractère η ∈ B̂. Soit x ∈ A \ B ; alors {k ∈ Z/xk ∈ B} est un
sous-groupe de Z non réduit à {0} (car contenant o(x) par exemple) de sorte que :

{k ∈ Z/xk ∈ B} = Zr

On a η(xr) = ζr avec ζ ∈ C?. On peut alors prolonger η en un caractère η′ du sous-groupe B′

engendré par B et x en posant pour tout t ∈ Z et tout y ∈ B :

η′(xt y) = ζtη(y)

Véri�ons d'abord que l'application η′ est bien dé�nie : pour cela supposons que xt y = xt
′
y′ de

sorte que xt−t
′

= y′y−1 ∈ B et par suite t− t′ = kr. On a alors :

ζt
′
η(y′) = ζt−krη(yxkr)

= ζtη(x−kr)η(yxkr)

= ζtη(y)

Il est alors immédiat que l'application η′ ainsi dé�nie est un caractère de B′ prolongeant η. Mais

on a [A : B′] < [A : B] (puisque x ∈ B′ \ B) de sorte qu'il existe, par hypothèse de récurrence,
un caractère χ de A prolongeant η′ et a fortiori χ prolonge η. M

Corollaire 1 Soit A un groupe abélien �ni ; pour tout x ∈ A \ {e}, il existe un caractère χ ∈ Â
tel que χ(x) 6= 1

O Puisque < x > est un groupe cyclique d'ordre k = o(x) on a l'isomorphisme de groupes :

εa : <̂ x > −→ Uk
η −→ η(x)

Il existe donc un caractère η ∈ <̂ x > tel que η(x) 6= 1. Par suite si χ ∈ Â est un caractère de A
prolongeant η on a évidemment χ(x) = η(x) 6= 1. M

Proposition 1 Soit A un groupe abélien �ni d'exposant e ; pour tout élément x d'exposant e, il
existe un sous-groupe B de A tel que l'on ait la décomposition en produit direct A = B. < x >.

O Puisque x est d'ordre e, on a l'isomorphisme de groupes :

εa : <̂ x > −→ Ue
η −→ η(x)

où Ue =< ζ > est le sous-groupe de C? des racines eème de l'unité.
Le caractère η ∈ <̂ x > tel que η(x) = ζ induit un isomorphisme de <̂ x > sur Ue.
D'autre part η admet un prolongement en un caractère χ ∈ Â. On a χ(A) ⊂ Ue puisque e est

l'exposant de A.
De plus comme χ prolonge η, χ induit un isomorphisme de <̂ x > sur Ue.
En particulier on a χ(A) = Ue.
Posons B = ker(χ). Pour y ∈ B∩ < x > on a χ(y) = η(y) = 1 d'où y = 1 et B∩ < x >= {1}.
En�n pour z ∈ A on a χ(z) ∈ Ue de sorte qu'il existe xt ∈< x > tel que χ(z) = χ(xt) donc

y = zx−t ∈ B et on a décomposition z = xty. M
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Lemme 3 Considérons deux groupes abéliens �nis A et B ; on a l'isomorphisme canonique de

groupes :

νA,B : Â× B̂ −→ Â×B
(α, β) −→ α⊗ β

où pour α ∈ Â et β ∈ B̂, α ⊗ β est le caractère de A× B dé�ni par (α ⊗ β)((x, y)) = α(x)β(y)
pour tout (x, y) ∈ A×B.

O Pour tout χ ∈ Â×B posons χA(x) = χ(x, 1B) pour tout x ∈ A et χB(y) = χ(1A, y) pour tout
y ∈ B. On a χA ∈ Â et χB ∈ B̂. Alors on a χ = χA ⊗ χB. D'autre part on a et (α⊗ β)A = α et

(α⊗ β)B = β d'où l'isomorphisme M

Corollaire 2 (structure des groupes abéliens �nis) Pour tout groupe abélien �ni A, il existe
des entiers d1, · · · , dr ≥ 2 telle que d1 | · · · , | dr et

A ' Z/d1Z× · · · × Z/drZ

En particulier d1 · · · dr est l'ordre de A et dr est l'exposant de A.

O On montre le résultat par récurrence sur l'ordre de A. Soient e l'exposant de A et x ∈ A tel

que o(x) = e ; si A est cyclique le résultat est établi, sinon on a une décomposition en produit

direct A = B. < x > et on peut appliquer l'hypothèse de récurrence à B ; on a :

B ' Z/d1Z× · · · × Z/dr−1Z

avec d1 | · · · , | dr−1. En particulier dr−1 est l'exposant de B. On pose dr = e on a dr−1|dr (puisque
B contient un élément d'ordre dr−1) et :

A ' Z/d1Z× · · · × Z/dr−1Z× Z/drZ

M

Proposition 2 Soit A un groupe abélien �ni, les groupes A et Â sont isomorphes.

O Si A est cyclique d'ordre n, Â est aussi cyclique d'ordre n donc isomorphe à A. On procède

alors par récurrence sur l'ordre de A : si x est un élément dont l'ordre est est l'exposant e de A
on a une décomposition en produit direct A ' B× < x > de sorte que Â ' B̂ × <̂ x >. Mais

< x > étant cyclique on a <̂ x > '< x > et par hypothèse de récurrence B̂ ' B. M

Corollaire 3 Pour tout groupe abélien �ni A, on a l'isomorphisme canonique de groupes :

ιA : A −→ ̂̂
A

x −→ (χ→ χ(x))

O Puisque pour tout x ∈ A\{e}, il existe un caractère χ ∈ Â tel que χ(x) 6= 1 l'homomorphisme

iotaA est injectif.

Puisque A et Â d'une part, Â et
̂̂
A d'autre part sont isomorphes, ces groupes ont le même ordre

et par suite ιA est bijectif. M

Soit FA l'espace vectoriel, de dimension Card(A), des fonctions complexes sur A ; on dé�nit

sur FA la forme hermitienne :

(ϕ,ψ) =
1

Card(A)

∑
g∈A

ϕ(g)ψ(g)
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Corollaire 4 (orthogonalité des caractères) Â est une base orthonormée de FA

O Pour tout χ ∈ Â et tout y ∈ A on pose Sχ(y) =
∑
x∈A

χ(xy). On a :

Sχ(y) = Sχ(e) = χ(y)Sχ(e)

de sorte que :

Sχ(e) =

{
0 si χ = 1

Card(A) sinon

Il en résulte que, pour ϕ,ψ ∈ Â que

Sϕψ−1(e) =

{
0 si ϕ = ψ

Card(A) sinon

de sorte que Â est une famille orthonormée puisque ψ−1 = ψ. Puisque Card(Â) = dim(FA) c'est
une base. M

1.2 Représentations des groupes abéliens �nis

On considère un groupe abélien �ni A ; une représentation (complexe) de A est un homomor-

phisme :

ρ : A −→ GL(E)

où E est un C-espace vectoriel de dimension �nie n ; E est appelé l'espace de la représentation

et n son degré.

Proposition 3 Soit ρ : A −→ GL(E) une représnetation de dré n d'un groupe abélien �ni A ;

il existe une base (vi)1≤i≤n de E et une famille (χi)1≤i≤n avec χi ∈ Â pour 1 ≤ i ≤ n telles que,

pour tout x ∈ A, on a :

ρ(x) vi = χi(x) vi

O Alors A = {ρ(x)/x ∈ A} est un ensemble �ni d'endomorphismes de E commutant deux à

deux. De plus puisque tout x ∈ A est d'ordre �ni, l'endomorphisme ρ(x) est d'ordre �ni : on a

ρ(x)k = idE de sorte que pρ(x)|Xk − 1 ∈ C[X]. Ainsi le polynôme minimal pρ(x) est décomposé

et toutes ses racines sont simples de sorte que ρ(x) est diagonalisable.
Ainsi il existe une base (vi)1≤i≤n de E formée de vecteurs propres simultanés de ρ(x) pour

x ∈ A ; on a donc :

ρ(x) vi = χi(x) vi pour tout x ∈ A et 1 ≤ i ≤ n

où χi(x) ∈ C? puisque ρ(x) est un automorphisme de E.
En�n on a χi ∈ Â pour 1 ≤ i ≤ n : en e�et pour x, y ∈ A on a :

ρ(xy) vi = χi(xy) vi

= ρ(x)ρ(y) vi

= ρ(x)χi(y) vi

= χi(y)ρ(x) vi

= χi(y)χi(x) vi

M
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1.3 Annexes

1.3.1 Exposant d'un groupe abélien �ni

Lemme 4 Soit A un groupe abélien �ni ; si x, y ∈ A sont d'ordres m = o(x) et n = o(y) premiers

entre eux, alors xy est d'ordre o(xy) = mn.

O On a évidemment (xy)mn = (xm)n(yn)m = 1 de sorte que o(xy) divise mn.
Supposons que (xy)h = 1 de sorte que xh = y−h ∈< x > ∩ < y >. Puisque m et n sont premiers

entre eux, on a < x > ∩ < y >= {1}, m et n divisent h ; alors mn divise h et xy est d'ordre mn.
M

Lemme 5 Soit A un groupe abélien �ni ; pour x, y ∈ A d'ordres m = o(x) et n = o(y) il existe

z ∈< x, y >⊂ A dont l'ordre est o(z) = ppcm(m,n).

O On a m = pa11 · · · parr p
ar+1

r+1 · · · p
ar+s
r+s et n = pb11 · · · pbrr p

br+1

r+1 · · · p
br+s
r+s avec ai ≥ bi pour 1 ≤ i ≤ r

et ar+j < br+j pour 1 ≤ j ≤ s.
Posons m′ = pa11 · · · parr et n′ = p

br+1

r+1 · · · p
br+s
r+s . Alors x

m/m′ est d'ordre m′ et yn/n
′
est d'ordre n′

de sorte que z = xm/m
′
yn/n

′
est d'ordre m′n′ = ppcm(m,n). M

Corollaire 5 (exposant d'un groupe abélien �ni) Soit A un groupe abélien �ni et e le maxi-

mum des ordres des éléments de A (l'exposant de A) ; alors e divise l'ordre de A et est égal au

ppcm des ordres des éléments de A.

O Soit x ∈ A un élément d'ordre maximal o(x) = e ; pour tout y ∈ A d'ordre o(y), il existe un
élément z ∈< x, y > tel que o(z) = ppcm(e, o(y)). Puisque e est maximal on a o(z) = e de sorte
que o(y) divise e. M

1.3.2 Endomorphismes diagonalisables

On considère u ∈ LK(E) un endomorphisme d'un K-espace vectoriel de dimesion �nie ;

on note pu ∈ K[X] le polynôme minimal de u et χu = det(XIdE − u) ∈ K[X] le polynôme

caractéristique unitaire de u.
Pour tout λ ∈ K, on pose :

Eλ(u) = Ker(λIdE − u)

Lemme 6 Soit λ ∈ K ; les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Eλ(u) 6= {0}
2. λ est racine de χu

3. λ est racine de pu

O On a χu(λ) = det(λIdE − u) de sorte que χu(λ) = 0 si et seulement si le K-endomorphisme

λIdE − u de E n'est pas bijectif ie. si et seulement si Eλ(u) 6= {0}. Ainsi on a 1)⇔ 2).
Soit λ ∈ K et considérons la division euclidienne de pu par X − λ ; il existe q ∈ K[X] tel que :

pu = q(X)(X − λ) + pu(λ)

de sorte que l'on a, puisque pu(u) = 0 :

q(u) ◦ (u− λIdE) + pu(λ)IdE = 0

Supposons que χu(λ) = 0 de sorte qu'il existe x ∈ Eλ(u) \ {0}. On a alors :

q(u)(u(x)− λx︸ ︷︷ ︸
=0

) + pu(λ)x = 0



6 CHAPITRE 1. REPRÉSENTATIONS DES GROUPES FINIS I : LE CAS ABÉLIEN

d'où pu(λ) = 0 d'où 2)⇒ 3).
Supposons réciproquement que pu(λ) = 0 ; on a

q(u) ◦ (u− λIdE) = 0

Comme deg(q) < deg(pu) on a q(u) 6= 0 de sorte que u − λIdE n'est pas bijective de sorte que

χu(λ) = 0 d'où 3)⇒ 2). M

Lorsque ces conditions sont véri�ées, λ est appelée une valeur propre de u et Eλ(u) le sous-
espace propre associé. On note SpK(u) l'ensemble des valeurs propres de u ; c'est l'ensemble des
racines de χu (resp. de pu) contenues dans K. En particulier l'ensemble SpK(u) est �ni et la

somme
∑

λ∈SpK(u)

Eλ(u) des sous-espaces propres est directe. On dit que u est diagonalisable sur

K si l'on a :

E =
⊕

λ∈SpK(u)

Eλ(u)

Proposition 4 Soit u ∈ LK(E) un endomorphisme d'un K-espace vectoriel de dimesion �nie ;

on a les conditions équivalentes suivantes :

1. u est diagonalisable sur K.

2. Le polynôme caractéristique χu est décomposable sur K et chaque racine λ est de multiplicité

nλ = dim(Eλ(u)).

3. Le polynôme minimal pu est décomposable sur K et a toutes ses racines sont simples.

O 1. ⇒ 2. Puisque E =
⊕

λ∈SpK(u)

Eλ(u) il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est

diagonale avec chaque élément λ ∈ SpK(u) répété nλ = dim(Eλ(u)) fois de sorte que l'on a :

χu =
∏

λ∈SpK(u)

(X − λ)nλ

2. ⇒ 1. Supposons que χu =
r∏
i=1

(X − λi)nλi avec les λi ∈ K, pour 1 ≤ i ≤ r, deux à deux

distincts. La somme
r⊕
i=1

Eλi est un sous-espace de dimension
r∑
i=1

nλi = n donc égal à E. Ainsi u

est diagonalisable.

1. ⇒ 3. Supposons que E =
r⊕
i=1

Eλi avec les λi ∈ K, pour 1 ≤ i ≤ r, deux à deux distincts.

Considérons alors le polynôme p =
r∏
i=1

(X − λi) ∈ K[X] ; pour tout x ∈ Eλi on a p(u)(x) = 0

donc p(u) = 0 et pu|p. Mais comme {λ1, · · · , λr} est l'ensemble des valeurs propres de u on a

p|pu et �nalement p = pu.

3.⇒ 1. Supposons que pu =
r∏
i=1

(X−λi) avec les λi ∈ K, pour 1 ≤ i ≤ r, deux à deux distincts.

On a SpK(u) = {λ1, · · · , λr}. Considérons, pour 1 ≤ i ≤ r, les polynômes de Lagrange :

Li =

∏
k 6=i

(X − λk)∏
k 6=i

(λi − λk)

de sorte que pu = ci(X − λi)Li avec ci =
∏
k 6=i

(λi − λk) pour 1 ≤ i ≤ r.

Ainsi pu divise LiLj pour 1 ≤ i 6= j ≤ r. De plus le polynôme L2
i − Li s'annule en tous les λj et



1.3. ANNEXES 7

l'on a donc pu qui divise L2
i − Li pour 1 ≤ i ≤ r. En�n on a

r∑
i=1
Li = 1.

Posons :

pi = Li(u) pour 1 ≤ i ≤ r

Notons que l'on a pi 6= 0 pour 1 ≤ i ≤ r (sinon pu diviserait Li 6= 0 ce qui n'est pas possible vu

les degrés). Les propriétés suivantes sont véri�ées :

1. p2
i = pi pour 1 ≤ i ≤ r

2. pi ◦ pj = 0 pour 1 ≤ i 6= j ≤ r

3.
r∑
i=1
pi = IdE

4. u pi = pi u pour 1 ≤ i ≤ r
5. (u− λiIdE) ◦ pi = 0 pour 1 ≤ i ≤ r

Il en résulte que l'on a la décomposition en somme directe :

E =

r⊕
i=1

Im(pi))

les sous-espaces Im(pi) étant stables par u et véri�ent

Im(pi) ⊂ Eλi(u)

d'où �nalement Im(pi) = Eλi(u) pour 1 ≤ i ≤ r et E =
r⊕
i=1

Eλi(u) de sorte que u est diagonali-

sable. M

Proposition 5 Soit A un ensemble �ni d'endomorphismes diagonalisables de E commutant deux

à deux ; alors il existe une famille (Ei)i∈I , de sous-espaces vectoriels de E tels que :

1. Pour tout v ∈ LK(E) tel que u ◦ v = v ◦ u pour tout u ∈ A on a v(Ei) ⊂ Ei pour i ∈ I.
2. Pour tout sous-espace F de E on a F =

⊕
i∈I

F ∩ Ei

3. Pour tout u ∈ A et tout i ∈ I il existe λ ∈ K tel que Ei ⊂ Eλ(u).

En particulier les éléments de A sont simultanément diagonalisables.

O Lorsque A = {u} il su�t de prendre I = SpK(u) et les sous-espaces propres Eλ(u). On procède

alors par récurrence en supposant la propriété vraie pour A on l'établit pour A′ = A ∪ {u′} où
u′ 6∈ A en prenant I ′ = I × SpK(u′) et E(i,λ′) = Ei ∩ Eλ′(u′). M

1.3.3 Unicité des facteurs invariants

Comsidérons l'homomorphisme canonique :

π : Z −→ Z/Zd

L'application H −→ π−1(H) est une bijection croissante entre l'ensemble des sous-groupes de

Z/Zd sur l'ensemble des sous-groupes de Z contenant Zd.

Lemme 7

Pour x ∈ Z on a :

π(Zx) = (Z/Zd)x = {kx/k ∈ Z/Zd}

et l'on a

π−1((Z/Zd)x) = Zpgcd(x, d)
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O H = π(Zx) est un sous-groupe Z/Zd.
On a y ∈ π−1(H) si et seulement si π(y) = π(kx) ie. y = kx+ ld. Ona donc :

π−1(H) = Zx+ Zd = Zpgcd(x, d)

M

Corollaire 6

On a (Z/Zd)x = {0} si et seulement si d|x.

O (Z/Zd)x est nul si et seulement si si et seulement si pgcd(x, d) = d ie. d|x. M

Corollaire 7

Soit p est un diviseur premier de d, on a :

(Z/Zd)/(Z/Zd)p ' Z/Zp

O On a π−1((Z/Zd)p) = Zp M

Pour tout groupe abélien �ni A, désignons par δ(A) le nombre minimal d'éléments d'un

système générateur de A.

Proposition 6

Considérons un groupe abélien de la forme :

A = Z/Zd1 × · · · × Z/Zdr avec d1| · · · |dr (d1, · · · , dr ≥ 2)

pour tout entier premier p divisant d1 le Fp-espace vectoriel A/pA est de dimension r et l'on a

δ(A) = r. De plus, pour 1 ≤ k ≤ r, on a :

Zdk = {x ∈ Z/δ(Ax) ≤ r − k}

O Puisque p|di pour 1 ≤ i ≤ r, A/Ap est un Fp-espace vectoriel de dimension r.
La famille (ei)1≤i≤r avec ei = (δi,j)1≤j≤r est un système générateur de A de sorte que δ(A) ≤ r.
Réciproquement, pour tout système générateur (εi)1≤i≤s de A, (εi)1≤i≤s est un système généra-

teur de A/pA d'où s ≥ r de sorte que δ(A) ≥ r et �nalement δ(A) = r.
On a :

Zd1 ⊃ Zd2 ⊃ · · · ⊃ Zdr
Supposons x 6∈ Zdk ; on a donc x 6∈ Zdj pour k ≤ j ≤ r de sorte que (Z/Zdj)x n'est pas nul pour

k ≤ j ≤ r
Ax ' (Z/Zd1)x× · · · × (Z/Zdk)x× · · · × (Z/Zdr)x︸ ︷︷ ︸

6=0

et l'on a δ(Ax) ≥ r − k + 1 > r − k. Ainsi de sorte que δ(xA) ≤ r − k ⇒ x ∈ Ik.
Réciproquement si x ∈ Zdk on a x ∈ Zdj pour 1 ≤ j ≤ k de sorte que (Z/Zdj)x est nul pour

1 ≤ j ≤ k
Ax ' (Z/Zd1)x× · · · × (Z/Zdk)x︸ ︷︷ ︸

=0

× · · · × (Z/Zdr)x

d'où δ(Ax) ≤ r − k. M

Ainsi, pour tout groupe abélien �ni A, il existe des entiers uniques d1, · · · , dr ≥ 2 (les facteurs

invariants de A) telle que d1 | · · · , | dr et

A ' Z/d1Z× · · · × Z/drZ

En particulier deux groupes abéliens �nis sont ismorphes si et seulement s'ils ont les mêmes

facteurs invariants.



Chapitre 2

Représentations des groupes �nis II

2.1 Représentations des groupes �nis - propriétés générales

2.1.1 Dé�nitions

On considère un groupe �ni G ; une représentation (complexe, de degré �ni) de G est un

homomorphisme :

ρ : G −→ GL(V )

où V est un C-espace vectoriel de dimension �nie n ; V est appelé l'espace de la représentation

et n son degré.

Lemme 8 Soit ρ : G −→ GL(V ) une représentation complexe de degré �ni d'un groupe �ni G ;

pour tout g ∈ G, l'automorphisme ρ(g) de V est diagonalisable.

O Pour tout g ∈ G, l'automorphisme ρ(g) de V est d'ordre �ni, puisque g est d'ordre �ni. Il existe
donc un entier k tel que ρ(g)k = idV de sorte que pρ(g)|Xk − 1 ∈ C[X]. Ainsi le polynôme mi-

nimal pρ(g) est décomposé et toutes ses racines sont simples de sorte que ρ(g) est diagonalisable. M

Un sous-espace W ⊂ V est stable pour ρ si l'on a :

ρ(g)(W ) ⊂W

pour tout g ∈ G ; on en déduit la sous-représentation

ρ|W : G −→ GL(W )

g −→ ρ(g)|W

de ρ. Soit
ρ′ : G −→ GL(V ′)

une autre représentation de G ; un homomorphisme u de ρ dans ρ′ est une application linéaire

u : V −→ V ′

telle que, pour tout g ∈ G :

u ◦ ρ(g) = ρ′(g) ◦ u

(On dit encore que l'application linéaire u est compatible avec les représentations ρ et ρ′). En
particulier Ker(u) (resp. Im(u)) est un sous-espace stable de ρ (resp ρ′).
Lorsque u est bijective on dit que u est un isomorphisme de ρ dans ρ′. En�n on dit que des

représentations ρ et ρ′ sont équivalentes s'il existe un isomorphisme de ρ dans ρ′.

9
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Les représentations de degré 1

Les représentations de degré 1 sont les homomorphismes de groupes :

ρ : G −→ GL(V )

où V est un C-espace vectoriel de dimension 1 ; ces représentations sont de la forme ρ = χIdV
où χ est un homomorphisme de groupes :

χ : G −→ C?

ie. un caractère de degré 1 de G. Les caractères de degré 1 s'identi�ent canoniquement aux carac-

tères du groupe abélien �ni Gab. Ils forment le groupe Ĝab. En particulier G possède Card(Gab)
caractères de degré 1.

Par exemple le groupe symétrique Sn possède deux caractères de degré 1, le caractère unité (de

valeur constante 1) et la signature.

Les représentations de permutation

Considérons une action de G sur un ensemble �ni X. Soit |X| un ensemble en bijection avec

X via une application x −→ ex. On désigne par CX l'espace vectoriel de base |X| ; on en déduit

la représention de permutation :

ρX : G −→ GL(CX)

où pour tout g ∈ G, ρX(g) est l'automorphisme de CX caractérisé par :

ρX(g)(ex) = egx pour tout x ∈ X

En particulier, lorsque G agit sur lui-même par translations à gauche on obtient la représentation

régulière de G : ρG : G −→ GL(CG)
Le groupe symétrique Sn agit canoniquement sur l'ensemble X = {1, · · · , n} d'où la représen-

tation de permutation de Sn dans l'espace Cn de base canonique (ei)1≤i≤n :

ρ : Sn −→ GL(Cn)

où pour tout σ ∈ Sn et 1 ≤ i ≤ n on a ρ(σ)ei = eσ(i).

Alors les sous-espaces

V = C
n∑
i=1

ei et W = {z = (zi)1≤i≤n /

n∑
i=1

zi = 0}

sont des sous-espaces stables de la représentation ρ alors :

ρ|V : Sn −→ GL(V )

est la sous-représentation triviale de degré 1 associée au caractère unité tandis que la sous-

représentation de degré n− 1 :

ρ|W : Sn −→ GL(W )

est appelée la représentation standard de Sn.
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2.1.2 Semi-simplicité

Proposition 7 On considère une représentation ρ : G −→ GL(V ) de G ; tout sous-espace stable

W de V possède un supplémentaire stable W ′.

O Soit p ∈ LK(V ) un projecteur d'image W ; on considère

P =
1

Card(G)

∑
g∈G

ρ(g) ◦ p ◦ ρ(g)−1 ∈ LK(V )

Alors P est un projecteur d'image W : en e�et on a Im(P ) ⊂W ; d'autre part pour tout x ∈W
et tout g ∈ G on a ρ(g) ◦ p ◦ ρ(g)−1(x) = ρ(g) ◦ ρ(g)−1(x) = x de sorte que P (x) = x et donc

P ◦ P (x) = P (x) pour tout x ∈ V .
De plus P est compatible avec la représentation ρ : en e�et, pour tout h ∈ G, on a :

ρ(h) ◦ P ◦ ρ(h)−1 =
1

Card(G)

∑
g∈G

ρ(hg) ◦ p ◦ ρ(hg)−1 = P

puisque les translations sont des permutations de G. Dans ces conditions W ′ = Ker(P ) est un

sous-espace supplémentaire de W stable par ρ. M

Une représentation ρ : G −→ GL(V ) est irréductible si les seuls sous-espaces stables de V
sont {0} et V .

Soient ρ : G −→ GL(V ) et ρ′ : G −→ GL(V ′) deux représentations de G, la somme directe

est la représentation de G dé�nie par :

ρ⊕ ρ′ −→ GL(V ⊕ V ′)
g −→ ρ(g)⊕ ρ′(g)

Corollaire 8 Toute représentation ρ : G −→ GL(V ) se décompose en une somme directe de

représentations irréductibles.

O Si ρ n'est pas irréductible, il existe un sous-espace stable non trivial W de V qui possède un

supplémentaire stable W ′ et l'on a ρ = ρ|W ⊕ ρ|W ′ et on conclut par récurrence sur la dimension

de V . O

Proposition 8 Soient ρ : G −→ GL(V ) et ρ′ : G −→ GL(V ′) deux représentations irréductibles

de G ; alors tout homomorphisme u de ρ vers ρ′ est nul ou est un isomorphisme.

O Soit u un homomorphisme non nul de ρ vers ρ′ ; Ker(u) est un sous-espace stable de V de sorte

que Ker(u) = {0} tandis que Im(u) est un sous-espace stable de V ′ de sorte que Im(u) = V ′ et
u est un isomorphisme. M

Corollaire 9 Soit ρ : G −→ GL(V ) une représentation irréductible ; tout endomorphisme u de

ρ est une homothétie.

O Considérons alors u un endomorphisme de ρ ; si λ est une valeur propre de u, v = λId− v est

un endomorphisme de ρ qui n'est pas injectif donc v = 0 et u = λId. M
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2.2 Caractères

2.2.1 Dé�nition et propriétés de base

Soit ρ : G −→ GL(V ) une représentation de G ; le caractère de ρ est l'application :

χρ : G −→ C
g −→ Tr(ρ(g))

Proposition 9

1. Pour toute représentation ρ : G −→ GL(V ), χρ(1) est le degré de ρ.

2. Pour toute représentation ρ : G −→ GL(V ) on a χρ(g
−1) = χρ(g) pour tout g ∈ G.

3. Pour toute représentation ρ : G −→ GL(V ) χρ(g) est un entier algébrique pour tout g ∈ G.
4. Pour toute représentation ρ : G −→ GL(V ) on a χρ(hgh

−1) = χρ(g) pour tout g, h ∈ G
(χρ est une fonction centrale i.e. constante sur les classes de conjugaison de G).

5. Si des représentations ρ : G −→ GL(V ) et ρ′ : G −→ GL(V ′) sont équivalentes on a :

χρ = χρ′

6. Pour des représentations ρ : G −→ GL(V ) et ρ′ : G −→ GL(V ′) on a :

χρ⊕ρ′ = χρ + χρ′

O On a χρ(1) = Tr(idV ) = dim(V ) d'où 1).

Puisque ρ(g) est un automorphisme d'ordre �ni de V , ses valeurs propres λi (1 ≤ i ≤ n) sont
des racines de l'unité d'où :

χ(g−1) = Tr(ρ(g−1)) =

n∑
i=1

λ−1
i

=
n∑
i=1

λi =

n∑
i=1

λi = Tr(ρ(g)) = χ(g)

d'où 2). Or les racines de l'unité sont des entiers algébriques et une somme d'entiers algébriques

est un entier algébrique d'où 3).

Si u est un endomorphisme de V et v un automorphisme on a Tr(vuv−1) = Tr(u) d'où 4) et 5).

En�n comme (ρ⊕ ρ′)(g) =

(
ρ(g) 0

0 ρ′(g)

)
on a 6). M

2.2.2 Quelques exemples

Caractères de degré 1

Ce sont les caractères des représentations de degré 1, donc les homomorphismes de groupes

χ : G −→ C?.

Représentation régulière

Le caractère χG de la représentation régulière ρG : G −→ GL(CG) est donné par :

χG(g) =

{
0 si g 6= e

Card(G) si g = e

O En e�et pour g 6= e la matrice de χG(g) dans la base canonique (eg)g∈G de CG n'a que des 0
sur la diagonale. M
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Représentations de permutation

Plus généralement le caractère χX de la représentation de permutation ρX : G −→ GL(CX)
associée à l'action de G sur un ensemble �ni X est donné par :

χX(g) = Card({x ∈ X/gx = x})

O En e�et soit M la matrice de χX(g) dans la base canonique X de CX ; pour tout x ∈ X on a

Mx,x = δgx,x. M

2.3 Annexe : Irréductibilité de la représentation standard du

groupe symétrique Sn

Considérons la représentation standard de Sn :

ρ|W : Sn −→ GL(W )

Pour 1 ≤ i ≤ n− 1, posons εi = ei − ei+1 ; alors (εi)1≤i≤n−1 est une base de l'hyperplan de Cn :

W = {z = (zi)1≤i≤n /
n∑
i=1

zi = 0}

Soit c le cycle c = (1, · · · , n) ; on a :
ρ(c)(ε1) = ε2

...

ρ(c)(εn−2) = εn−1

ρ(c)(εn−1) = −(ε1 + · · ·+ εn−1)

de sorte que la matrice de ρ(c) dans la base (εi)1≤i≤n−1 de W est la matrice compagnon :

CP =


0 0 · · · 0 −1
1 0 · · · 0 −1

0
. . .

. . .
...

...

0
. . . 0 −1

0 1 −1


du polynôme P = Xn−1 + · · ·+X + 1 =

Xn − 1

X − 1
de sorte que χρ(c) = pρ(c) = P .

Remarque : Pour une matrice A, pA désigne le polynôme minimal de A et χA = det(XId−A) le
polynôme caractéristique (unitaire) de A. De plus si A est la matrice compagnon d'un polynôme

P on a χA = pA = P .

Puisque P est décomposé et a toutes ses racines ek
2π i
n , 1 ≤ k ≤ n − 1, simples, on a la décom-

position en sous-espaces propres de dimension 1 de W :

W =

n−1∑
k=1

W
ek

2π i
n

(ρ(c))

Soient ζ l'une de ces valeurs propres et v =
n−1∑
i=1

viεi ∈Wζ(ρ(c)) un vecteur propre associé ; on a :

ρ(c)(v) = ζ v
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d'où :

−vn−1ε1 +

n−1∑
i=2

(vi−1 − vn−1)εi = ζ v1ε1 + ζ

n−1∑
i=2

viεi

ce qui donne les équations :

−vn−1 = ζ v1 (2.1)

vi−1 = ζ vi + vn−1 pour 2 ≤ i ≤ n− 1 (2.2)

On a ainsi, d'après les relations (2) :

vn−2 = (ζ + 1)vn−1
...

vn−j−1 = (ζj + ζj−1 + · · ·+ ζ + 1)vn−1
...

v1 = (ζn−2 + ζn−3 + · · ·+ ζ + 1)vn−1

En�n, puisque :

ζn−2 + ζn−3 + · · ·+ ζ + 1 = −ζn−1 = −ζ−1

la relation (1) est véri�ée. En particulier on retrouve que le sous-espace propre Wζ(ρ(c)) est de
dimension 1.

Soit W ′ ⊂ W un sous-espace stable non nul de W ; ρ(c)|W ′ est diagonalisable et on a, pour au

moins l'une des valeurs propres ζ de ρ(c) :

Wζ(ρ(c)) ⊂W ′

Pour 1 ≤ k ≤ n− 1, soit τk la transposition τ = (k, k + 1) ; on a :

ρ(τk)(W
′) ⊂W ′

Pour k = 1 on a : 
ρ(τ1)(ε1) = −ε1
ρ(τ1)(ε2) = ε1 + ε2
ρ(τ1)(εi) = εi pour 3 ≤ i ≤ n− 1

de sorte que :

ρ(τ1)(v) = v + (v2 − 2v1)ε1 pour v =

n−1∑
i=1

viεi ∈Wζ(ρ(c))

Comme v2 − 2v1 6= 0 on a ε1 ∈W ′.
Pour 2 ≤ k ≤ n− 2 on a :

ρ(τk)(εk−1) = εk−1 + εk
ρ(τk)(εk) = −εk
ρ(τk)(εk+1) = εk + εk+1

ρ(τk)(εi) = εi pour i 6∈ {k − 1, k, k + 1}

de sorte que :

ρ(τk)(v) = v + (vk−1 + vk+1 − 2vk)εk pour v =
n−1∑
i=1

viεi ∈Wζ(ρ(c))
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Comme vk−1 + vk+1 − 2vk 6= 0 on a εk ∈W ′.
En�n pour k = n− 1 on a :

ρ(τn−1)(εn−2) = εn−2 + εn−1

ρ(τn−1)(εn−1) = −εn−1

ρ(τn−1)(εi) = εi pour 1 ≤ i ≤ n− 3

de sorte que :

ρ(τn−1)(v) = v + (vn−2 − 2vn−1)εn−1 pour v =
n−1∑
i=1

viεi ∈Wζ(ρ(c))

Comme vn−2 − 2vn−1 6= 0 on a εn−1 ∈W ′.
Finalement on a W ′ = W et la représentation standard ρ|W : Sn −→ GL(W ) est irréductible.
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Chapitre 3

Représentations des groupes �nis III

3.1 Opérations sur les caractères

Soit ρ : G −→ GL(V ) une représentation de G ; rappelons que le caractère de ρ est l'applica-
tion :

χρ : G −→ C
g −→ Tr(ρ(g))

et que les propriétés suivantes sont véri�ées, pour des représentations ρ : G −→ GL(V ) et

ρ′ : G −→ GL(V ′) de G :

1. χρ(1) est le degré de ρ.

2. χρ(g
−1) = χρ(g) pour tout g ∈ G.

3. χρ(g) est un entier algébrique pour tout g ∈ G.
4. χρ(hgh

−1) = χρ(g) pour tout g, h ∈ G (χρ est une fonction centrale i.e. constante sur les

classes de conjugaison de G).

5. χρ⊕ρ′ = χρ + χρ′ (ainsi la somme de deux caractères est un caractère).

6. Si ρ et ρ′ sont équivalentes on a χρ = χρ′ .

Soit ρ : G −→ GL(V ) une représentation de G ; la représentation contregrédiente de ρ est la

représentation :

ρ̌ : G −→ GL(V ?)

g −→ tρ(g)−1

Lemme 9

On a : χρ̌ = χρ (ainsi le conjugué d'un caractère est un caractère).

O ρ(g) étant diagonalisable, il existe une base (ei)1≤i≤m de V telle que

ρ(g)ei = λiei pour 1 ≤ i ≤ m

Soit (e?i )1≤i≤m la base duale ; on a alors :

ρ̌(e?i )(ej) = e?i ◦ ρ(g)−1(ej) = e?i (λ
−1
i ej) = λ−1

i e?i (ej) = λie
?
i (ej) pour 1 ≤ i, j ≤ m

d'où :

ρ̌(e?i ) = λie
?
i pour 1 ≤ i ≤ m

17
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M

Plus généralement considérons deux représentations ρ : G −→ GL(V ) et ρ′ : G −→ GL(V ′)
de G ; on dé�nit la représentation :

Hom(ρ, ρ′) : G −→ GL(HomC(V, V ′))

g −→ (u→ ρ′(g) ◦ u ◦ ρ(g)−1)

Lemme 10

On a χHom(ρ,ρ′) = χρ χρ′ .

O Soit g ∈ G ; les endomorphismes ρ(g) et ρ′(g) sont diagonalisables de sorte qu'il existe une

base (ei)1≤i≤m de V et une base (fj)1≤j≤n de V ′ telles que l'on ait :

ρ(g)ei = λiei pour 1 ≤ i ≤ m et ρ′(g)fj = µjfj pour 1 ≤ j ≤ n

D'autre part on a la base (εi,j)1≤i≤m,1≤j≤n de HomC(V, V ′) dé�nie par :

εi,j(ek) = δi,kfj pour 1 ≤ k ≤ m

et l'on a :

Hom(ρ, ρ′)(g)εi,j = ρ′(g) ◦ εi,j ◦ ρ(g)−1 = λ−1
i µjεi,j = λiµjεi,j

M

Corollaire 10

On a χHom(ρ̌,ρ′) = χρ χρ′ (ainsi le produit de deux caractères est un caractère).

O Il su�t de combiner les deux propriétés précédentes. M
Remarque : L'espace de la représentation Hom(ρ̌, ρ′) est l'espace vectoriel HomC(V ?, V ′). Pour
v ∈ V et v′ ∈ V ′ , on dé�nit l'élément tv,v′ ∈ HomC(V ?, V ′) en posant :

tv,v′(ξ) = ξ(v)v′ pour tout ξ ∈ V ?

Alors {tv,v′ / v ∈, v′ ∈ V ′} est un système générateur de HomC(V ?, V ′) et l'on a :

Hom(ρ̌, ρ′)(g)tv,v′ = ρ′(g) ◦ tv,v′ ◦ ρ̌(g)−1 = ρ′(g) ◦ tv,v′ ◦ tρ(g) = tρ(g)v,ρ′(g)v′

3.2 Représentations irréductibles

3.2.1 Formes canoniques

Soit FG l'espace vectoriel, de dimension Card(G), des fonctions complexes sur G ; on dé�nit

sur FG la forme hermitienne :

(ϕ,ψ) =
1

Card(G)

∑
g∈G

ϕ(g)ψ(g)



3.2. REPRÉSENTATIONS IRRÉDUCTIBLES 19

3.2.2 Relations d'orthonormalité des caractères

Soit ρ : G −→ GL(V ) une représentation de G de degré n ; le sous-espace :

V G = {x ∈ V / ρ(g)(x) = x pour tout g ∈ G}

est un sous espace stable de G.

Lemme 11

Soit ρ : G −→ GL(V ) une représentation de G de degré n ; alors :

pG =
1

Card(G)

∑
g∈G

ρ(g)

est un projecteur de V d'image V G.

En particulier on a :

Tr(pG) = dim(V G)

O On a :

pG(x) = x pour tout x ∈ V G

D'autre part on a, pour tout x ∈ V et tout h ∈ G :

ρ(h)(pG(x)) =
1

Card(G)

∑
g∈G

ρ(hg) = pG(x)

puisque les tranlations dans G sont des bijections. On a donc :

Im(pG) ⊂ V G

d'où �nalement :

pG ◦ pG = pG et Im(pG) = V G

M

Proposition 10 (orthonormalité des caractères)

Soit ρ : G −→ GL(V ) une représentation irréductible, on a :

(χρ, χρ) = 1

Soient ρ : G −→ GL(V ) et ρ′ : G −→ GL(V ′) des représentations irréductibles et non équiva-

lentes ; on a :

(χρ, χρ′) = 0

O Considérons des représentations irréductibles ρ : G −→ GL(V ) et ρ′ : G −→ GL(V ′) ainsi que
la représentation :

Hom(ρ, ρ′) : G −→ GL(HomC(V, V ′))

Comme HomC(V, V ′)G) est l'ensemble des homomorphismes compatibles de ρ vers ρ′ on a, d'après
le lemme de Schur :

dim(HomC(V, V ′)G) =

{
1 si ρ et ρ′ sont équivalentes

0 si ρ et ρ′ ne sont pas équivalentes

Or :

p =
1

Card(G)

∑
g∈G

Hom(ρ, ρ′)(g)
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et un projecteur d'image HomC(V, V ′)G de sorte que :

Tr(p) =
1

Card(G)

∑
g∈G

χHom(ρ,ρ′)(g)

=
1

Card(G)

∑
g∈G

χρ(g)χρ′(g)

= (χρ′ , χρ)

= dim(HomC(V, V ′)G)

M

Corollaire 11

Soient ρ : G −→ GL(V ) et ρ′ : G −→ GL(V ′) des représentations irréductibles ; alors ρ et ρ′ sont
équivalentes si et seulement si on a χρ = χρ′ .

O Si ρ et ρ′ sont équivalentes on a vu que l'on a χρ = χρ′ .
Réciproquement supposons que χρ = χρ′ ; si ρ et ρ

′ n'étaient pas équivalentes on aurait (χρ, χρ′) =
(χρ, χρ) = 0 ce qui contredirait le fait que (χρ, χρ) = 1 M

Soit HG le sous-espace des FG des fonctions centrales su G ; les fonctions caractéristiques

des classes de conjugaison forment une base de HG de sorte que la dimension de HG est égale

au nombre νG des classes de conjugaison de G.
Par ailleurs on dira qu'un caractère χρ est irréductible si la représentation ρ, alors déterminée

à équivalence près, est irréductible. Ainsi les caractères irréductibles forment une famille ortho-

normée (donc libre) de HG de sorte, qu'à équivalence près, G possède un nombre �ni , ≤ νG, de
représentations irréductibles.

3.2.3 Nombre et degrés des représentations irréductibles

Théorème 1

Le nombre, à isomorphisme près, de représentations irréductibles de G est égal au nombre νG de

classes de conjugaison de G

O On a déjà vu que les caractères irréductibles de G forment une famille libre de HG.
Soit ϕ ∈ HG une fonction centrale telle que < ϕ,χ >= 0 pour tout caractère irréductible χ de

G ; pour toute représentation ρ : G −→ GL(V ) de degré n, posons :

uρ =
∑
g∈G

ϕ(g)ρ(g−1)

Alors uρ est un endomorphisme de ρ (parce que ϕ ∈ HG).
Si on suppose que ρ est irréductible, alors uρ est une homothétie d'après le lemme de Schur. On

a donc :

uρ =
Tr(uρ)

n
Id

Mais :

Tr(u) =
∑
g∈G

ϕ(g)Tr(ρ(g−1)) =
∑
g∈G

ϕ(g)χ(g−1) =
∑
g∈G

ϕ(g)χ(g) = (ϕ, χ) = 0

et ainsi :

uρ = 0
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Le théorème de semi-simplicité montre alors que l'on a uρ = 0 pour toute représentation ρ, en
particulier pour la représentation régulière :

ρG : G −→ GL(CG)

On a alors :

uρG(e1) =
∑
g∈G

ϕ(g)ρG(g−1)(e1) =
∑
g∈G

ϕ(g)eg−1 = 0

et �nalement on a ϕ = 0. Ainsi les caractères irréductibles forment une base de HG ; en particu-

lier ils sont au nombre de νG. M

Corollaire 12

Soient πk : G −→ GL(Wk) les di�érentes (à isomorphisme près) représentations irréductibles

de G ; on désigne par dk le degré de πk et χk son caractère pour 1 ≤ k ≤ νG ; pour toute

représentation ρ : G −→ GL(V ) de G ; le nombre de fois où πk �gure dans la décomposition de

ρ en somme directe de représentations irréductibles est égal à (χρ, χk).
En particulier si deux représentations possèdent le même caractère si et seulement si elles sont

équivalentes.

O En e�et si ρ '
νG⊕
i=1

πµkk est une décomposition de ρ en une somme directe de représentations

irréductibles, en prenant les caractères on obtient χρ =
νG∑
i=1
µkχk. Comme (χk)1≤k≤νG est une

base orthonormée de HG on a µk = (χρ, χk).
En�n si deux représentations ρ : G −→ GL(V ) et ρ′ : G −→ GL(V ′) sont telles que χρ = χρ′ on

a (χρ, χk) = (χρ′ , χk) = µk pour 1 ≤ k ≤ νG de sorte que ρ ' ρ′ '
νG⊕
i=1

πµkk . M

Corollaire 13

Soit ρ : G −→ GL(V ) une représentation ; alors ρ est irréductible si et seulement si on a

(χρ, χρ) = 1.

O On a vu que si ρ est irréductible on a (χρ, χρ) = 1.

Supposons que (χρ, χρ) = 1 ; si ρ '
νG⊕
i=1

πµkk est une décomposition de ρ en une somme directe

de représentations irréductibles, en prenant les caractères on obtient χρ =
νG∑
i=1
µkχk. Comme

(χk)1≤k≤νG est une base orthonormée on a :

(χρ, χρ) =

νG∑
i=1

µ2
k = 1

de sorte qu'un seul des µk est non nul et égal à 1. M

Corollaire 14

Soient πk : G −→ GL(Wk) les di�érentes (à isomorphisme près) représentations irréductibles de

G ; on désigne par dk le degré de πk et χk son caractère pour 1 ≤ k ≤ νG. On a :

νG∑
k=1

d2
k = Card(G)

En particulier G est abélien si et seulement si toutes ses représentations irréductibles sont de

degré 1.
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O Considérons de nouveau la représentation régulière ρG de G ; le nombre de fois où la représen-

tation irréductible πk �gure dans ρG est égal à (χG, χk). On a alors :

(χG, χk) =
1

Card(G)

∑
g∈G

χG(g)χk(g) = dk

puisque le caractère χG de la représentation régulière ρG : G −→ GL(CG) est donné par :

χG(g) =

{
0 si g 6= e

Card(G) si g = e

de sorte que

χG =

νG∑
k=1

dkχk

d'où le résultat en prenant g = e.
Si G est abélien on a vu que toutes ses représentations irréductibles sont de degré 1. Récipro-

quement si on a dk = 1 pour 1 ≤ k ≤ νk on a νk = Card(G), chaque classe de conjugaison est

donc réduite à un élément et ainsi G est abélien. M

Lemme 12

Soit π : G −→ GL(W ) une représentation irréductible de G de degré d ; pour toute classe de

conjugaison C de G et tout g ∈ C, Card(C)χπ(g)

d
est un entier algébrique.

O L'ensemble HG(Z) des fonctions centrales sur G à valeurs dans Z est un groupe abélien libre

de type �ni de base les fonctions caratéristique εC des classes de conjugaison de G. De plus le

produit de convolution :

HG(Z)×HG(Z) −→ HG(Z)

(ϕ,ψ) −→ ϕ ∗ ψ : g →
∑
h∈G

ϕ(gh−1)ψ(h)

permet de munir HG(Z) d'une structure d'anneau commutatif.

D'autre part, pour tout ϕ ∈ HG(Z), l'endomorphisme
∑
g∈G

ϕ(g)π(g) de W est compatible avec la

représentation π , donc est une homothétie d'après le lemme de Schur de sorte que :∑
g∈G

ϕ(g)π(g) = f(ϕ)IdW

On obtient ainsi un homomorphisme d'anneaux :

f : HG(Z) −→ C

donc l'image R = Im(f) est un sous-anneau de C qui est un groupe abélien de type �ni. Ainsi

tous les éléments de R sont des entiers algébriques.

En�n notons que l'on a :

f(εC) =
Card(C)χπ(g)

d

M
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Corollaire 15

Soient πk : G −→ GL(Wk) les di�érentes (à isomorphisme près) représentations irréductibles de

G ; on désigne par dk le degré de πk et χk son caractère pour 1 ≤ k ≤ νG. On a, pour 1 ≤ k ≤ νG :

dk|Card(G)

O Soit 1 ≤ k ≤ νG ; puisque (χk, χk) = 1 on a :∑
g∈G

χk(g)χk(g) =
∑
g∈G

χk(g)χk(g
−1) = Card(G)

Soient C1, · · · , Cνk les classes de conjugaison de G et pour tout i, 1 ≤ i ≤ νG, soit gi ∈ Ci de
sorte que l'on a :

Card(G) =

νG∑
i=1

Card(Ci)χk(gi)χk(g
−1
i )

On obtient alors que :

Card(G)

dk
=

νG∑
i=1

Card(Ci)χ(gi)

dk
χk(g

−1
i )

est à la fois un nombre rationnel et un entier algébrique ; c'est donc un entier rationnel de sorte

que dk|Card(G). M

3.3 Annexe1 : Entiers algébriques

Un nombre complexe x ∈ C est un nombre algébrique s'il existe un polynôme non nul f ∈
Q[X] tel que f(x) = 0. Il existe alors un unique polynôme unitaire irréductible pQ,x ∈ Q[X] tel
que pQ,x(x) = 0 ; c'est le générateur canonique de l'idéal Ix = {f ∈ Q[X]/f(x) = 0} de Q[X].
On a donc un isomorphisme canonique de corps :

Q[X]/Ix −→ Q[x]

f −→ f(x)

Les racines complexes x1 = x, x2, · · · , xm de pQ,x sont les conjugués de x (on a m = deg(pQ,x)).
Pour tout conjugué xk (1 ≤ k ≤ n) de x il existe un unique Q-homomorphisme σk : Q[x] −→ C
tel que σ(x) = xk (l'image de σk est le sous-corps Q[xk] de C).

Proposition 11 Un nombre complexe x ∈ C est un entier algébrique si on a les propriétés

équivalentes suivantes :

1. Il existe un polynôme unitaire f ∈ Z[X] tel que f(x) = 0.

2. Z[x] est un groupe abélien de type �ni.

3. Il existe un sous -anneau R de C contenant x et qui est un groupe abélien de type �ni.

O 1.⇒ 2. : on a xm + cm−1x
m−1 + · · ·+ c1x+ c0 = 0 avec cm−1, · · · , c0 ∈ Z. Par récurence sur k,

on en déduit que xm+k est combinaison linéaire à coe�cients dans Z de 1, x, · · · , xm−1 de sorte

que Z[X] est de type �ni.
2.⇒ 3. : Il su�t de prendre R = Z[x].
3.⇒ 1. : Soit (e1, · · · , em) un système générateur de R ; on a, pour 1 ≤ j ≤ m :

xej =
m∑
i=1

ai,jei



24 CHAPITRE 3. REPRÉSENTATIONS DES GROUPES FINIS III

avec A = (ai,j)1≤i,j≤m ∈ Mm(Z). En désignant par CA = (δi,jX − ai,j)1≤i,j≤m ∈ Mm(Z[X]) la

matrice caractéristique de A on a donc, pour 1 ≤ i ≤ m :

CA(x).ei = 0

Soient C̃A la matrice adjointe de CA et PA le polynôme caractéristique (unitaire) de A ; on a la

formule de Cramer :

C̃A.CA = PAId

On a donc pour 1 ≤ i ≤ m :

PA(x).ei = 0

de sorte que, pour tout y ∈ R :

PA(x).y = 0

et comme R est intège on a PA(x) = 0. M

Corollaire 16 L'ensemble Z des nombres complexes algébriques est un sous-anneau de C.
De plus on a Z ∩Q = Z (autrement dit Z est intégralement clos).

O Si x et y sont des entiers algébriques, Z[x, y] est un groupe abélien de type �ni, donc x+ y et

xy sont des entiers algébriques.

Supposons que l'on ait :

(
p

q
)m + cm−1(

p

q
)m−1 + · · ·+ c1(

p

q
) + c0 = 0

avec q > 0 et p et q premiers entre eux. En multipliant par qm on obtient :

pm + cm−1p
m−1q + · · ·+ c1pq

m−1 + c0q
m = 0

de sorte que q divise p, d'où q = 1. M

3.4 Annexe 2 : Carré symétrique et carré alterné

Soit ρ : G −→ GL(V ) une représentation de G dans un C-espace vectoriel V ; l'espace de la

représentation Hom(ρ̌, ρ) est l'espace vectoriel HomC(V ?, V ). Pour v, v′ ∈ V , on dé�nit l'élément

tv,v′ ∈ HomC(V ?, V ) en posant :

tv,v′(ξ) = ξ(v)v′ pour tout ξ ∈ V ?

Alors {tv,v′ / v, v′ ∈ V } est un système générateur de HomC(V ?, V ) et l'on a :

Hom(ρ̌, ρ)(g)tv,v′ = ρ(g) ◦ tv,v′ ◦ ρ̌(g)−1 = ρ(g) ◦ tv,v′ ◦ tρ(g) = tρ(g)v,ρ(g)v′

3.4.1 Carré symétrique et carré alterné d'un espace vectoriel

Il existe un unique automorphisme θ de HomC(V ?, V ) tel que θ(tv,v′) = tv′,v pour tout

v, v′ ∈ V . On a θ2 = IdHomC(V ?,V ) de sorte que θ est diagonalisable et qu'on la décomposition :

HomC(V ?, V ) = S2(V )⊕ Λ2(V )

où S2(V ) (resp. Λ2(V )) est le sous-espace propre de θ associé à la valeur propre 1 (resp. le

sous-espace propre associé à la valeur propre -1).
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Lemme 13

Soit (ei)1≤i≤n une base de V ; alors (pi,j = 1
2(tei,ej + tej ,ej ))1≤i≤j≤n est une base de S2(V ) tandis

que (qi,j = 1
2(tei,ej − tej ,ej ))1≤i<j≤n est une base de Λ2(V ).

En particulier on a :

dim(S2(V )) =
n(n+ 1)

2
dim(Λ2(V )) =

n(n− 1)

2

O la famille (pi,j)1≤i≤j≤n ∪ (qi,j)1≤i<j≤n est libre et comporte :

n(n+ 1)

2
+
n(n− 1)

2
= n2 = dim(HomC(V ?, V ))

éléments de sorte que c'est une base de HomC(V ?, V ). De plus on a pi,j ∈ S2(V ) et qi,j ∈ Λ2(V ).
M

3.4.2 Carrés symétriques et alternés d'une représentation

Les sous-espaces S2(V ) et Λ2(V ) de HomC(V ?, V ) sont stables pour la représentation :

Hom(ρ̌, ρ) : G −→ GL(HomC(V ?, V ))

et l'on a la décomposition en somme directe Hom(ρ̌, ρ) = S2(ρ)⊕Λ2(ρ) des sous-représentations :

S2(ρ) = (Hom(ρ̌, ρ))|S2(V ) : G −→ GL(S2(V ))

Λ2(ρ) = (Hom(ρ̌, ρ))|Λ2(V ) : G −→ GL(Λ2(V ))

Corollaire 17

Soit ρ : G −→ GL(V ) une représentation de G de caractère χ ; on a :

χS2(ρ) : g −→ 1

2
(χ(g)2 + χ(g2)) χΛ2(ρ) : g −→ 1

2
(χ(g)2 − χ(g2))

O Soit g ∈ G ; considérons une base (ei)1≤i≤n de V dans laquelle la matrice de ρ(g) est diagonale ;
on a donc, pour 1 ≤ i ≤ n :

ρ(g)ei = λiei

Alors (tei,ej )1≤i,j≤n est une base de Hom(ρ̌, ρ) et l'on a, pour 1 ≤ i, j ≤ n :

Hom(ρ̌, ρ)(g) tei,ej = λiλj tei,ej

On a alors

S2(ρ)(pi,j) = λiλj pi,j

de sorte que :

χS2(ρ)(g) =
∑

1≤i≤j≤n
λiλj =

1

2
((
∑
i

λi)
2 + (

∑
i

λ2
i )) =

1

2
(χ(g)2 + χ(g2))

De même on a :

Λ2(ρ)(qi,j) = λiλj qi,j

de sorte que :

χΛ2(ρ)(g) =
∑

1≤i<j≤n
λiλj =

1

2
((
∑
i

λi)
2 − (

∑
i

λ2
i )) =

1

2
(χ(g)2 − χ(g2))

M
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Chapitre 4

Représentations des groupes �nis IV :

tables de caractères

4.1 Table des caractères

Soit G un groupe �ni ; on considère

1. C1 = {e}, C2, · · · , CνG les classes de conjugaison de G. Pour 1 ≤ j ≤ νG, on choisit gj ∈ Cj
un représentant de la classe Cj

2. πi : G −→ GL(Wi) pour 1 ≤ i ≤ νG les di�érentes (à isomorphisme près) représentations

irréductibles de G (π1 étant la représentation triviale) ; on désigne par di le degré de πi (on
supposera que d1 ≤ · · · ≤ dνG) et χi son caractère. (χ1 étant le caractère unité).

Rappelons que l'on a :

1.
νG∑
i=1
d2
i = Card(G).

2. di|Card(G) pour 1 ≤ i ≤ νG.
3. (χi, χj) = δi,j pour 1 ≤ i ≤ j (orthonormalité des caractères irréductibles)

Pour toute fonction centrale ϕ ∈ HG de G, et toute classe de conjugaison C de G on posera

ϕ(C) = ϕ(g) où g ∈ C est un représentant quelconque de la classe C.
La table des caractères de G est la matrice (à coe�cients dans Q) :

TG = (χi(Cj))1≤i,j≤νG

En particulier on a :

(TG)1,j = 1 et (TG)i,1 = ni pour 1 ≤ i, j ≤ νG

De plus on a :

νG∑
i=1

di(TG)i,j = 0 pour 2 ≤ j ≤ νG (4.1)

O En e�et considérons la représentation régulière :

ρG : G −→ GL(CG)

on a vu que, pour 1 ≤ i ≤ νG, le nombre de fois où la représentation irréductible :

πi : G −→ GL(Wi)

27
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�gure dans ρG est égal à (χG, χi) = di de sorte que :

χG =

νG∑
i=1

diχi

M

4.2 Le groupe symétrique S3

Le groupe S3 comporte N = νS3 = 3 classes de conjugaison :

C1 = {()} C2 = {τ1, · · · } C3 = {t, · · · }

avec τ1 = (1, 2) et t = (1, 2, 3). On a alors

Card(C1) = 1 Card(C2) = 3 Card(C3) = 2

De plus (S3)ab ' C2 de sorte que S3 possède deux caractères de degré 1 : le caractère constant

χ1 et la signature χ2 = sgn. On a donc d1 = d2 = 1 et par suite d3 = 2 (puisque d2
1 +d2

2 +d2
3 = 6) ;

ainsi :

C1 C2 C3

S3 1 3 2
e = () τ1 = (1, 2) t = (1, 2, 3)

χ1 1 1 1

χ2 1 −1 1

χ3 2 a b

De plus on a les équations : 
N∑
i=1
di(TS3)i,2 = 2a = 0

N∑
i=1
di(TS3)i,3 = 2 + 2b = 0

d'où �nalement :

C1 C2 C3

S3 1 3 2
e = () τ1 = (1, 2) t = (1, 2, 3)

χ1 1 1 1

χ2 1 −1 1

χ3 2 0 −1

D'autre part la représentation standard :

θ : S3 −→ GL(H)

où H est l'hyperplan de C3 d'équation z1 + z2 + z3, est irréductible et son caractère est donné

par :

χθ(σ) = Card({i ∈ {1, · · · , 3}/σ(i) = i})− 1 pour tout σ ∈ S3

On a donc :

χ3(e) = 2 χ3(τ1) = 0 χ3(t) = −1

On a donc χ3 = χθ(σ). Remarquons que l'on a :

(χ3, χ3) =
1

Card(S3)

N∑
j=1

Card(Cj)|χ3(Cj)|2 = 1

et l'on retrouve l'irréductibilité de la représentation standard.
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4.3 Le groupe symétrique S4

Le groupe S4 comporte N = νS4 = 5 classes de conjugaison :

C1 = {()} C2 = {τ1 · · · } C3 = {x, y, · · · } C4 = {t, · · · } C5 = {γ, · · · }

avec τ1 = (1, 2), x = (1, 2)(3, 4), y = (1, 3)(2, 4), t = (1, 2, 3) et γ = (1, 2, 3, 4). On a alors

Card(C1) = 1 Card(C2) = 6 Card(C3) = 3 Card(C4) = 8 Card(C5) = 6

Rappelons que l'on a la décomposition en produit semi-direct :

S4 = K oS3

où K =< x, y > est le groupe de Klein.

De plus (S4)ab ' C2 de sorte que S4 possède deux caractères de degré 1 : le caractère constant

χ1 et la signature χ2 = sgn. On a donc d1 = d2 = 1. Or on a puisque d2
1 + d2

2 + d2
3 + d2

4 + d2
5 = 24

ie. d2
3 + d2

4 + d2
5 = 22 ; alors 2 ≤ d3, d4, d5 ≤ 3 et �nalement d3 = 2 et d4 = d5 = 3.

D'autre part la représentation standard :

Θ : S4 −→ GL(W )

où W est l'hyperplan de C4 d'équation z1 + z2 + z3 + z4 = 0 est irréductible et son caractère est

donné par :

χ4 = χΘ(σ) = Card({i ∈ {1, · · · , 4}/σ(i) = i})− 1 pour tout σ ∈ S4

On a donc :

χ4(e) = 3 χ4(τ1) = 1 χ4(x) = −1 χ4(t) = 0 χ4(γ) = −1

Remarquons que l'on a :

(χ4, χ4) =
1

Card(S4)

N∑
j=1

Card(Cj)|χ4(Cj)|2 = 1

et l'on retrouve l'irréductibilité de la représentation standard.

Considérons alors la représentation :

Θ′ : S4 −→ GL(W )

σ −→ sgn(σ)θ(σ)

C'est une représentation irréductible dont le caractère est :

χ5 = χ2χ4

On a donc :

χ5(e) = 3 χ5(τ1) = −1 χ5(x) = −1 χ5(t) = 0 χ5(γ) = 1

Comme χ4 6= χ5, la représentation Θ′ n'est pas équivalente à la représentation Θ.

Ainsi on a

C1 C2 C3 C4 C5

S4 1 6 3 8 6
e = () τ1 = (1, 2) x = (1, 2)(3, 4) t = (1, 2, 3) γ = (1, 2, 3, 4)

χ1 1 1 1 1 1

χ2 1 −1 1 1 −1

χ3 2 a b c d

χ4 3 1 −1 0 −1

χ5 3 −1 −1 0 1
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On a les équations : 

N∑
i=1
di(TS4)i,2 = 2a = 0

N∑
i=1
di(TS4)i,3 = 2b− 4 = 0

N∑
i=1
di(TS4)i,4 = 2 + 2c = 0

N∑
i=1
di(TS4)i,5 = d = 0

d'où �nalement :

C1 C2 C3 C4 C5

S4 1 6 3 8 6
e = () τ1 = (1, 2) x = (1, 2)(3, 4) t = (1, 2, 3) γ = (1, 2, 3, 4)

χ1 1 1 1 1 1

χ2 1 −1 1 1 −1

χ3 2 0 2 −1 0

χ4 3 1 −1 0 −1

χ5 3 −1 −1 0 1

A la décomposition en produit semi-direct :

S4 = K oS3

correspond un homomorphisme surjectif de groupes :

p : S4 −→ S4/K ' S3

d'où par composition avec la représentation standard de S3 une représentation de degré 2 :

ρ : S4
p−→ S3

θ−→ GL(H)

et l'on a :

χρ(σ) = χθ(p(σ)) pour tout σ ∈ S4

On a ainsi :

χρ(e) = 2 χρ(τ1) = 0 χρ(x) = 2 χρ(t) = −1 χρ(γ) = 0 puisque γ = τ t avec τ = (1, 4)

de sorte que χ3 = χρ.

4.4 Le groupe alterné A4

Le groupe A4 comporte N = νA4 = 4 classes de conjugaison :

C1 = {()} C2 = {x, y · · · } C3 = {t, · · · } C4 = {t2, · · · }

avec x = (1, 2)(3, 4), y = (1, 3)(2, 4) et t = (1, 2, 3). On a alors

Card(C1) = 1 Card(C2) = 3 Card(C3) = 4 Card(C4) = 4

Rappelons que l'on a la décomposition en produit semi-direct :

A4 = Ko < t >

où K =< x, y > est le groupe de Klein.

Puisque D(A4) = K, on (A4)ab ' C3 le groupe A4 possède trois caractères de degré 1. On a donc

d1 = d2 = d3 = 1 et par suite d4 = 3 (puisque d2
1 + d2

2 + d2
3 + d2

4 = 12) ; ainsi :
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C1 C2 C3 C4

A4 1 3 4 4
e = () x = (1, 2)(3, 4) t = (1, 2, 3) t2 = (1, 3, 2)

χ1 1 1 1 1

χ2 1 1 j j2

χ3 1 1 j2 j

χ4 3 a b c

avec j = e
2π i
3 . De plus on a les équations :

N∑
i=1
di(TA4)i,2 = 3 + 3a = 0

N∑
i=1
di(TA4)i,3 = 1 + j + j2 + 3b = 0

N∑
i=1
di(TA4)i,4 = 1 + j + j2 + 3c = 0

d'où �nalement :

C1 C2 C3 C4

A4 1 3 4 4
e = () x = (1, 2)(3, 4) t = (1, 2, 3) t2 = (1, 3, 2)

χ1 1 1 1 1

χ2 1 1 j j2

χ3 1 1 j2 j

χ4 3 −1 0 0

La restriction

Θ|A4 : A4 −→ GL(W )

à A4 de la représentation standard de S4 sur l'hyperplanW de C4 d'équation z1 +z2 +z3 +z4 = 0
a pour caractère :

χΘ|A4
(e) = 3 χΘ|A4

(x) = −1 χΘ|A4
(t) = 0 χΘ|A4

(t2) = 0

On a donc χ4 = χΘ|A4
. Remarquons que l'on a Θ|A4 = Θ′|A4.

4.5 Le groupe symétrique S5

Le groupe S5 comporte N = νS5 = 5 classes de conjugaison :

C1 = {()} C2 = {τ1 · · · } C3 = {x, · · · } C4 = {t, · · · }

C5 = {γ, · · · } C6 = {tτ4, · · · } C7 = {δ, · · · }
avec τ1 = (1, 2), x = (1, 2)(3, 4), t = (1, 2, 3), τ4 = (4, 5), γ = (1, 2, 3, 4) et δ = (1, 2, 3, 4, 5). On
a alors :

Card(C1) = 1 Card(C2) = 10 Card(C3) = 15 Card(C4) = 20

Card(C5) = 30 Card(C6) = 20 Card(C7) = 24

De plus (S5)ab ' C2 de sorte que S5 possède deux caractères de degré 1 : le caractère constant

ψ1 et la signature ψ2 = sgn.

Considérons la représentation standard :

Θ : S5 −→ GL(W )
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où W est l'hyperplan de C5 d'équation z1 + z2 + z3 + z4 + z5 = 0 est irréductible et son caractère

est donné par :

ψ3 = ψΘ(σ) = Card({i ∈ {1, · · · , 5}/σ(i) = i})− 1 pour tout σ ∈ S5

On a donc :

ψ3(e) = 4 ψ3(τ1) = 2 ψ3(x) = 0 ψ3(t) = 1 ψ3(γ) = 0 ψ3(tτ4) = −1 ψ3(δ) = −1

On a :

(ψ3, ψ3) =
1

Card(S5)

N∑
j=1

Card(Cj)|ψ3(Cj)|2 = 1

d'où l'irréductibilité de la représentation standard.

Considérons alors la représentation (représentation standard tordue par la signature) :

Θ′ : S5 −→ GL(W )

σ −→ sgn(σ)θ(σ)

C'est une représentation irréductible dont le caractère est :

ψ4 = ψ2ψ3

On a donc :

ψ4(e) = 4 ψ4(τ1) = −2 ψ4(x) = 0 ψ4(t) = 1 ψ4(γ) = 0 ψ4(tτ4) = 1 ψ4(δ) = −1

Comme ψ3 6= ψ4, la représentation Θ′ n'est pas équivalente à la représentation Θ.

On obtient ainsi :

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

S5 1 10 15 20 30 20 24
e = τ1 = x = t = γ = tτ4 = δ =
() (1, 2) (1, 2)(3, 4) (1, 2, 3) (1, 2, 3, 4) (1, 2, 3)(4, 5) (1, 2, 3, 4, 5)

ψ1 1 1 1 1 1 1 1

ψ2 1 −1 1 1 −1 −1 1

ψ3 4 2 0 1 0 −1 −1

ψ4 4 −2 0 1 0 1 −1

ψ5

ψ6

ψ7

Considérons maintenant le carré extérieur de la représentation standard de S5 :

Λ2(Θ) : S5 −→ GL(Λ2(W ))

C'est une représentation de degré 6 pour laquelle on a, pour tout σ ∈ S5 :

ψΛ2(Θ) : σ −→ 1

2
(ψ3(σ)2 − ψ3(σ2))

On a ainsi :

ψΛ2(Θ)(e) = 6 ψΛ2(Θ)(τ1) = 0 ψΛ2(Θ)(x) = −2 ψΛ2(Θ)(t) = 0

ψΛ2(Θ)(γ) = 0 ψΛ2(Θ)(tτ4) = 0 ψΛ2(Θ)(δ) = 1
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Or on a :

(ψΛ2(Θ), ψΛ2(Θ)) =
1

Card(S5)

N∑
j=1

Card(Cj)|ψΛ2(Θ)(Cj)|2 = 1

�nalement la représentation :

Λ2(Θ) : S5 −→ GL(Λ2(W ))

est irréductible et l'on pose :

ψ7 = ψΛ2(Θ)

On a donc d1 = d2 = 1, d3 = d4 = 4 et d7 = 6. Or puisque d2
1+d2

2+d2
3+d2

4+d2
5+d2

6+d2
7 = 120

ie. d2
5 + d2

6 = 50 ; avec 2 ≤ d5, d6 ≤ 7 on a d5 = d6 = 5.
Ainsi on a

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

S5 1 10 15 20 30 20 24
e = τ1 = x = t = γ = tτ4 = δ =
() (1, 2) (1, 2)(3, 4) (1, 2, 3) (1, 2, 3, 4) (1, 2, 3)(4, 5) (1, 2, 3, 4, 5)

ψ1 1 1 1 1 1 1 1

ψ2 1 −1 1 1 −1 −1 1

ψ3 4 2 0 1 0 −1 −1

ψ4 4 −2 0 1 0 1 −1

ψ5 5 a b c d e f

ψ6 5 a′ b′ c′ d′ e′ f ′

ψ7 6 0 −2 0 0 0 1

On a les équations : 

N∑
i=1
di(TS5)i,2 = a+ a′ = 0

N∑
i=1
di(TS5)i,3 = 5(b+ b′)− 10 = 0

N∑
i=1
di(TS5)i,4 = 5(c+ c′) + 10 = 0

N∑
i=1
di(TS5)i,5 = 5(d+ d′) = 0

N∑
i=1
di(TS5)i,6 = 5(e+ e′) = 0

N∑
i=1
di(TS5)i,7 = 5(f + f ′) = 0

D'où 

a+ a′ = 0
b+ b′ = 2
c+ c′ = −2
d+ d′ = 0
e+ e′ = 0
f + f ′ = 0

Soit :

ρ : S5 −→ GL(V )

l'une des représentations irréductibles de degré 5 de S5 et

ρ′ : S5 −→ GL(V )
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la représentation obtenue en tordant la représentation ρ par la signature :

ρ′(σ) = sgn(σ) pour tout σ ∈ S5

On a alors : 

a′ = −a
b′ = b
c′ = c
d′ = −d
e′ = −e
f ′ = f

de sorte que

b = b′ = 1 c = c′ = −1 f = f ′ = 0

Plus on a 
(χρ, ψ3) = 0⇒ a = e
(χρ, ψ1) = 0⇒ d = −a
(χρ, ψρ) = 0⇒ a2 = 1

On a par exemple :

a = e = 1 et d = −1

et par suite

a′ = e′ = −1 et d′ = 1

de sorte que les représentations ρ et ρ′ ne sont pas équivalentes. On a donc :

ψ5 = χρ et ψ6 = χρ′

d'où �nalement :

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

S5 1 10 15 20 30 20 24
e = τ1 = x = t = γ = tτ4 = δ =
() (1, 2) (1, 2)(3, 4) (1, 2, 3) (1, 2, 3, 4) (1, 2, 3)(4, 5) (1, 2, 3, 4, 5)

ψ1 1 1 1 1 1 1 1

ψ2 1 −1 1 1 −1 −1 1

ψ3 4 2 0 1 0 −1 −1

ψ4 4 −2 0 1 0 1 −1

ψ5 5 1 1 −1 −1 1 0

ψ6 5 −1 1 −1 1 −1 0

ψ7 6 0 −2 0 0 0 1

Considérons le carré symétrique de la représentation standard de S5 :

S2(Θ) : S5 −→ GL(S2(W ))

C'est une représentation de degré 10 (donc non-irréductible) pour laquelle on a, pour tout σ ∈ S5 :

χS2(Θ) : σ −→ 1

2
(ψ3(σ)2 + ψ3(σ2))

On a donc :

χS2(Θ)(e) = 10 χS2(Θ)(τ1) = 4 χS2(Θ)(x) = 2 χS2(Θ)(t) = 1
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χS2(Θ)(γ) = 0 χS2(Θ)(tτ4) = 1 χS2(Θ)(δ) = 0

On a :

(χS2(Θ), ψ1) =
1

Card(S5)

N∑
j=1

Card(Cj)χS2(Θ)(Cj)ψ3(Cj) = 1

(χS2(Θ), ψ3) =
1

Card(S5)

N∑
j=1

Card(Cj)χS2(Θ)(Cj)ψ3(Cj) = 1

de sorte que S2(Θ) contient une fois la représentation triviale de S5, une fois la représentation

standard de de S5 et une autre représentation de S5 dont le caractère χ véri�e :

χS2(Θ) = ψ1 + ψ3 + χ

On a :

χ(e) = 5 χ(τ1) = 1 χ(x) = 1 χ(t) = −1 χ(γ) = −1 χ(tτ4) = 1 χ(δ) = 0

On a (χ, χ) = 1 ; par suite χ est l'un des caractères irréductibles de degré 5 de S5. En fait, avec

les notations précédentes on χ = ψ5 et �nalement χS2(Θ) = ψ1 + ψ3 + ψ5

4.6 Le groupe alterné A5

Le groupe A5 comporte N = νA5 = 5 classes de conjugaison :

C1 = {()} C3 = {x · · · } C4 = {t, · · · } C ′7 = {δ, · · · } C ′′7 = {δ′, · · · }

avec x = (1, 2)(3, 4), t = (1, 2, 3), δ = (1, 2, 3, 4, 5) et δ′ = (1, 3, 2, 4, 5). On a alors

Card(C1) = 1 Card(C2) = 15 Card(C3) = 20 Card(C4) = 1 Card(C5) = 12

Puisque D(A5) = D(A5), on (A5)ab ' {e}, le groupe A5 possède un unique caractère de degré 1,

le caractère trivial χ1.

Considérons les caractères (ψi)1≤i≤7 du groupe symétrique S5 ; on a la table :

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

S5 1 10 15 20 30 20 24
e = τ1 = x = t = γ = tτ4 = δ =
() (1, 2) (1, 2)(3, 4) (1, 2, 3) (1, 2, 3, 4) (1, 2, 3)(4, 5) (1, 2, 3, 4, 5)

ψ1 1 1 1 1 1 1 1

ψ2 1 −1 1 1 −1 −1 1

ψ3 4 2 0 1 0 −1 −1

ψ4 4 −2 0 1 0 1 −1

ψ5 5 1 1 −1 −1 1 0

ψ6 5 −1 1 −1 1 −1 0

ψ7 6 0 −2 0 0 0 1

On a alors

1. ψ1|A5 = ψ2|A5 = χ1 est le caractère unité de A5.

2. ψ3|A5 = ψ4|A5 est un caractère irrréductible χ4 de A5.

O On a en e�et :

(ψ3|A5, ψ3|A5) =
1

60
(16 + 20 + 12 + 12) = 1

M
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3. ψ5|A5 = ψ6|A5 est un caractère irrréductible χ5 de A5.

O On a en e�et :

(ψ5|A5, ψ5|A5) =
1

60
(25 + 15 + 20) = 1

M

4. ψ7|A5 n'est pas irréductible.

O On a en e�et :

(ψ7|A5, ψ7|A5) =
1

60
(36 + 60 + 24) = 2

M

Ainsi d1 = 1, d4 = 4 et d5 = 5 et par suite d2
2 + d2

3 = 18 (puisque d2
1 + d2

2 + d2
3 + d2

4 + d2
5 = 60) ;

d'où d2 = d3 = 3. On a donc

C1 C3 C4 C ′7 C ′′7
A5 1 15 20 12 12

e = {()} x = (1, 2)(3, 4) t = (1, 2, 3) δ = (1, 2, 3, 4, 5) δ′ = (1, 3, 2, 4, 5)

χ1 1 1 1 1 1

χ2 3 a b c d

χ3 3 a′ b′ c′ d′

χ4 4 0 1 −1 −1

χ5 5 1 −1 0 0

On utilise alors les relations d'orthonormalité pour compléter la table.

Cependant remarquons que les caractères de A5 sont à valeurs réelles : en e�et puisque l'on a

χ(σ−1) = χ(σ) pour tout σ ∈ A5 il su�t de montrer que σ−1 et σ sont conjugués dans A5 ;

pour σ d'ordre 2 on a σ−1 = σ, pour σ = (a, b, c) 3-cycle on a σ−1τστ−1 avec τ = (a, c)(d, e)
où {d, e} = {1, · · · , 5} \ {a, b, c} et en�n pour σ = (a, b, c, d, e) un 5-cycle on a σ−1τστ−1 avec

τ = (b, e)(c, d).
On a alors le système d'équations :

0 = (χ1, χ2) =
1

60
(3 + 15a+ 20b+ 12c+ 12d)⇒ 3 + 15a+ 20b+ 12c+ 12d = 0

1 = (χ2, χ2) =
1

60
(9 + 15a2 + 20b2 + 12c2 + 12d2)⇒ −51 + 15a2 + 20b2 + 12c2 + 12d2 = 0

0 = (χ4, χ2) =
1

60
(12 + 20b− 12c− 12d)⇒ 3 + 5b− 3c− 3d = 0

0 = (χ5, χ2) =
1

60
(15 + 15a− 20b)⇒ 3 + 3a− 4b = 0

On trouve alors deux solutions :
a = −1
b = 0

c = 1+
√

5
2

d = 1−
√

5
2


a = −1
b = 0

c = 1−
√

5
2

d = 1+
√

5
2

de sorte que l'on a :

C1 C3 C4 C ′7 C ′′7
A5 1 15 20 12 12

e = {()} x = (1, 2)(3, 4) t = (1, 2, 3) δ = (1, 2, 3, 4, 5) δ′ = (1, 3, 2, 4, 5)

χ1 1 1 1 1 1

χ2 3 −1 0 1+
√

5
2

1−
√

5
2

χ3 3 −1 0 1−
√

5
2

1+
√

5
2

χ4 4 0 1 −1 −1

χ5 5 1 −1 0 0
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On remarque que ψ7|A5 = χ2 + χ3. On aurait pu obtenir ce résultat directement : on a

ψ7|A5 = n1χ1 + n2χ2 + n3χ3 + n5χ4 + n5χ5 avec n1, n2, n3, n4, n5 ∈ N avec, en particulier :{
n2

1 + n2
2 + n2

3 + n2
4 + n2

5 = 2
n1 + 3n2 + 3n3 + 4n4 + 5n5 = 6

Ce qui laisse les deux possibilités n1 = 1, n5 = 1 et n2 = 1, n3 = 1. Or on a :

C1 C3 C4 C ′7 C ′′7
χ1 + χ5 6 2 0 1 1

ψ7|A5 6 −2 0 1 1

Ainsi ψ7|A5 = χ2 + χ3. Le système d'équations 1.(1) donne aussi le même résultat.

4.7 Le groupe diédral Dn

Le groupe Dn d'ordre 2n est le produit semi-direct < w > o < s > d'un groupe < w >
cyclique d'ordre n et d'un groupe < s > cyclique d'ordre 2. On a sws−1 = w−1. Les éléments de

Dn sont de la forme wk (les rotations) ou wks (les symétries) avec 0 ≤ k ≤ n− 1.
En particulier Dn contient un sous-groupe abélien d'indice 2 de sorte que toutes les représenta-

tions irréductibles sont de degré 1 ou 2 d'après le lemme suivant

Lemme 14 Soit G un groupe �ni possédant un sous-groupe abélien A d'indice m ; alors toutes

les représentations irréductibles de G sont de degré ≤ m.

O Considérons une représentation irréductible ρ : G −→ GL(V ) de G et sa restriction ρ|A :
A −→ GL(V ) à A est somme directe de représentations de degré 1. En particulier il existe un

sous-espace vectoriel W de V qui est de dimension 1 et tel que ρ(A)W ⊂W .

Considérons alors un système de représentants g1 = e, g2, · · · , gm de G/A. Alors le sous-espace
W ′ = ρ(g1)W + ρ(g2)W + · · ·+ ρ(gm)W est stable par ρ de sorte que V = W ′ et ainsi V est de

dimension ≤ m. M
Rappelons que l'on a

Z(Dn) =

{
e si n est impair

{e, w
n
2 } si n est pair

D(Dn) =

{
< w > si n est impair

< w2 > si n est pair

4.7.1 cas n pair

Les symétries forment 2 classes de conjugaison :

{s, w2s, · · · , wn−2s} {ws,w3s, · · · , wn−1s}

tandis que les rotations forment n
2 + 1 classes de conjugaison :

{e} {w,wn−1} · · · {wk, wn−k} · · · {w
n
2
−1, w

n
2

+1} {w
n
2 }

de sorte que Dn possède, à équivalence près, N = νDn = n
2 + 3 représentations irréductibles.

Puisque D(Dn) =< w2 > on a Dab
n ' K (le groupe de Klein) ; ainsi Dn possède 4 caractères de

degré 1.

Les caractères de degré 1 sont les homomorphismes de groupes Dab
n =< w, s >−→ C? ; ils sont

donc caractérisés par les valeurs :
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w s

χ1 1 1

χ2 1 −1

χ3 −1 1

χ4 −1 −1

Ainsi le groupe Dn possède, à équivalence près, n2 − 1 représentations irréductibles de degré 2 ;

posons z = e
2π i
n et pour 0 ≤ j ≤ n− 1 considérons la représentation :

ρj : Dn −→ GL2(C)

dé�nie par :

ρj(w) =

(
zj O
0 z−j

)
ρj(s) =

(
0 1
1 0

)
Notons que la relation :

ρj(s)ρj(w)ρj(s)
−1 = ρj(w)−1 = ρn−j(w)

montre que les représentations ρj et ρn−j sont équivalentes.

On est donc ramené à ne considérer que les représentations ρj pour 0 ≤ j ≤ n

2
. Remarquons

encore que l'on a :

χρ0 = χ1 + χ2 et χρn
2

= χ3 + χ4

de sorte que les représentations ρ0 et ρn
2
ne sont pas irréductibles et �nalement on ne conserve que

les représentations ρj pour 1 ≤ j ≤ n

2
− 1. Pour ces représentations les seules droites stables par

ρj(w) sont les axes Ce1 et Ce2 mais ne sont pas stables par ρj(s) de sorte que ces représentations
sont irréductibles. En�n on a :

χρj (w
k) = 2 cos k

2π

n
χρj (w

ks) = 0 pour 0 ≤ k ≤ n− 1

4.7.2 cas n impair

Les symétries forment 1 seule classe de conjugaison :

{s, ws, · · · , wn−1s}

tandis que les rotations forment n+1
2 classes de conjugaison :

{e} {w,wn−1} · · · {wk, wn−k} · · · {w
n−1
2 , w

n+1
2 }

de sorte que Dn possède, à équivalence près, N = νDn = n+1
2 + 1 représentations irréductibles.

Puisque D(Dn) =< w > on a Dab
n ' C2 ; ainsi Dn possède 2 caractères de degré 1.

Les caractères de degré 1 sont les homomorphismes de groupes Dab
n =< s >−→ C? ; ils sont donc

caractérisés par les valeurs :

w s

χ1 1 1

χ2 1 −1

Ainsi le groupe Dn possède, à équivalence près, n−1
2 représentations irréductibles de degré 2 ;

posons z = e
2π i
n et pour 0 ≤ j ≤ n− 1 considérons la représentation :

ρj : Dn −→ GL2(C)
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dé�nie par :

ρj(w) =

(
zj O
0 z−j

)
ρj(s) =

(
0 1
1 0

)
Notons que la relation :

ρj(s)ρj(w)ρj(s)
−1 = ρj(w)−1 = ρn−j(w)

montre que les représentations ρj et ρn−j sont équivalentes.

On est donc ramené à ne considérer que les représentations ρj pour 0 ≤ j ≤ n− 1

2
. Remarquons

encore que l'on a :

χρ0 = χ1 + χ2

de sorte que la représentation ρ0 n'est pas irréductibles et �nalement on ne conserve que les

représentations ρj pour 1 ≤ j ≤ n− 1

2
. Pour ces représentations les seules droites stables par

ρj(w) sont les axes Ce1 et Ce2 mais ne sont pas stables par ρj(s) de sorte que ces représentations
sont irréductibles. En�n on a :

χρj (w
k) = 2 cos k

2π

n
χρj (w

ks) = 0 pour 0 ≤ k ≤ n− 1

4.7.3 Un exemple : D4

0n a D4 =< w, s > avec w d'ordre 4, s d'ordre 2 et sws−1 = w−1. Les symétries forment 2

classes de conjugaison :

{s, w2s} {ws,w3s}

et les rotations forment 3 classes de conjugaison :

{e} {w,w3} {w2}

de sorte que D4 possède, à équivalence près, N = νD4 = 5 représentations irréductibles.

Il y a 4 caractères de degré 1 caractérisés par les valeurs :

w s

χ1 1 1

χ2 1 −1

χ3 −1 1

χ4 −1 −1

et une unique (à équivalence près) représentation irréductible de degré 2

ρ1 : D4 −→ GL2(C)

dé�nie par :

ρ1(w) =

(
i 0
0 −i

)
ρ1(s) =

(
0 1
1 0

)
On a

χρ1(wk) = 2 cos k
2π

4
χρ1(wks) = 0 pour 0 ≤ k ≤ 3

Finalement, la table des caractères du groupe D4 est donnée par :
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C1 C2 C3 C4 C5

D4 1 1 2 2 2
1 w2 w s ws

χ1 1 1 1 1 1

χ2 1 1 1 −1 −1

χ3 1 1 −1 1 −1

χ4 1 1 −1 −1 1

χ5 2 −2 0 0 0

4.8 Quaternions

4.8.1 Dé�nition des quaternions

Le corps non-commutatif H des quaternions peut-être obtenu à partir du corps C des nombres

complexes par la construction de Cayley-Dickson : on munit l'ensemble C2 des couples (u, v) de
nombres complexes de l'addition et de la multiplication suivantes :

(u, v) + (u′, v′) = (u+ u′, v + v′)

(u, v) . (u′, v′) = (uu′ − v′v, v′ u+ v u′)

Notons que cette construction e�ectuée à partir du corps R des nombres réels produit le corps

C des nombres complexes.

L'application u −→ (u, 0) permet d'identi�er canoniquement C à un sous-corps de H.
On pose j = (0, 1) on a j2 = −1 et j u = u j pour tout u ∈ C (en particulier k = ij = −ji).
Tout élément q = (u, v) de H s'écrit alors de manière unique q = u+ j v avec u, v ∈ C de sorte

que (1, j) est une base du C-espace vectoriel H tandis que (1, i, j, k) est une base du R-espace
vectoriel H. On a : 

i2 = j2 = k2 = −1
ij = −ji = k
jk = −kj = i
ki = −ik = j

On pose encore q = u − jv de sorte que q = q et qq′ = q′q pour tout q, q′ ∈ H. On a alors

N(q) = qq ∈ R+ et N(q q′) = N(q)N(q′). Alors tout q ∈ H? est inversible et l'on a q−1 =
1

N(q)
q.

En�n, on a la représentation canonique de la R-algèbre H :

π : H −→ M2(C)

q = u+ j v −→
(
u −v
v u

)
On remarquera que l'on a N(q) = det(π(q)) de sorte que la matrice π(q) est inversible si et

seulement si q 6= 0.
On a en particulier :

π(±1) = ±
(

1 0
0 1

)
π(i) =

(
i 0
0 −i

)
π(j) =

(
0 −1
1 0

)
π(k) =

(
0 −i
−i 0

)
4.8.2 Le groupe quaternionique Q8

Le groupe quaternionique :

Q8 =< i, j >= {1,−1, i,−i, j,−j, k,−k}
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est le groupe des éléments inversibles du sous-anneau de H, stable par conjugaison :

HZ = {u+ vj / u, v ∈ Z[i]}

des quaternions entiers. C'est l'un des deux groupes non-abéliens d'ordre 8 (à isomorphisme

près). Le groupe Q8 comporte N = νQ8
= 5 classes de conjugaison :

C1 = {1} C2 = {−1} C3 = {i,−i} C4 = {j,−j} C5 = {k,−k}

Puisque D(Q8) = {1,−1}, on a (Q8)ab ' K (groupe de Klein), le groupe Q8 possède quatre

caractères de degré 1. On a donc n1 = n2 = n3 = n4 = 1 et par suite n5 = 2 (puisque

n2
1 + n2

2 + n2
3 + n2

4 + n2
5 = 8). Mais on a la représentation :

π|Q8 : Q8 −→ GL2(C)

dont le caractère est donné par :

χπ|Q8
(1) = 2 χπ|Q8

(−1) = −2 χπ|Q8
(i) = χπ|Q8

(j) = χπ|Q8
(k) = 0

de sorte que :

(χπ|Q8
, χπ|Q8

) = 1

et la représentation π|Q8 est irréductible. On a donc :

C1 C2 C3 C4 C5

Q8 1 1 2 2 2
1 −1 i j k

χ1 1 1 1 1 1

χ2 1 1 1 −1 −1

χ3 1 1 −1 1 −1

χ4 1 1 −1 −1 1

χ5 2 −2 0 0 0

On remarquera que cette table de caractères est identique à celle du groupe diédral D4 bien que

les groupes Q8 et D4 ne soient pas isomorphes.

4.8.3 Les quaternions de Hurwitz

Considérons maintenant les quaternions entiers de Hurwitz :

H = {q =
1

2
(a+ bi+ cj + dk) ∈ H / a, b, c, d ∈ Z et a ≡ b ≡ c ≡ d mod 2}

= {q = a+ bi+ cj + dk ∈ H / a, b, c, d ∈ Z ou a, b, c, d ∈ Z +
1

2
}

Posons :

ω = −z + zj ∈ H avec z =
1 + i

2
∈ C

On a :

ω2 = ω , N(ω) = 1 et H = HZ ∪ (HZ + ω)

Lemme 15 L'ensemble des quaternions entiers de Hurwitz H est un sous-anneau de H contenant

HZ et qui est stable par conjugaison.

De plus le groupe additif H est un Z-module libre de rang 4, de base (1, i, j, ω).
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O L'ensemble H est évidemment un sous-groupe additif de H contenant HZ et stable par conju-

gaison. Pour tout q = u+ vj ∈ HZ avec u = a+ ib, v = c+ id ∈ Z[i], on a :

q ω = −z(u+ v) + z(u− v)j

=
1

2
((−a− b− c− d) + (a− b+ c− d)i+ (a− b− c+ d)j + (a+ b− c− d)k) ∈ H

Maintenant tout q̃ ∈ H est de la forme q̃ = q′ ou q̃ = q′ + ω avec q′ ∈ HZ de sorte que l'on a

q q̃ = q q′ ou q q̃ = q q′ + q ω et par suite on a q q̃ ∈ H.

On a alors q̃ q = q q̃ ∈ H de sorte que q̃ q = q̃ q ∈ H.
En�n comme

k = 2ω + 1− i− j

On a :

q = a+ bi+ cj + dk = (a+ d) + (b− d)i+ (cjd)j + 2dω

et a, b, c, d ∈ Z ou a, b, c, d ∈ Z + 1
2 si et seulement si a+ d, b− d, c− d, 2d ∈ Z. M

4.8.4 Le groupe des unités de Hurwitz Q

On considère le groupe Q des quaternions entiers d'Hurwitz de norme 1. On a :

Q = Q8 ∪ {· · · ,
1

2
(±1± i± j ± k), · · · } et Card(Q) = 24

Outre l'élément unité 1 et l'éléments −1 d'ordre 2, les éléments ±1,±j,±k sont d'ordre 4, les

éléments 1
2(−1± i± j ± k) (eg. ω et ω2) sont d'ordre 3 et les éléments 1

2(1± i± j ± k) (eg. −ω
et −ω2) d'ordre 6.

Lemme 16 On a la décomposition en produit semi-direct Q = Q8o < ω >.
De plus on a :

Z(Q) = {−1, 1} et D(Q) == Q8

et Q comporte 7 classes de conjugaison :

C1 = {1} C2 = {−1} C3 = Q8 \ {1,−1}
C4 = {ω, · · · } C5 = {ω2, · · · } C6 = {−ω, · · · } C7 = {−ω2, · · · }

O Puisque {−1, 1} = Z(Q8) ⊃ Z(Q) ⊃ {−1, 1} on a Z(Q) = {−1, 1} d'où les classes de conjugai-

son C1 = {1} et C2 = {−1}.
Q8 et < ω > sont des sous-groupes de Q d'ordre respectivement 8 et 3 de sorte que Q8∩ < ω >=
{1} et par suite Q8. < ω >= Q. Ainsi Q =< i, j, ω >. Or on a :

ω i ω−1 = k ω j ω−1 = i ω k ω−1 = j

De sorte que Q8 est un sous-groupe distingué de Q et l'on a :

Q = Q8o < ω >

De plus i,−i (resp. j,−j et k,−k) sont conjugués dans Q8 et comme i, j, k son conjugués via ω
il en résulte que C3 = Q8 \ {1,−1} est une classe de conjugaison.
D'autre part on a {−1, 1} = D(Q8) ⊂ D(Q) et

[ω, i] = −j [ω, j] = −k [ω, k] = −i [ω2, i] = k [ω, j] = i [ω, k] = j
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de sorte que D(Q) = Q8.

D'autre part, le nombre de 3-groupes de Sylow de Q est égal à 4. Ces groupes s'intersectent deux

à deux en {1}. Ce sont les conjugués conjugués du groupe < ω >= {1, ω, ω2}. Comme il y a 8

éléments d'ordre 3 chaque groupe de Sylow en contient exactement 2.

Les conjugués de ω sont de la forme κωκ−1 avec κ ∈ Q, mais on a κ = qωk avec q ∈ Q8 et

κωκ−1 = q ω q−1 ; ainsi les conjugués de ω sont :
ω
i ω i−1 = −z − z j
j ω j−1 = −z + z j
k ω k−1 = −z − z j

En particulier ω et ω2 = ω = −z − z j ne sont pas conjugués. Ainsi les 8 éléments d'ordre 3 se

scindent en deux classes de conjugaison C4 = {ω, · · · } et C5 = {ω2, · · · } de 4 éléments chacune.

Il en est donc de même pour les éléments d'ordre 6 qui se scindent dans les deux classes de

conjugugaison C6 = {−ω, · · · } et C7 = {−ω2, · · · }. M
En conséquence Q possède 7 caractères irréductibles dont 3 de degré 1. On a donc n1 = n2 =

n3 = 1, ni ≥ 2 pour 4 ≤ i ≤ 7 et
7∑
i=4
n2
i = 21 de sorte que n4 = n5 = n6 = 2 et n7 = 3.

Considérons alors la représentation :

π|Q : Q −→ GL2(C)

On a :

π(ω) =

(
−z z
−z −z

)
π(ω2) =

(
z2 − zz −zz − z2

−z2 + zz −zz + z2

)
de sorte que :

χπ|Q(1) = 2 χπ|Q(−1) = −2 χπ|Q(i) = 0

χπ|Q(±ω) = ∓1 χπ|Q(±ω2) = ∓1

On a alors :

(χπ|Q, χπ|Q) = 1

et la représentation π|Q est irréductible et l'on peut prendre :

χ4 = χπ|Q χ5 = χ2χ4 χ6 = χ3χ4

Le dernier caractère χ7 est alors automatiquement déterminé mais on a la représentation irré-

ductible de degré 3 suivante, obtenue à partir de la représentation standard du groupe alterné

A4 :

ρ : Q −→ Q/Z(Q) ' A4
Θ|A4−→ GL(W )

On a donc (avec s = e
2π i
3 pour éviter des confusions avec le quaternion j) :

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

Q 1 1 6 4 4 4 4
1 −1 i ω ω2 −ω ω2

χ1 1 1 1 1 1 1 1

χ2 1 1 1 s s2 s s2

χ3 1 1 1 s2 s s2 s

χ4 2 −2 0 −1 −1 1 1

χ5 2 −2 0 −s −s2 s s2

χ6 2 −2 0 −s2 −s s2 s

χ7 3 3 −1 0 0 0 0
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4.8.5 "L'autre" groupe d'ordre 12

A isomorphisme près, il existe trois groupes non abéliens d'ordre 12 : le groupe alterné A4, le

groupe diédral D6 et un troisième groupe caractérisé par le fait qu'il possède un unique 3-groupe
de Sylow et trois 2-groupes de Sylow cycliques d'ordre 4.

Soit ζ ∈ C d'ordre 6 ; on a ζ3 = −1 et (dans H) :

j ζ j−1 = ζ = ζ−1

et on considère le sous-groupe Q12 =< ζ, j > de H?. On a < ζ > ∩ < j >= {1,−1} de sorte

que Q12 est d'ordre 12. Alors t = ζ2 est d'ordre 3 et < t > est un sous-groupe distingué de Q12 ;

c'est donc l'unique 3-groupe de Sylow de Q12. On a Q12 =< t > o < j >. De plus < j > est un

2-groupe de Sylow cyclique de Q12 ; ce dernier groupe étant non abélien il y a trois 2-groupes de
Sylow ( < j >, < t j t−1 > et < t−1 j t >) de sorte que Q12 est le groupe cherché.

Puisque Q12/ < t >=< j > est abélien on a D(Q12) ⊂< t > et comme Q12 est non abélien on a

D(Q12) =< t > et Qab
12 =< j > est cyclique d'ordre 4 de sorte que Q12 possède 4 caractères de

degré 1.

Soit ν le nombre de classes de conjugaison de Q12 ; on a
ν∑
i=1
d2
i = 12 d'où

ν∑
i=5
d2
i = 8 on a ainsi

di = 2 pour 5 ≤ i ≤ ν et donc ν = 6.
On a les classes de conjugaison C1 = {1}, C2 = {−1} (puisque j2 = −1 est central), C3 = {t, t−1}
(< t > étant distingué est réunion de classes de conjugaison et t n'est pas central on a donc

< t >= {1} ∪ {t, t−1}), C4 = {−t,−t−1} = −C3 (produit par l'élément central −1). Les 6

éléments restant se répartissent donc en deux classes de conjugaison C5 et C6 = −C5 ; on a

C5 = {j, tj, t−1j} (tjt−1 = t−1j et j(tj)t−1 = t−1j) et C6 = {−j,−tj,−t−1j}.
En particulier on a Z(Q12) =< −1 > Les caractères de degré 1 sont les homomorphismes de

groupes Qab
12 =< j >−→ C? ; ils sont donc caractérisés par les valeurs :

C1 C2 C3 C4 C5 C6

Q12 1 1 2 2 3 3
1 −1 t −t j −j

χ1 1 1 1 1 1 1

χ2 1 1 1 1 −1 −1

χ3 1 −1 1 −1 i −i
χ4 1 −1 1 −1 i −i
χ5 2

χ6 2

Par ailleurs Q12/Z(Q12) =< t̃ > o < j̃ > est non abélien d'ordre 6 donc isomorphe à S3 ' D3 ;

ainsi Q12 possède un caractère irréductible χ5 de degré 2 tel que χ5(j) = 0, χ5(t) = −1 et

χ5(−1) = 2.
En�n χ6 = χ3χ5 = χ4χ5 est un caractère irréductible distinct de χ5. On a �nalement :

C1 C2 C3 C4 C5 C6

Q12 1 1 2 2 3 3
1 −1 t −t j −j

χ1 1 1 1 1 1 1

χ2 1 1 1 1 −1 −1

χ3 1 −1 1 −1 i −i
χ4 1 −1 1 −1 i −i
χ5 2 2 −1 −1 0 0

χ6 2 −2 −1 1 0 0


