Chapitre 1

Représentations des groupes finis I : le
cas abélien

1.1 Caractéres d’un groupe abélien fini

Soit A un groupe abélien fini; un caractére de A est un homomorphisme de groupes :
x:A—C*

Pour tout © € A, x(x) est une racine de 'unité (une racine n®™¢ de I'unité si n est Pordre de A
et méme une racine e®™® de I'unité si e est I'ezposant de A); en particulier on a x(z)~! = x(z)

et [x(z)| = 1.

On désigne par Ale groupe abélien des homomorphismes de A dans C* (le groupe dual de
G) ; le produit des caractéres x1, x2 € A étant le caracteére :

X1X21A — C*

r — xi(x)xe(x)

Lemme 1 Soit A cycliqgue d’ordre n de générateur a ; alors

~

€e:A — U,
x — xla)

ot Uy, est le sous-groupe de C* des racines n®™¢ de l'unité, est un isomorphisme de groupes.
En particulier A est cycliqgue d’ordre n.

vV Pour x € Aon a x(a) € U, puisque a est d’ordre n et puisque a est un générateur de A
I’homomorphisme ¢, est injectif..

Vérifions que €, est surjectif : soit ¢ € U, pour tout € A on a & = a* o1 k est unique modulo
n; comme (" = 1, ¢* ne dépend que de z et si 'on pose x(z) = ¢* on obtient y € A tel que
x(a) =¢. o

A tout homomorphisme de groupes f : A — B on associe 'homomorphisme :

~ ~

f: B — A
X — xof
On a m =idz et sig: B — C est un second homomorphisme on a go f = fo ¢. En particulier

si f est un isomorphisme il en est de méme de f.
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Lemme 2 (prolongement des caractéres) soit B un sous-groupe du groupe abélien fini A et
j : B — A linjection canonique ; alors ’homomorphisme de restriction

~ o~ ~

jiA — B
X — xo°j=xl
est surjectif.

vV On procéde par récurrence sur [A : B]. Si [A : B] = 1 c’est immédiat; supposons alors
[A: B] > 2 et considérons un caractére n € B. Soit 2 € A\ B; alors {k € Z/x* € B} est un
sous-groupe de Z non réduit & {0} (car contenant o(x) par exemple) de sorte que :

{keZ/z* € B} =Zr

On a n(z") = (" avec ¢ € C*. On peut alors prolonger 7 en un caractére ' du sous-groupe B’
engendré par B et x en posant pour tout t € Z et tout y € B :

' (z'y) = ('n(y)

Veérifions d’abord que I'application 1’ est bien définie : pour cela supposons que z'y = 2 y de
t—t'

sorte que /7" = y/y~! € B et par suite t — ¢’ = kr. On a alors :
nly') = Tyt
= ('n(a™ )yt
¢'n(y)

Il est alors immeédiat que application n’ ainsi définie est un caractére de B’ prolongeant 7. Mais
on a [A: B'] <[A: B] (puisque x € B"\ B) de sorte qu'’il existe, par hypothése de récurrence,
un caractére x de A prolongeant 1’ et a fortiori x prolonge 7. A

Corollaire 1 Soit A un groupe abélien fini; pour tout x € A\ {e}, il existe un caractére x € A
tel que x(x) # 1

V Puisque < x > est un groupe cyclique d’ordre k = o(x) on a lisomorphisme de groupes :
€q : <r> — Uy
n — n(x)

I existe donc un caractére n € < = > tel que n(z) # 1. Par suite si x € A est un caractére de A
prolongeant 7 on a évidemment x(z) = n(z) # 1. A

Proposition 1 Soit A un groupe abélien fini d’exposant e ; pour tout élément x d’exposant e, il
existe un sous-groupe B de A tel que Uon ait la décomposition en produit direct A = B. < x >.

V Puisque x est d’ordre e, on a lisomorphisme de groupes :
€q : <r> —» U,
n — n(x)

oit U, =< ¢ > est le sous-groupe de C* des racines e®™¢ de 1'unité.

Le caractére n € <z > tel que n(z) = ¢ induit un isomorphisme de <z > sur U,.

D’autre part n admet un prolongement en un caractére x € A Ona X(A) C U, puisque e est
I'exposant de A.

De plus comme x prolonge 7, x induit un isomorphisme de <z > sur U,

En particulier on a x(4) = U..

Posons B = ker(x). Pour y e BN <z >ona x(y) =n(y) =1douy=1et BN <z >= {1}
Enfin pour 2z € A on a x(z) € Ue de sorte qu’il existe 2' €< 2 > tel que x(z) = x(z') donc
y = zx~t € B et on a décomposition z = zty. A
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Lemme 3 Considérons deux groupes abéliens finis A et B; on a lisomorphisme canonique de
groupes :
VAB : A\ X E — m
(Oé, ﬁ) — a® B
ot pour a € A et B € B, a® f est le caractére de A x B défini par (a @ B)((z,y)) = a(z)B(y)
pour tout (xz,y) € A X B.

V Pour tout x € A/ZS\B posons xa(x) = x(z,1p) pour tout z € A et xp(y) = x(1a,y) pour tout
yeB.Onayxs € Aet xp € B. Alors on a x = x4 ® xp. D’autre part on a et (a® )4 = «a et
(a ® B)p = 8 d’ou I'isomorphisme A

Corollaire 2 (structure des groupes abéliens finis) Pour tout groupe abélien fini A, il existe
des entiers di,--- ,d, > 2 telle que dy | --- , | d, et

A~Z|d\Z % - X L]d, 7
En particulier dqi - - - d, est Uordre de A et d, est Uexposant de A.

¥V On montre le résultat par récurrence sur 'ordre de A. Soient e I'exposant de A et z € A tel
que o(z) = e; si A est cyclique le résultat est établi, sinon on a une décomposition en produit
direct A = B. < x > et on peut appliquer ’hypothése de récurrence & B; on a :

B~TZ/d\Z % - x Z)dr_17.

avecdy | - -+, | dr—1. En particulier d,_; est I'exposant de B. On pose d,, = e on a d,_1|d, (puisque
B contient un élément d’ordre d,_1) et :

A~ Z/d1Z X X Z/dT,lZ X Z/d,,Z
A
Proposition 2 Soit A un groupe abélien fini, les groupes A et A sont isomorphes.

V Si A est cyclique d’ordre n, A est aussi cyclique d’ordre n donc isomorphe & A. On procéde
alors par récurrence sur l'ordre de A : si z est un élément dont 'ordre est est 'exposant e de A
on a une décomposition en produit direct A ~ Bx < x > de sorte que 121;2 B x <z >. Mais
< x > étant cyclique on a <z >~< x> et par hypothése de récurrence B ~ B. A

Corollaire 3 Pour tout groupe abélien fini A, on a lisomorphisme canonique de groupes :

tg: A — A
. — (x = x(x))
V Puisque pour tout z € A\ {e}, il existe un caractére x € A tel que x(x) # 1 'homomorphisme
iotay est injectif.

Puisque A et A d'une part, A et A d’autre part sont isomorphes, ces groupes ont le méme ordre
et par suite 14 est bijectif. A

Soit F4 Pespace vectoriel, de dimension Card(A), des fonctions complexes sur A ; on définit
sur F 4 la forme hermitienne :

(o, ) =

Card Z(P

geA
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Corollaire 4 (orthogonalité des caractéres) A est une base orthonormée de F4

v Pour tout x € A et tout y € A on pose Sy(y) = > x(zy). On a:
z€A

de sorte que :

0 six=1
S () =
() {Card(A) sinon

Il en résulte que, pour p, 1) € A que

0 1=
Spu-1(e) = ey
Card(A) sinon

de sorte que A est une famille orthonormée puisque 1~ = 9. Puisque Card(f/l\) = dim(F4) c’est
une base. A

1.2 Représentations des groupes abéliens finis

On considére un groupe abélien fini A ; une représentation (complexe) de A est un homomor-
phisme :
p:A— GL(E)

ou E est un C-espace vectoriel de dimension finie n; E est appelé [’espace de la représentation
et n son degré.

Proposition 3 Soit p : A — GL(E) une représnetation de dré n d’un groupe abélien fini A ;
il existe une base (v;)i1<i<n de E et une famille (x;)1<i<n avec xi € A pour 1 <i <n telles que,
pour tout x € A, on a :

p(.T) Vi = Xz(x) (%

v Alors A = {p(z)/x € A} est un ensemble fini d’endomorphismes de E commutant deux a

deux. De plus puisque tout x € A est d’ordre fini, 'endomorphisme p(x) est d’ordre fini : on a

p(z)* = idg de sorte que p,;)|X* — 1 € C[X]. Ainsi le polynome minimal p,,) est décomposé

et toutes ses racines sont simples de sorte que p(z) est diagonalisable.

Ainsi il existe une base (v;)i<i<n de E formée de wecteurs propres simultanés de p(x) pour

x € A;on adonc :
p(x)v; = xi(x)v; pourtoutx € A etl1<i<n

(x)
ou x;(z) € C* puisque p(x) est un automorphisme de E.
Enfin on a x; € A pour 1 <¢ <n : en effet pour x,y € A on a:

plzy)vi = xi

I

)
—~ T~

8

I
=



1.3. ANNEXES 5
1.3 Annexes

1.3.1 Exposant d’un groupe abélien fini

Lemme 4 Soit A un groupe abélien fini; si x,y € A sont d’ordres m = o(z) et n = o(y) premiers
entre euzx, alors xy est d’ordre o(xy) = mn.

¥V On a évidemment (zy)™" = ()" (y™)™ = 1 de sorte que o(zy) divise mn.

Supposons que (zy)" = 1 de sorte que 2" = y~" €< > N < y >. Puisque m et n sont premiers
entre eux, on a < x > N <y >= {1}, m et n divisent h; alors mn divise h et xy est d’ordre mn.
A

Lemme 5 Soit A un groupe abélien fini; pour x,y € A d’ordres m = o(x) et n = o(y) il eziste
z €< x,y >C A dont lordre est o(z) = ppcm(m,n).

b b .
VOnam=pf--plrp it prit et n = plfl . ~p£Tpr;’11 opts avec a; > by pour 1 <@ <7

et apqj < bpyj pour 1 <j <.
Posons m/ = p{*---pfr et n’ = pffjf e pﬁﬁj. Alors z™/™" est d’ordre m’ et y™/™ est d’ordre n’

de sorte que z = &™/™ y"" est d’ordre m'n’ = ppem(m,n). A
Corollaire 5 (exposant d’un groupe abélien fini) Soit A un groupe abélien fini et e le mazi-

mum des ordres des éléments de A (Iexposant de A); alors e divise l'ordre de A et est égal au
ppem des ordres des éléments de A.

V Soit # € A un élément d’ordre maximal o(z) = e; pour tout y € A d’ordre o(y), il existe un
élément z €< x,y > tel que o(z) = ppcm(e, o(y)). Puisque e est maximal on a o(z) = e de sorte
que o(y) divise e. A

1.3.2 Endomorphismes diagonalisables

On considére u € L (FE) un endomorphisme d'un K-espace vectoriel de dimesion finie;
on note p, € K[X] le polynéme minimal de u et x, = det(XIdg — u) € K[X] le polynéme
caractéristique unitaire de u.

Pour tout A € K, on pose :
Ex(u) = Ker(Aldg — u)

Lemme 6 Soit A € K ; les propriélés suivantes sont équivalentes :

1. Bx(u) # {0}
2. X est racine de Xy

8. X est racine de py

vV On a xyu(A) = det(Aldg — u) de sorte que x,(A) = 0 si et seulement si le K-endomorphisme
Aldg — u de E n’est pas bijectif ie. si et seulement si E)(u) # {0}. Ainsi on a 1) & 2).
Soit A € K et considérons la division euclidienne de p, par X — X; il existe ¢ € K|[X] tel que :

Pu = q(X)(X = A) +pu(})
de sorte que l'on a, puisque p,(u) =0 :
q(u) o (u— Aldg) + pu(A)Idg =0
Supposons que X, (A) = 0 de sorte qu'il existe z € Ey(u) \ {0}. On a alors :

q(u)(u(z) = Az) + pu(N)z =0
=0
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d’oit p,(A) =0 d’ou 2) = 3).
Supposons réciproquement que p,(A) =0; on a

q(u)o(u—Aldg) =0

Comme deg(q) < deg(py) on a q(u) # 0 de sorte que u — A\Idg n’est pas bijective de sorte que
Xu(A) =0 d’on 3) = 2). A

Lorsque ces conditions sont vérifices, A\ est appelée une valeur propre de u et E)(u) le sous-
espace propre associé. On note Spy (u) Uensemble des valeurs propres de u; c’est 'ensemble des
racines de x, (resp. de p,) contenues dans K. En particulier ’ensemble Spy (u) est fini et la
somme  ». FEy(u) des sous-espaces propres est directe. On dit que u est diagonalisable sur

AESP i (u)
K silon a :

E= P Ei(w

AESDP i (u)

Proposition 4 Soit u € Lk (F) un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimesion finie ;
on a les conditions équivalentes suivantes :

1. u est diagonalisable sur K.

2. Le polynome caractéristique x,, est décomposable sur K et chaque racine \ est de multiplicité
ny = dlm(E,\(u))

3. Le polyndme minimal p, est décomposable sur K et a toutes ses racines sont simples.

V 1. = 2. Puisque E = @ E)(u) il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est
AESP g (u)
diagonale avec chaque élément A € Spy(u) répété ny = dim(Ey(u)) fois de sorte que 'on a :

Xu = H (X =)™

AESP i (u)

,
2. = 1. Supposons que x, = [[(X — \)™ avec les \; € K, pour 1 < i < r, deuz & deux
i=1
T s
distincts. La somme @ E), est un sous-espace de dimension Y ny, = n donc égal & E. Ainsi u
i=1 i=1
est diagonalisable.
T
1. = 3. Supposons que E = @@ E), avec les \; € K, pour 1 < i <7, deuzr o deuz distincts.
i=1
,

Considérons alors le polynéome p = [[ (X — \;) € K[X]; pour tout z € E), on a p(u)(z) =0

=1
done p(u) = 0 et py|p. Mais comme {A1, -, A} est Uensemble des valeurs propres de u on a
plpu et finalement p = p,,.

T

3. = 1. Supposons que p, = [[ (X =X;) avecles \; € K, pour 1 < i <7, deuz a deux distincts.

i=1
On a Spg(u) = {A1, -+, A+ }. Considérons, pour 1 < i < r, les polynémes de Lagrange :
[T(X =)
ki
L=
[T —Ax)
i

de sorte que p, = ¢;(X — A\;)L; avec ¢; = [[ (N — Ag) pour 1 <i <,
ki
Ainsi p, divise L;L;j pour 1 < i # j < r. De plus le polynéme L? — L; s’annule en tous les \; et
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s
I'on a donc p, qui divise L? —L;pour 1 <i<r.Enfinona > L;=1.
i=1
Posons :
pi = Li(u) pour 1 <i<r
Notons que 'on a p; # 0 pour 1 < i < r (sinon p, diviserait L; # 0 ce qui n’est pas possible vu
les degrés). Les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. p?:pipourlgigT
2. pjopj=0pour 1 <i#j<r

-
i=1
4. up;=pijupour 1 < <r

5 (u—XNIdg)op; =0pour 1 <i<r

Il en résulte que 'on a la décomposition en somme directe :
T
E =@ Im(p))
i=1

les sous-espaces Im(p;) étant stables par u et vérifient

Im(p;) C E), (u)

T
d’ou finalement Im(p;) = Ej,(u) pour 1 <i <ret E= @ E),(u) de sorte que u est diagonali-
i=1

sable. A

Proposition 5 Soit A un ensemble fini d’endomorphismes diagonalisables de E commutant deuz
a deuz ; alors il existe une famille (E;);cr, de sous-espaces vectoriels de E tels que :

1. Pour tout v € Li(FE) tel que uov =vou pour tout u € A on a v(E;) C E; pour i € I.
2. Pour tout sous-espace F' de E ona F =@ FNE;
1€l
3. Pour tout uw € A et tout i € I il existe A € K tel que E; C Ey(u).
En particulier les éléments de A sont simultanément diagonalisables.
v Lorsque A = {u} il suffit de prendre I = Spy(u) et les sous-espaces propres Ey(u). On procéde

alors par récurrence en supposant la propriété vraie pour A on I'établit pour A" = AU {u'} on
u' ¢ Aen prenant I' = I x Spy(u') et By = E; N Ex(u'). &

1.3.3 Unicité des facteurs invariants
Comsidérons I’homomorphisme canonique :
w: L — 7]7d

L’application H — 7~ 1(#) est une bijection croissante entre I'ensemble des sous-groupes de
Z/Zd sur 'ensemble des sous-groupes de Z contenant Zd.

Lemme 7
Pourx € Z on a :

m(Zx) = (Z)Zd)x = {kx/k € Z)Zd}

et l'on a

7 Y(Z)Zd)x) = Zpged(x, d)
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V H = w(Zzx) est un sous-groupe Z/Zd.
On a y € 7 1(H) si et seulement si 7(y) = (k) de. y = kx + Id. Ona donc :

7Y H) = Zx + Zd = Zpged(z, d)
A

Corollaire 6
On a (Z)Zd)x = {0} si et seulement si d|z.

V (Z)Zd)x est nul si et seulement si si et seulement si pged(z, d) = d ie. dlz. A

Corollaire 7
Soit p est un diviseur premier de d, on a :

(2/Zd)/(Z/Zd)p ~ Z/Zp
v On a 7 Y((Z/Zd)p) = Zp A

Pour tout groupe abélien fini A, désignons par §(A) le nombre minimal d’éléments d’un
systéme générateur de A.

Proposition 6
Considérons un groupe abélien de la forme :

A=17Z/Zdy X -+ X Z]Zd, avec dy|---|d, (d1, - ,dp > 2)

pour tout entier premier p divisant dy le Fp-espace vectoriel A/pA est de dimension r et l'on a
d0(A) =r. De plus, pour 1 <k <r, ona:

Zdy ={x € Z/6(Az) <r —k}

V Puisque p|d; pour 1 <i <r, A/Ap est un Fp-espace vectoriel de dimension 7.
La famille (€;)1<i<, avec e; = (0;)1<j<r est un systéme générateur de A de sorte que §(A) < r.
Réciproquement, pour tout systéme générateur (€;)1<i<s de A, (€)1<i<s €st un systéme généra-
teur de A/pA d’ou s > r de sorte que §(A) > r et finalement 6(A) = 7.
On a :
Zdy D Zdy D -+ D Zd,
Supposons x ¢ Zdy, ; on a donc z ¢ Zd; pour k < j < r de sorte que (Z/Zd;)x n’est pas nul pour
k<j<r
Az ~ (Z)Zdy)x X -+ x (Z)Zd)x X - - X (Z]Zd,)x
£0
et 'on a 6(Ax) >r —k+1>r— k. Ainsi de sorte que 0(zA) <r —k =z € Ij.

Réciproquement si € Zdy, on a x € Zd; pour 1 < j < k de sorte que (Z/Zd;)x est nul pour
1<j<k

Az ~ (Z)Zdy)x X - -+ x (Z)Zdg)x X - - X (Z]Zd,)x

=0
d'on 0(Az) <r—k. A
Ainsi, pour tout groupe abélien fini A, il existe des entiers uniques dy, - - ,d, > 2 (les facteurs
invariants de A) telle que dy | ---, | d, et

A~ Z)Z % - x L)d T

En particulier deux groupes abéliens finis sont ismorphes si et seulement s’ils ont les mémes
facteurs invariants.



Chapitre 2

Représentations des groupes finis 11

2.1 Représentations des groupes finis - propriétés générales

2.1.1 Définitions

On considére un groupe fini G; une représentation (complexe, de degré fini) de G est un
homomorphisme :

p:G— GL(V)

ou V est un C-espace vectoriel de dimension finie n; V est appelé [’espace de la représentation
et n son degré.

Lemme 8 Soit p: G — GL(V) une représentation compleze de degré fini d’un groupe fini G ;
pour tout g € G, Uautomorphisme p(g) de V est diagonalisable.

v Pour tout g € G, 'automorphisme p(g) de V est d’ordre fini, puisque g est d’ordre fini. Il existe
donc un entier k tel que p(g)* = idy de sorte que p,,)|X* — 1 € C[X]. Ainsi le polynéme mi-
nimal p,,) est décomposé et toutes ses racines sont simples de sorte que p(g) est diagonalisable. A

Un sous-espace W C V est stable pour p sil’on a :
plg)(W) Cc W
pour tout g € G; on en déduit la sous-représentation

plw G —s GL(W)
g — plg)lw

de p. Soit
oG — GL(V')

une autre représentation de G ; un homomorphisme u de p dans p’ est une application linéaire
u:V—V
telle que, pour tout g € G :

uop(g)=p'(g)ou

(On dit encore que 'application linéaire u est compatible avec les représentations p et p’). En
particulier Ker(u) (resp. Im(u)) est un sous-espace stable de p (resp p/).

Lorsque u est bijective on dit que u est un isomorphisme de p dans p’. Enfin on dit que des
représentations p et p’ sont équivalentes s’il existe un isomorphisme de p dans p’.
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Les représentations de degré 1

Les représentations de degré 1 sont les homomorphismes de groupes :
p:G— GL(V)

ou V est un C-espace vectoriel de dimension 1; ces représentations sont de la forme p = yldy
ol x est un homomorphisme de groupes :

x:G—C*

ie. un caractére de degré 1 de G. Les caractéres de degré 1 s’identifient canoniquement aux carac-

—

téres du groupe abélien fini G2, Tls forment le groupe G2P. En particulier G posséde Card(G?P)
caractéres de degré 1.

Par exemple le groupe symétrique &,, posséde deux caractéres de degré 1, le caractére unité (de
valeur constante 1) et la signature.

Les représentations de permutation

Considérons une action de G sur un ensemble fini X. Soit |X| un ensemble en bijection avec
X wia une application  — e,. On désigne par CX I’espace vectoriel de base | X|; on en déduit
la représention de permutation :

px : G — GL(CX)

otl pour tout g € G, px(g) est I'automorphisme de C¥ caractérisé par :
px(g)(ex) = ege pour tout x € X

En particulier, lorsque G agit sur lui-méme par translations & gauche on obtient la représentation
réqulicre de G : pg : G — GL(CY)

Le groupe symétrique &,, agit canoniquement sur l'ensemble X = {1,--- ;n} d’ou la représen-
tation de permutation de &,, dans I’espace C" de base canonique (e;)1<i<p :

p: 6, — GL(C")

ot pour tout 0 € &, et 1 <i<nonap(o)e; = eq)-
Alors les sous-espaces

n n
V = CZez et W= {Z = (Zi)lgign / Zz@- = 0}
i=1 i=1
sont des sous-espaces stables de la représentation p alors :

plV : 6, — GL(V)

est la sous-représentation triviale de degré 1 associée au caractére unité tandis que la sous-
représentation de degré n — 1 :

p|W : &, — GL(W)

est appelée la représentation standard de G,,.
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2.1.2 Semi-simplicité

Proposition 7 On considére une représentation p : G — GL(V) de G ; tout sous-espace stable
W de V posséde un supplémentaire stable W',

V Soit p € Lk (V) un projecteur d’image W ; on considére

Card Zp opople)” € Lic(V)
gEG

Alors P est un projecteur d’image W : en effet on a Im(P) C W ; d’autre part pour tout x € W
et tout g € G on a p(g) opo p(g)~(z) = p(g) o p(g)~'(x) = = de sorte que P(x) = z et donc
Po P(x) = P(x) pour tout x € V.

De plus P est compatible avec la représentation p : en effet, pour tout h € G, on a :

p(h)o Pop(h)™" = Zp (hg)opop(hg)™ =P

Card( prerd

puisque les translations sont des permutations de G. Dans ces conditions W’ = Ker(P) est un
sous-espace supplémentaire de W stable par p. A

Une représentation p : G — GL(V) est irréductible si les seuls sous-espaces stables de V
sont {0} et V.

Soient p: G — GL(V) et p' : G — GL(V’) deux représentations de G, la somme directe
est la représentation de G définie par :

p®p — GLWVaV)
g — plg)®r'(9)

Corollaire 8 Toute représentation p : G — GL(V') se décompose en une somme directe de
représentations irréductibles.

V Si p n’est pas irréductible, il existe un sous-espace stable non trivial W de V' qui posséde un
supplémentaire stable W’ et I'on a p = p|lw @ p|w- et on conclut par récurrence sur la dimension
de V.V

Proposition 8 Soient p: G — GL(V) et p' : G — GL(V') deux représentations irréductibles
de G ; alors tout homomorphisme u de p vers p' est nul ou est un isomorphisme.

V Soit u un homomorphisme non nul de p vers p’; Ker(u) est un sous-espace stable de V' de sorte
que Ker(u) = {0} tandis que Im(u) est un sous-espace stable de V' de sorte que Im(u) = V' et
u est un isomorphisme. A

Corollaire 9 Soit p : G — GL(V) une représentation irréductible ; tout endomorphisme u de
p est une homothétie.

V Considérons alors v un endomorphisme de p; si A est une valeur propre de u, v = AId — v est
un endomorphisme de p qui n’est pas injectif donc v =0 et u = Ald. A
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2.2 Caractéres

2.2.1 Deéfinition et propriétés de base
Soit p : G — GL(V) une représentation de G; le caractére de p est Papplication :
Xp:G — C
g — Tr(p(g))
Proposition 9
1. Pour toute représentation p : G — GL(V'), x,(1) est le degré de p.
2. Pour toute représentation p: G — GL(V) on a x,(g7 ") = x,(g) pour tout g € G.
3. Pour toute représentation p : G — GL(V') x,(g) est un entier algébrique pour tout g € G.
4

. Pour toute représentation p : G — GL(V) on a x,(hgh™) = x,(g9) pour tout g,h € G
(X, est une fonction centrale i.e. constante sur les classes de conjugaison de G).

5. Si des représentations p: G — GL(V) et p' : G — GL(V’) sont équivalentes on a :
Xo = Xp'
6. Pour des représentations p: G — GL(V) et p' : G — GL(V') on a :
Xp@p' = Xp T Xp/

vV On a x,(1) = Tr(idy) = dim(V') d’ou 1).
Puisque p(g) est un automorphisme d’ordre fini de V', ses valeurs propres A\; (1 < i < n) sont
des racines de 1'unité d’ot :

X(gh) = Tr(p(g™") =D AN
=1

d’ott 2). Or les racines de 'unité sont des entiers algébriques et une somme d’entiers algébriques
est un entier algébrique d’ou 3).
Si u est un endomorphisme de V et v un automorphisme on a Tr(vuv~!) = Tr(u) d’ott 4) et 5).

Enfin comme (p @ p')(g) = (p(og) p’(()g)> ona6). A

2.2.2 Quelques exemples
Caractéres de degré 1
Ce sont les caractéres des représentations de degré 1, donc les homomorphismes de groupes
x:G— C*.
Représentation réguliére
Le caractére xg de la représentation réguliére pg : G — GL(C%) est donné par :
() 0 sig#e
G = .
XGL Card(G) sig=e

V En effet pour g # e la matrice de xg(g) dans la base canonique (eg)geq de C% n’a que des 0
sur la diagonale. A
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Représentations de permutation

Plus généralement le caractére yx de la représentation de permutation px : G — GL(CX)
associée a l'action de G sur un ensemble fini X est donné par :

xx(g) = Card({z € X/gz = z})

V En effet soit M la matrice de xx(g) dans la base canonique X de CX ; pour tout 2 € X on a
Mz,x = Ogz,x- A

2.3 Annexe : Irréductibilité de la représentation standard du
groupe symétrique S,
Considérons la représentation standard de G, :
p|W : &, — GL(W)

Pour 1 <i<mn—1, posons € = e; — e;j+1; alors (€)1<i<n—1 est une base de I'hyperplan de C" :
n
W ={z = (zi)1ci<n / D2 =0}
i=1
Soit ¢ le cycle c = (1,-+- ,n); on a:
p(c)(e1) = e

p(c) (en_2) = enor
Q) (en1) = —(e1++ +en1)

de sorte que la matrice de p(c) dans la base (€;)1<i<n—1 de W est la matrice compagnon :

0 0 0 -1
10 -+ 0 -1
Cp=10
0 0 -1
0 1 -1
n __
du polynéme P = X" 1 4 ...+ X +1 = X1 de sorte que X () = Pp(c) = P-

Remarque : Pour une matrice A, py désigne le polynoéme minimal de A et y4 = det(XId — A) le
polynéme caractéristique (unitaire) de A. De plus si A est la matrice compagnon d’un polynéme
Ponayxya=pa=P. _

Puisque P est décomposé et a toutes ses racines ek%, 1<k <n-—1, simples, on a la décom-

position en sous-espaces propres de dimension 1 de W :

n—1
W= "W 2mi(p(c))
k=1

n—1
Soient ¢ 'une de ces valeurs propres et v = > v;e; € We(p(c)) un vecteur propre associé; on a :
i=1

ple)(v) = Qo
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d’ou :

n—1 n—1
—vn_1€1+ > (Vii1 — Un_1)€6 = Cvrer + () vie
1=2 1=2

ce qui donne les équations :

—Un—-1 = Cvl (2.1)

Vi-1 = (vi4+vp—gpour2<i<n-—1
On a ainsi, d’aprés les relations (2) :

Upn—2 = (C + 1)Un—1

Un—j-1=(Z+ I 4+ Don

v = (&”‘2 + ("4 Dop

Enfin, puisque :
Cn72+gn73+u_+g+1:_cnfl :_Cfl

la relation (1) est vérifiée. En particulier on retrouve que le sous-espace propre We(p(c)) est de
dimension 1.

Soit W' C W un sous-espace stable non nul de W; p(c)|W’ est diagonalisable et on a, pour au
moins I'une des valeurs propres ¢ de p(c) :

We(p(e)) € W'
Pour 1 <k <n —1, soit 7 la transposition 7 = (k,k+1); on a :
p(re)(W') Cc W'

Pour k=1on a:
p(m1)(e1) = —€
p(Tl)(Eg) = €1 + €9
p(11)(e;) =€ pour 3<i<n-—1
de sorte que :
n—1
p(71)(v) = v+ (v — 2v1)€; pour v = Zviei € We(p(e))
=1
Comme vy —2v1 # 0 on a e € W',
Pour2<k<n-—-2ona:

k) (€x—1) = €k—1 + €k
)(ex) = —ey
)(€kt+1) = €k + €rp1
)(ei) =€ pour i & {k — 1,k k+ 1}

p

(
(
p(
(

s

Tk
Tk
Tk

s

de sorte que :

n—1

p(7i)(v) = v + (Vk—1 + Vk+1 — 2Uk)€ pour v = szfz‘ € We(p(e))

i=1
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Comme vg_1 +vgpi1 — 20 Z0on a e, € W',
Enfin pour k=n—1on a:

p(Tn—l)(fn—Q) = €p—2 + €n—1
p(Tn—l)(ﬁn—l) = —€p—1
p(tn-1)(ei) = € pour 1 <i<n—3

de sorte que :

n—1

p(Tn1)(V) = v+ (V2 — 20n_1)en_1 pour v =Y _vie; € We(p(c))
=1

Comme v,_o —2v,_1 #0onae, 1 € W.
Finalement on a W’ = W et la représentation standard p|W : &,, — GL(W) est irréductible.
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Chapitre 3

Représentations des groupes finis 111

3.1 Opérations sur les caractéres

Soit p : G — GL(V') une représentation de G ; rappelons que le caractére de p est 'applica-
tion :

Xp: G — C
g — Tr(p(g))
et que les propriétés suivantes sont vérifies, pour des représentations p : G — GL(V) et
p G — GL(V') de G :
. Xp(1) est le degré de p.

1
2. xp(g71) = x,(g) pour tout g € G.

3. Xp(g) est un entier algébrique pour tout g € G.
4

. Xp(hgh™) = x,(g) pour tout g,h € G (x, est une fonction centrale i.e. constante sur les
classes de conjugaison de G).

5. Xp@p' = Xp + X (ainsi la somme de deux caractéres est un caractere).
6. Si p et p’ sont équivalentes on a x, = X,

Soit p : G — GL(V') une représentation de G'; la représentation contregrédiente de p est la
représentation :

p:G — GL(VY)
g — ‘plg)!

Lemme 9
On a : xs =X, (winsi le conjugué d’un caractére est un caractére).

V p(g) étant diagonalisable, il existe une base (e;)1<i<m de V telle que
p(g)ei = Nie; pour 1 <i<m
Soit (ef)1<i<m la base duale ; on a alors :

ple;)(ej) =€ o p(g)_l(ej) = ef()\-_lej) = /\i_lef(ej) = /\Tef(ej) pour 1 <i,5<m

)

d’ot :
pler) = Nief pour 1 <i<m
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Plus généralement considérons deux représentations p : G — GL(V) et p/ : G — GL(V")
de G; on définit la représentation :

Hom(p,p'): G —  GL(Homc(V, V"))
g — (u=p(g)oucplg)™)

Lemme 10
On a XHom(p,p') = Xp Xp' -

V Soit g € G; les endomorphismes p(g) et p/(g) sont diagonalisables de sorte qu’il existe une
base (e;)i1<i<m de V et une base (f;)i<j<n de V' telles que l'on ait :

p(g)e; = Nie; pour 1 < i <met p'(g)fj = p;fj pour 1 <j<m
D’autre part on a la base (€; ;)1<i<m,1<j<n de Home(V,V’) définie par :
€ jler) = 0irfjpour 1 <k <m

et l'on a :

Hom(p, p')(9)ei; = p'(9) o €ij o p(g) ™ = N\ pjei; = Nipjei

Corollaire 10
On a XHom(p,p') = Xp Xp' (ainsi le produit de deur caractéres est un caractere).

V 1 suffit de combiner les deux propriétés précédentes. A
Remarque : L’espace de la représentation Hom(p, p’) est 'espace vectoriel Home(V*, V'), Pour
veVetv eV’ on définit 'élément ¢, ,» € Home(V*, V') en posant :

bty (€) = £(v)v' pour tout £ € V*

Alors {t, . /v €,v" € V'} est un systéme générateur de Home(V*, V') et 'on a :

Hom(g, p')(9)to,r = p'(9) 0t 0 p(9) ™" = p'(g) © tuwr 0 p(9) = tpigyop (g

3.2 Représentations irréductibles

3.2.1 Formes canoniques

Soit Fg lespace vectoriel, de dimension Card(G), des fonctions complexes sur G ; on définit
sur F¢ la forme hermitienne :

(o) = Card Zw

gEG
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3.2.2 Relations d’orthonormalité des caractéres
Soit p: G — GL(V) une représentation de G de degré n ; le sous-espace :
={x €V /p(g9)(x) =z pour tout g € G}
est un sous espace stable de G.

Lemme 11
Soit p : G — GL(V) une représentation de G de degré n ; alors :

Card Z,O

gEG

bG =

est un projecteur de V. d’image VC.
En particulier on a :
Tr(pg) = dim(VY)
vV Ona:
pa(x) =z pour tout z € VE

D’autre part on a, pour tout z € V et tout h € G :

p(h)(pa()) = & rd Zp (hg) =
gEG

puisque les tranlations dans G sont des bijections. On a donc :
Im(pg) € V¢

d’on finalement :
pG o pe = pe et Tm(pg) = VE
A

Proposition 10 (orthonormalité des caractéres)
Soit p: G — GL(V') une représentation irréductible, on a :

(Xﬁh Xp) =1
Soient p: G — GL(V) et p' : G — GL(V") des représentations irréductibles et non équiva-

lentes; on a :
(Xps Xp1) =0

v Considérons des représentations srréductibles p : G — GL(V) et p : G — GL(V”) ainsi que
la représentation :

Hom(p, p') : G — GL(Homc(V, V"))

Comme Home (V, V')%) est 'ensemble des homomorphismes compatibles de p vers p’ on a, d’aprés
le lemme de Schur :

1 sipet p sont équivalentes

dim(Homc(V, V')) = , ,
0 sipet p/ ne sont pas équivalentes

Or :

H
p= Card Z om(p, p

gEG
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et un projecteur d’image Home(V, V') de sorte que :

TI‘(p) = Card ZXHom (p,p")
gGG

- Card ZX'O

(Xo» Xp)
dim(Home(V, V')%)

A

Corollaire 11
Soient p: G — GL(V) et p' : G — GL(V") des représentations irréductibles ; alors p et p’ sont
équivalentes si et seulement si on a X, = X, -

V Si p et p’ sont équivalentes on a vu que I'on a x, = X,
Réciproquement supposons que X, = X, ; si p et p’ n’étaient pas équivalentes on aurait (x,, x,/) =
(Xps Xp) = 0 ce qui contredirait le fait que (x,,x,) =1 A

Soit Hg le sous-espace des Fg des fonctions centrales su G; les fonctions caractéristiques

des classes de conjugaison forment une base de Hg de sorte que la dimension de Hg est égale
au nombre vg des classes de conjugaison de G.
Par ailleurs on dira qu’un caractere x, est irréductible si la représentation p, alors déterminée
G équivalence prés, est irréductible. Ainsi les caractéres irréductibles forment une famille ortho-
normée (donc libre) de Hq de sorte, qu’a équivalence pres, G posséde un nombre fini , < vg, de
représentations irréductibles.

3.2.3 Nombre et degrés des représentations irréductibles

Théoréme 1
Le nombre, & isomorphisme prés, de représentations irréductibles de G est égal au nombre v de
classes de conjugaison de G

vV On a déja vu que les caractéres irréductibles de G forment une famille libre de Hg.
Soit ¢ € Hg une fonction centrale telle que < ¢, x >= 0 pour tout caractére irréductible x de
G ; pour toute représentation p : G — GL(V') de degré n, posons :

up =Y o(g)plg™

geG

Alors u, est un endomorphisme de p (parce que ¢ € Hg).
Si on suppose que p est srréductible, alors u, est une homothétie d’apres le lemme de Schur. On
a donc :

T
U, = r(up) Id
n
Mais :
= () Tx(p = e@x(g™) =D ele)x(g) = (g.x) =0
geG 9€G geqG
et ainsi :

u, =0
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Le théoréeme de semi-simplicité montre alors que l'on a u, = 0 pour toute représentation p, en
particulier pour la représentation réguliéere :

pa : G — GL(CY)

On a alors :
ups(e1) = > _@(9)palg e) = plg)eg1 =0
9eG geG
et finalement on a ¢ = 0. Ainsi les caractéres irréductibles forment une base de Hq ; en particu-
lier ils sont au nombre de vg. A

Corollaire 12
Soient m, : G — GL(Wy) les différentes (a isomorphisme prés) représentations irréductibles
de G ; on désigne par dy le degré de m et xix son caractére pour 1 < k < vg; pour toute
représentation p : G — GL(V) de G ; le nombre de fois ot 7 figure dans la décomposition de
p en somme directe de représentations irréductibles est égal a (X, Xk)-
En particulier si deuzr représentations possédent le méme caractére si et seulement si elles sont
équivalentes.

vg

V En effet si p ~ @ 7i* est une décomposition de p en une somme directe de représentations
i=1

vg

irréductibles, en prenant les caractéres on obtient x, = > prXxx. Comme (xi)1<k<y, €st une
i=1

base orthonormée de H¢g on a pg, = (Xp, Xk)-

Enfin si deux représentations p : G — GL(V) et p’ : G — GL(V’) sont telles que x, = x, on
vG

a (Xp» X&) = (Xp'» Xi) = i pour 1 < k < v de sorte que p ~ p/ ~ Q}lﬂzk A
1=

Corollaire 13
Soit p : G — GL(V) une représentation; alors p est irréductible si et seulement si on a

(Xp» Xp) = L.

vV On a vu que si p est irréductible on a (x,, x,) = 1.

vG
Supposons que (Xp,Xp) = 1581 p ~ P ﬂ';:k est une décomposition de p en une somme directe
i=1

vGg

de représentations irréductibles, en prenant les caractéres on obtient x, = > purxr. Comme
i=1

(Xk)1<k<ve €st une base orthonormée on a :

vG
2
(Xps Xp) = Zﬂk =1
i=1
de sorte qu'un seul des py est non nul et égal 4 1. A

Corollaire 14
Soient T, : G — GL(Wy) les différentes (a isomorphisme prés) représentations irréductibles de
G ; on désigne par dy, le degré de my, et xi son caractére pour 1 <k <wvg. On a :

VG
> di = Card(G)
k=1

En particulier G est abélien si el seulement si toules ses représentations irréductibles sont de
degré 1.
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V Counsidérons de nouveau la représentation réguliére pg de G'; le nombre de fois ol la représen-
tation irréductible 7 figure dans pg est égal a (xg, xx)- On a alors :

)=d
(XGs XK) = Card ZXG K

gGG’

puisque le caractére xg de la représentation réguliére pg : G — GL(C%) est donné par :

(g) = 0 sig#e
Xel9) = Card(G) sig=e

de sorte que
vG
Xo =Y dixn
k=1

d’otul le résultat en prenant g = e.

Si G est abélien on a vu que toutes ses représentations irréductibles sont de degré 1. Récipro-
quement si on a di = 1 pour 1 < k < 1, on a v, = Card(G), chaque classe de conjugaison est
donc réduite & un élément et ainsi G est abélien. A

Lemme 12
Soit m : G — GL(W) une représentation irréductible de G de degré d ; pour toute classe de
Card(C)xx(g)

conjugaison C de G et tout g € C, 1

est un entier algébrique.

v L’ensemble Hi(Z) des fonctions centrales sur G a valeurs dans Z est un groupe abélien libre
de type fini de base les fonctions caratéristique ec des classes de conjugaison de G. De plus le
produit de convolution :

He(Z) x Ha(Z) — Ha(Z)
(,%) — pxtpig— Y p(gh p(h)
heG

permet de munir Hg(Z) d’une structure d’anneau commutatif.

D’autre part, pour tout ¢ € Hg(Z), ’endomorphisme > ¢(g)m(g) de W est compatible avec la
geG
représentation m , donc est une homothétie d’aprés le lemme de Schur de sorte que :

> elg)r(9) = f(o)ldw

geG

On obtient ainsi un homomorphisme d’anneaux :
f:Hq(Z) — C

donc l'image R = Im(f) est un sous-anneau de C qui est un groupe abélien de type fini. Ainsi
tous les éléments de R sont des entiers algébriques.

Enfin notons que 'on a :

Card(C)xx(9)

flec) = 7
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Corollaire 15
Soient m, : G — GL(Wy) les différentes (& isomorphisme prés) représentations irréductibles de
G ; on désigne par dy le degré de my, et xi son caractére pour 1 < k <vg. Ona, pourl <k <wvg :

di|Card(G)
vV Soit 1 < k < vg; puisque (xk, xx) = 1 on a :

ZXk 9)xk(9) ZXk 9)xk(g~ ") = Card(G)

gea geG
Soient C1,---,C,, les classes de conjugaison de G' et pour tout 7, 1 < ¢ < g, soit g; € C; de
sorte que l'on a :
Card(G ZCard i)xk(9i)xk(9; D)
On obtient alors que :
Card ZG: ard )Xk(gi_l)

=1

est & la fois un nombre rationnel et un entier algébrique; c¢’est donc un entier rationnel de sorte
que di|Card(G). A

3.3 Annexel : Entiers algébriques

Un nombre complexe x € C est un nombre algébrique il existe un polynéme non nul f €
Q[X] tel que f(x) = 0. Il existe alors un unique polynome unitaire irréductible pg, € Q[X] tel
que pg(x) = 0; c’est le générateur canonique de l'idéal I, = {f € Q[X]/f(z) = 0} de Q[X].
On a donc un isomorphisme canonique de corps :

Q[X]/I, — Qlz]
;o — flx)

Les racines complexes z1 = z, 2, -+ , Ty, de pg, sont les conjugués de x (on a m = deg(pg.»))-
Pour tout conjugué zx (1 < k < n) de z il existe un unique Q-homomorphisme oy : Q[z] — C
tel que o(x) =z, (I'image de oy, est le sous-corps Q[zy] de C).

Proposition 11 Un nombre compleze © € C est un entier algébrique si on a les propriétés
équivalentes suivantes :

1. 1l eziste un polynome unitaire f € Z[X] tel que f(x) =

2. Zlx] est un groupe abélien de type fini.

3. 1l existe un sous -anneau R de C contenant x et qui est un groupe abélien de type fin.
Vi=2:onazx"+cm 12" 4 Fcix+co =0 avec Cm—1,°*+ ,Co € Z. Par récurence sur k,
on en déduit que ™% est combinaison linéaire & coefficients dans Z de 1,z,--- , 2™ ! de sorte
que Z[X] est de type fini.

2. = 3. : Il suffit de prendre R = Z[z].
3. = 1.: Soit (e1,- - ,en) un systéme générateur de R; on a, pour 1 < j < m:

m
xej: E ai,jei
=1
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avec A = (ai7j)1§,~7j§m S Mm(Z) En désignant par Cy = (51‘7]‘X — ai7j)1§i7j§m S Mm(Z[X]) la
matrice caractéristique de A on a donc, pour 1 <i < m:

Ca(z).ei=0

Soient 6’\,/4 la matrice adjointe de C4 et P4 le polynome caractéristique (unitaire) de A; on a la
formule de Cramer :

Cx.Cp = P41d
On adoncpour 1 <i<m:
PA(Z‘).EZ =0
de sorte que, pour tout y € R :
Py(z).y=0

et comme R est intége on a Pa(z) =0. A

Corollaire 16 L'ensemble Z des nombres complezes algébriques est un sous-anneau de C.
De plus on a ZNQ = Z (autrement dit Z est intégralement clos).

V Si z et y sont des entiers algébriques, Z[x, y] est un groupe abélien de type fini, donc = + y et
xy sont des entiers algébriques.
Supposons que 'on ait :

Pm Pym-1 p
—) +em—1(= +-t+ca(=)+ec=0
(q) (q) (q)

avec ¢ > 0 et p et ¢ premiers entre eux. En multipliant par ¢ on obtient :
P+ emap™ g4+ apg™ T 4 cog™ = 0

de sorte que g divise p, ot g =1. A

3.4 Annexe 2 : Carré symétrique et carré alterné

Soit p : G — GL(V) une représentation de G dans un C-espace vectoriel V' ; I’espace de la
représentation Hom(p, p) est l'espace vectoriel Home (V*, V). Pour v,v" € V', on définit 1’élément
tyw € Home(V*, V) en posant :

bty (€) = £(v)v' pour tout £ € V*

Alors {t, ., /v,v" € V} est un systéme générateur de Homc(V*,V) et l'on a :

Hom(p, p)(9)ts,o = p(9) © tuwr © 5(9) "1 = p(g) © tuwr © '0(9) = tyigyu plgyer

3.4.1 Carré symétrique et carré alterné d’un espace vectoriel

Il existe un unique automorphisme 6 de Homc(V*,V) tel que 6(t,.) = ty, pour tout
v,/ €V.0Ona6?= Idfome(v+,v) de sorte que 6 est diagonalisable et qu’on la décomposition :

Home (V*, V) = S3(V) @ A%(V)

oit S2(V) (resp. A%(V)) est le sous-espace propre de 6 associé a la valeur propre 1 (resp. le
sous-espace propre associé a la valeur propre -1).
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Lemme 13
Soit (€;)1<i<n une base de V' ; alors (p; j = %(tei,ej +teje;))1<i<j<n est une base de S%(V) tandis
que (ij = 5(tese; — teye;))1<icj<n est une base de A*(V).
En particulier on a :

n(n+1)

dim(S*(V)) = = dim(A*(V)) =

n(n—1)
2

v la famille (pl}j)lﬁiﬁjﬁn U (qiyj)1§i<j§n est libre et comporte .

nn+1) nn-1)
2 + 2

= n? = dim(Hom¢(V*,V))

éléments de sorte que c’est une base de Home(V*, V). De plus on a p; ; € S(V) et ¢;; € A%(V).
A
3.4.2 Carrés symétriques et alternés d’une représentation

Les sous-espaces S2(V) et A%(V) de Home(V*, V) sont stables pour la représentation :
Hom(p, p) : G — GL(Hom¢(V*, V)

et ’on a la décomposition en somme directe Hom (g, p) = S?(p) ® A%(p) des sous-représentations :

Corollaire 17
Soit p : G — GL(V) une représentation de G de caractére x ; on a :

Xs2(p) 1 9 — %(x(g)2 +x(6%)  xaxp 9 — %(x(g)2 - x(9%))

V Soit g € G ; considérons une base (e;)1<i<n, de V dans laquelle la matrice de p(g) est diagonale ;
on a donc, pour 1 << n:

p(g)ei = Niei
Alors (te, e;)1<ij<n est une base de Hom(p, p) et I'on a, pour 1 < 4,5 < n:
Hom(ﬁv p) (g) tei,ej = )‘i)‘j temej

On a alors
S%(0)(pig) = NiXjpig
de sorte que :
1 1
Xs2p)(9) = D Aidi =5 (M2 + (M) = 5 (x(9)” +x(6%)
1<i<j<n i i
De méme on a :
A (p)(gi7) = M) ¢
de sorte que :

o) = 3 A = 50N - (2N = 5((9)* ~ x(s?)

1<i<j<n
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Chapitre 4

Représentations des groupes finis IV :
tables de caractéres

4.1 Table des caractéres

Soit G un groupe fini; on considére

1. C1 ={e},Ca,--- , 0, les classes de conjugaison de G. Pour 1 < j < vg, on choisit g; € C;
un représentant de la classe Cj

2. m; : G — GL(W;) pour 1 < i < yg les différentes (a isomorphisme prés) représentations
irréductibles de G (m; étant la représentation triviale) ; on désigne par d; le degré de m; (on
supposera que dy < --- < d,,,) et x; son caractére. (x; étant le caractére unité).

Rappelons que 'on a :
vG

1. > d? = Card(G).
i=1

2. d;|Card(G) pour 1 <i < vg.
3. (X4, Xj) = 0i,j pour 1 < i < j (orthonormalité des caractéres irréductibles)

Pour toute fonction centrale ¢ € Hg de G, et toute classe de conjugaison C' de G on posera
©(C) = ¢(g) ou g € C est un représentant quelconque de la classe C.
La table des caractéres de G est la matrice (& coefficients dans Q) :

T = (Xi(Ci)i<ij<ve

En particulier on a :
(Te)rj =1et (Tg)ig =ni pour 1 <4,j < vg

De plus on a :

VG

Zdi(TG)i,j =0pour2<j<vg (4.1)
i=1
V En effet considérons la représentation réguliére :
pG : G — GL(C%)

on a vu que, pour 1 <i < vg, le nombre de fois ou la représentation irréductible :

T - G — GL(WZ)
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figure dans pg est égal a (g, xi) = d; de sorte que :

vg
Xo = _dixi
i=1

A

4.2 Le groupe symétrique G;

Le groupe &3 comporte N = vg, = 3 classes de conjugaison :
G ={0 Co={m,---} Cs={t,---}
avec 71 = (1,2) et t = (1,2,3). On a alors

Card(Cy) =1 Card(Cy) =3 Card(Cs) =2
De plus (63)ab ~ (5 de sorte que &3 posséde deux caractéres de degré 1 : le caractére constant
x1 et la signature y2 = sgn. On a donc d; = dy = 1 et par suite d3 = 2 (puisque d +d3+d3 = 6);
ainsi :

Ch Co Cs
G3 1 3 2
6:() 7—1_(172) t:(172>3)
X1 1 1 1
X2 1 -1 1
X3 2 a b
De plus on a les équations :
N
> di(Tey)iz =2a =0
ZEI
Zdi(,]-G3)7;,3 =2+20=0
i=1
d’ou finalement :
Ch Co Cs
G3 1 3 2
e=()|mn=(1,2) =(1,2,3)
X1 1 1
X2 1 -1 1
X3 2 0 -1

D’autre part la représentation standard :
0:635 — GL(H)

ott H est I'hyperplan de C? d’équation z; 4 2o + 23, est irréductible et son caractére est donné
par :
xo(o) = Card({i € {1,--- ,3}/0(i) =i}) — 1 pour tout o € &3
On a donc :
xs(e) =2 xs(m) =0 xs(t)=-1

On a donc x3 = (o). Remarquons que l'on a :

N
_ 1 , NE
(X37X3) - Card(Gg)J;C&rd(cj)‘xg(cj)‘ =1

et I'on retrouve l'irréductibilité de la représentation standard.
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4.3 Le groupe symétrique G,

Le groupe G4 comporte N = vg, = 5 classes de conjugaison :
01:{()} 02:{7-1} ng{x,y’} C4Z{t,} 05:{7’}
avec 11 = (1,2), z = (1,2)(3,4), y = (1,3)(2,4), t = (1,2,3) et v = (1,2,3,4). On a alors

Card(Ch) =1 Card(C2) =6 Card(C3) =3 Card(Cy) =8 Card(Cs) =6

Rappelons que 'on a la décomposition en produit semi-direct :
64 =K x 63

ou K =< z,y > est le groupe de Klein.

De plus (&4)?P ~ Cy de sorte que &4 posséde deux caractéres de degré 1 : le caractére constant
X1 et la signature y2 = sgn. On a donc d; = dp = 1. Or on a puisque d? + d3 + d% +d3+ d% =24
ie. d% + di + d% = 22; alors 2 < d3,dy,ds < 3 et finalement d3 = 2 et dy = d5 = 3.

D’autre part la représentation standard :

©: 6, — GL(W)

ott W est Phyperplan de C* d’équation 21 + 22 + 23 + 24 = 0 est irréductible et son caractére est
donné par :
x4 = xo(o) = Card({i € {1,--- ,4}/o(i) = i}) — 1 pour tout 0 € &4
On a donc :
xale) =3 xa(m) =1 xa(@)=-1 xa(t)=0 xa(y)=-1
Remarquons que l'on a :
1 N
= ———— ) Card(Cj CHP=1
(X4JX4) Card((‘S@; ar ( ])‘X4( J)‘

et on retrouve l'irréductibilité de la représentation standard.
Considérons alors la représentation :

0:64 — GL(W)
o — sgn(o)f(o)
C’est une représentation irréductible dont le caractére est :

X5 = X2X4
On a donc :
xs(e) =3 x5(m1)=-1 xs(x)=-1 x5(t)=0 xs5(7)=1

Comme Y4 # X5, la représentation O n’est pas équivalente A la représentation ©.
Ainsi on a

Ch Co Cs Cy Cs

Sy 1 6 3 8 6
e=0)|1n=(12|z=(1,2)(3,4) | t=1(1,2,3) | v=(1,2,3,4)

X1 1 1 1 1 1
X2 1 -1 1 1 -1
X3 2 b c d
X4 3 1 -1 0 -1
X5 3 -1 -1 0 1
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On a les équations :

N

Zdz(’]—G4)z72 =2a=0

z;l

‘ di(T64)i,3 =2b—4=0

z;l

Zdi(%4)i,4 =242c=0

z;l

Zldi(T&;)i,E) =d=0

i=

d’ou finalement :
Ch Co Cs Cy Cs
G 1 6 3 8 6
e=(|n=(1,2) = (1,2)(3,4) =(1,2,3) | v=1(1,2,3,4)
X1 1 1 1 1
X2 1 -1 1 1 —1
Y3 | 2 2 ] 0
Yi| 3 1 -1 0 1
X5 3 -1 -1 0 1
A la décomposition en produit semi-direct :
64 =K x 63

correspond un homomorphisme surjectif de groupes :
p: 6y — S4/K ~ 63
d’oli par composition avec la représentation standard de G3 une représentation de degré 2 :
p: 6y 2 &5 L GL(H)

et l'on a :
Xp(0) = xo(p(c)) pour tout o € &4

On a ainsi :
Xp(€) =2 Xxp(11) =0 xp(x) =2 x,(t) =—1 x,(y) =0 puisque v =7t avec 7 = (1,4)

de sorte que x3 = X,.

4.4 Le groupe alterné 2,

Le groupe 204 comporte N = vy, = 4 classes de conjugaison :
Ci={0} Co={x,y---} Cy={t,---} Cu={t*--}
avec z = (1,2)(3,4), y = (1,3)(2,4) et t = (1,2,3). On a alors

Card(Ch) =1 Card(Cy) =3 Card(C3) =4 Card(Cy) =4
Rappelons que 'on a la décomposition en produit semi-direct :
A =Kx <t >

ou K =< z,y > est le groupe de Klein.
Puisque D(R04) = K, on (A4)?* ~ C3 le groupe A4 posséde trois caractéres de degré 1. On a donc
dy = dy = d3 = 1 et par suite dy = 3 (puisque d? + d3 + d3 + d3 = 12); ainsi :
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Cl 02 03 04
Ay 1 3 4 4
e=0|o=(1,2)34) | t=(123) | #=(1372)
X1 1 1 1 1
xe | 1 1 J j*
Yz | 1 1 5 j
X4 3 a b c
avec j = e5 . De plus on a les équations :

N

' di(7§(4)i,2 =34+3a=0

7,]:\71

> di(Tay )iz =1+j+5+3b=0

i=1

N

S di(Ta)ia=1+j+74>+3c=0

i=1

d’otu finalement :
Cl CQ 03 04
Ay 1 3 4 4
e=()|z=(1,2)(3,4) | t=(1,2,3) | * = (1,3,2)

X1 1 1 1 1
X2 1 1 J j*
X3 1 1 52 J
X4 3 -1 0 0

La restriction
@|Ql4 : Ql4 — GL(W)

a 2y de la représentation standard de &4 sur ’hyperplan W de C* d’équation 21 +z9+23+24 = 0
a pour caractere :

Xojs(€) =3 Xem, (@) = -1 xeu,(t) =0 xeu,(t*)=0

On a donc x4 = Xeju,- Remarquons que 'on a O[2A4 = O'[2y.

4.5 Le groupe symétrique G;

Le groupe G5 comporte N = vg, = 5 classes de conjugaison :
Cr={0} Co={rn--} Cy={z,---} Ci={t, -}
Cs={y,---} Cs=A{tr,---} Cr={d,---}
avec 1 = (1,2), x = (1,2)(3,4), t = (1,2,3), 4 = (4,5), v = (1,2,3,4) et 6 = (1,2,3,4,5). On
a alors :
Card(Ch) =1 Card(Cy) =10 Card(Cs) =15 Card(Cy) =20
Card(Cs) =30 Card(Cs) =20 Card(C7) =24

De plus (65)ab ~ (9 de sorte que &5 posséde deux caractéres de degré 1 : le caractére constant
11 et la signature 1o = sgn.
Considérons la représentation standard :

O : &5 — GL(W)
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ot W est I’hyperplan de C® d’équation 2 + 22 + 23 + 24 + 25 = 0 est irréductible et son caractére
est donné par :

On a donc :

Y3(e) =4 P3(m) =2 Y3(x) =0 3(t) =1 3(y) =0 o3(tra) =—-1 93(0) = —

On a:

VY3 = e(0) =

(Y3,93) =

Card({i € {1,---

Card

,5}/0(i)

ZCard

d’ou lirréductibilité de la représentation standard.

)[¥s(C

DIF=1

=1i}) — 1 pour tout o € G5

Considérons alors la représentation (représentation standard tordue par la signature) :

C’est une représentation irréductible dont le caractére est :

On a donc :

@/

: G5
g —

— GL(W
sgn()

g = Yot

)
0(o)

Ya(e) =4 Pa(m) = =2 Ya(z) =0 a(t) =1 a(v) =0 ta(tra) =1 94(0) =—

Comme 13 # 14, la représentation ©’ n’est pas équivalente a la représentation ©.

On obtient ainsi :

C1 Cy Cs Cy Cs Cs Cr
G5 1 10 15 20 30 20 24
e=| 1= T = t= v = try = 0=
O | (1,2) | (1,2)(3,4) | (1,2,3) | (1,2,3,4) | (1,2,3)(4,5) | (1,2,3,4,5)
o | 1 1 1 1 1 1 1
ve | 1| —1 1 1 1 1 1
Vs | 4 2 0 1 0 —1 —1
Vi | 4 | -2 0 1 0 1 —1
s
s
Y7

Considérons maintenant le carré extérieur de la représentation standard de Gj :

C’est une représentation de degré 6 pour laquelle on a, pour tout o € G5 :

On a ainsi :

Yaze

A%(©) : &5 — GL(A?(W))

Yaz(e)

— (a0

y(€) =6 Ypre)(m1) =0 Pp2e
Pz

— 3(0?

(@) = =2 e
0)(7) =0 p2e)(tTa) =0 Pp2e)(0) =1

)

\(£) =0
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Or on a:

=1

(Ya2(0): Yaz(e)) = anfd )| aze)(C))I?

Card

finalement la représentation :

A%(©) : 65 — GL(A%(W))

est irréductible et 'on pose :

Y7 = Pp2(e)
Onadoncdy =dy =1, d3 =dy = 4 et d; = 6. Or puisque d%+d%+d§+di+d§+d%+d$ — 120
ie. d§+d%:507 aveC2Sd57d6 §70n3d52d6:5_
Ainsi on a
Cr | Co Cs Cy Cs Cs c-
S5 | 1 10 15 20 30 20 o4
e = T = xr = t = v = t7_4 — 5 =
O |(1,2) | (1,2)(3,4) | (1,2,3) | (1,2,3,4) | (1,2,3)(4,5) | (1,2,3,4,5)
P9 1 -1 1 1 -1 -1 1
Y3 | 4 2 0 1 0 1 1
¢5 ) a b C d e f
Ye | 5 a’ v c d e 1!
Yr | 6 0 -2 0 0 0 1
On a les équations :
N
Zdi(,r@s)ZQ =a+d =0
1E1
S di(Tsy)iz =50 +V) —10=0
i=1
N
Zdi(TGg,)iA =5(c+d)+10=0
zN
> di(Tes)is =5(d+d') =
=1
N
> di(Tes)ie = 5(e+¢€) =0
v
Z (7%5) 5(f+f/):0
D’ou
(a+ad =0
b+b =2
c+cd =-2
d+d =0
e+e =0
\ f+f/ =0
Soit :

p: 65— GL(V)

I'une des représentations irréductibles de degré 5 de Gj et

p &5 — GL(V)
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la représentation obtenue en tordant la représentation p par la signature :

p'(0) = sgn(o) pour tout o € Gy

On a alors :
a =—a
=0
d=c
d=—d
d=—e
fr=1f

de sorte que

b=t =1 c=c=-1 f=f=0

Plus on a
(vaw?)) =0=a=e
(xp,l/)l) =0=d=—a
(Xp7¢p) =0=a*=1

On a par exemple :
a=e=1letd=-1

et par suite
d=e=—-letd =1

de sorte que les représentations p et p’ ne sont pas équivalentes. On a donc :
Y5 = Xp et P = Xy

d’ou finalement :

4 Cy Cs Cy Cs Cs Cy
G5 1 10 15 20 30 20 24

e=| 17 = T = = ¥ = t14 = =

() (1,2) | (1,2)(3,4) | (1,2,3) | (1,2,3,4) | (1,2,3)(4,5) | (1,2,3,4,5)
1 1 1 1 1 1 1 1
1o 1 -1 1 1 -1 -1 1
3 4 2 0 1 0 -1 -1
Py 4 —2 0 1 0 1 -1
s 5) 1 1 -1 -1 1 0
e 5 -1 1 -1 1 -1 0
(e 6 0 -2 0 0 0 1

Considérons le carré symétrique de la représentation standard de Gj :

C’est une représentation de degré 10 (donc non-irréductible) pour laquelle on a, pour tout o € G5 :

On a donc :

$%(0) : 65 — GL(S*(W))

Xse) 17— 5(Us(0)? +¥s(0%))

Xs2e)(€) =10 Xg2(0)(T1) =4 Xg20)(®) =2 Xg2(0)(t) =1
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Xs20)(7) =0 Xg2e)(t1a) =1 Xg2(6y(6) =0
On a :
N
JR— 1 p—
(XSQ(@)7¢1) - Card(e55);Card(Cj)Xs2(@)(Cj)wg(Cj) =1
N
- ! d(C; C)s(Cy) = 1
(Xs2(0), ¥3) = M(@S);CM (C)xs2(0)(C5)¥3(C5) =

de sorte que S%(©) contient une fois la représentation triviale de &5, une fois la représentation
standard de de G5 et une autre représentation de G5 dont le caractére y vérifie :

Xs2(0) = Y1+ ¥3+ X

xte)=5 x(mn)=1 x(x)=1 x@t)=-1 x(v)=-1 x(tra)=1 x(0)=0

On a (x, x) = 1; par suite x est l'un des caractéres irréductibles de degré 5 de &5. En fait, avec
les notations précédentes on x = 15 et finalement xq2 ©) = Y1 + Y3 + Y5

4.6 Le groupe alterné 25
Le groupe 245 comporte N = vy, = 5 classes de conjugaison :
Ci1={0} Cs={a-} CG={t,---} Cr={5-} C7={¢}
avec z = (1,2)(3,4), t = (1,2,3), d = (1,2,3,4,5) et &' =(1,3,2,4,5). On a alors

Card(C1) =1 Card(Cq) =15 Card(C3) =20 Card(Cy) =1 Card(C5) =12

Puisque D(25) = D(™A5), on (2A5)2® ~ {e}, le groupe A5 posséde un unique caractére de degré 1,
le caractére trivial yi.
Considérons les caractéres (1;)1<i<7 du groupe symétrique Ss; on a la table :

C1 | O C3 Cy Cs Ce Cy
G5 | 1 10 15 20 30 20 24

e=| 1= xr = t= v = tTy = =

O | (1,2) ] (1,2)(3,4) | (1,2,3) | (1,2,3,4) | (1,2,3)(4,5) | (1,2,3,4,5)
W1 1 1 1 1 1 1 1
Yo 1 -1 1 1 -1 -1 1
3 4 2 0 1 0 -1 -1
Py 4 -2 0 1 0 1 -1
s 5 1 1 -1 -1 1 0
g 5 -1 1 -1 1 -1 0
Pr | 6 0 -2 0 0 0 1

On a alors

1. 1|5 = 2|A5 = x1 est le caractére unité de As.

2. 3|5 = 1h4|As est un caractére irrréductible x4 de As.

VvV On a en effet :

1
(s[5, s[RAs) = (16 +20 + 12+ 12) =1
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3. 5|25 = 106|As est un caractére irrréductible x5 de As.
¥V On a en effet :

1
(s5[2s, 5 |As) = =5(25 415 4 20) = 1

A
4. 1h7|Us n’est pas irréductible.
¥V On a en effet : )

(Yr|Us,Y7|™As) = &0

(36 + 60 + 24) = 2
A

Ainsi dy = 1, dg = 4 et d5 = 5 et par suite d3 + d3 = 18 (puisque d3 + d3 + d3 + d3 + d2 = 60) ;
d’oit do = d3 = 3. On a donc

Ch 03 C4 C% Cél

As 1 15 20 12 12
e={0} | z2=(1,2)(3,4) | t=(1,2,3) | 6 =(1,2,3,4,5) | &' =(1,3,2,4,5)

X1 1 1 1 1 1
X2 3 a b c d
X3 3 a’ v c d’
X4 4 0 1 —-1 1
X5 5 1 -1 0 0

On utilise alors les relations d’orthonormalité pour compléter la table.

Cependant remarquons que les caractéres de s sont & wvaleurs réelles : en effet puisque 'on a
x(e™1) = x(o) pour tout o € 2s il suffit de montrer que o~ ! et o sont conjugués dans As;
pour o d’ordre 2 on a 0! = o, pour 0 = (a,b,c) 3-cycle on a o~ lror! avec 7 = (a,c)(d,e)
ot {d,e} = {1,---,5}\ {a,b,c} et enfin pour o = (a,b,c,d,e) un 5-cycle on a o~ 170771 avec
7= (b,e)(c,d).

On a alors le systéme d’équations :

X1, X2 34 15a + 20b + 12¢ + 12d) = 3 + 15a + 20b + 12¢ + 12d = 0

X25 X2

12+ 20b—12¢ —12d) = 3+ 5b—3¢c—3d =0

(
(9 4 15a% + 200 4 12¢2 + 12d?) = —51 + 15a® + 20b% + 12¢? 4+ 12d% = 0
(
(

0= ( )
1=( )
0= (x4, x2)
0= ( )

g -g-3-8l~

Y55 X2 15 + 15a — 20b) = 3 + 3a — 4b = 0

On trouve alors deux solutions :

S
I
<
—_
S
]
o
[

= V5 c= 1=V8
= 72 2
1-V5 145
d= 2\/ d +2f
de sorte que 'on a :
Ch Cs Cy Ct cy
As 1 15 20 12 12
e={0} |z=(1,2)3,4) | t=(1,2,3) | 0 =(1,2,3,4,5) o' = (1,3,2,4,5)
X1 1 1 1 1 1
Y2 3 1 0 1+72\/5 172\/5
xs| 3 -1 0 15 1+v5
X4 4 1 -1 -1
X5 5 1 -1 0 0
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On remarque que P7|As = x2 + x3. On aurait pu obtenir ce résultat directement : on a
Y7|A5 = nix1 + naxe + n3xs + nsxa + nsXs avec ny, na, N3, ng, ns € N avec, en particulier :

n%+n%+n§—|—ni+n%:2
n1 + 3ng + 3ng +4ng 4+ dns; =6

Ce qui laisse les deux possibilités ny = 1,n5 =1et no =1,n3=1. Oron a:

Ci| Cs | Cy|CL|CY
X1+x5 | 6 2 0 1 1
U7 |2As 6 | 2|0 1 1

Ainsi 7|5 = x2 + x3. Le systéme d’équations 1.(1) donne aussi le méme résultat.

4.7 Le groupe diédral D,

Le groupe D,, d’ordre 2n est le produit semi-direct < w > x < s > d’un groupe < w >
cyclique d’ordre n et d'un groupe < s > cyclique d’ordre 2. On a sws™! = w™!. Les éléments de
D,, sont de la forme w* (les rotations) ou w¥s (les symétries) avec 0 < k < n — 1.

En particulier D,, contient un sous-groupe abélien d’indice 2 de sorte que toutes les représenta-
tions irréductibles sont de degré 1 ou 2 d’aprés le lemme suivant

Lemme 14 Soit G un groupe fini possédant un sous-groupe abélien A d’indice m ; alors toutes
les représentations irréductibles de G sont de degré < m.

v Considérons une représentation irréductible p : G — GL(V) de G et sa restriction p|A :
A — GL(V) a A est somme directe de représentations de degré 1. En particulier il existe un
sous-espace vectoriel W de V' qui est de dimension 1 et tel que p(A)W C W.

Considérons alors un systéme de représentants g = e, g2, -+ , gm de G/A. Alors le sous-espace
W' = p(g1)W + p(g2)W + -+ - + p(gm)W est stable par p de sorte que V=W et ainsi V est de
dimension < m. A

Rappelons que ’'on a

e sl n est impair <w > si n est impair
{e,w2} sin est pair < w® > sin est pair

4.7.1 cas n pair
Les symétries forment 2 classes de conjugaison :
s,wls, -, w"2s ws,w3s, -, w"Ls
{ 9 9 9 9 9 )
tandis que les rotations forment 5 + 1 classes de conjugaison :
e w,w" e {wR ™R s {wr w2 ! w?
)

de sorte que D,, posséde, & équivalence prés, N = vp, = 4 + 3 représentations irréductibles.
Puisque D(D,,) =< w? > on a D ~ K (le groupe de Klein); ainsi D,, posséde 4 caractéres de
degré 1.

Les caractéres de degré 1 sont les homomorphismes de groupes D%b =< w,s >— C*; ils sont
donc caractérisés par les valeurs :
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w | s
xi| 1 |1
x2| 1 | -1
x3 | —1] 1
xa | —1| -1

Ainsi le groupe D;, posséde, & équivalence prés, 5 — 1 représentations irréductibles de degré 2;

214 . <12 2 .
posons z =e » et pour 0 < j < n — 1 considérons la représentation :

pPj - Dn — GLQ((C)

pi(w) = (%J ZOJ) pi(s) = <(1) (1)>

pi(8)pj(w)p;(s)~" = pj(w) ™" = pp_j(w)

définie par :
Notons que la relation :

montre que les représentations p; et p,_; sont équivalentes.
On est donc ramené & ne considérer que les représentations p; pour 0 < j < 5 Remarquons

encore que 'on a :
Xpo = X1+ X2 €t Xpy = X3+ X4

de sorte que les représentations pg et pz ne sont pas irréductibles et finalement on ne conserve que

n
les représentations p; pour 1 < j < 5 1. Pour ces représentations les seules droites stables par

pj(w) sont les azes Cey et Cen mais ne sont pas stables par p;(s) de sorte que ces représentations
sont irréductibles. Enfin on a :

2
ij(wk) = 2cos k% ij(wks) =0pour 0<k<n-1

4.7.2 cas n impair

Les symétries forment 1 seule classe de conjugaison :
n—1
{s,ws, -+, w"" s}

tandis que les rotations forment "TH classes de conjugaison :

f} {wwr ) o (et o (et e)

de sorte que D,, posséde, & équivalence prés, N = vp, = ”T‘H + 1 représentations irréductibles.
Puisque D(D,,) =< w > on a D;‘;b ~ (Cy; ainsi D,, posséde 2 caractéres de degré 1.
Les caractéres de degré 1 sont les homomorphismes de groupes Dbe =< 3§ >— C*; ils sont donc

caractérisés par les valeurs :

w
X1 1 1
x2 | 1| -1

Ainsi le groupe D, posséde, & équivalence prés, "T_l représentations irréductibles de degré 2;

27

posons z = e » et pour 0 < j < n — 1 considérons la représentation :

pj - D, — GLQ(C)
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pi(w) = (ZOJ ZOj) pi(s) = <(1) é)

pi(s)pj(w)p;(s)~ = pj(w) ™" = pp_j(w)

définie par :
Notons que la relation :

montre que les représentations p; et p,_; sont équivalentes.
On est donc ramené & ne considérer que les représentations p; pour 0 < j < nT—l Remarquons
encore que ’on a :

Xpo = X1+ X2
de sorte que la représentation pg n’est pas irréductibles et finalement on ne conserve que les
représentations p; pour 1 < j < nT—l Pour ces représentations les seules droites stables par

pj(w) sont les azes Ce; et Cep mais ne sont pas stables par p;(s) de sorte que ces représentations
sont irréductibles. Enfin on a :

2
ij(wk) = 2cosk— ij(wks) =0pour 0<k<n-1
n

4.7.3 Un exemple : Dy

On a Dy =< w, s > avec w d’ordre 4, s d’ordre 2 et sws™! = w™!. Les symétries forment 2
classes de conjugaison :

{s,w?s} {ws, ws}
et les rotations forment 3 classes de conjugaison :
{e} {w,w’} {v?}

de sorte que D4 posséde, & équivalence prés, N = vp, = 5 représentations irréductibles.
Il y a 4 caractéres de degré 1 caractérisés par les valeurs :

w | s
x1| 1 1
x2 | 1 | -1
x3 | —-1] 1
X4 | —1] -1

et une unique (& équivalence prés) représentation irréductible de degré 2

pP1: D4 — GLQ((C)

pr(w) = <é _Ol> pi(s) = (? (1)>

2
Xp1 (W) = 2 cos l{:%r Xpr (wFs) = 0 pour 0 < k < 3

définie par :

Finalement, la table des caractéres du groupe Dy est donnée par :
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C1 | Cy | C5 | Cy| Cs
Dys| 1 1 2 2 2

1 | w? wSs
x1 | 1 1 1 1 1
xz2 | 1 1 -1 -1
x3 | 1 1 |-111|-1
x4 | 1 1 |—-1|-1] 1
X5 2 -2 0 0

4.8 Quaternions

4.8.1 Définition des quaternions

Le corps non-commutatif H des quaternions peut-étre obtenu a partir du corps C des nombres
complexes par la construction de Cayley-Dickson : on munit 'ensemble C? des couples (u,v) de
nombres complexes de 'addition et de la multiplication suivantes :

(u,v) + (W', 0") = (u+u v+

(u,v). (u,v") = (uu —vv,v T+ vu)

Notons que cette construction effectuée a partir du corps R des nombres réels produit le corps
C des nombres complexes.

L’application u — (u,0) permet d’identifier canoniquement C & un sous-corps de H.

On pose j = (0,1) on a j2 = —1 et ju = uj pour tout u € C (en particulier k = ij = —ji).
Tout élément ¢ = (u,v) de H s’écrit alors de maniére unique ¢ = u + jv avec u,v € C de sorte
que (1,7) est une base du C-espace vectoriel H tandis que (1,4, j, k) est une base du R-espace
vectoriel H. On a :

==k =-1
1] = —Jji =
jk=—-kj=1
ki=—ik =7

On pose encore § = u — jv de sorte que ¢ = q et q¢ = ¢’ pour tout q,¢' € H. On a alors

1
N(¢) = q7 € Ry et N(qq') = N(q)N(q'). Alors tout ¢ € H* est inversible et I'on a ¢~ = mq.
q
Enfin, on a la représentation canonique de la R-algébre H :
T H — MQ((C)
T u —v
q= J v T

On remarquera que 1'on a N(q) = det(m(q)) de sorte que la matrice m(q) est inversible si et
seulement si g # 0.
On a en particulier :

W(jﬂ):i(é ?) ﬂ(i)=<é _OZ> ”(j):<(1) —01> ﬂk)z(—oi BZ)

4.8.2 Le groupe quaternionique (g

Le groupe quaternionique :

QS =< Z;] >= {]—7 _177;7 _i7j7 _j7k7 _k}
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est le groupe des éléments inversibles du sous-anneau de H, stable par conjugaison :
Hy = {u+vj/u,v € Z[i]}

des quaternions entiers. C’est 'un des deux groupes non-abéliens d’ordre 8 (& isomorphisme
prés). Le groupe Qg comporte N = v, = 5 classes de conjugaison :

Cr={1} C={-1} CG={i,—i} Ci={j,—j} Cs5={k —k}

Puisque D(Qg) = {1,—1}, on a (Qg)*® ~ K (groupe de Klein), le groupe Qg posséde quatre
caractéres de degré 1. On a donc ny = ny = n3 = ng = 1 et par suite ns = 2 (puisque
n3 +n3 + n3 + nj + n? = 8). Mais on a la représentation :

m|Qs : Qs — GL2(C)
dont le caractére est donné par :

X7r|Q8(1) =2 Xﬂ'lQS(_l) = —2 Xﬂ'lQS(i) = X7r|Q8(j) = X7r|Q8<k3) =0

de sorte que :
(XW\QSa X7r|Q8) =1

et la représentation w|Qg est irréductible. On a donc :

C1| Co | C3 | Cy| Cs
Qs | 1| 1222
e .
X1 1 1 1 1
o | 1|1 1] 1
sl 1|1 |11 -1
vl 11 [ =111
X5 2 —2 0 0

On remarquera que cette table de caracteres est identique a celle du groupe diédral D4 bien que
les groupes Qg et D4 ne soient pas isomorphes.

4.8.3 Les quaternions de Hurwitz

Considérons maintenant les quaternions entiers de Hurwitz :
1
H = {¢= §(a+bz’+cj+dk‘) eH/a,be,d€Z et a=b=c=dmod 2}
1
= {g=a+bi+cj+dkeH/ab,c,d€Zoua,b,cdée Z+§}

Posons :

144
+Z€(C

w=—-2+4+2j €5 avec z =

Ona:
W=7, Nw)=1et H=HyU Hy +w)

Lemme 15 L’ensemble des quaternions entiers de Hurwitz §) est un sous-anneau de H contenant
Hy, et qui est stable par conjugaison.
De plus le groupe additif $ est un Z-module libre de rang 4, de base (1,14, j,w).
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V L’ensemble $ est évidemment un sous-groupe additif de H contenant Hy et stable par conju-
gaison. Pour tout ¢ = u 4 vj € Hy avec u = a + ib,v = ¢+ id € Z[i], on a :
qw = —Z(u+v)+z(u—0v)j
1
= 5((—a—b—c—d)+(a—b—|—c—d)i+(a—b—c+d)j+(a+b—c—d)k‘) €H
Maintenant tout ¢ € $) est de la forme ¢ = ¢ ou ¢ = ¢ + w avec ¢’ € Hy de sorte que 'on a
qq=qq ouqq=qq +quw et par suite on a ¢q € 9.
On a alors §q =qq € $ de sorte que Gq = qq € 9.

Enfin comme
k=2w+1—i—3j

On a:
g=a+bi+cj+dk=(a+d)+ (b—d)i+ (cjd)j + 2dw

et a,b,c,d € Z ou a,b,c,dEZ—i—% si et seulement sia+d,b—d,c—d,2d € Z. A

4.8.4 Le groupe des unités de Hurwitz O

On considére le groupe Q des quaternions entiers d’Hurwitz de norme 1. On a :
1
Q=QgU{--- ,§(j:1j:z’j:jj:k:)7~-} et Card(Q) = 24

Outre I’élément unité 1 et ’éléments —1 d’ordre 2, les éléments +1, +4, £k sont d’ordre 4, les
éléments (—1+i+j+k) (eg. w et w?) sont d’ordre 3 et les éléments (1 £+ j £ k) (eg. —w
et —w?) d’ordre 6.

Lemme 16 On a la décomposition en produit semi-direct Q = QgX < w >.
De plus on a :

7(Q) ={-1,1} et D(Q) == Qg
et Q comporte 7 classes de conjugaison :

Cr={1} Co={-1} C3=Qs\{1,-1}
Cy={w, -} Cs={u? -} Co={-w, -} Cr={-w?---}
V Puisque {—1,1} = Z(Qg) D Z(Q) D {—1,1} on a Z(Q) = {—1,1} d’ou les classes de conjugai-
son C1 = {1} et Cy = {—1}.

Qg et < w > sont des sous-groupes de Q d’ordre respectivement 8 et 3 de sorte que QgN < w >=
{1} et par suite Qg. <w >= Q. Ainsi @ =< i,j,w >. Oron a :

1

wiw =k wjwl=i wkw'l=j

De sorte que Qg est un sous-groupe distingué de Q et l'on a :

Q=0Qgx <w>
De plus i, —i (resp. j, —j et k, —k) sont conjugués dans Qg et comme i, j, k son conjugués via w
il en résulte que C3 = Qg \ {1, —1} est une classe de conjugaison.

D’autre part on a {—1,1} = D(Qg) C D(Q) et

[wvi]:_j [waj]:_k [w,k]:—i [wz,i]:k [wvj]:i [w,k:]:j
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de sorte que D(Q) = Qg.

D’autre part, le nombre de 3-groupes de Sylow de Q est égal & 4. Ces groupes s’intersectent deux
4 deux en {1}. Ce sont les conjugués conjugués du groupe < w >= {1,w,w?}. Comme il y a 8
éléments d’ordre 3 chaque groupe de Sylow en contient exactement 2.

Les conjugués de w sont de la forme kwr™! avec k € Q, mais on a K = qw* avec ¢ € Qg et

kwr L= qwq_1 ; ainsi les conjugués de w sont :

w
iwiTl=—Z—2j
jwit=—z+7%j

kwk™l=—2—-%j

En particulier w et w? = @ = —z — zj ne sont pas conjugués. Ainsi les 8 éléments d’ordre 3 se

scindent en deux classes de conjugaison Cy = {w, -} et C5 = {w?,---} de 4 éléments chacune.

Il en est donc de méme pour les éléments d’ordre 6 qui se scindent dans les deux classes de

conjugugaison Cg = {—w,---} et C7 = {—w?,---}. A

En conséquence Q posséde 7 caractéres irréductibles dont 3 de degré 1. On a donc n; = ng =
7

ng=1,n;>2pour4<i<7et Zn?zZldesortequen4:n5:n6:2etn7:3.

1=4
Considérons alors la représentation :

7| Q: Q — GL9(C)
= =2 _ 5 S 52
m(w) = <—§ —Zz> m(w’) = <—Zz:2 oz —ZJF;)

Xrjo(1) =2 Xgo(—=1) = =2 Xqo(i) =0
XW\Q(:I:W) =¥l XW\Q(:EWQ) =F1

Ona:

de sorte que :

On a alors :
(XﬂQaXﬂQ) =1

et la représentation 7|Q est irréductible et 'on peut prendre :

X4=Xrzlo X5=xXx2X4 X6 = x3x4

Le dernier caractére y7 est alors automatiquement déterminé mais on a la représentation irré-
ductible de degré 3 suivante, obtenue & partir de la représentation standard du groupe alterné
Ay -
o2y
p:Q— Q/7(Q) ~Ay — GL(W)

214

On a donc (avec s = e 3 pour éviter des confusions avec le quaternion j) :

Ci|Co | Cs | Cy | C5 | Cg | C
Q|1 1 6 4 4 4 4
1 | =11 2 w w? | —w | w?
x1 | 1 1 1 1 1 1 1
x2 | 1 1 1 ] 52 s 52
x3 | 1 1 1 s? ] s? s
X4 2 |-2|0 ] -1} -1 1 1
x5 2 1 —-2]0 —s | =52 | s 52
x6 | 2 | =210 2| —s | s? ]
X7 | 3 3 |—-1] 0 0 0 0
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4.8.5 "L’autre" groupe d’ordre 12

A isomorphisme prés, il existe trois groupes non abéliens d’ordre 12 : le groupe alterné 204, le
groupe diédral Dg et un troisiéme groupe caractérisé par le fait qu’il posséde un unique 3-groupe
de Sylow et trois 2-groupes de Sylow cycliques d’ordre 4.

Soit ¢ € C d’ordre 6; on a (3 = —1 et (dans H) :

it =¢=¢"

et on considére le sous-groupe Q9 =< (,7 > de H*. Ona < ( >N < j >= {1,—1} de sorte
que Q5 est d’ordre 12. Alors t = (2 est d’ordre 3 et < t > est un sous-groupe distingué de Qq;
c’est donc 'unique 3-groupe de Sylow de Q5. On a Q9 =<t > x < j >. De plus < j > est un
2-groupe de Sylow cyclique de Q14 ; ce dernier groupe étant non abélien il y a trois 2-groupes de
Sylow (< j >, <tjt ™! >et <t !'jt>) desorte que Qq est le groupe cherché.

Puisque Q5/ < t >=< j > est abélien on a D(Q;5) C< t > et comme Q5 est non abélien on a
D(Qy) =<t > et Qb =< 7 > est cyclique d’ordre 4 de sorte que Qq, posséde 4 caractéres de
degré 1.

12 12
Soit v le nombre de classes de conjugaison de Qq9; on a >.d? = 12 d’ott Y. d? = 8 on a ainsi

i=1 1=5
d; =2 pour 5 <1 < v et donc v =_6.

On a les classes de conjugaison C; = {1}, Cy = {—1} (puisque j2 = —1 est central), C3 = {t,t "'}
(< t > étant distingué est réunion de classes de conjugaison et ¢ n’est pas central on a donc
<t >= {1y u{t,t71}), Cy = {~t,—t7'} = —C3 (produit par I'élément central —1). Les 6
éléments restant se répartissent donc en deux classes de conjugaison Cs et Cg = —C5; on a
Cs = {4, tg,t 715} (tjt7 ' =t71j et j(t7)t™ " =t71)) et Cs = {—j, —tj, —t~'j}.

En particulier on a Z(Q5) =< —1 > Les caractéres de degré 1 sont les homomorphismes de

groupes ?‘5 =< j >— C*; ils sont donc caractérisés par les valeurs :

Ci|Cy | C3|Cy | C5 | Cs
Qu| 1|1 2]2]3]3
y I A T A R I
il 111111
Yo | 1] 1 1] 11|
X3 1 |1 -1] 1 1|-1| ¢ —1
X4 1 |1 —-1] 1 |-1| 1 —1
X5 | 2
X6 | 2
Par ailleurs Q/Z(Q5) =< ¢ > % < j > est non abélien d’ordre 6 donc isomorphe & &3 ~ Dy
ainsi Qo posséde un caractére irréductible x5 de degré 2 tel que x5(j) = 0, x5(t) = —1 et
X5(—1) =2.
Enfin xg = x3X5 = X4X5 est un caractére irréductible distinct de y5. On a finalement :
Ci | Cy | C3| Cy| C5 | Cg
Q| 11122 3
1| -1 ¢t | —t —j
il 111111
Yo | 1] 1 111
s | 1| 1| 1 | 1] i | —
a | 1| 1| 1| 1] 7 | —
xs | 2] 2 | -1|-1]0] 0
X6 | 2 | —=2|-1|1]0]o0




