
INTRODUCTION

Ce livre propose les énoncés et les corrigés des épreuves de mathématiques
générales de l’agrégation externe de mathématiques des dix dernières années
(de 1989 à 1998). A notre connaissance, il vient combler un vide éditorial.
Nous avons souhaité en faire le complément du “Problèmes d’analyse pour
l’agrégation” publié dans la même collection : un pivot pour organiser son tra-
vail en vue du concours. En effet si l’on met de côté la pratique des leçons d’oral,
exercices nécessitant une solide préparation spécifique, l’année de l’agrégation
présente deux caractéristiques essentielles :

- Ce doit être une année de révision, de mise à plat et de structuration
des connaissances qui ont été acquises jusqu’en mâıtrise, parfois de façon
éparse tout au long de modules universitaires distincts.

- Ce doit être une année d’entrâınement et il faut véritablement entendre
ce terme dans son acception sportive de pratique régulière et intensive.

Ceci vaut spécialement pour l’épreuve de mathématiques générales qu’il n’est
pas facile de définir rigoureusement en quelques mots mais dont on pourrait
presque dire qu’elle recouvre tout ce qui n’est pas du ressort exclusif de l’ana-
lyse ou des disciplines optionnelles, avec comme évident noyau central l’algèbre
et la géométrie. Le corollaire immédiat est qu’elle fait appel à un spectre étendu
de culture mathématique, à une vision transversale globale du programme, que
l’on n’a pas toujours l’occasion de mettre en pratique lors de sa scolarité uni-
versitaire.

Il n’y a pas de meilleur moyen de remplir ces deux objectifs que de chercher
à résoudre des problèmes d’agrégation. Ceux-ci, en plus de constituer le meilleur
exemple de ce qui attend le futur candidat, sont difficiles (c’est en quelque sorte
le summum au niveau de l’enseignement universitaire) et offrent une photogra-
phie aussi complète que précise des connaissances et compétences exigibles des
candidats, étant minutieusement construits dans ce but. Les commentaires que
nous avons placés après chaque corrigé et qui ne se subsituent absolument pas
aux rapports des concours qu’il faut consulter, sont justement là pour aider le
candidat à s’organiser en lui fournissant un aperçu rapide du problème en ques-
tion, et le cas échéant une clarification sur un point laissé volontairement dans
l’ombre par l’énoncé.

Nous espérons que le profit retiré de cet ouvrage par ses futurs lecteurs, qui
déborderont peut-être du cadre strict des candidats au concours comme le laisse
supposer l’actuel succès de cette collection, sera proportionnel au plaisir qu’ont
pris ensemble ses auteurs en le rédigeant.
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6 CHAPITRE 1. SESSION DE 1989

1.2 Correction

I. Préliminaires

A. Dans cette partie, p est un nombre premier impair.

1.a. On remarque que l’hypothèse w non nul n’est pas nécessaire : il y a
dans ce cas une solution triviale. F∗p est un groupe. Soient u et v dans F∗p, ils
sont en particulier inversibles. Rappelons le fait classique suivant : l’ensemble
C = {z2|z ∈ Fp} possède p+1

2 éléments.
En effet : C = {z2|z ∈ F∗p} ∪ {0} or l’application k de F∗p dans F∗p qui à z

associe z2 est un morphisme de groupe dont le noyau est déterminé par (z ∈ F∗p) :

k(z) = 1 ⇔ (z−1)(z+1) = 0 ⇔ z = 1 ou z = −1 car Fp est un anneau intègre.

On en déduit ker(k) = {−1, 1}. De plus, Im(k) est isomorphe à F∗p/ ker(k).
Comme Im(k) est par définition {z2|z ∈ F∗p}, on obtient : |{z2|z ∈ F∗p}| = p−1

2

d’où |C| = p+1
2 .

Considérons la translation à gauche τu par u : pour tout z dans Fp, τu(z) =
uz. On a τu(C) = {ux2|x ∈ Fp}. Comme u est inversible dans Fp, τu est une
bijection donc |τu(C)| = |C| = p+1

2 .
De même, on considère l’application f de Fp dans Fp qui à z associe f(z) =

w−vz. Comme v est inversible dans Fp, f est une bijection. On a donc |f(C)| =
|C| = p+1

2 . De plus, par définition, f(C) = {w − vy2|y ∈ Fp}.
On remarque que |τu(C)|+ |f(C)| = p+1 > |Fp| donc que τu(C)∩f(C) 6= ∅.

Soit z ∈ τu(C) ∩ f(C), z s’écrit d’une part ux2 avec x ∈ Fp et d’autre part,
w − vy2 avec y ∈ Fp. On a alors ux2 + vy2 = w.

1.b. On commence par remarquer que, si a et b sont des entiers relatifs :
a2 + ab + nb2 + 1 = (a + b

2 )2 + (4n− 1)( b
2 )2 + 1.

On considère l’équation dans Fp : x2+(4n− 1)y2 = −1, où h̄ désigne la classe
d’un entier h. Comme p ne divise pas 4n− 1, (4n− 1) 6= 0̄. On a aussi −1 6= 0̄.
D’après la question 1.a, il existe une solution (x, y) ∈ Fp × Fp à l’équation
précédente. En considérant des représentants de x et y, on a l’existence de r
et s dans Z tels que : r2 + (4n − 1)s2 = −1 + mp, où m ∈ Z (et puisque le
membre de gauche est positif, nécessairement : m ≥ 1) . On pose b = 2s et
a = r − s = r − b

2 . a et b sont des entiers et (a + b
2 )2 + (4n− 1)( b

2 )2 + 1 = mp.
La remarque initiale donne le résultat.

2. On rappelle que P (t) = t4+1 est réductible dans Fp (cf le Cours d’Algèbre
de D. Perrin : ch.III.15). Pour exhiber un corps de rupture de P , on peut par
exemple considérer K = Fp(b) où b est une racine de P dans un corps de
décomposition de P . Comme b4 = −1, b 6= 0 donc inversible (K est un corps).

2.a. On a x2 = b2 − 2 + b−2 = b−2(b4 + 1)− 2 = −2.
Comme K est une extension de Fp, sa caractéristique est p. Soit f(z) = zp

le Frobenius de K. On a f(b − b−1) = f(b) − f(b−1) (on rappelle que ceci se
démontre via le binôme de Newton et le fait que p divise Ck

p pour 1 ≤ k ≤ p−1).
Ainsi :
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si p = 8k + 1 : f(x) = b.(b8)k − b−1(b−1)8 car b4 = −1 donc f(x) = x.
si p = 8k + 3 : f(x) = b3 − (b−1)3 = −b−1 + b car b4 = −1 ie b3 = −b−1

donc f(x) = x.
D’après le (petit) théorème de Fermat, on a Fp ⊂ {k ∈ K|kp − k = 0}.

Comme Xp −X a au plus p racines dans le corps K, Fp = {k ∈ K|kp − k = 0}.
D’après le résultat précédent, xp − x = 0 donc x ∈ Fp.

2.b. On déduit de 2.a que −2 est un carré dans Fp donc (−2)−1 aussi. Il
existe x dans Fp tel que x2 = (−2)−1 donc on a : 2x2 + 1 = 0. En “remontant”
dans Z (autrement dit, en choisissant un représentant), il existe a et q dans N
tel que 2a2 + 1 = qp. Comme p est impair, q est nécessairement impair donc
s’écrit 2m− 1 avec m dans N.

On considère la matrice :

M =




p a 0
a m 1
0 1 2


 .

On a det(M) = p(2m−1)−2a2 = 1 et M est clairement symétrique réelle. Pour
montrer que M est définie positive, nous proposons deux méthodes.

La première utilise un résultat classique : il suffit de montrer que les mineurs
principaux sont tous strictement positifs. Le premier vaut p > 0 et le second :
mp− a2 = 1

2 (p + 1) > 0. Le troisième vaut det(M) = 1 > 0. Ainsi M est définie
positive.

La seconde méthode est élémentaire et à peine plus calculatoire. Pour tout
vecteur (x, y, z) de R3, on calcule tXMX :

tXMX = (x, y, z)




p a 0
a m 1
0 1 2







x
y
z


 = px2 + 2axy + my2 + 2yz + 2z2.

La méthode de Gauss donne :

tXMX = p
(
x + p−1ay

)2 +
(
m− p−1a2

)(
y +

p

mp− a2
z
)2 +

(
2− p

mp− a2

)
z2.

où mp − a2 =
1
2
(p + 1) > 0 et 2 − p

mp− a2
> 0 ⇔ (2m − 1)p − 2a2 > 0 or

(2m− 1)p− 2a2 = 1. Ainsi, M est définie positive.
Résolution du cas p = 17. Il y a deux solutions à l’équation Fp : 2x2 + 1 = 0

car r2 = s2 ⇔ r = ±s. Ici les solutions modulo 17 sont 5 et −5 (qui est égal à 12
modulo 17). On cherche les solutions sous la forme a = 5 + 17q et a = 12 + 17q.

Si a = 5+17q alors 17q2+10q+2 = m donc (a,m) = (5+17q, 17q2+10q+2)
où q ∈ Z.

Si a = 12+17q alors 17q2+24q+9 = m donc (a,m) = (12+17q, 17q2+24q+9)
où q ∈ Z.

B. Soit D ≥ 1 non divisible par le carré d’un nombre
premier.

1. La matrice
(

p a + bωD

a + bωD m

)
est clairement hermitienne.
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Si D ≡ 3 [4] : D+1
4 ∈ N et le A.1.b assure l’existence de a, b, m dans Z tels

que a2 + ab + D+1
4 b2 + 1 = mp car p ne divise pas D = 4n− 1 où n = D+1

4 .
Si D ≡ 1 ou 2 [4] : le A.1.a assure l’existence de a, b, m dans Z tels que

−1 + mp = a2 + b2D car p ne divise pas D (ie D̄ 6= 0̄).
Dans chacun des cas, on remarque que m est nécessairement positif et que

det(M) = mp − |a + bω
D
|2 = 1. M est hermitienne donc diagonalisable et les

valeurs propres sont réelles. Comme det(M) = 1, elles sont de même signe.
Comme Tr(M) = p + m > 0, elles sont strictement positives. Ainsi, M est
définie positive.

2.a. Si E est un ensemble, on désigne par conv(E) l’enveloppe convexe de E.
Ω le centre du cercle circonscrit est l’intersection des médiatrices. Notons comme
d’habitude A′, B′, C ′ les milieux respectifs des segments [BC], [AC], [AB]. Les
trois médiatrices séparent le triangle T en trois zones : conv(A,C ′, Ω, B′), conv(B, C ′, Ω, A′),
conv(C, A′,Ω, B′). Soit M un point de T , M est dans une de ces trois zones :
conv(A,C ′, Ω, B′) pour fixer les idées. On a AB ≤ 2R car A et B appar-
tiennent au disque de centre Ω et de rayon R. Ce disque est convexe donc
AC ′ ≤ R. De même AB′ ≤ R. Enfin, AΩ = R par définition. Ainsi, A,C ′, Ω
et B′ appartiennent au disque de centre A et de rayon R. Par convexité, ce
disque contient conv(A,C ′, Ω, B′) donc M . On conclut AM ≤ R. Les cas
M ∈ conv(B,C ′,Ω, A′) et M ∈ conv(C, A′,Ω, B′) reviennent à considérer res-
pectivement MB et MC.

2.b. On a u ∈ Z[ω
D

] ⇐⇒ u = α + βω
D

où α, β ∈ Z. Pour tout z dans C,
on peut écrire z = x + yω

D
où x, y ∈ R. On a donc

k = sup
{

inf
α,β∈Z

{|(x− α) + (y − β)ω
D
|2}; z ∈ C, z = x + yω

D
avec x, y ∈ R

}
.

En approximant un réel par un entier relatif, on remarque que si E est un
intervalle de longueur 1

2 :

k = sup
{

inf
α,β∈Z

{|(x− α) + (y − β)ω
D
|2}; z = x + yω

D
∈ C; y ∈ [0,

1
2
];x ∈ E

}
.

Ceci s’écrit encore

k = sup
{

inf{d(M, N)2; N ∈ réseau de points à affixe dans Z[ω
D

]};M ∈ E
}

où E =
{
M ; l’affixe de M s’écrit x + yω

D
avec y ∈ [0,

1
2
], x ∈ E

}
.

Pour D ≡ 3 [4], on choisit E = [ 14 , 3
4 ] et pour D ≡ 1 ou 2 [4], on choisit

E = [0, 1
2 ]. On remarque que le rectangle E + i[0, 1

2 ] (on identifie les points et
leurs affixes) est contenu dans le triangle T . On obtient l’inégalité :

k ≤ sup
M∈T

inf{MA2,MB2, MC2}.

Enfin, on remarque qu’approximer par un entier dans la définition de k
revient à raisonner modulo 1 sur les parties réelles et imaginaires de z. Ainsi,

k = sup
{

inf{|(x−α) + (y−β)ω
D
|2/α, β ∈ Z}; z ∈ C, z = x + yω

D
; x, y ∈ [0, 1]

}
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le rectangle [0, 1] + i[0, 1] contient le triangle T donc on a l’inégalité

k ≥ sup
M∈T

inf{MA2,MB2,MC2}.

2.c. D’après les questions a et b, on a : k ≤ R2 et l’égalité est atteinte pour
M = Ω. On a donc : k = R2 = AΩ2. Si on note ω l’affixe de Ω, on a k = |ω|2.

Si D ≡ 1 ou 2 [4] : Ω est l’intersection des médiatrices et un calcul élémen-

taire donne ω = ω
D

+1

2 donc k = D+1
4 .

Si D ≡ 3 [4] : ω a clairement pour partie réelle 1
2 . Ω est à égale distance de

A, B et C donc |ω| = |ω − 1| = |ω − ω
D
|. On obtient ω =

1
2

+ i
1−D

4
√

D
donc

k = (1+D)2

16D .

2.d. Soient α et β 6= 0 dans Z[ωD ]. On pose z = α
β . Par définition de k (par

compacité, la borne inférieure est un minimum) : il existe γ dans Z[ω
D

] tel que
|z − γ|2 ≤ k. Ainsi, |α− γβ|2 ≤ k|β|2.

Pour k < 1, on en déduit que α s’écrit γβ + r où r vérifie
|r|2 = |α−γβ|2 ≤ k|β|2 < |β|2. Le raisonnement précédent est valable pour tout
α et β 6= 0 dans Z[ωD ] donc Z[ωD ] est un anneau euclidien (dont une norme N
est le carré du module).

Il suffit de trouver D tel que k < 1.
Si D ≡ 1 ou 2 [4] : k = D+1

4 < 1 pour D = 1 ou 2.

Si D ≡ 3 [4] : k = (1+D)2

16D < 1 pour D = 3, 7 ou 11.

Application : pour D = 2, ω2 = i
√

2 et k = 3
4 .

α

β
=

13
19
− 18i

√
2

19
. On peut

écrire
α

β
= 1− i

√
2 + (

−6
19

+
i
√

2
19

) et |−6
19

+
i
√

2
19

| ≤ k. On peut aussi écrire

α

β
= i

√
2 + (

13
19

+
i
√

2
19

) et |13
19

+
i
√

2
19

| ≤ k. Il n’y a pas d’autres possibilités et

on trouve donc pour γ deux valeurs possibles : 1− i
√

2 et i
√

2.

II. Matrices hermitiennes de la forme B∗B.

1. On note S∗ l’ensemble des inversibles de S. Comme A et B sont congru-
entes, A = UBU∗ où B ∈ GL(n, S). On a det(A) = det(B)| det(U)|2. Comme
U ∈ GL(n, S), il existe V dans GL(n, S) telle que UV = V U = I. Donc
det(U) det(V ) = 1 et det(U) ∈ S∗.

On rappelle le résultat classique :

(R) S∗ = {s ∈ S; |s| = 1}.

Effectivement, soit s ∈ S∗, il existe r dans S tel que rs = 1. En passant aux
modules, on obtient : |r|2|s|2 = 1 or |r|2, |s|2 ∈ N donc nécessairement : |s|2 = 1.
Inversement, si |s| = 1 alors ss̄ = 1 donc s est inversible dans S (car s̄ ∈ S). Ce
qui prouve (R).

Ainsi, | det(U)| = 1 et det(A) = det(B).
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2.a. Soit x dans Sn \ {0}, xAx∗ ∈ R+∗ car A est définie positive. D’autre
part, xAx∗ ∈ S. Comme R+∗∩S = N\{0}, l’ensemble

{
xAx∗|x ∈ Sn \{0}} est

une partie non vide de N\{0} donc admet un plus petit élément m(A). Celui-ci
est atteint pour un certain z ∈ Sn \ {0} vérifiant zAz∗ = m(A).

On peut écrire z = (z1, · · · , zn). Soit u ∈ S \{0} tel que u divise zi pour tout
1 ≤ i ≤ n. On a

zAz∗ =
n∑

i,j=1

Ai,jzj z̄i = |u|2yAy∗.

où on a posé y = (y1, · · · , yn) avec yi ∈ S tel que uyi = zi.
Comme |u|2 ≥ 1 (car non nul), m(A) = zAz∗ = |u|2yAy∗ ≥ yAy∗ ≥ m(A).

Donc |u|2 = 1 et u est inversible dans S. Les composantes de z sont premières
entre elles.

2.b.

Sn \ {0} =
{
(xU)∗|x ∈ Sn \ {0}} car U ∈ GL(n, S).

donc m(A) = m(B).

2.c. Clairement, m(A) ≤ 2 car le vecteur z = (1, 0) vérifie zAz∗ = 2.
Cherchons si zAz∗ = 1 a une solution.

Cette équation s’écrit en posant z = (x, y) : 2x2 + 14xy + 25y2 = 1 soit
(2x + 7y)2 + y2 = 2 ce qui est vérifié pour x = 4 et y = −1. Donc m(A) = 1.

A. Le cas n = 2.

1.a. z s’écrit (x, y) où x et y sont premiers entre eux d’après la question 2.a.
Le théorème de Bezout s’applique car S est euclidien donc principal : il existe
u, v ∈ S tels que ux + vy = 1.

La matrice Uo =
(

x −v
y u

)
∈ GL(2, S) car le déterminant vaut 1.

ceci se voit aussi avec la relation :

Uo

(
u v
−y x

)
=

(
1 0
0 1

)

La matrice B = U∗
o .A.Uo est congruente à A et on a :

b1,1 = x̄(a1,1x + a1,2y) + ȳ(ā1,2x + a2,2y)
= a1,1|x|2 + 2Re(ā1,2yx̄) + a2,2|y|2
= zAz∗ = m(A).

1.b. D’après le I.B.2.d. dans le cas S = Z[ωD ] et d’après l’approximation
d’un réel par un entier dans le cas S = Z, il existe s dans S tel que :
|b1,1s + b1,2| ≤

√
kb1,1. car b1,1 ≥ 1. On définit la matrice

C =
(

1 0
s̄ 1

)
B

(
1 s
0 1

)
=

(
m(A) m(A)s + b1,2

m(A)s̄ + b̄1,2 m(A)|s|2 + +2Re(sb̄1,2) + b2,2

)
.

On remarque que la matrice
(

1 s
0 1

)
est inversible, d’inverse

(
1 −s
0 1

)
.
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C est hermitienne et congruente à B donc à A. Ainsi, m(A) = m(C). On a
a = c1,1 = m(A) = m(C). La remarque du début de question donne (

√
k)−1|b| ≤

b1,1 = m(A).
Enfin, avec z = (0, 1), on a c ≥ m(C) = a.

1.c. Comme det(A) = det(C), d = ac− |b|2. On a |b|2 ≤ ka2 donc
d ≥ ac− ka2 ≥ (1− k)a2. On obtient :

√
d(1− k)−

1
2 ≥ a = m(A).

1.d. A une matrice hermitienne définie positive de déterminant d. D’après
les questions précédentes, A est congruente à une matrice C vérifiant (i) et (ii)
dans 1.b. et d’après 1.c., le nombre de valeurs possibles pour a = m(A) est fini.

|b|2 ≤ k|a|2 donc |b|2 ∈ N ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs. A
fortiori, comme b ∈ Z[ωD ], b ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs.

Enfin, c = d−|b|2
a donc c ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs.

Donc le nombre de classes de congruence est fini.

2.a. Pour chacune des possibilités de S, on constate que (1− k)−
1
2 < 2. On

a donc 1 ≤ m(A) < 2. Comme m(A) est un entier, m(A) = 1.
Si on considère la matrice C comme dans 1.b., on a : |b|2 ≤ k < 1 donc

b = 0. Enfin, comme d = 1, on a c = 1. Finalement C = I2. Comme A et I2

sont congruentes, il existe B ∈ GL(2, S) telle que A = B∗B.

2.b. Soit D tel que p ne divise pas D. D’après la question I.B.1., il existe
des entiers relatifs a, b, m tels que

A =
(

p a + bω
D

a + bω
D

m

)
est hermitienne définie positive et det(A) = 1.

A = BB∗ où B =
(

r s
u v

)
∈ GL(2, S).

En identifiant le coefficient (1, 1) dans les matrices, on obtient la relation :
p = |r|2 + |s|2, avec r, s ∈ S.

i) Pour D = 1, r et s s’écrivent x + iy et n + im, où x, y, n, m ∈ Z. Donc,
p = x2 + y2 + n2 + m2.

ii) Si p = 3, on remarque que 3 = 12 +1.1+12.. Comme D = 3 et p 6= 3 (p ne
divise pas D), il existe x, y, n, m ∈ Z tels que p = x2 +x.y +y2 +n2 +n.m+m2.

iii) Si p = 7, on remarque que 3 = (−1)2 + (−1).2 + 2.22. Comme D = 7 et
p 6= 7 (p ne divise pas D), il existe x, y, n,m ∈ Z tels que p = x2 + x.y + 2y2 +
n2 + n.m + 2m2.

B. Matrices symétriques à coefficients entiers.

1.a. On remarque que la surjectivité de f assure l’existence de x. Soit Gx =
Zx le sous-groupe engendré par x. Soit y ∈ Gx ∩ ker(f), y = qx avec q ∈ Z et
q = f(y) = 0 donc y = 0. Ainsi Gx ∩ ker(f) = {0}. Soit y ∈ Zn, f(y) ∈ Z et
z = y − f(y)x ∈ ker(f) donc y s’écrit z + f(y)x, avec z ∈ ker(f). On a donc
Zn = ker(f)⊕Gx.

1.b.
(i) ⇒ (ii) on pose x = b1. On peut compléter {b1} en une base {bj}j de

Zn d’après l’hypothèse (i). Soit M la matrice des coordonnées des vecteurs
bi dans la base canonique {ej} de Zn. La première colonne de M est tx. De
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plus, M ∈ GL(n,Z) (cf P.Tauvel “mathématiques générales pour l’agrégation”
ch.VIII ou S.Lang : “Algebra”) car c’est une matrice de changement de base de
Z-module (en fait un simple calcul matriciel, formellement le même que pour
les espaces vectoriels, le montre : l’inverse de M n’est autre que la matrice des
coordonnées des vecteurs ei dans la base {bj}).

(ii) ⇒ (iii) M =
(t

x, v2, · · · , vn

)
avec vj vecteur à coordonnées dans Z. M

est inversible donc il existe une matrice N telle que NM = In. Le premier
vecteur ligne de N est de la forme : (a1, · · · , an) avec ai ∈ Z. Le calcul du

coefficient (1, 1) du produit NM = In donne :
n∑

j=1

xjaj = 1.

(iii) ⇒ (iv) on considère le morphisme de groupe :

f :





Zn −→ Z

(y1, · · · , yn) 7−→
n∑

j=1

ajyj

on a f(x) = 1 par hypothèse donc, pour tout n ∈ Z, f(nx) = n et f est
surjectif.

(iv) ⇒ (i) la question 1.a donne : Zn = ker(f) ⊕ Zx. Rappelons le fait
suivant : tout sous-module de Zn est libre de type fini. (voir compléments). Ainsi
ker(f) est libre de type fini donc admet une base {b1, · · · , bl}. D’où {x, b1, · · · , bl}
est une base de Zn et a posteriori n = l + 1.

2. m(A) = zAz∗ où z ∈ Zn \{0} et les composantes (zj) de z sont premières

entre elles (cf II.2.a.). D’après Bezout, il existe u1, · · · , un tels que
n∑

j=1

ujzj = 1.

Le critère (iii) de 1.b. implique l’existence de M ∈ GL(n,Z) ayant pour premier
vecteur colonne tz. B = M∗AM est congruente à A et b1,1 = zAz∗ = m(A).

3.a. Par hypothèse, on a a1,1y1 =
n∑

i=1

a1,ixi.

D’autre part,

a1,1xAtx = a1,1

n∑

i=1

n∑

j=1

ai,jxixj

= a1,1

n∑

i=2

n∑

j=1

ai,jxixj + a1,1x1

n∑

j=1

a1,jxj

= a1,1

n∑

i=2

n∑

j=1

ai,jxixj +
( n∑

i=1

a1,ixi

)( n∑

j=1

a1,jxj

)

−( n∑

i=2

a1,ixi

)( n∑

j=1

a1,jxj

)

=
n∑

i=2

n∑

j=1

(ai,ja1,1 − a1,ia1,j)xixj + (a1,1y1)2.

Comme A est symétrique, on a une simplification pour j = 1 donc, compte-tenu
de xi = zi−1 pour i ≥ 2, on obtient :

a1,1xAtx = (a1,1y1)2 +
n∑

i=2

n∑

j=2

(ai,ja1,1 − a1,ia1,j)zi−1zj−1.
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Ainsi, xAtx = a1,1y
2
1 + a−1

1,1zBtz avec Bi−1,j−1 = ai,ja1,1 − a1,ia1,j pour
2 ≤ i, j ≤ n. B ∈ Mn−1(Z) est symétrique car A l’est. Comme U tx = ty, on
peut écrire

U =




1 a1,i.a
−1
1,1

0 1 0 . . . 0
...

. . . 0
...

. . . 0
0 . . . . . . 0 1




On a la relation :

tU

(
a1,1 0
0 a−1

1,1B

)
U =

(
a1,1 a1,i

a1,i B̃

)

avec B̃i−1,j−1 = a1,i.a1,j .a
−1
1,1 + a−1

1,1Bi−1,j−1 = ai,j pour 2 ≤ i, j ≤ n. Donc

tU

(
a1,1 0
0 a−1

1,1B

)
U = A.

Montrons que B est définie positive. Comme U est inversible, on a pour tout
vecteur v = (v1, . . . , vn) ∈ Zn

v

(
a1,1 0
0 a−1

1,1B

)
tv = (vtU−1)At(vtU−1)

{≥ 0 si v 6= 0
= 0 si v = 0

car A définie positive. La matrice
(

a1,1 0
0 a−1

1,1B

)
est donc symétrique et définie

positive.
Par restriction au sous-espace {0} × Rn−1 de Rn, a−1

1,1B donc B est définie
positive (car a1,1 = m(A) > 0).

Enfin, det(A) = det(U)2.a1,1 det(a−1
1,1B). Or U est inversible et |det(U)| = 1 ;

de plus, B est une matrice d’ordre n− 1 donc det(A) = an−2
1,1 det(B).

3.b. Montrons ceci par récurrence sur n. Soient n ≥ 2 et Hn la proposition :
“Pour toute matrice A ∈ Mn(Z) symétrique et définie positive, on a

m(A) ≤ 4
3

n−1
2 det(A)

1
n ”.

Pour n = 2, il suffit d’appliquer la question A.1.c.
Suppsons Hn−1 vraie. Soit z = (x2, . . . , xn) ∈ Zn−1 tel que zBtz = m(B)

(cf. II.2.a). On peut considérer un entier x1 approximant le réel −
n∑

i=2

a1,ia
−1
1,1xi

à 1
2 près donc |y1| ≤ 1

2 . L’inégalité m(A) ≤ xAtx = a1,1y
2
1 + a−1

1,1m(B) donne
alors 4

3m(A)2 ≤ m(B).
Or d’après l’hypothèse Hn−1, on a :

m(B) ≤ 4
3

n−2
2

det(B)
1

n−1 ≤ 4
3

n−2
2

m(A)
n−2
n−1 det(A)

1
n−1 .

Finalement 4
3m(A)2 ≤ 4

3

n
2−1

m(A)
n−2
n−1 det(A)

1
n−1 donc m(A) ≤ 4

3

n−1
2 det(A)

1
n .

Par récurrence, le résultat est vrai pour tout n ≥ 2.
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4.a. Pour n ≤ 5, on remarque que 1 ≤ m(A) < 2 donc nécessairement
m(A) = 1. On raisonne ensuite par récurrence sur n. Le cas n = 2 a été traité
au A.2.

Pour n ≥ 3, on suppose le résultat vrai pour n − 1. On peut supposer
a1,1 = m(A) = 1 d’après le 2) donc

A = tU

(
1 0
0 B

)
U

et det(B) = det(A) = 1 donc m(B) = 1 (cf remarque initale). D’après l’hypo-
thèse de récurrence, B = tQQ où Q ∈ Mn−1(Z). On obtient

A = tU

(
1 0
0 tQQ

)
U = tU t

(
1 0
0 Q

)(
1 0
0 Q

)
U

et B =
(

1 0
0 Q

)
U convient pour avoir le résultat au rang n.

4.b. D’après le I.2, il existe a, m tels que la matrice

A =




p a 0
a m 1
0 1 2




est définie positive de déterminant 1. La question précédente implique donc
A = tBB où le premier vecteur colonne de B = (r, s, t). En identifiant les
coefficients (1, 1), on a : p = r2 + s2 + t2.

III. Classes d’idéaux et anneaux principaux.

A. On notera π
A

le polynôme minimal et χ
A

le polynôme caractéristique
de A.

On remarque qu’on peut écrire Z[θ] = Z ⊕ Z.θ ⊕ · · · ⊕ Z.θn−1 qui est un
Z-module libre de rang n.

1. Soit I un idéal non nul de Z[θ]. I est un groupe abélien et un sous-module
de Z[θ]. Soit j ∈ I \ {0}, j.Z[θ] est un sous-module de I et I est un sous-module
Z[θ], qui est un Z-module libre de rang n. Donc (on utilise le même résultat
qu’à la question II.B.1.b : voir compléments.) I et j.Z[θ] sont libres. Le rang de
j.Z[θ] est nécessairement inférieur à celui de I, qui est inférieur à n (le rang de
Z[θ]).

D’autre part, on a j.Z[θ] = Z.j⊕Z.jθ⊕ · · · ⊕Z.jθn car j est non nul et Z[θ]
est intègre (P est irréductible).

Donc j.Z[θ] est de rang n. A fortiori I est de rang n.

2.a. On peut interpréter la question comme : “montrer que θ est valeur
propre de A”, en faisant attention au sens que l’on peut donner à cette phrase
(valeur propre en travaillant dans quel espace vectoriel ou quel module ?).

Comme P (A) = 0 (théorème de Cayley-Hamilton), π
A

divise P . En effet, on
effectue la division euclidienne de P par πA et on obtient un reste R, polynôme
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de degré strictement inférieur à celui de π
A
. Comme P (A) = π

A
(A) = 0, on a

R(A) = 0. Par définition de πA , R est nécessairement nul.
Comme P est irréductible, comme P et π

A
sont unitaires, on a P = π

A
.

Donc (le degré de P est n) πA et χA sont de même degré : n. On a donc :
χ

A
= (−1)nP .
A est une matrice à coefficients dans Z donc dans le corps Q. On note Q(θ) le

corps des fractions de Z[θ]. Le polynôme caractéristique de A vue comme matrice
de Mn(Q) est le même que celui de A vue comme matrice de Mn(Q(θ)) : c’est
det(A−XI) ∈ Q[X]. Il s’agit donc de (−1)nP et celui-ci s’annule en θ ∈ Q(θ)
par hypothèse. θ est donc valeur propre de A vue comme matrice de Mn(Q(θ)).
Il existe donc un vecteur non nul v = (v1, . . . , vn) ∈ Q(θ)n tel que Atv = θ.tv.
En multipliant v par c ∈ Z[θ] non nul adequat, on obtient x ∈ Z[θ]n non nul tel
que Atx = θ.tx.

2.b. I = Z.x1 + · · ·+Z.xn est un sous-groupe additif de Z[θ]. Montrons que
I est un idéal de Z[θ]. Soient j ∈ I et R(θ) ∈ Z[θ] (R ∈ Z[X]), on peut écrire

j =
n∑

k=1

lkxk avec lk ∈ Z. Comme Atx = θ.tx, en explicitant la kieme ligne, on

obtient θ.xk ∈ Z.x1 + · · ·+Z.xn = I pour tout k. Par une récurrence immédiate,

on a R(θ).xk ∈ I pour tout k. Enfin, R(θ).j =
n∑

k=1

lkR(θ).xk ∈ I.

Remarquons que θ est racine simple de P : sinon P et P ′ admettent θ comme
racine. Comme P est irréductible, P et P ′ sont premiers entre eux et le théorème
de Bezout donne UP + V P ′ = 1 (U, V ∈ Q[X]). En prenant la valeur en θ, on
obtient une contradiction. On conclut alors que θ est racine simple du polynôme
caractéristique de A vue comme matrice de Mn(Q(θ)). θ est donc valeur propre
simple et le sous-espace propre associé à θ est de dimension 1 : c’est Q(θ).tx.

Supposons donc avoir un ensemble J = Z.x′1+· · ·+Z.x′n où x′ = (x′1, . . . , x
′
n)

répond aussi à la question 2.a. Le vecteur x′ est vecteur propre de A. On en
déduit l’existence de a, b ∈ Z[θ] tels que ax = bx′ donc aI = bJ . Ainsi, I et J
appartiennent à la même classe.

2.c. Soit Q ∈ GL(n,Z), QAQ−1 est une matrice semblable à A donc admet
aussi θ comme valeur propre simple. Un vecteur propre associé est x′ = Qtx.
D’après la question précédente, l’idéal IQAQ−1 s’écrit Z.x′1 + · · ·+Z.x′n. Comme
x′ = Qtx, on a x′k ∈ Z.x1 + · · · + Z.xn donc IQAQ−1 ⊂ IA. Par symétrie des
rôles joués par les deux idéaux, on a aussi IA ⊂ IQAQ−1 d’où l’égalité.

3. Si J = 0, alors tous les yj sont nuls donc n’importe quelle matrice B telle
que P (B) = 0 convient (on peut considérer par exemple une matrice compagnon
associée à P ). On suppose désormais J non nul. D’après 1., J est libre de rang

n et (y1, . . . , yn) est Z-libre. Pour tout i, θ.yi ∈ J donc s’écrit
n∑

j=1

Bi,jyj . On

définit la matrice B = {Bi,j}i,j ∈ Mn(Z) et les relations précédentes s’écrivent :
Bty = θ.ty.

On a alors P (B)ty = P (θ)ty = 0. Notons ci,j la matrice P (B), on a pour

tout i :
n∑

j=1

ci,jyj = 0. Comme (y1, . . . , yn) est libre, on obtient pour tout j :

ci,j = 0. Ainsi P (B) = 0.
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4. Comme le vecteur x défini par la question 2.a est non nul, pour tout M ,
IM n’est pas nul. Il faut donc séparer le cas nul.

On note K = {(QAQ−1)Q∈GL(n,Z); A ∈ Mn(Z), P (A) = 0}. Considérons
l’application φ définie par

K −→ {classes d’idéaux non nulles de Z[θ]}
C = (QAQ−1)Q∈GL(n,Z) 7−→ IM où M ∈ C

φ(C) a un sens d’après 2.b et 2.c et est indépendant du représentant M choisi
dans (QAQ−1)Q∈GL(n,Z) car IM ne dépend que de la classe de M . φ est surjective
d’après le 3.

Montrons que φ est injective. Soient C et C ′ ∈ K telles que φ(C) = φ(C ′)
(que l’on notera J). Soient M un représentant de C et N un représentant de
C ′. L’idéal J est non nul et il existe a, b ∈ Z[θ] non nuls tels que aIM = bIN . Il
existe aussi x, y ∈ Z[θ]n tels que IM = Z.x1+· · ·+Z.xn et IN = Z.y1+· · ·+Z.yn

avec M tx = θ.tx et N ty = θ.ty. Comme aIM = bIN , on a : axi = b

n∑

j=1

qi,jyj

pour tout i, où qi,j ∈ Z. En notant Q = (qi,j) ∈ Mn(Z), on a atx = bQty. De
même, il existe Q̃ ∈ Mn(Z) telle que bty = aQ̃tx. On a alors ba.Id = ab.QQ̃ (où
Id est la matrice identité d’ordre n). ab est non nul donc Id = QQ̃ et on obtient
de même Q̃Q = Id donc Q ∈ GL(n,Z).

Enfin, MQty = θQty s’écrit aussi (Q−1MQ)ty = N ty. On conclut comme
à la fin de la question 3. (via (y1, · · · , yn) libre) que Q−1MQ = N donc que
M et N sont dans la même classe de similitude : C = C ′. φ est injective donc
bijective.

5. Il faut encore faire attention au cas de la classe nulle. D’après 4., l’assertion
(ii) est équivalente à l’existence d’une unique classe d’idéaux non nuls de Z[θ]
donc à l’assertion (i’) suivante : “Pour tout idéal non nul I de Z[θ], il existe a
et b dans Z[θ], non nuls, tels que aI = bZ[θ].” Il suffit en effet de remarquer que
Z[θ] est un idéal de Z[θ].

L’implication (i) ⇒ (i′) est triviale. Quant à la réciproque, pour tout idéal
non nul I de Z[θ], on considère a et b dans Z[θ], non nuls, tels que aI = bZ[θ].
Comme 1 ∈ Z[θ], b s’écrit ar avec r ∈ I donc aI = arZ[θ] puis la non nullité de
a et l’intégrité de Z[θ] donnent I = rZ[θ] donc I est un idéal principal et Z[θ]
est un anneau principal.

B. D ≥ 1

1. ωD s’écrit i
√

D donc P (ωD ) = 0. De plus, P est clairement irréductible.
On applique A.5. avec θ = ωD et n = 2 : Z[ωD ] est principal si et seulement s’il
existe une unique classe de similitude dans M2(Z) de matrices A avec P (A) = 0.

Soit donc A ∈ M2(Z) telle que P (A) = 0. Le polynôme caractéristique de
A est P car il s’annule en ω

D
, appartient à Q2[X] et est unitaire. Comme la

somme des valeurs propres de A est nulle, A est de trace nulle donc de la forme
A(α, β, γ). Le déterminant de A vaut −α2− βγ et d’autre part , c’est D. Ainsi,
Dα2 = βγ

Pour que Z[ω
D

] soit principal, il faut que A(1, β, γ) et A(0, r, s) soient sem-
blables pour tous les β, γ, r et s dans Z.
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Par exemple, on choisit r = 1 et s = −D. La condition de similitude s’écrit :
il existe Q ∈ GL(2,Z) telle que QA(0, 1,−D) = A(α, β, γ)Q. On pose :

Q =
(

a b
c d

)
.

En explicitant le produit matriciel, on obtient un système (Σ).
Si D ≡ 1 [4] : on choisit α = 1. D s’écrit à la fois 1 + 4k et −1 − βγ donc

2(2k + 1) = −βγ. On choisit alors β = −2 et γ = 2k + 1.

(Σ)





a + 2c− (4k + 1)d = 0
a + b + 2d = 0

(2k + 1)a + c + (4k + 1)b = 0
(2k + 1)b− c + d = 0

Il y a une solution non triviale à (Σ) : les coefficients de Q ∈ GL(2,Z) ne peuvent
être tous nuls. Ainsi le déterminant de (Σ) est nul or il vaut 2k(4k + 1)(2k + 1).
Donc k = 0 et D = 1.

Si D ≡ 2 [4] : D s’écrit 2+4k et −1−βγ. On choisit alors α = 0, β = −2 et
γ = 2k + 1. Le système (Σ) se réduit aux équations : a = −2d et c = (2k + 1)b.
Comme | det(Q)| = 1, on a 2d2 + (2k + 1)b2 = 1 (le cas −1 est impossible) donc
|b| = 1 et k = d = 0. Ainsi D = 2.

Enfin, on remarque que Z[ω1 ] et Z[ω2 ] sont euclidiens (cf I.B.2.d) donc prin-
cipaux.

2.a. On justifie l’écriture de B par tr(A) = tr(B) = 1 (le coefficient de X
est −1). On peut toujours supposer que |a| est minimal.

i) Pour P =
(

1 n
0 1

)
, PBP−1 =

(−a + nc n(2a + 1)− n2c− b
c −nc + a + 1

)

ii) Pour P =
(

1 0
n 1

)
, PBP−1 =

( −a + nb −b
−n(2a + 1) + n2b + c −nb + a + 1

)

iii) Pour P =
(

0 1
1 0

)
, PBP−1 =

(
a + 1 c
−b −a

)

iv) Pour P =
(

1 0
0 −1

)
, PBP−1 =

(−a b
−c a + 1

)

En regardant le déterminant de B, on obtient l’égalité

(det) − a(a + 1) + bc = K = D+1
4 .

Si a < 0, a ≤ −1 ie a + 1 ≤ 0 donc avec (iii), le coefficient (1,1) est (a + 1)
avec −(a+1) ≥ 0. Dans ce cas, on a |a+1| = −a+1 > −a = |a| ce qui contredit
que |a| est minimal. Ainsi, on peut supposer a positif.

Avec i, ii et la minimalité de a, |a−nc| et |a−nb| ≥ a donc b ≤ 0 ou b ≥ 2na.
De même, c ≤ 0 ou c ≥ 2na. Avec (det) et a(a + 1) ≥ 0, on a : bc ≥ 1 donc b
et c sont non nuls et de même signe. Grâce à (iv), on peut toujours supposer b
et c positifs. A fortiori, b ≥ 2na et c ≥ 2na. En prenant n = 2, on obtient b et
c ≥ 2a + 1.

Enfin, K = −a2 − a + bc ≥ 3a2 + 3a + 1.
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2.b. Soient (x, y) ∈ Z2 \ {0}. On remarque que

βx2 + (γ − 1)y2 + (2α + 1)xy = β(x +
(2α + 1)

2β
y)2 + (γ − 1− 4α2 + 4α + 1

4β
)y2.

Or compte-tenu de la relation βγ = K + α2 + α,

(I) γ − 1− 4α2+4α+1
4β > 0 ⇔ 4βγ − 4β > 4α2 + 4α + 1 ⇔ 4(K − β) > 1.

Montrons que K > β. Supposons K ≤ βγ ; alors comme α ≤ K − 2

βγ = K + α2 + α ≤ K2 − 2K + 2 = (K − 1)2 + 1 ≤ (β − 1)(γ − 1) + 1.

On en déduit que β + γ ≤ 2 or γ ≥ β > 1. On obtient une contradiction et
K > β donc d’après (I), γ − 1 − 4α2+4α+1

4β > 0. Comme de plus β > 1, la
remarque du début donne :

βx2+(γ−1)y2+(2α+1)xy ≥ 0 et est nul ssi (x+
(2α + 1)

2β
y) = 0 et y = 0.

Ainsi, l’hypothèse “x et y non nuls” donne le résultat.
Si A et M sont semblables, il existe une matrice Q telle que QA = MQ.

Ecrivons

Q =
(

r s
t u

)
avec ru− st = 1.

On obtient le système





s = −αr − γt
s− rK = −αs− γu
u = rβ + t(α + 1)

u− tK = sβ + u(α + 1)

En multipliant la première ligne par t et la troisième par r, on obtient :

1 = ru− st = u = r2β + γt2 + rt(2α + 1) > t2

car {r, t} 6= {0, 0} (cf première partie de la question). Nécessairement t = 0 donc
1 = r2β et β = 1 ce qui est contraire à l’énoncé.

2.c. D’après A.5, Z[ω
D

] est principal si et seulement si il existe une unique
classe de similitude de matrices A ∈ M2(Z) telles que P (A) = 0. Il suffit en effet
de vérifier que P est irréductible sur Q et pour cela, que P n’a aucune racine
dans Q. Les racines de P sont ±i

√−1+4K
2 /∈ Q.

Soit Z[ω
D

] principal : le cas K = 1 a déjà été traité : D = 3 et Z[ω
D

] est
euclidien (I.B.2.d). Supposons donc que K > 1 et qu’il existe a ∈ {0, . . . , K−1}
tel que K + a2 + a ne soit pas premier donc s’écrive βγ avec 1 < β ≤ γ.
D’après 2.b avec α = a, les matrices A et M ne sont pas semblables. Or on
remarque que πA(X) = πM (X) = P (X) et le théorème de Cayley-Hamilton
donne P (A) = P (M) = 0. Donc il existe au moins deux classes de similitude de
matrices A ∈ M2(Z) telles que P (A) = 0 et Z[ωD ] n’est pas principal.



1.2. CORRECTION 19

2.d. Le cas K = 1 est clair. Pour K > 1, supposons K + a2 + a premier
pour tout a ≥ 0 tel que 3(a2 + a) + 1 ≤ K. Soit A ∈ M2(Z) telle que P (A) = 0.
On peut écrire (Tr(A) = 1)

A =
(−α −b

c α + 1

)
.

On peut toujours supposer que |α| est minimal (car l’ensemble des valeurs pos-
sibles |α| est une partie non vide de N donc admet un plus petit élément) et
donc que (cf III.B.2.a)

α ≥ 0 c ≥ 2α + 1 b ≥ 2α + 1 3(α2 + α) + 1 ≤ K.

Par hypothèse, K + α2 + α est premier. On a K = det(A) = −α2 − α + bc
donc K + α2 + α = bc et nécessairement b = 1 ou c = 1. Comme c ≥ 2α + 1 et
b ≥ 2α + 1, on obtient α = 0 et det(A) = K = bc = b ou c. Ainsi, on a

A =
(

0 −K
1 1

)
ou A =

(
0 −1
K 1

)
.

Il suffit de vérifier que ces deux matrices sont semblables. On remarque que
(

0 −K
1 1

)(
1 1
−1 0

)
=

(
1 1
−1 0

)(
0 −1
K 1

)
.

Il y a donc une unique classe de similitude et Z[ωD ] est principal.

2.e. Le cas K = 1 soit D = 3, a déjà été traité. Suppsons donc D ≤ 200
et D ≡ 3 [4], on a alors 1 < K ≤ 50. On veut que K + a2 + a soit premier
pour tout a ≤ K − 1 ou tout a tel que 3(a2 + a) + 1 ≤ K. Ainsi, K est premier
donc il reste 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47. Excepté pour K = 2,
il faut aussi K +2 premier donc il reste 2, 3, 5, 7, 11, 17, 29, 41. On remarque que
si a ≥ 2, 3(a2 + a) + 1 ≥ 19 donc pour K < 19, le test est déjà suffisant : les cas
K = 2, 3, 5, 11, 17 conviennent.

Il reste donc à tester K = 29 et K = 41. On remarque que 3(a2 +a)+1 > 41
dès que a ≥ 4. Pour a = 2, K + 6 doit être premier et pour a = 3, K + 12 doit
être premier : il reste K = 41.

Finalement, on obtient : K = 1, 2, 3, 5, 11, 17, 41 soit D = 4K − 1 donc
D = 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163.

2.f. On remarque que D ≤ 106 si et seulement si K ≤ 2, 5.105 =: N .
– On fait varier K de 0 à N .
– On initialise une variable T [K] à “true”.

– On fait varier a de 0 à la partie entière de 3+
√

3(4K−1)

6 .
– On effectue une procédure de test de primalité de K + a2 + a.
– T [K] passe à “false” si K + a2 + a n’est pas premier et on passe à la

valeur suivante de K. Sinon T [K] reste “true” et on passe à la valeur
suivante de a.

C.

1. Déterminons les inversibles de S = Z[ω
D

] avec D ≡ 3 [4]. Soit r ∈ S
inversible, r s’écrit x + yωD . On rappelle que r est inversible si et seulement si
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|r|2 = 1 soit, ici, x2 +xy + D+1
4 y2 = 1. Comme D+1

4 y2 > 1, on a nécessairement
y = 0 et x = ±1. Donc l’ensemble des inversibles de S est {−1, 1}.

Soit b ∈ S, on effectue une division euclidienne (S est supposé euclidien)
de b par a. On a b = aq + r avec q, r ∈ S et N(r) < N(a) ou r = 0. D’après
l’hypothèse de minimalité sur a, si r est non nul, r est inversible. Ainsi, d’après
la remarque initiale r = 0, c’est à dire b ∈ aS, ou r ∈ {−1, 1}. On a donc

S/aS = {−1, 0̄, 1̄}.
Selon la nature de a, on peut avoir (ou pas) 1̄ = −1. Dans tous les cas 1̄ et −1
sont distincts de 0̄ car 1̄ = 0̄ signifie aS = 1 + aS ie ax = 1 + ay ⇔ 1 = a(x− y)
donc a serait inversible dans S ce qui est contraire à l’hypothèse.

On conclut donc que S/aS est isomorphe à F2 (si 1̄ = −1) ou F3 (sinon).

2. On suppose donc ici que K ≥ 5. Avec P (X) = X2 − X + K, on a
P (ωD ) = 0. En passant aux classes déquivalence dans S/aS, on obtient :

ω
D

2 − ω
D

+ K1̄ = 0̄.

Or P (0̄) = P (1̄) = K1̄ 6= 0̄ et P (−1) = K1̄ + 2̄. De plus S/aS est isomorphe
à F2 ou F3 et ni K̄ ni K + 2 ne sont nulles pour K = 5, 11, 17, 41. Il y a donc
une contradiction.

L’anneau Z[ωD ] est donc principal mais non euclidien.

1.3 Commentaires

Ce problème s’intéresse à la détermination des anneaux euclidiens et princi-
paux parmi les anneaux d’entiers des corps quadratiques imaginaires de discri-
minant inférieur à 200. On utilise principalement les techniques de réseaux (ce
qui généralise notamment les méthodes très classiques sur l’anneau des entiers
de Gauss) et les matrices hermitiennes à coefficients dans l’anneau d’entiers. On
trouve donc dans ce problème quelques techniques classiques de manipulation
de Z/pZ et de résolution d’équations diophantiennes. Au passage, ceci permet
d’obtenir le théorème de Lagrange sur les sommes de quatre carrés.

Nous avons utilisé plusieurs fois dans ce problème le résultat suivant : tout
sous-module de Zn est libre de type fini. Nous allons montrer que tout sous-
module N d’un module libre M de type fini sur un anneau principal, est libre
de type fini. Pour plus de clarté et pour “coller au problème”, nous considérerons
le cas de l’anneau Z mais la rédaction est la même avec n’importe quel anneau
principal.

Le module M est libre de type fini : il existe une base (e1, . . . , en). Soit
Nr = N ∩ (Ze1 ⊕ . . . ⊕ Zer) et montrons par récurrence que Nr est libre de
dimension inférieure à r ≤ n.

Pour r = 1, N1 = {0} ou Nr = Zα.e1 avec α 6= 0. Le résultat annoncé est
donc vrai.

Supposons que Nr soit libre de dimension inférieure à r < n et considérons
l’ensemble

A = {a ∈ Z| ∃αi ∈ Z,

r∑

i=1

αiei + aer+1 ∈ N}.
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Comme N est un sous-module de M , on vérifie aisément que A est un idéal de
Z qui est principal donc A est de la forme αZ avec α ∈ Z .

Si α = 0 alors Nr+1 = Nr donc le résultat annoncé est vrai au rang r + 1.

Sinon, il existe c ∈ N et des αi ∈ Z tels que c =
r∑

i=1

αiei +αer+1. On a alors

Nr+1 = Nr ⊕ Zc et Nr+1 est libre de dimension inférieure à r + 1.
Par récurrence, le résultat annoncé est vrai pour tout r ≤ n.
Pour obtenir le résultat final, il suffit de prendre r = n.
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2.2 Correction

I. Questions utiles pour la suite du problème

A. Décomposition d’un élément de S(E)

1.a. Pour tout vecteur u ∈ E, l’endomorphisme fu : x 7→ (u|x)u est
symétrique positif car pour tout x, y ∈ E, (fu(x)|y) = (u|x)(u|y) = (x|fu(y)) et
pour tout x ∈ E, (fu(x)|x) = (u|x)2 ≥ 0.

1.b. Lorsque u = 0, l’application fu est l’endomorphisme nul de E. Si u 6= 0
alors rg(fu) = 1 puisque imfu ⊂ Ru et fu(u) = ‖u‖2u 6= 0.

1.c. Si ‖u‖ = 1 alors fu(u) = u. Pour tout y ∈ (Ru)⊥, on a fu(y) = 0 donc
fu est le projecteur orthogonal sur Ru parallèlement à (Ru)⊥.

1.d. Soit B = (b1, ..., bn) une base orthonormale de E et U la matrice de u
dans cette base B. On a alors pour tout 1 ≤ i ≤ n, Ui = (u|bi). Le coefficient
de la matrice de fu en ième ligne et j ème colonne dans la base B est donné par :
(fu(bj)|bi) = (u|bj)(u|bi) et cöıncide avec celui de UU?. Ceci justifie que dans
la suite du problème, on notera uu? l’application fu.

2. Si uu? = vv? : il est clair que u = 0 ⇔ v = 0. Sinon u est colinéaire à v et il
existe λ ∈ R tel que v = λu et comme uu?(u) = vv?(u) alors (1−λ2)(u|u)u = 0.
On a donc λ = 1 ou λ = −1. Réciproquement si u = v ou u = −v alors
uu? = vv?.

3. Soit f ∈ S(E). f est donc diagonalisable dans une base orthonormale de
vecteurs propres. Notons (e1, ..., en) cette base de vecteurs propres et (λ1, ..., λn)
les valeurs propres associées. Pour tout x ∈ E, on a f(x) =

∑n
i=1 λi(x|ei)ei ce

qui veut justement dire que f =
∑n

i=1 λieie
?
i . Réciproquement, si f admet une

décomposition de la forme
∑n

i=1 λieie
?
i avec (e1, . . . , en) base orthonormale de

E, alors, pour tout k ∈ {1, . . . , n}, f(ek) = λkek donc ek est vecteur propre de
f associé à la valeur propre λk.

f est dans S+(E) si et seulement si pour tout x ∈ E, (x|f(x)) ≥ 0. Si f est
dans S+(E) alors pour tout i = 1, ..., n, (f(ei)|ei) = λi ≥ 0 et réciproquement, si
toutes les valeurs propres de f sont positives alors (x|f(x)) =

∑n
i=1 λi(x|ei)2 ≥ 0

pour tout x ∈ E.

4. Soit f ∈ S(E) tel que ∀x ∈ E, (x|f(x)) = 0 alors pour tout x, y ∈
E, (x + y|f(x + y)) = 0. En développant cette expression et en utilisant le fait
que f ∈ S(E), on en déduit que ∀x, y ∈ E, (f(x)|y) = 0 c’est à dire que pour
tout x ∈ E , f(x) ∈ E⊥, donc f = 0.

5. Soit f ∈ S+(E) et x ∈ E. On sait alors que pour tout y ∈ E, pour tout
λ ∈ R, (λx + y|f(λx + y)) ≥ 0. Si (x|f(x)) = 0, on obtient que 2(f(x)|y)λ +
(y|f(y)) ≥ 0, pour tout λ ∈ R, y ∈ E, ce qui n’est vrai que lorsque f(x) ∈ E⊥.
Ceci implique que f(x) = 0.

6. Par le I.A.3 on a déjà vu que si f ∈ S+(E) alors ses valeurs propres
sont positives et f =

∑n
i=1 λieie

?
i où les ei sont des vecteurs propres de f . En

posant ui =
√

λiei, on a bien f =
∑n

i=1 uiu
?
i . Maintenant, si f admet une

décomposition de la forme f =
∑n

i=1 uiu
?
i alors :
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f est une somme d’endomorphismes symétriques donc f ∈ S(E).
Pour tout x ∈ E, (f(x)|x) =

∑n
i=1(x|ui)2 ≥ 0 donc ∀x ∈ E, (f(x)|x) ≥ 0.

B. Caractérisation des éléments de B(E) et de C(E)

1.a. ∀x ∈ E, ‖f(x)‖2 = (f(x)|f(x)) = (x|f?f(x)), par définition de l’ad-
joint de f . D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que ‖f(x)‖2 ≤
‖x‖‖f?f(x)‖.

Comme ‖f?f(x)‖ ≤ ‖f?‖‖f(x)‖ alors pour tout x ∈ E, ‖f(x)‖ ≤ ‖f?‖‖x‖.
1.b. D’après l’inégalité précédente, on obtient ‖f‖ ≤ ‖f?‖, pour tout f ∈

L(E). En appliquant cette dernière inégalité à f?, comme f?? = f , on a aussi
‖f?‖ ≤ ‖f‖ . On a bien pour tout f ∈ L(E), ‖f‖ = ‖f?‖.

2.a. f?f est un endomorphisme symétrique car (f?f)? = f?f?? = f?f . De
plus ∀x ∈ E, (f?f(x)|x) = (f(x)|f(x)) ≥ 0 donc f?f ∈ S+(E).

2.b. L’endomorphisme id − f?f est évidemment symétrique donc il est
élément de S+(E) si et seulement si pour tout x ∈ E, (x|x− f?f(x)) = ‖x‖2 −
‖f(x)‖2 ≥ 0. Cette condition caractérise le fait que ‖f‖ ≤ 1 ou encore que
f ∈ B(E).

3.a. En dimension finie, la sphère unité de E est compacte et comme f
est continu ainsi que l’application x 7→ ‖x‖ alors sup‖x‖=1 ‖f(x)‖ est atteint en
un point de la sphère unité. On en déduit que si ‖f‖ = 1 alors Ef 6= {0}. La
réciproque est évidente pour f ∈ B(E).

3.b. D’après I.B.2.b. f ∈ B(E) ⇔ id − f?f ∈ S+(E), et par le I.A.5., on
sait que pour x ∈ E, (id − f?f)(x) = 0 si et seulement si (x|x − f?f(x)) = 0.
On en conclut que ker(id− f?f) = Ef .

Comme ‖f‖ = ‖f?‖ alors f ∈ B(E) ⇔ f? ∈ B(E) donc on a de la même
manière Ef? = ker(id − ff?). En particulier Ef et Ef? sont des sous-espaces
vectoriels de E.

3.c. Si x ∈ Ef? alors on vient de voir que x = f(f?(x)). Comme (id −
f?f)(f?(x)) = f?(x−ff?(x)) = 0 alors f?(x) ∈ ker(id−f?f). Ainsi f?(x) ∈ Ef

et comme x = f(f?(x)) alors x ∈ f(Ef ). Réciproquement, si x ∈ f(Ef ) alors
x = f(y) avec y = f?f(y). On a x− ff?(x) = f(y− f?f(y)) = 0 donc x ∈ Ef? .
Il est établi que f(Ef ) = Ef? et comme f?? = f alors f?(Ef?) = Ef . De la
première égalité, on déduit que f transforme une base de Ef en une famille
génératrice de Ef? donc dim Ef ≥ dim Ef? . De même de la seconde égalité on
tire dimEf ≤ dim Ef? .

4. Par le I.B.1.b. on sait que pour tout f ∈ L(E), ‖f‖ = ‖f?‖. Par le
théorème du rang, on sait que rg(id − f?f) = n − dim ker(id − f?f). Pour
f ∈ B(E), on sait que dim Ef = dim Ef? donc rg(id− f?f) = rg(id− ff?). On
a bien f ∈ C(E) ⇔ f? ∈ C(E).

Comme (f?)k = (fk)? alors ‖fk‖ = ‖(f?)k‖. Par définition et le résultat
rappelé par l’énoncé, f ∈ C0(E) si et seulement si f ∈ C(E) et ∃k ∈ N tel que
‖fk‖ < 1. Il est alors clair que f ∈ C0(E) ⇔ f? ∈ C0(E).

5. Soit f ∈ L(E).
Il est évident que (ii) ⇒ (i) car on sait par le I.B.2.b que f ∈ B(E) ⇔

id− f?f ∈ S+(E) et par le I.1.b. que rg(uu?) ≤ 1. On a facilement (ii) ⇒ (iii).
Il ne reste qu’à prouver que (i) ⇒ (ii) et (iii) ⇒ (ii).
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(i) ⇒ (ii) : si f ∈ C(E) alors f ∈ B(E) et rg(id−f?f) ≤ 1. On en déduit que
id − f?f ∈ S+(E). Cet endomorphisme est donc diagonalisable dans une base
orthonormale de vecteurs propres et toutes ses valeurs propres sont positives.
Comme son rang est inférieur à 1, il existe λ ≥ 0 et v ∈ E tels que id− f?f =
λvv? car tous les autres vecteurs propres sont asociés à la valeur propre 0. On
pose u =

√
λv et (ii) est vérifiée.

(iii) ⇒ (ii) : (iii) s’écrit aussi : il existe u ∈ E tel que pour tout x ∈
E, ((id− f?f − uu?)(x)|x) = 0. Comme id− f?f − uu? est un élément de S(E),
alors par le I.A.4. on en conclut que (ii) est vrai.

C. Propriétés des matrices compagnons

Montrons par récurrence sur n que pour tout polynôme unitaire P de degré
n, le polynôme caractéristique de sa matrice compagnon est P .

Si n = 1 et P = X − a0 alors C = [a0] et det(XI − C) = X − a0 ce qui
démontre la propriété au rang 1.

Supposons la propriété vraie au rang n−1. Soit P = Xn−an−1X
n−1− ...−

a1X−a0 et C sa matrice compagnon. En notant Q = Xn−1−an−1X
n−2−...−a1

et D sa matrice compagnon, alors en développant det(XI−C) par rapport à la
première ligne, on a

det(XIn − C) = X det(XIn−1 −D) + (−1)1+n(−a0) det E

où E est une matrice triangulaire supérieure de taille n− 1 n’ayant que des −1
sur la diagonale. On a detE = (−1)n−1 et d’après l’hypothèse de récurrence
det(XIn−1 −D) = Q. Donc det(XIn − C) = XQ− a0 = P .

Pour tout i ∈ {0, ..., n − 1}, on a Ci(E1) = Ei+1 donc la famille
(Ci(E1))0≤i≤n−1 est libre dans Rn et nécessairement la famillle (Ci)0≤i≤n−1

est libre dans Mn(R). Le degré du polynôme minimal de C est donc plus grand
que n. Par ailleurs ce polynôme est unitaire et divise P d’après le théorème de
Cayley-Hamilton : c’est nécessairement P .

II. Le but de cette partie est de déterminer les
matrices triangulaires inférieures qui sont dans
C(Rn) et, si A est une de ces matrices, de trouver

U ∈ Rn tel que In − A?A = UU ?

1. A =
(

λ 0
ν µ

)
alors I2 − A?A =

(
1− (λ2 + ν2) −νµ

−νµ 1− µ2

)
. On sait

que A ∈ C(R2) ⇔ (A ∈ B(R2) et rg(I2 −A?A) ≤ 1).
En dimension 2, rg(I2 − A?A) ≤ 1 ⇔ det(I2 − A?A) = 0, ce qui donne

ν2 = (1− λ2)(1− µ2).
Dans ce cas, les valeurs propres de I2−A?A sont 0 et tr(I2−A?A) = 1−λ2µ2.

Par le I.A.3., on sait que A ∈ B(R2) ⇔ I2 − A?A ∈ S+(R2) ce qui permet de
conclure que

A ∈ C(R2) ⇔ (ν2 = (1− λ2)(1− µ2) et λ2µ2 ≤ 1).(?)
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Si A ∈ C(R2), on obtient facilement λ2 ≤ 1 et µ2 ≤ 1 donc on peut trouver
deux réels α et β tels que λ = cos α et µ = cos β. On a aussi ν2 = sin2 α sin2 β
donc quitte à changer α en −α, ν = − sin α sin β.

Réciproquement si A =
(

cosα 0
− sin α sinβ cos β

)
alors la condition (?) est

satisfaite et donc A ∈ C(R2).

De plus, si l’on pose U =
(

sin α cosβ
sin β

)
alors U est une solution de I2 −

A?A = UU?.

2. On écrit A =
(

B 0
C? ann

)
et U =

(
W
bn

)
où B ∈ Mn−1(R), C,W ∈

Rn−1. On a alors : In − A?A =
(

In−1 −B?B − CC? −annC
−annC? 1− a2

nn

)
et UU? =

(
WW ? bnW
bnW ? b2

n

)
.

Si In − A?A = UU? alors on a 1 − a2
nn = b2

n donc il existe θn ∈ R tel
que ann = cos(θn) et bn = sin(θn). De plus, bnW = −annC et on sait que
(ann, bn) 6= (0, 0) donc il existe V ∈ Rn−1 tel que W = annV et C = −bnV. On
vérifie facilement qu’on a bien In−1 −B?B = WW ? + CC? = V V ?.

La réciproque est évidemment vraie.

3. Soit (λ1, . . . , λn) la liste des valeurs propres imposées. Pour tout k ∈
{1, . . . , n}, |λk| ≤ 1 donc il existe θk ∈ R tel que λk = cos θk. Construisons
par récurrence finie sur k une famille de matrices Ak ∈ Mk(R) et de vecteurs
colonnes Uk ∈ Rk en posant :{

A1 = (cos(θ1))
U1 = (sin(θ1));

et ∀k ∈ {1, . . . , n− 1},





Ak+1 =
(

Ak 0
−sin(θk+1)U?

k cos(θk+1)

)

Uk+1 =
(

cos(θk+1)Uk

sin(θk+1)

)
.

Au rang k = 1, on a bien sûr I1 −A?
1A1 = U1U

?
1 .

De plus, la question précédente prouve que pour tout k ∈ {1, . . . , n − 1},
Ik − A?

kAk = UkU?
k ⇒ Ik+1 − A?

k+1Ak+1 = Uk+1U
?
k+1, donc par récurrence, il

est clair que In−A?
nAn = UnU?

n. D’après I.B.5., on en conclut que An ∈ C(Rn),
et il est clair par construction que cette matrice est bien triangulaire inférieure
avec les valeurs propres souhaitées.

Par ailleurs, si A ∈ C(Rn) , d’après I.B.5., il existe U ∈Mn(R) tel que In −
A?A = UU?. Comme le résultat de la question II.2. est une condition nécessaire
et suffisante, cela prouve que si A est une matrice triangulaire inférieure de
C(Rn) alors elle est nécessairement obtenue par le procédé décrit ci-dessus. On en
conclut que les éléments de C(Rn) qui sont des matrices triangulaires inférieures
sont de la forme A = (aij)1≤i,j≤n où

aij =





j > i : 0
j = i : cos(θi)

j < i : − sin(θi) sin(θj)
i−1∏

l=j+1

cos(θl)
, (θ1, . . . , θn) ∈ Rn.

(Par convention, le produit sur un ensemble vide d’indices est égal à 1.)
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Pour un tel élément A, un vecteur colonne satisfaisant l’équation In−A?A =

UU? est donné par : U =




u1

...
un


 où uj = sin(θj)

n∏

k=j+1

cos(θk).

III. Étude de B(E) et de C0(E)

A. Décomposition d’un élément de B(E)

1.a. Il est clair que F =
⋂

k∈N(f
k)−1(Ef ) où (fk)−1(Ef ) désigne, pour

k ∈ N, l’image réciproque de Ef par fk. On a vu que pour f ∈ B(E), Ef est un
sous-espace vectoriel de E. Donc F est un sous-espace vectoriel de E en tant
qu’intersection de sous-espaces vectoriels de E.

1.b. Soit x ∈ F . Alors pour tout k ∈ N, fk(f(x)) = fk+1(x) ∈ Ef car
x ∈ F . Donc f(x) ∈ F et f(F ) ⊂ F . On peut alors considérer l’endomorphisme
induit par f sur F , noté ϕ. On voit que ϕ est injectif car : F ⊂ Ef et ∀x ∈ Ef ,
‖f(x)‖ = ‖x‖, donc si ϕ(x) = 0 alors ‖x‖ = ‖ϕ(x)‖ = 0. Comme F est de
dimension finie, ϕ est surjectif donc f(F ) = ϕ(F ) = F . D’autre part, si x ∈ F ,
alors x ∈ Ef donc x = f?(f(x)). Comme f(x) ∈ F alors x ∈ f?(F ) et F ⊂
f?(F ). Mais dim f?(F ) ≤ dim F donc F = f?(F ).

1.c. D’après b. F est stable par f?. Donc F⊥ est stable par f??, c’est à dire
que G est stable par f .

2. La question précédente justifie que ϕ = f|F et ψ = f|G définissent bien
deux endomorphismes sur F et G respectivement.

2.a. Soit x ∈ G. Alors ‖ψ(x)‖ = ‖f(x)‖ ≤ ‖x‖ car f ∈ B(E). Donc ψ ∈
B(G).

2.b. On a : F ⊂ Ef donc pour tout x ∈ F , ‖ϕ(x)‖ = ‖f(x)‖ = ‖x‖. Ceci
caractérise les endomorphismes orthogonaux de F .

2.c. Si k = 0 : x /∈ F donc x 6= 0 et (x) forme bien une famille libre de E.
On peut donc supposer k ≥ 1. Par définition de k : fk(x) /∈ Ef et pour

tout entier j < k, f j(x) ∈ Ef . Supposons qu’il existe des scalaires non tous nuls
λ0, . . . , λk tels que

∑k
i=0 λif

i(x) = 0 et notons j le plus grand indice tel que
λj 6= 0. En composant par fk−j , on a fk(x) = −∑j−1

i=0
λi

λj
f i+k−j(x). Comme Ef

est un sous-espace vectoriel de E et pour tout i ∈ {0, . . . , j−1}, f i+k−j(x) ∈ Ef

alors fk(x) ∈ Ef , ce qui est absurde. Ainsi la famille (x, f(x), · · · , fk(x)) est libre
dans E.

On a donc k + 1 ≤ dim E = n et ‖fn(x)‖ = ‖fn−(k+1)(fk+1(x))‖ ≤
‖fk+1(x)‖ car ‖.‖ est une norme d’algèbre sur L(E) et f ∈ B(E). D’autre
part fk(x) /∈ Ef et pour tout entier j < k, f j(x) ∈ Ef , donc : ‖fk+1(x)‖ <
‖fk(x)‖ = ‖x‖. On a bien : ‖fn(x)‖ < ‖x‖.

2.d. On rappelle que ψ ∈ B(G). Par compacité de la boule unité de G, il
existe x0 ∈ G, ‖x0‖ = 1 et ‖ψn‖ = ‖ψn(x0)‖. Comme x0 6= 0, x0 /∈ F car G =
F⊥. D’après la question précédente, ‖ψn‖ = ‖ψn(x0)‖ = ‖fn(x0)‖ < ‖x0‖ = 1.
D’après le résultat rappelé par l’énoncé, ρ(ψ) < 1 et ψ ∈ B0(G).
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3. (iii) ⇒ (ii) : si F = {0} alors E = G et f = f|G = ψ. On vient de voir
que ‖ψn‖ < 1 donc on a (ii).

(ii) ⇒ (i) est une conséquence immédiate du résultat rappelé par l’énoncé.
(i) ⇒ (iii) : supposons F 6= {0}. Pour x ∈ F \ {0} et pour k ∈ N ‖fk(x)‖ =

‖x‖. Donc pour tout k ∈ N, ‖fk‖ ≥ 1. Or, toujours grâce au résultat rappelé
par l’énoncé, ∃k ∈ N tel que ‖fk‖ < 1 car f ∈ B0(E). Ceci est absurde.

B. Caractérisation des éléments de C0(E)

1. Comme f ∈ C(E) alors d’après le I.B.5., il existe effectivement u ∈ E tel
que id− f?f = uu?.

1.a. On sait que Ef = ker(id−f?f) et ici id−f?f = uu?, donc Ef = {u}⊥.
Si x ∈ F alors pour tout k ∈ N, fk(x) ∈ Ef et (fk(x)|u) = 0. Réciproquement
si pour tout k ∈ {0, . . . , n−1}, (fk(x)|u) = 0, alors pour tout k ∈ {0, . . . , n−1}
fk(x) ∈ Ef , c’est à dire ‖f(fk(x))‖ = ‖fk(x)‖. Donc ‖fn(x)‖ = ‖x‖ et d’après
III.A.2.c., on en conclut que x ∈ F .

1.b. Pour tout k ∈ {0, . . . , n− 1}, (fk(x)|u) = (x|(f?)k(u)). Ainsi, d’après
a. F = (u, f?(u), . . . , (f?)n−1(u))⊥.

D’autre part puisque f ∈ C(E), f ∈ C0(E) ⇔ f ∈ B0(E). Or d’après
II.A.3., f ∈ B0(E) ⇔ F = 0. On en conclut que f ∈ C0(E) si et seulement
si Vect(u, f?(u), . . . , (f?)n−1(u)) = E. Comme cette famille est de cardinal n,
on a le résultat.

2. Si n = 1 n’importe quel vecteur non nul fait l’affaire.
Si n ≥ 2 on peut choisir x ∈ (u, f?(u), . . . , (f?)n−2(u))⊥ \ {0}. Les calculs

effectués au 1.a. montrent que ‖x‖ = ‖f(x)‖ = · · · = ‖fn−1(x)‖. Ceci assure
que pour tout k ∈ {0, . . . , n − 1}, ‖fk‖ ≥ 1. Comme f ∈ C0(E) alors, d’après
III.A.3., pour tout k ∈ {0, . . . , n− 1}, ‖fk‖ = 1 et ‖fn‖ < 1.

3. Si n = 1, il n’y a rien à démontrer.
Supposons n ≥ 2. Comme ‖f‖ = 1, on a ‖x‖ = ‖fn−1(x)‖ ≤ ‖fn−2(x)‖ ≤

· · · ≤ ‖f(x)‖ ≤ ‖x‖. Les inégalités ci-dessus sont donc des égalités et pour tout
k ∈ {0, . . . , n− 2}, fk(x) ∈ Ef . Comme ‖fn‖ < 1, fn−1(x) /∈ Ef et n− 1 est le
plus petit entier k tel que fk(x) /∈ Ef . Par III.A.2.c., (x, f(x), . . . , fn−1(x)) est
une famille libre de E, de cardinal n : c’est une base de E.

Il reste à voir que f ∈ C0(E). Comme f ∈ B(E) et ‖fn‖ < 1, il suffit de
montrer que rg(id − f?f) ≤ 1. Or pour tout i ∈ {0, . . . , n − 2}, f i(x) ∈ Ef

donc (id − f?f)(f i(x)) = 0. Comme (f i(x))0≤i≤n−1 est une base de E, on a le
résultat.

C. Etude d’une base adaptée à un élément de C0(E) et
de sa matrice de Gram

1. D’après III.B.2, il existe x ∈ E \ {0} tel que ‖x‖ = ‖fn−1(x)‖, et ‖fn‖ <
1. Cette dernière inégalité assure que ‖fn(x)‖ < ‖x‖. On peut poser ν1 =

1√
‖x‖2−‖fn(x)‖2 x et on a bien ‖fn−1(ν1)‖ = ‖ν1‖ et ‖ν1‖2 − ‖fn(ν1)‖2 = 1.

Puisque f ∈ C0(E), III.B.2. prouve que f et ν1 satisfont aux hypothèses de
la question III.B.3. dont on applique le résultat : (ν1, . . . , νn) est une base de E.
La matrice de f dans cette base est alors la matrice compagnon d’un polynôme
Q. D’après I.C. son polynôme caractéristique est Q donc cette matrice est égale
à C.
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2.a. La formule du produit matriciel de 3 matrices donne pour tout (i, j) ∈
{1, . . . , n}2 ,

(C?ΩC)i,j =
n∑

k=1

n∑

l=1

C?
i,kΩk,lCl,j =

n∑

k=1

n∑

l=1

Ωk,lCk,iCl,j .

Comme Ωk,l = (νk|νl) alors par bilinéarité du produit scalaire, on a

(C?ΩC)i,j =
( n∑

k=1

Ck,iνk|
n∑

l=1

Cl,jνl

)
.

On vient de voir que la matrice de f dans la base (ν1, . . . , νn) est C donc
(C?ΩC)i,j = (f(νi)|f(νj)).

2.b.

(Ω− C?ΩC)i,j = (νi|νj)− (f(νi)|f(νj)) d′après le a.
= (νi|νj − f?f(νj)).

Si j 6= n, νj ∈ Ef = ker(id− f?f) donc (Ω− C?ΩC)i,j = 0.
Si i = j = n, (Ω−C?ΩC)n,n = ‖νn‖2−‖f(νn)‖2 = ‖fn−1(ν1)‖2−‖fn(ν1)‖2 = 1
par construction de ν1.

Comme Ω − C?ΩC est symétrique alors tous ses coefficients sont nuls sauf
celui en position (n, n) : Ω− C?ΩC = EnE?

n.

IV. Résolution dans Mn(R) de l’équation à
l’inconnue G : G− C?GC = H

1. D’après I.C., P est le polynôme caractéristique de C. L’hypothèse faite
sur les racines de P assure que ρ(C) < 1 donc que limk→∞ Ck = 0. Comme
‖(C?)k‖ = ‖Ck‖, on a aussi limk→∞(C?)k = 0. Par continuité du produit
matriciel, (C?)kACk tend vers 0 quand k tend vers l’infini. Or une récurrence
évidente montre que pour tout k ∈ N, A = (C?)kACk donc A = 0.

2.a. On considère Θ : Mn(R) →Mn(R) défini par Θ(M) = M − C?MC.
Θ est alors un endomorphisme de Mn(R) et le 1. prouve qu’il est injectif. C’est
donc un isomorphisme : pour tout B ∈ Mn(R), il existe une unique matrice
A ∈Mn(R) telle que B = Θ(A).

2.b. En multipliant la relation A − C?AC = B à gauche par (C?)p et à
droite par Cp, on obtient que pour tout p ∈ N, (C?)pACp = (C?)p+1ACp+1 +
(C?)pBCp. On additionne les k + 1 premières égalités ainsi obtenues et on en
déduit que pour tout k ∈ N, A = (C?)k+1ACk+1 +

∑k
p=0(C

?)pBCp. On a déjà
vu que limk→∞(C?)k+1ACk+1 = 0 ce qui prouve que la série

( ∑
p(C

?)pBCp
)

est convergente dans Mn(R) et que sa somme vaut A.

3.a. On vient de voir que G =
∑+∞

p=0(C
?)pHCp. On sait que H ∈ S+(Rn)

donc pour tout p ∈ N, (C?)pHCp ∈ S+(Rn). Comme S+(Rn) est un cône
convexe fermé de Mn(R) alors G est aussi dans S+(Rn).
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3.b. (i) ⇔ (ii) : D’après le I.A.5., si Φ ∈ S+(Rn), X ∈ kerΦ ⇔ (ΦX|X) =
0. Or G ∈ S+(Rn) donc X ∈ kerG ⇔ (GX|X) = 0. Par continuité du produit
scalaire, (GX|X) =

∑+∞
p=0(HCpX|CpX) et comme H ∈ S+(Rn), X ∈ kerG ⇔

(∀p ∈ N, CpX ∈ kerH).
(ii) ⇒ (iii) : évident.
(iii) ⇒ (ii) : par le théorème de Cayley-Hamilton, on sait que le polynôme

caractéristique de C (c’est à dire P d’après le I.C.) annule C. Pour tout k ≥ n,
effectuons la division euclidienne de T k par P : on trouve deux polynômes Qk

et Rk tels que T k = QkP + Rk avec deg(Rk) ≤ n − 1. Comme P (C) = 0 alors
Ck = Rk(C). De plus, si pour tout p ∈ {0, . . . , n − 1},HCpX = 0, alors pour
tout polynôme R de degré inférieur ou égal à n−1, HR(C)X = 0. On en conclut
que pour tout k ≥ n, HCkX = HRk(C)X = 0. On a donc bien prouvé que
(iii) ⇒ (ii).

4. Notons d’abord que UU? ∈ S+(Rn), donc nous pouvons appliquer les
résultats obtenus à la question précédente avec H = UU?. En particulier, on sait
alors que G ∈ S+(Rn) donc G est définie positive si et seulement si kerG = {0}.
Par (iii), on a aussi kerG =

{
X : ∀i ∈ {0, . . . , n− 1}, CiX ∈ kerUU?

}
.

Ceci étant dit, remarquons que X ∈ ker UU? ⇔ (U |X) = 0. On en conclut
que G est définie positive si et seulement si

{
X : ∀i ∈ {0, . . . , n−1}, (CiX|U) =

0
}

= {0}, ce qui est exactement la propriété (i).
Montrons que (i) ⇔ (ii) : on a évidemment

(i) ⇔ {
X : ∀i ∈ {0, . . . , n− 1}, (X|(Ci)?U) = 0

}
= {0}

⇔ (U,C?U, . . . , (C?)n−1U)⊥ = {0}
⇔ Vect(U,C?U, . . . , (C?)n−1U) = E.

Comme les familles génératrices de cardinal n sont les bases de Rn, on en conclut
que (i) ⇔ (ii).

5.a. On peut appliquer le résultat de la question précédente avec G = Ω et
U = En. En particulier, montrer que (En, C?En, . . . , (C?)n−1En) est une base
de Rn prouvera que Ω est définie positive :

lorsque l + k ≤ n,CkEl = El+k et ((C?)kEn|El) = (En|CkEl). on en déduit
que si l + k < n alors ((C?)kEn|El) = 0 et si l + k = n alors ((C?)kEn|El) = 1.
La matrice des vecteurs colonnes

(
(C?)kEn

)
0≤k≤n−1

exprimée dans la base
(En, . . . , E1) est alors triangulaire supérieure et n’admet que des 1 sur la diago-
nale. La famille (En, C?En, . . . , (C?)n−1En) forme donc une base de Rn.

5.b. Comme la famille (En, C?En, . . . , (C?)n−1En) est génératrice dans Rn,
pour tout U ∈ Rn, il existe une famille de scalaires (λ0, . . . , λn−1) telle que U =∑n−1

i=0 λi(C?)iEn. Soit Q(T ) =
∑n−1

i=0 λiT
i alors U = (Q(C))?En et deg Q ≤

n − 1. De plus s’il existe deux polynômes Q1 et Q2 de degrés inférieurs ou
égaux à n−1 vérifiant (Q1(C))?En = (Q2(C))?En alors par liberté de la famille
(En, C?En, . . . , (C?)n−1En), leurs coefficients sont égaux, ce qui prouve l’unicité
d’un tel polynôme.

Par propriété de commutativité de l’algèbre des polynômes d’une matrice,
on constate que Q(C)?ΩQ(C) − C?Q(C)?ΩQ(C)C = Q(C)?(Ω − C?ΩC)Q(C)
= UU? car Ω − C?ΩC = EnE?

n. Or par le 2.a., G est l’unique solution de
l’équation G− C?GC = UU? donc G = Q(C)?ΩQ(C).

5.c. Par le I.A.6., on sait que G − C?GC ∈ S+(Rn) si et seulement si il
existe U1, . . . , Un ∈ Rn tels que G− C?GC =

∑n
i=1 UiU

?
i .
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D’après la question précédente, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, il existe Qi ∈ R[T ]
tel que Gi = (Qi(C))?ΩQi(C) soit la solution de l’équation Gi−C?GiC = UiU

?
i .

On en conclut que G =
∑n

i=1 Gi est la solution de G− C?GC =
∑n

i=1 UiU
?
i ce

qui prouve que si G−C?GC ∈ S+(Rn) alors il existe n polynômes Q1, . . . , Qn ∈
R[T ] tels que G =

∑n
i=1(Qi(C))?ΩQi(C).

Réciproquement, s’il existe n polynômes Q1, . . . , Qn ∈ R[T ] tels que G =∑n
i=1(Qi(C))?ΩQi(C) alors, en effectuant le même calcul qu’à la question

précédente, il est facile de constater que G − C?GC =
∑n

i=1 UiU
?
i , où Ui =

(Qi(C))?En. A nouveau par le I.A.6, on en conclut que G− C?GC ∈ S+(Rn).

V.

A. Existence d’éléments f de C0(E) tels que χf = P

1. Il suffit, si P =
∏n

i=1(X − λi) (les λi sont éventuellement confondus),
de reprendre l’algorithme de II.3. pour construire une matrice M triangulaire
inférieure dont les valeurs propres sont les λi, et qui appartient à C(Rn). Comme
les racines de P sont de modules strictement inférieurs à 1, ρ(M) < 1 donc
M ∈ C0(Rn).

On considère alors une base orthonormée B de E et on prend f ∈ L(E) qui
admet M pour matrice dans B. Par définition, on a ρ(f) = ρ(M) et ‖f‖ = ‖M‖.
D’autre part, la matrice de f? dans B est M? car B est orthonormée, donc
rg(id−f?f) = rg(I−M?M). Comme M ∈ C0(Rn) alors f ∈ C0(E) et il est clair
que χf = P .

2.a. D’après IV.5.a., Ω est définie positive.
Soit B = (b1, . . . , bn) une base orthonormée de E et ω l’endomorphisme de

E représenté par Ω dans cette base. ω est symétrique défini positif, donc on peut
trouver une base orthonormée B′ telle que Mat(ω,B′) = diag(µ1, . . . , µn) avec
pour tout i ∈ {1, . . . , n}, µi > 0. On définit alors v ∈ L(E) par Mat(v,B′) =
diag(

√
µ1, . . . ,

√
µn), et on constate que v est un automorphisme symétrique de

E tel que ω = v2.
Soit νi = v(bi) pour i ∈ {1, . . . , n}., alors (ν1, . . . , νn) est une base de E car v

est un automorphisme et pour tout (i, j) ∈ {1, . . . , n}2, (νi|νj) = (v(bi)|v(bj)) =
(bi|ω(bj)) = Ωij . On a donc bien G(ν1, . . . , νn) = Ω.

2.b. Considérons l’endomorphisme f de E dont la matrice dans la base
(ν1, . . . , νn) est C. Le I.C. nous assure immédiatement que χf = P . En reprenant
le calcul fait au III.C.2.a. on trouve que C?ΩC = G(f(ν1), . . . , f(νn)). Comme
Ω − C?ΩC = EnE?

n, on a ((id − f?f)(νi)|νj) = 0 si (i, j) 6= (n, n) et ((id −
f?f)(νn)|νn) = 1.

(ν1, . . . , νn) est une base de E donc pour tout x ∈ E, il existe (λ1, . . . , λn) ∈
Rn tel que x =

∑n
i=1 λiνi. On a alors

((id− f?f)(x)|x) =
∑

i,j

λiλj((id− f?f)(νi)|νj) = λ2
n.

Soit u tel que u ∈ (ν1, . . . , νn−1)⊥ et (u|νn) = 1. Alors ((id − f?f)(x)|x) =
λ2

n = (u|x)2, pour tout x ∈ E. Par le I.B.5, on sait alors que f ∈ C(E). Comme
χf = P , ρ(f) < 1 et f ∈ C0(E).
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3. Il est évident que (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii).
Supposons (iii) et appelons D la matrice compagnon de χf = χg. D’après

III.C., on peut trouver deux bases B = (ν1, . . . , νn) et B′ = (ν′1, . . . , ν
′
n) de

E, telles que Mat(f ; B) = D = Mat(g; B′). Si Ω = G(ν1, . . . , νn) et Ω′ =
G(ν′1, . . . , ν

′
n) alors Ω−D?ΩD = EnE?

n et Ω′−D?Ω′D = EnE?
n. D’après IV.2.a,

on en déduit que Ω = Ω′. Soit r l’endomorphisme de E défini par r(νi) =
ν′i pour tout i ∈ {1, . . . , n}. De Ω = Ω′, on déduit que pour tout (i, j) ∈
{1, . . . , n}2, (r(νi)|r(νj)) = (νi|νj) ce qui permet de conclure que r ∈ O(E).
Comme Mat(f ; B) = Mat(g,B′) alors rfr−1 = g et on a montré (i).

B. Maximum de ‖Q(g)‖ lorsque ‖g‖ ≤ 1 et P (g) = 0

1.a. Comme P (g) = 0 alors
∑n

k=1 Ck,ngk−1(u) = gn(u). C est la ma-
trice compagnon du polynôme P , donc en reprenant le calcul matriciel effectué
au III.2.a. et en utilisant la forme de la matrice C, on trouve que C?GC =
G(g(u), . . . , gn(u)). On prouve alors facilement par récurrence que pour tout
k ∈ N, (C?)kGCk = G(gk(u), . . . , gn+k−1(u)), d’où l’on déduit que pour tout
polynôme Q ∈ R[T ],

Q(C)?GQ(C) = G(Q(g)(u), . . . , Q(g)(gn−1(u))).

On a alors pour tout X =




x1

...
xn


,

(Q(C)?GQ(C)X|X) =
n∑

i,j=1

(
Q(g)(gi−1(u))|Q(g)(gj−1(u))

)
xixj

=
n∑

i,j=1

(
xiQ(g)(gi−1(u))|xjQ(g)(gj−1(u))

)
.

En notant x =
∑n

i=1 xig
i−1(u), par bilinéarité du produit scalaire, on a bien

la relation cherchée : ‖Q(g)(x)‖2 = (Q(C)X)?G(Q(C)X).

1.b. Soit X ∈ Rn.

X?(G− C?GC)X = X?GX −X?C?GCX

= X?GX − (CX)?GCX

= ‖x‖2 − ‖g(x)‖2 d′après a. avec Q(T ) = T

≥ 0 car g ∈ B(E).

Donc G− C?GC ∈ S+(Rn).

1.c. D’après b. et IV.5.c, il existe n polynômes Q1, . . . , Qn tels que

G =
n∑

i=1

Qi(C)?ΩQi(C).

Reprenons la formule établie au a. : ‖Q(g)(x)‖2 = (Q(C)X)?G(Q(C)X). Elle
devient maintenant :

‖Q(g)(x)‖2 = (Q(C)X)?
( n∑

i=1

Qi(C)?ΩQi(C)
)
(Q(C)X)
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=
n∑

i=1

(
Q(C)Qi(C)X

)?Ω
(
Q(C)Qi(C)X

)
.

On a utilisé au passage le fait que Qi(C) et Q(C) commutaient.
Comme f ∈ C0(E), P est son polynôme caractéristique, C est la matrice

compagnon associée à P alors les résultats du III.C. peuvent s’appliquer. On
trouve alors une base V = (v1, . . . , vn) telle que Mat(f, V ) = C et G(v1, . . . , vn)
satisfait l’équation G(v1, . . . , vn)−C?G(v1, . . . , vn)C = EnE?

n. Maintenant, rap-
pelons que Ω a été choisie telle que Ω − C?ΩC = EnE?

n (au IV.5.) et par le
IV.2.a., on en conclut que G(v1, . . . , vn) = Ω.

On vient juste de voir que la matrice du produit scalaire dans la base
(v1, . . . , vn) est égale à Ω. Soit ui le vecteur de E ayant pour matrice colonne
Qi(C)X dans cette base, alors Q(f)(ui) a pour matrice colonne Q(C)Qi(C)X
et ‖Q(f)(ui)‖2 =

(
Q(C)Qi(C)X

)?Ω
(
Q(C)Qi(C)X

)
. A condition d’avoir choisi

au départ X =




1
0
...
0


, c’est à dire x = u, on a trouvé des vecteurs (u1, . . . , un)

tels que pour tout polynôme Q ∈ R[T ],
n∑

i=1

‖Q(f)(ui)‖2 = ‖Q(g)(x)‖2.

2. Soit u ∈ E. D’après 1.c., il existe (u1, . . . , un) ∈ Rn tel que pour tout
polynôme réel R, on a : ‖R(g)(u)‖2 =

∑n
i=1 ‖R(f)(ui)‖2.

Appliquons ce résultat à R = 1 : ‖u‖2 =
∑n

i=1 ‖ui‖2.
Appliquons aussi ce résultat à R = Q :

‖Q(g)(u)‖2 =
n∑

i=1

‖Q(f)(ui)‖2 ≤
n∑

i=1

‖Q(f)‖2‖(ui)‖2

=
n∑

i=1

‖Q(f)‖2‖(ui)‖2 = ‖Q(f)‖2
n∑

i=1

‖ui‖2

= ‖Q(f)‖2‖u‖2

On en conclut que pour tout u ∈ E, ‖Q(g)(u)‖ ≤ ‖Q(f)‖ ‖u‖, ce qui assure que
‖Q(g)‖ ≤ ‖Q(f)‖.

2.3 Commentaires

Il s’agit d’un sujet d’algèbre linéaire et bilinéaire qui met en œuvre l’essentiel
des notions et théorèmes relatif à la réduction des endomorphismes et à la
manipulation des normes en dimension finie. Il est abordable dès le début de la
préparation à l’agrégation.

Nous nous proposons de démontrer les deux équivalences admises par l’énoncé :
pour tout endomorphisme f ∈ L(E),

ρ(f) < 1 ⇐⇒ lim
p→+∞

fp = 0 ⇐⇒ ∃k ∈ N : ‖fk‖ < 1.



2.3. COMMENTAIRES 35

a. Commençons par établir la seconde équivalence :
Si lim

p→+∞
fp = 0, il est clair que, pour k assez grand : ‖fk‖ < 1.

Réciproquement, soit k ∈ N tel que : ‖fk‖ < 1. Pour tout n ∈ N, la division
euclidienne de n par k s’écrit n = qnk + rn où 0 ≤ rn < k.

On a alors : ‖fn‖ = ‖(fk)qnfrn‖ ≤ ‖fk‖qn‖frn‖ ≤ mk‖fk‖qn en posant
mk = sup

0≤j≤k−1
‖f j‖ qui est indépendant de n. On remarque que lim

n→∞
qn = +∞

donc, comme ‖fk‖ < 1, on a : lim
n→∞

‖fk‖qn = 0. Ainsi, lim
n→∞

‖fn‖ = 0.

b. Nous nous intéressons maintenant à la première équivalence : commen-
çons par remarquer que le passage en complexe est inévitable dans la mesure
où la définition même de ρ(f) est en terme de racines complexes de χf . Pour
éviter de complexifier l’espace réel E (le lecteur pourra consulter à ce sujet le
tome 2 du cours de Mathématiques spéciales écrit par Ramis-Deschamps-Odoux
édité chez Masson), nous allons transférer le problème de la convergence dans
L(E) vers un problème de convergence dans Mn(C). Plus précisément : L(E)
est un espace vectoriel réel de dimension finie donc toutes les normes sur L(E)
définissent la même topologie.

Soit ‖ · ‖ une norme d’algèbre sur Mn(C) et (e1, . . ., en) une base de E.
Pour tout g ∈ L(E), en notant Mg = Mat(g; e1, . . . , en) ∈ Mn(C), on définit
l’application N de L(E) dans R+ par N(g) = ‖Mg‖. On vérifie alors que N est
une norme sur le R-espace vectoriel L(E).

On pose M = Mf et on a, pour tout k ∈ N : Mk = Mat(fk; e1, . . . , en),
c’est à dire N(fk) = ‖Mk‖. Ainsi, la convergence de fk vers 0 dans (L(E), N)
est équivalente à celle de Mk dans (Mn(C), ‖.‖).

Supposons ρ(f) < 1 :
Le polynôme caractéristique χf est scindé sur C. Soient λ1, . . . , λs les racines

distinctes de χf dans C, on a : χf (T ) =
∏s

j=1(λj − T )αj (avec αj ≥ 1).
En notant m l’endomorphisme de Cn représenté par M dans la base canonique,
le théorème de décomposition des noyaux et le théorème de Cayley-Hamilton
(comme χf = χm alors χf (m) = 0) donne :

Cn = ker(m− λ1I)α1 ⊕ . . .⊕ ker(m− λsI)αs .

Ainsi, M est semblable à une matrice bloc-diagonale M̃ , où chaque bloc est
de la forme λjI + Bj , avec Bj nilpotente d’ordre αj (il suffit de considérer une
base de chaque sous-espace caractéristique ker(m−λjI)αj ). Soit P la matrice de
passage correspondante, on a : Mk = PM̃kP−1 et ‖Mk‖ ≤ ‖P‖‖P−1‖‖M̃k‖.
On remarque que M̃k est toujours bloc-diagonale. On peut en fait écrire M̃ =
D +

∑s
j=1 Aj , avec D diagonale (de termes λ1, . . . , λs) et Aj nilpotente d’ordre

αj . Ainsi, en tenant compte de la forme par bloc de D et des Aj , on a la relation :

M̃k =
s∑

j=1

k∑

l=0

Cl
kλk−l

j Al
j =

s∑

j=1

αj−1∑

l=0

Cl
kλk−l

j Al
j .

Donc ‖M̃k‖ ≤ σ

s∑

j=1

αj−1∑

l=0

Cl
k|λj |k−l avec σ = sup

1≤j≤s
sup

0≤l≤αj−1
‖Al

j‖ qui est fini.

On obtient ‖M̃k‖ ≤ σ

s∑

j=1

αj−1∑

l=0

Cl
kρ(f)k−l. Comme ρ(f) < 1, le terme de droite
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converge vers 0 quand k tend vers l’infini donc, Mk converge vers 0 dans
(Mn(C), ‖.‖). On en conclut que fk converge vers 0 dans (L(E), N).

Réciproquement : supposons que fk converge vers 0 dans L(E). L’endomor-
phisme fk est représenté par Mk dans la base (e1, . . . , en). Soit λ une racine
de χf et X un vecteur propre de M associé, appartenant à Cn : MkX = λkX.
En choisissant la norme d’opérateur sur Cn comme norme ‖ · ‖ sur Mn(C), on
obtient :

‖Mk‖ = sup
X 6=0

‖MkX‖
‖X‖ ≥ |λk|.

Soit N la norme sur L(E) associée à cette norme d’opérateur alors N(fk) ≥ |λk|.
Par ailleurs l’hypothèse impose que lim

k→∞
N(fk) = 0 donc |λ| < 1. On en déduit

que ρ(f) < 1.

Signalons que ρ(f) s’appelle d’habitude le rayon spectral de f . Cette série
d’equivalence permet d’en obtenir la caractérisation usuelle suivante (indépen-
dante de la norme choisie) :

ρ(f) = lim
n→∞

‖fn‖1/n.

D’abord la convergence de la suite (‖fn‖1/n)n∈N est un exercice classique.
Cette limite est alors l’inverse du rayon de convergence de la série entière réelle∑ ‖fn‖xn. En appliquant le lemme d’Abel et la première équivalence, ce rayon
de convergence est aussi égal à 1

ρ(f) .



Chapitre 3

Session de 1991

3.1 Sujet
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3.2 Correction

A. Théorème de Gauss-Lucas, séries lacunaires.

I. Le théorème de Gauss-Lucas.

1. Enveloppe convexe d’une partie d’un espace affine réel E.

a. Soit (Ci)i∈I une famille quelconque de parties convexes de E.
Si

⋂
i∈I Ci = ∅ alors elle est évidemment convexe.

Sinon, pour tout x, y ∈ ⋂
i∈I Ci on sait que pour tout i ∈ I, x ∈ Ci et y ∈ Ci.

Comme Ci est convexe alors

∀i ∈ I, [x, y] ⊂ Ci,

où [x, y] désigne le segment reliant x à y. Ceci prouve que [x, y] ⊂ ⋂
i∈I Ci et

que
⋂

i∈I Ci est convexe.

b. Soit C = {C ⊂ E tel que C convexe et A ⊂ C}. On a alors les deux
propriétés suivantes : C est non vide car E ∈ C et pour tout C ∈ C, A ⊂ C. On
définit alors C(A) par :

C(A) =
⋂

C∈C
C.

D’après la question précédente, on sait que C(A) est convexe et par construction,
C(A) vérifie la propriété :

(P) pour tout convexe K ⊂ E, A ⊂ K ⇔ C(A) ⊂ K.

On a unicité de cet ensemble car si C1(A) et C2(A) sont deux convexes vérifiant
(P) alors : comme A ⊂ C1(A) et C2(A) vérifie (P) alors C2(A) ⊂ C1(A). De la
même manière C1(A) ⊂ C2(A) donc C1(A) = C2(A).

c. Soit B = {barycentres des systèmes (λi,Mi) tels que
n∑

i=1

λi 6= 0, λi ≥ 0}.
Par propriété de transitivité des barycentres, B est un convexe de l’espace affine
E.

- Comme A = {M1, . . . , Mn} alors il est évident que A ⊂ B.

- D’autre part, si K est un convexe de E contenant A alors par définition
de la convexité, K contient tous les barycentres des systèmes (λi, Mi) avec∑n

i=1 λi 6= 0 et λi ≥ 0 donc B ⊂ K.

On a ainsi prouvé que B vérifie la propriété (P) donc B est l’enveloppe convexe
de A.

2. Le théorème de Gauss-Lucas.
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a. On a P = c

p∏

i=1

(X−αi)ni avec ni ≥ 1, c complexe non nul, et les nombres

complexes αi deux à deux distincts. On en déduit que

P ′ = c

p∑

i=1

ni(X − αi)ni−1
∏

j 6=i

(X − αj)nj

=
p∑

i=1

ni
P

X − αi

et que
P ′

P
=

p∑

i=1

ni

X − αi
.

b. Soit z tel que P ′(z) = 0 et P (z) 6= 0 alors par l’égalité précédente, on a

0 =
p∑

i=1

ni

z − αi
.

Or 1
z−αi

= z−αi

|z−αi|2 et ni ∈ N donc en prenant le conjugué de cette expression,

0 =
p∑

i=1

ni
z − αi

|z − αi|2 .

c. On a Z(P ) = {z ∈ C; P (z) = 0} = {α1, . . . αp} donc par le 1.c., C(Z(P ))
est l’ensemble des barycentres des systèmes (λi, αi) tels que

∑p
i=1 λi 6= 0 et

λi ≥ 0. Si z ∈ Z(P ′) alors distinguons deux cas :
si z ∈ Z(P ) alors z ∈ C(Z(P )),
si z /∈ Z(P ) alors par la question précédente, on sait que z est barycentre
du système

(
αi,

ni

|z−αi|2
)

(c’est la définition même du barycentre). On a bien

ni

|z − αi|2 ≥ 0 et
p∑

i=1

ni

|z − αi|2 6= 0 donc z ∈ C(Z(P )).

On a alors prouvé le théorème de Gauss-Lucas : Z(P ′) ⊂ C(Z(P )).

3. Application à la localisation des zéros dans un disque.

On suppose que Z(P )) ⊂ D(0, R), disque de centre 0 et de rayon R. Comme
D(0, R) est convexe alors C(Z(P )) ⊂ D(0, R). Le théorème de Gauss-Lucas
assure que Z(P ′) ⊂ C(Z(P )) donc les zéros du polynôme dérivé sont aussi de
module inférieur ou égal à R.

II. Surjectivité des fonctions définies par une série la-
cunaire.

Comme tous les complexes ak sont distincts de 0, Pd est un polynôme de
valuation n0 = 0 et de degré nd, Qd est un polynôme de degré nd et de valuation
0 et Rd est un polynôme de valuation 0 et de degré nd − 1.

a. Comme Qd(X) = XndPd( 1
X ) et val(Qd) = 0 alors

Z(Qd) = {z ∈ C,
1
z
∈ Z(Pd)}.
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Comme Rd(X) = Xnd−1Q′d(
1
X ) et val(Rd) = 0 alors

Z(Rd) = {z ∈ C,
1
z
∈ Z(Q′

d)}.

Si Pd n’a pas de zéros dans D(0, ρ) alors Z(Qd) ⊂ D(0, 1/ρ). Par le I.3. on en
déduit que Z(Q′d) ⊂ D(0, 1/ρ) donc Rd n’a pas de zéros dans D(0, ρ).

b. Par définition de Qd et de Rd, on a clairement :

Qd(X) =
d∑

k=0

akXnd−nk ,

Q′
d(X) =

d−1∑

k=0

ak(nd − nk)Xnd−nk−1,

Rd(X) =
d−1∑

k=0

ak(nd − nk)Xnk = nd − (nd − 1)X +
d−1∑

k=2

ak(nd − nk)Xnk .

c. Prouvons ce résultat par récurrence. Soit H(d) l’hypothèse :

pour toute série entière lacunaire 1−z +
+∞∑

k=2

akznk , le polynôme Pd =
d∑

k=0

akznk

admet un zéro de module inférieur ou égal à ρd.
L’hypothèse est vraie au rang 1 car dans ce cas, pour toute série entière lacunaire
de ce type, on a P1 = 1− z donc P1 admet une unique racine z = 1 de module
inférieur ou égal à 1.
Supposons H(d − 1) vraie et prouvons H(d). On considère une série entière
lacunaire

1− z +
+∞∑

k=2

akznk et Pd =
d∑

k=0

akznk .

Dans ce cas, Rd = nd− (nd−1)X +
∑d−1

k=2 ak(nd−nk)Xnk . Comme (nk)k∈N est
une suite strictement croissante, n1 = 1 et d ≥ 2 alors nd ≥ 2. Soit

S = 1−X +
d−1∑

k=2

ak
nd − nk

nd

(
nd

nd − 1

)nk

Xnk

de telle sorte que Rd = ndS

(
nd − 1

nd
X

)
. On définit la série entière lacunaire,

1− z +
+∞∑

k=2

bkznk , avec




∀ 2 ≤ k ≤ d− 1, bk = ak

nd − nk

nd

(
nd

nd − 1

)nk

∀ k ≥ d, bk = ak.

D’après H(d− 1), on sait que le polynôme S admet un zéro de module inférieur
ou égal à ρd−1 ce qui prouve que Rd admet un zéro de module inférieur ou égal
à ρd = nd

nd−1ρd−1. Par contraposée du a., Pd admet un zéro de module inférieur
ou égal à ρd donc H(d) est vraie.
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2. Existence d’un zéro de f .

a. On vient de voir que pour tout d ∈ N?, il existe z ∈ C tel que Pd(z) = 0
et |z| ≤ ρd. Or pour tout d ≥ 2,

ln ρd =
d∑

k=2

ln
1

1− 1
nk

Comme (nk) est une suite d’entiers strictement croissante, lim
k→∞

nk = ∞ et

ln
1

1− 1
nk

∼ 1
nk

. La série
∑

1
nk

est convergente donc par critère de comparaison

des séries à termes positifs,
∑

ln 1
1− 1

nk

est convergente ce qui prouve que (ρd)d≥2

est une suite bornée de C. Soit M = sup
d≥1

|ρd| alors

∀d ∈ N?,∃z ∈ C tel que P (z) = 0 et |z| ≤ M.

b. Par le a., pour tout d ∈ N?, il existe zd ∈ D(0,M) tel que P (zd) = 0. La
suite (zd)d∈N a donc tous ses éléments contenus dans le compact D(0,M). On
peut en extraire une sous-suite convergente vers z ∈ D(0,M). Comme f(zd) =
f(zd)− Pd(zd) alors

|f(zd)| ≤ sup
z∈D(0,M)

|f(z)− Pd(z)|.

Or Pd converge uniformément vers f sur D(0,M) (le rayon de convergence de
la série entière lacunaire est infini et on a même convergence normale sur tous
les compacts de C) donc lim

d→∞
|f(zd)| = 0. Comme f est continue et lim

d→∞
zd = z

alors f(z) = 0.

3. On a

g(z) = g(0) + g′(0)z +
∞∑

k=2

bkznk .

Soit y ∈ C. Si y = g(0) alors on a trouvé un antécédent de y
Si y 6= g(0) alors g(z) = y s’écrit (car g′(0) 6= 0) :

1− g′(0)
y − g(0)

z −
∞∑

k=2

bk

y − g(0)

(
y − g(0)

g′(0)

)nk
(

g′(0)z
y − g(0)

)nk

= 0.

En posant Z =
g′(0)z

y − g(0)
, ak =

bk

y − g(0)

(
y − g(0)

g′(0)

)nk

et en définissant f la

série entière lacunaire associée à cette suite :

f(Z) = 1− Z +
∞∑

k=2

akZnk ,

on a

g(z) = y ⇐⇒
(

f(Z) = 0 et z =
y − g(0)

g′(0)
Z

)
.
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Comme g est une série entière lacunaire de rayon de convergence infini, il en est
de même pour f et f vérifie les hypothèses du 1. et 2. ce qui permet de conclure
par le 2.b. que f admet un zéro dans C. On a alors trouvé un antécédent de y

par g.

B. Localisation des zéros d’un polynôme.

1. Localisation des valeurs propres d’une matrice.

a. On suppose que α > 0. Soit i0 tel que ‖X‖ = |xi0 | = max1≤i≤n |xi|. On
a alors ‖AX‖ ≥ |(AX)i0 |. Or

|(AX)i0 | = |
n∑

j=1

Ai0jxj | ≥ |Ai0i0xi0 | −
∑

j 6=i0

|Ai0j ||xj |

et pour tout j 6= i0, |xj | ≤ ‖X‖ = |xi0 | donc

‖AX‖ ≥ |(AX)i0 | ≥ ‖X‖Li0 ≥ α‖X‖.
On en déduit que si AX = 0 alors ‖X‖ = 0 donc X = 0 ce qui prouve que A
est injective. Comme la dimension est finie, A est inversible.

b. Soit B = λI−A avec λ ∈
( n⋃

1

D(Aii,
∑

j 6=i

|Aij |)
)c

. Pour tout i = 1, . . . , n

|Bii| = |λ−Aii| >
∑

j 6=i

|Aij | =
∑

j 6=i

|Bij |.

Soit α = min
1≤i≤n

{|Bii| −
∑

j 6=i

|Bij |} alors α > 0 (car le nombre d’indices est fini)

et par le a., on en conclut que B est inversible. Pour toute valeur propre λ de
A, la matrice λI−A est non inversible donc par contraposée,

λ ∈
n⋃
1

D(Aii,
∑

j 6=i

|Aij |).

2. Application aux polynômes.
On établit par récurrence que P est au signe près le polynôme caractéristique
de A (il s’agit même du polynôme minimal, voir la question I.C. du sujet de
1990) donc par le 1.b., tout zéro de P est dans l’ensemble

D(0, 1) ∪D(−an−1,

n−2∑

j=0

|aj |).

3. Par le A.I.2.a. on a vu que lorsque P = c
∏p

i=1(X − αi)n−i,

P ′

P
=

p∑

j=1

nj

X − αj
.
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Ainsi,
1

2iπ

∫

Γ

P ′(z)
P (z)

dz =
p∑

j=1

1
2iπ

∫

Γ

nj

z − αj
dz.

Par le théorème des résidus, on sait que si αj ∈ D, 1
2iπ

∫
Γ

dz
z−αj

= 1 et si αj /∈ D,
1

2iπ

∫
Γ

dz
z−αj

= 0 donc

1
2iπ

∫

Γ

P ′(z)
P (z)

dz =
∑

j tel que αj∈D

nj .

C. Le théorème de Grace.

1. Action de GL2(C) sur la sphère de Riemann.

a. Soit φ le morphisme surjectif de GL2(C) sur H défini par φ(A) = HA.
L’élément neutre du groupe multiplicatif H est l’identité et φ(A) = I si et
seulement si pour tout z ∈ C, HA(z) = z et HA(∞) = ∞. Par définition, en

notant A =
(

a b
c d

)
, on a HA(∞) = a

c = ∞, HA(0) = b
d = 0 et HA(1) = a+b

c+d

donc b = c = 0 et a = d. Réciproquement, il est clair que si A =
(

a 0
0 a

)
,

avec a ∈ C?, alors φ(A) = I. On en conclut que

kerφ =
{(

a 0
0 a

)
, a ∈ C?

}
.

b. Soit M1 =
(

0 1
1 0

)
, M2 =

(
1 1
0 1

)
et Nk =

(
k 0
0 1

)
avec k ∈ C?.

Par un calcul élémentaire sur les matrices 2× 2, on constate que :
Multiplier la matrice A par la matrice M1 revient à échanger les colonnes de la
matrice tandis que multiplier la matrice M1 par la matrice A revient à échanger
les lignes de la matrice.
Multiplier la matrice A par la matrice M2 revient à garder inchangée la première
colonne de la matrice et à additionner les deux colonnes de la matrice tandis
que multiplier la matrice M2 par la matrice A revient à additionner les deux
lignes de la matrice et à garder inchangée la seconde ligne de la matrice.
Multiplier la matrice A par la matrice Nk revient à multiplier par k la première
colonne de la matrice et à garder inchangée la seconde colonne de la matrice
tandis que multiplier la matrice Nk par la matrice M revient à multiplier par
k la première ligne de la matrice et à garder inchangée la seconde ligne de la
matrice.

En multipliant par ces matrices, on peut effectuer toutes les opérations
élémentaires possibles sur les lignes et les colonnes. Or lorsque M ∈ GL2(C), on
sait que M est transformée en l’identité après une suite d’opérations élémentaires
sur les lignes et les colonnes (méthode du pivot de Gauss). L’ensemble des ma-
trices { (

0 1
1 0

)
,

(
1 1
0 1

)
,

(
k 0
0 1

)
où k ∈ C?.

}
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engendre donc GL2(C).

c. Comme φ est un morphisme surjectif de GL2(C) sur le groupe des ho-
mographies alors l’image par φ de cet ensemble générateur de GL2(C) est une
partie génératrice de H, c’est à dire : {H1,H2, hk où k ∈ C?} engendre H avec

∀z ∈ S, H1(z) =
1
z
,H2(z) = z + 1, hk(z) = kz.

2. Géométrie de la sphère de Riemann. On rappelle que le birapport de
z1, z2, z3, z4 éléments distincts de S est défini par

[z1, z2; z3, z4] =
z4 − z2

z4 − z1

/
z3 − z2

z3 − z1

avec la convention que ∞
∞ = 1. Ainsi, un S−cercle Γ est caractérisé par trois

éléments z1, z2, z3 de S tels que

Γ = {z ∈ C tel que [z, z1; z2, z3] ∈ R}.

a. Le birapport d’éléments distincts de S est conservé par les homographies
H1, H2 et hk donc le birapport est conservé par toute homographie (puisque
H1, H2 et hk engendre H) ce qui prouve que l’image d’un S−cercle par une
homographie est un S−cercle.

D’autre part, H1, H2 et hk sont continues pour la topologie associée à la
sphère de Riemann (en particulier, une base de voisinages de l’∞ est constituée
des complémentaires des disques fermés de C) et elles sont bijectives sur S donc
il en est de même pour toutes les homographies. La frontière d’un S−disque
fermé est un S−cercle donc par continuité, l’image d’un S−disque fermé par
une homographie est incluse dans un S−disque fermé (car les propriétés de
connexité sont conservées) et par bijectivité, l’image est un S−disque fermé.

b. Si C est un cercle de C alors C est l’image de Γ0 par une similitude. Si
C est une S−droite alors par translation puis par rotation, on transforme cette
S−droite en la droite d’équation <(z) = 1/2. Cette droite est l’image par H1

du translaté de Γ0 par 1 : {z ∈ C, |z− 1| = 1}. Ainsi, tout S− cercle est l’image
par au moins une homographie de Γ0.

Il est clair que l’image par H1 du disque unité est le complémentaire du
disque unité ouvert donc de la même manière, tout S−disque fermé est l’image
par une homographie du disque unité de C.

3. Action de GL2(C) sur les polynômes et sur la forme d’apolarité.

a. Soit A =
(

a b
c d

)
et B =

(
e f
g h

)
deux éléments de GL2(C). On a

AB =
(

ae + bg af + bh
ce + dg cf + dh

)
donc pour tout polynôme P ∈ Cn[X],

(AB)(P ) =
(
− (ce + dg)X + ae + bg

)n

P

(
(cf + dh)X − (af + bh)
−(ce + dg)X + ae + bg

)
.
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D’autre part, B(P ) = (−gX + e)nP
(

hX−f
−gX+e

)
donc

A(B(P )) = (−cX + a)n

(
− g

dX − b

−cX + a
+ e

)n

P

(
h dX−b
−cX+a − f

−g dX−b
−cX+a + e

)

= (AB)(P ).

Ce résultat prouve que l’on définit bien une action de GL2(C) sur Cn[X]. En
particulier, comme {M1,M2, Nk avec k ∈ C?} engendre GL2(C), il nous suf-
fira d’étudier l’action de ces matrices sur Cn[X] pour obtenir des résultats sur
l’action de n’importe quelle matrice.

b. On a At(P ) = P (X + t) et At(Q) = Q(X + t) donc

Gn(At(P ), At(Q)) =
n∑

k=0

(−1)kP (k)(t)Q(n−k)(t).

Appelons f cette fonction de t : elle est holomorphe sur C et

f ′(t) =
n∑

k=0

(−1)k

(
P (k+1)(t)Q(n−k)(t) + P (k)(t)Q(n−k+1)(t)

)

= P (t)Q(n+1)(t) + (−1)nP (n+1)(t)Q(t).

Or P,Q ∈ Cn[X] donc f ′(t) = 0 et pour tout t ∈ C,

Gn(At(P ), At(Q)) = f(t) = f(0) = Gn(P, Q).

c. Soit P =
n∑

j=0

pjX
j ∈ Cn[X] et Q =

n∑

j=0

qjX
j ∈ Cn[X], il est clair que

Gn(P, Q) =
n∑

j=0

(−1)jj! (n− j)! pjqn−j .

Par le a., il suffit de prouver le résultat pour les matrices M1,M2, Nk avec
k ∈ C?.
On vient de voir que Gn(P, Q) = Gn(M2(P ),M2(Q)) car A−1 = M2.
De plus, pour tout polynôme P ∈ Cn[X], pour tout k ∈ C? on a :

M1(P ) = (−1)nXnP (
1
X

) = (−1)n
n∑

j=0

pn−jX
j

et Nk(P ) = knP (
X

k
) = kn

n∑

j=0

pj

kj
Xj

ce qui donne

Gn(M1(P ),M1(Q)) =
n∑

j=0

(−1)jj! (n− j)! pn−jqj = (−1)nGn(P,Q)
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et Gn(Nk(P ), Nk(Q)) = k2n
n∑

j=0

(−1)jj! (n− j)!
pjqn−j

kjkn−j
Xj

= knGn(P, Q).

Le résultat est alors évident.

4. Effet de l’action de GL2(C) sur les zéros des polynômes.

a. Soit P un élément non nul de Cn[X]. Par la théorie classique des po-
lynômes symétriques, on sait que x1, . . . , xn−k sont les racines de P comptées
avec leur multiplicité si et seulement si il existe c ∈ C? tel que :

P = c

n−k∑

j=0

(−1)jσj(x1, . . . , xn−k)Xn−k−j .

Après changement d’indice, on constate que P s’écrit

P = c

n∑

j=k

(−1)j−kσj−k(x1, . . . , xn−k)Xn−j .

Or la convention adoptée pour étendre les fonctions symétriques élémentaires à
S assure que :

P = (−1)kc

n∑

j=0

(−1)jσj(x1, . . . , xn−k,∞, . . . ,∞)Xn−j ,

où l’∞ est un zéro de multiplicité k.

b. Comme précédemment, il suffit de prouver le résultat pour les matrices
M1, M2, Nk, avec k ∈ C?. On a vu au 3.c. que pour tout polynôme P ∈ Cn[X],
pour tout k ∈ C?, 




M1(P ) = (−1)nXnP (
1
X

)

M2(P ) = P (X + 1)

Nk(P ) = knP (
X

k
)

donc il est clair que la famille des zéros de M1(P ) dans S (respectivement M2(P ),
Nk(P )) est l’image par l’homographie H1 (respectivement H2, hk) des zéros de
P dans S.

5. Le théorème de Grace.

a. On note F le S−disque fermé contenant les zéros dans S de P et ne
contenant pas ceux de Q. Par le 3.a., il suffit de trouver une matrice A telle que
A(P ) et A(Q) vérifient les hypothèses énoncées.

Supposons Q de degré n :
on considère HA une homographie qui envoie un des zéros de Q sur l’∞. Par
le 4.b., la famille des zéros dans S de A(Q) est l’image par l’homographie HA

de celle des zéros dans S de Q donc A(Q) admet l’∞ comme zéro d’ordre de
multiplicité 1 et le degré de A(Q) est strictement inférieur à n.
Par le 4.b., la famille des zéros dans S de A(P ) est contenu dans l’image par
HA de F . S’il existait z ∈ HA(F ) zéro dans S de A(Q) alors en faisant agir par
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A−1, on trouverait un zéro de Q dans F ce qui est contradictoire donc HA(F )
ne contient aucun zéro dans S de A(Q).
Mais par le 2.a., HA(F ) est un S−disque fermé et comme ∞ est une racine de
A(Q) alors HA(F ) ne contient pas l’∞. Il s’agit donc d’un disque fermé de C et
on a bien les trois hypothèses désirées.

Si Q est de degré inférieur strictement à n alors l’∞ est zéro de Q et la
dernière partie du raisonnement montre qu’il n’y a pas à changer P et Q pour
avoir ces hypothèses.

b. Comme Q est de degré inférieur ou égal à n− 1 alors Gn−1(P ′, Q) a un
sens et

Gn−1(P ′, Q) =
n−1∑

k=0

(−1)kP (k+1)(0)Q(n−1−k)(0)

= −
n∑

k=1

(−1)kP (k)(0)Q(n−k)(0).

Or Q(n)(0) = 0 donc Gn−1(P ′, Q) = −Gn(P,Q) = 0.

c. Prouvons le théorème de Grace par récurrence. Soit H(n) l’hypothèse :
Pour tout P , Q ∈ Cn[X] non nuls tels que Gn(P, Q) = 0, tout S−disque fermé
contenant tous les zéros dans S de P contient au moins un zéro dans S de Q.

Au rang 1, on a P = aX + b, Q = cX + d non nuls et G1(P, Q) = 0 assure
que ad−bc = 0. On en conclut que P et Q ont les mêmes racines donc le résultat
est évident.

Supposons l’hypothèse vriae au rang n − 1. Montrons la au rang n en rai-
sonnant par l’absurde (comme cela est suggeré au début de cette question 5.).
Par le a. et le b., on trouve deux polynômes P et Q vérifiant :

(i) Q est degré inférieur ou égal à n− 1.

(ii) D est un disque fermé de C contenant tous les zéros dans S de P .

(iii) aucun des zéros dans S de Q n’appartient à D.

(iv) Gn−1(P ′, Q) = 0.

Par le théorème de Gauss-Lucas (A.I.3.), on sait que tous les zéros de P ′ sont
dans D, disque fermé de C. Comme P ′, Q ∈ Cn−1[X] (cf (i)), et Gn−1(P ′, Q) = 0
(cf(iv)), on peut appliquer l’hypothèse de récurrence et D contient au moins
un zéro dans S de Q. Ceci est contradictoire avec (iii) donc l’hypothèse de
récurrence est vraie au rang n.

6. Autre forme du théorème de Grace.
Soit Q =

∑n
j=0(−1)jσj(x1, . . . , xn)Xn−j . Par le 4.a. on sait que x1, . . . , xn sont

les zéros de Q comptés avec leur multiplicité. On peut alors exprimer l’hypothèse
sur les aj en terme d’apolarité :

Gn(Q,P ) = (−1)nGn(P, Q)

= (−1)n

n∑

j=0

(−1)jj! (n− j)! Cj
naj(−1)jσj(x1, . . . , xn)

= (−1)nn!
n∑

j=0

ajσj(x1, . . . , xn) = 0.
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Comme D est un S−disque fermé contenant tous les zéros de Q alors par le
théorème de Grace, le polynôme P a au moins un zéro dans S, éventuellement
∞, appartenant à D.

7. Application.

L’égalité H(u) = 0 s’écrit
n∑

j=0

Cj
najbju

k = 0. Soit Q1 défini par Q1 = XnQ(− u

X
)

alors

Q1 =
n∑

j=0

(−1)jCj
nbju

kXn−j .

On a alors H(u) = 0 ⇐⇒ Gn(P, Q1) = 0. Comme tous les zéros dans S de P
sont de module inférieur ou égal à R1 alors par le théorème de Grace, il existe
un zéro z1 de Q1 tel que |z1| ≤ R1.

Or 0 n’est pas racine de Q1 car Q est de degré exactement n et bn 6= 0 donc

Q1(z) = 0 ⇐⇒ Q(−u

z
) = 0.

Comme les zéros de Q dans S sont de module inférieur ou égal à R2 alors
∣∣∣∣
u

z1

∣∣∣∣ ≤ R2 et |z1| ≤ R1,

ce qui prouve que |u| ≤ R1R2.

C. Le théorème de Biernacki sur les sommes des
séries lacunaires.

1. Préliminaire : zéros de la dérivée d’un produit.

a. Comme z est un zéro de Π′ alors Π1(z)Π′2(z) + Π2(z)Π′1(z) = 0. Or





Π1(z) =
p∑

j=0

(−1)jσj(α1, . . . , αp)zp−j

Π′1(z) =
p−1∑

j=0

(p− j)(−1)jσj(α1, . . . , αp)zp−1−j ,

donc l’égalité Π1(z)Π′2(z) + Π2(z)Π′1(z) = 0. se traduit par

p∑

j=0

ajσj(α1, . . . , αp) = 0

où pour tout 0 ≤ j ≤ p, aj = (−1)jzp−1−j
(
zΠ′2(z) + (p− j)Π2(z)

)
. Par le C.6.,

le polynôme P =
p∑

j=0

Cj
pajX

j a au moins un zéro dans S appartenant à D1 car

D1 est un disque fermé complexe contenat tous les αi.
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D’autre part,




(z −X)p =
p∑

j=0

Cj
p(−1)jzp−jXj

et p(z −X)p−1 =
p−1∑

j=0

p Cj
p−1(−1)jzp−1−jXj .

Comme pCj
p−1 = (p− j)Cj

p alors

(z −X)pΠ′2(z) + p(z −X)p−1Π2(z)

= (−1)pΠ′2(z)Xp +
p−1∑

j=0

(−1)jzp−1−jCj
p

(
zΠ′2(z) + (p− j)Π2(z)

)
Xj

=
p∑

j=0

Cj
pajX

j = P.

On sait alors qu’il existe α ∈ D1 tel que P (α) = 0, c’est à dire :

(z − α)pΠ′2(z) + p(z − α)p−1Π2(z) = 0.

Soit P1(X) = (X − α)p alors z est racine de (Π2P1)′. De la même manière
que précédemment, on trouve β ∈ D2 tel que

(z − β)qP ′1(z) + q(z − β)q−1P1(z) = 0,

c’est à dire
p(z − α)p−1(z − β)q + q(z − β)q−1(z − α)p = 0.

Ce résultat est valable pour tout zéro de Π′ (infini ou non). Maintenant, comme
z /∈ D1, p ≥ 1, q ≥ 1 alors z − α 6= 0 et β ne peut pas être l’∞.

b. Soit z un zéro de Π′ tel que z /∈ D1 ∪ D2. Par le a., il existe α ∈ D1,
β ∈ D2 \ {∞} tels que

p(z − α)p−1(z − β)q + q(z − β)q−1(z − α)p = 0.

Or z /∈ D1 ∪D2 donc z − α 6= 0 et z − β 6= 0 donc p(z − β) + q(z − α) = 0 et

z =
pβ + qα

p + q
.

Ceci prouve que z est combinaison convexe de
(
(β, p/(p + q)), (α, q/(p + q))

)
donc

z ∈ D3 = D

(
pA2 + qA1

p + q
,
pR2 + qR1

p + q

)

Comme D1, D2, D3 sont des disques fermés disjoints alors il existe trois
cercles Γ1, Γ2, Γ3 tels que les disques de frontière Γi contiennent strictement Di

et soient disjoints. Cette construction assure que Π′ ne s’annule sur aucun des
Γi. Par le B.3., on a

#{z ∈ Di,Π′(z) = 0} =
1

2iπ

∫

Γi

Π′′(z)
Π′(z)

dz.
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Fixons β1, . . . , βq et faisons varier α1, . . . , αp : soit

φi : Dp
1 → N

(α1, . . . , αp) 7→ 1
2iπ

∫

Γi

Π′′(z)
Π′(z)

dz.

D’après les propriétés de continuité des intégrales dépendant d’un paramètre, φi

est continue. Or Dp
1 est connexe et φi est à valeurs entières donc φi est constante

sur Dp
1 . On peut alors considérer que α1 = . . . = αp = A1.

De la même manière, en faisant varier les βi, on peut considérer par propriété de
connexité et de continuité que β1 = . . . = βq = A2. Soit P = (X−A1)p(X−A2)q

alors
#{z ∈ Di,Π′(z) = 0} = #{z ∈ Di, P

′(z) = 0}.
Or P ′ = (X −A1)p−1(X −A2)q−1

(
p(X −A2 + q(X −A1)

)
donc

P ′′

P ′
=

p− 1
X −A1

+
q − 1

X −A2
+

1
X − pA2+qA1

p+q

.

Il est clair par hypothèse que
pA2 + qA1

p + q
/∈ D1∪D2 car D1, D2 et D3 sont deux

à deux disjoints donc




#{z ∈ D1, Π′(z) = 0} =
1

2iπ

∫

Γ1

P ′′

P ′
= p− 1

#{z ∈ D2, Π′(z) = 0} =
1

2iπ

∫

Γ2

P ′′

P ′
= q − 1

#{z ∈ D3, Π′(z) = 0} =
1

2iπ

∫

Γ3

P ′′

P ′
= 1.

c. Tout d’abord, il existe R1 < R tel que pour tout 1 ≤ i ≤ p, αi ∈ D1 =
D(0, R1). Soit D2 =

(
d(0, (p + 2q)R/p)

)c en notant par d(·) le disque ouvert
correspondant.
Montrons que Π′ ne s’annule pas sur le cercle ΓR de centre 0 et de rayon R. En
effet, supposons z zéro de Π′ :
Si z ∈ D1 ∪D2, |z| < R ou |z| > (p + 2q)R/p > R donc z /∈ ΓR.
Si z /∈ D1 ∪D2 et z 6= ∞ alors par le a., il existe α ∈ D1, β ∈ D2 \ {∞} tels que

p(z − α)p−1(z − β)q + q(z − β)q−1(z − α)p = 0.

donc z =
pβ + qα

p + q
. Or |β| > (p + 2q)R/p et |α| < R donc

|z| > (p + 2q)R
p + q

− qR

p + q
= R.

On en déduit que si z ∈ Π′ alors soit z ∈ D1, soit z /∈ (
d(0, R)

)c c’est à dire que
Π′ ne s’annule pas sur ΓR. Par le B.3., on sait alors que

#{z ∈ D(0, R), Π′(z) = 0} =
1

2iπ

∫

ΓR

Π′′

Π′
.
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De la même manière qu’à la question précédente, par connexité et continuité,
on se ramène au cas où α1 = . . . = αp = 0 ∈ D1 et β1 = . . . = βq = β ∈ D2

avec |β| > (p + 2q)R/p. Comme au b., on a

#{z ∈ D1, Π′(z) = 0} = p− 1 avec D1 = D(0, R1) et R1 < R.

2. Application à la localisation des zéros dans un disque.
Montrons le résultat par récurrence descendante. Soit H(p) l’hypothèse :
Pour tout polynôme de degré n et de zéros α1, . . . , αn avec |α1| ≤ . . . ≤ |αn|, si
R ∈ R?

+ est tel que |αp| ≤ R alors P ′ a au moins p−1 zéros de module inférieur

ou égal à R

n−p∏

k=0

n + k

n− k
.

Cette hypothèse est vraie pour p = n car dans ce cas, pour tout i, |αi| ≤ R
et par le théorème de Gauss-Lucas (A.I.3), P ′ a tous ses zéros contenus dans le
disque de centre 0 et de rayon R. Le degré de P ′ vaut n− 1 donc P ′ a (n− 1)
zéros de module majoré par R.

Supposons H(p + 1) vraie et montrons H(p) : on suppose que

P =
n∏

i=1

(X − αi) avec |α1| ≤ . . . ≤ |αn| et |αp| ≤ R.

On constate que P s’écrit P = Π1Π2 avec

Π1 =
p∏

k=0

(X − αk) et Π2 =
n∏

k=p+1

(X − αk).

Le degré de Π1 est p et celui de Π2 est n−p. Comme |αp| ≤ R alors les zéros de
Π1 sont dans le disque D(0, R) et comme les αi sont rangés par ordre croissant
en module, les zéros de Π2 sont de module supérieur ou égal à |αp+1|.
Si |αp+1| > p+2(n−p)

p R = (2n−p)R/p alors d’après le 1.c. (en remplaçant R par
R + ε > R puis en faisant tendre ε vers 0), on sait que P ′ admet exactement

(p−1) zéros de module inférieur ou égal à R. Il est évident que R ≤ R

n−p∏

k=0

n + k

n− k
.

Si |αp+1| ≤ (2n− p)R/p alors P vérifie les hypothèses de la récurrence au rang
p + 1 avec R′ = (2n − p)R/p. On en déduit que P ′ admet au moins p zéros de

module inférieur ou égal à R′
n−p−1∏

k=0

n + k

n− k
. Or R′ = (2n− p)R/p donc

R′
n−p−1∏

k=0

n + k

n− k
= R

n−p∏

k=0

n + k

n− k
.

On en conclut que dans tous les cas, P ′ admet au moins (p−1) zéros de module

inférieur ou égal à R

n−p∏

k=0

n + k

n− k
ce qui prouve H(p).

3. Existence d’une infinité de zéros pour la somme d’une série lacunaire.
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a. Ecrivons Q sous la forme

Q =
q∑

i=0

Cni
nq

( ai

Cni
nq

)
(nr − ni) . . . (nq+1 − ni)Xni .

Par le C.7., il suffit de localiser les zéros des deux polynômes P1 et P2 où

P1 =
q∑

i=0

aiX
ni et P2 =

q∑

i=0

Cni
nq

(nr − ni) . . . (nq+1 − ni)Xni .

Par hypothèse, les zéros de P1 = Pd sont de module inférieur ou égal à R.
Normalisons le polynôme P2 : P2 = gr−q(nq)P̃2 avec

P̃2 =
q∑

i=0

Cni
nq

r∏

j=q+1

nj − ni

nj − nq
Xni .

Par le B.2., les zéros de P̃2 (et donc ceux de P2) sont contenus dans

D(0, 1) ∪D

(
− Cnq−1

nq

r∏

j=q+1

nj − nq−1

nj − nq
,

q−2∑

i=0

Cni
nq

r∏

j=q+1

nj − ni

nj − nq

)
.

Or ni ≥ 0 et
q−2∑

i=0

Cni
nq
≤

nq∑

k=0

Ck
nq

= 2nq = 2p donc

q−2∑

i=0

Cni
nq

r∏

j=q+1

nj − ni

nj − nq
≤

( r∏

j=q+1

nj

nj − nq

) q−2∑

i=0

Cni
nq

≤ 2p

r∏

j=q+1

nj

nj − nq
.

Comme nj

nj−nq
≥ 1 et 2p ≥ 1, les zéros de P2 sont de module inférieur ou égal à

2p

r∏

j=q+1

nj

nj − nq
. En appliquant le C.7., on en conclut que les zéros de Q sont

de module majoré par

R(p, r) = R · 2p
r∏

j=q+1

nj

nj − nq
.

b. Montrons par récurrence sur j que

Fj =
r−j∑

k=0

ak

( j−1∏

i=0

(nr−i − nk)
)

Xnr−j−nk .

Au rang 0, on a déjà vu au A.II.2.b. que

XnrPr(
1
X

) =
r∑

k=0

akXnr−nk ,
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ce qui prouve l’hypothèse au rang 0.
Supposons la vraie au rang j et montrons la au rang j + 1. Par définition,

Xnr−j−nr−j−1−1Fj+1(X) = F ′j(X)

et d’après l’hypothèse, on sait que

F ′j(X) =
r−j−1∑

k=0

ak

j∏

i=0

(nr−i − nk)Xnr−j−nk−1.

On en déduit que

Fj+1 =
r−j−1∑

k=0

ak

j∏

i=0

(nr−i − nk) Xnr−j−1−nk

ce qui prouve l’hypothèse au rang j + 1.
On constate que

Fr−q =
q∑

k=0

ak

( r−q−1∏

i=0

(nr−i − nk)
)

Xnq−nk .

Mais XpQ(
1
X

) =
q∑

k=0

gr−q(nk)akXnq−nk et gr−q(nk) =
r−q−1∏

i=0

(nr−i − nk) donc

Fr−q(X) = XpQ(
1
X

).

c. Raisonnons par l’absurde : soit j ∈ {0, . . . , r − q} et supposons que Fj a
au moins nr−j − nq + 1 zéros de module strictement inférieur à

Rj =
(

R(p, r)
∏

k∈{0,...,p−1}
i∈{q+1,...,r−j}

ni + k

ni − k

)−1

.

On a deg(Fj) = nr−j car les complexes ak sont non nuls et par le 2., on sait que
F ′j a au moins nr−j − nq zéros de module strictement inférieur à

Rj

nq−1∏

k=0

nr−j + k

nr−j − k
= Rj+1.

Par définition Xnr−j−nr−j−1−1Fj+1 = F ′j et vu la formule obtenue pour les Fj ,
on constate que si 0 est zéro de F ′j alors nr−j − nr−j−1 − 1 = 0 et Fj+1 = F ′j .
On en déduit que les zéros de Fj+1 sont exactement les zéros de F ′j . De plus,
la suite (nk) est strictement croissante donc nr−j ≥ nr−j−1 + 1 et Fj+1 a au
moins nr−j−1 − nq + 1 zéros de module strictement inférieur à Rj+1.
En réitérant ce procédé, on trouve que Fr−q a au moins 1 zéro de module
inférieur à Rr−q. Mais Rr−q = 1/R(p, r) et d’après le a. et le b., tous les zéros
de Fr−q sont de module supérieur à 1/R(p, r) donc ceci est contradictoire.
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On a F0(X) = XnrPr(
1
X

) donc Pr a au plus nr − nq zéros de module

strictement supérieur à 1/R0 et comme deg(Pr) = nr alors Pr a au moins p
zéros de module inférieur ou égal à

1/R0 = R(p, r)
∏

k∈{0,...,p−1}
i∈{q+1,...,r}

ni + k

ni − k
.

d. Pour tout p = nq, on va montrer que f admet au moins p zéros et comme
la suite (nk) est un suite d’entiers strictement croissante, cela prouvera que f
admet une infinité de zéros.

Soit p = nq fixé, R le plus grand des modules des zéros de Pq. On vient de
voir au c. que pour tout r > q, Pr admet au moins p zéros zr

1 , . . . , zr
p de module

inférieur ou égal à

R · 2p
r∏

j=q+1

1
1− nq

nj

∏
k∈{0,...,p−1}
i∈{q+1,...,r}

1 + k
ni

1− k
ni

.

La convergence de la série
∑

1
nk

assure que pour tout k = 0, . . . , p, le produit

infini
∞∏

i=q+1

(1 +
k

ni
) est convergent, ainsi que

∞∏

i=q+1

(1− k

ni
). On en déduit que :

∃M ∈ R?
+, ∀ r > q, ∃ zr

1 , . . . , zr
p tels que Pr(zr

i ) = 0 et |zr
i | ≤ M.

Comme les suites (zr
i )r≥q+1 sont contenues dans le compact D(0,M) alors

par un procédé d’extraction diagonale, on peut supposer que ces p suites sont
convergentes vers zi. La série entière f a un rayon de convergence infini donc
Pr converge uniformément vers f sur D(0,M) et de la même manière qu’au
A.II.2.b., on conclut que pour tout i = 1, . . . , p, f s’annule en zi.

4. Le théorème de Biernacki.
On pose f(z) = g(z) − y et f vérifie évidemment les hypothèse du 4. donc f
admet une infinité de zéros et l’équation g(z) = y admet une infinité de solutions
dans C.

3.3 Commentaires

Ce problème est typique d’une épreuve de mathématiques générales à l’agré-
gation. On y utilise des techniques d’algèbre, d’analyse et de géométrie. Le début
du problème peut être considéré comme du cours sur la localisation des zéros
des polynômes, la géométrie de la sphère de Riemann ainsi que les homogra-
phies. L’étude d’une action de groupe de GL2(C) sur Cn[X] permet d’établir le
théorème de Grace sur la localisation des zéros dans la sphère de Riemann d’un
polynôme. Enfin, la dernière partie demande de bien mâıtriser les différents
outils introduits dans les parties précédentes pour démontrer le théorème de
Biernacki :
pour toute série entière lacunaire g de rayon de convergence infini, l’équation
g(z) = y admet une infinité de solutions dans C.
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4.2 Correction

I. L’espace vectoriel H0(A)

A. Préliminaires

1. L’application T est clairement linéaire. Pour tous a, a′ ∈ A2, aa′ − a′a ∈
[A,A] donc T (aa′ − a′a) = 0 par définition de T . D’où T (aa′) − T (a′a) = 0,
donc T (aa′) = T (a′a) : T est une trace.

2. On a [A,A] ⊂ ker τ car :

τ
( n∑

i=1

λi(aia
′
i − a′iai)

)
=

n∑

i=1

λi(τ(aia
′
i)− τ(a′iai)) = 0.

On en déduit que τ se factorise à travers A/[A,A] = H0(A). Précisons le rai-
sonnement, et pour cela partons de α ∈ H0(A). Prenons un représentant a
de α (i.e. T (a) = α) et posons τ(α) = τ(a). Cela définit bien τ : en effet si
b ∈ A est un autre représentant de α (i.e. T (b) = α) on a a − b ∈ [A,A] donc
0 = τ(a − b) = τ(a) − τ(b). On a fait ce qu’il fallait pour que τ ◦ T = τ . Il est
clair qu’alors τ est linéaire car T est linéaire surjective et τ est linéaire. Enfin
l’unicité de τ est une conséquence triviale de la surjectivité de T ; soit en effet
α ∈ H0(A) et a un de ses représentants : τ(α) = τ(a) donc τ(α) est uniquement
déterminé.
Soit

ϕ : L(H0(A), V ) → T (A, V )
t 7→ t ◦ T.

A priori ϕ est à valeurs dans L(A, V ) mais si a, a′ ∈ A :

t ◦ T (aa′)− t ◦ T (a′a) = t ◦ T (aa′ − a′a) = t ◦ T ([a, a′]) = t ◦ T (0) = 0,

donc t ◦ T (aa′) = t ◦ T (a′a) et t ◦ T est une trace : t ◦ T ∈ T (A, V ).
L’application ϕ est linéaire. L’existence de la factorisation précédente par τ
assure sa surjectivité et l’unicité de cette factorisation assure son injectivité : ϕ
est un isomorphisme.

3.a. On note TA et TB les projections canoniques sur H0(A) et H0(B).
Puisque f est un morphisme d’algèbres il est facile de voir que f([A,A]) ⊂
[B,B]. Or [B,B] = kerTB donc [A,A] ⊂ ker(TB ◦ f) : d’après 2., l’application
linéaire TB ◦ f se factorise à travers le quotient A/[A,A] qui est H0(A).

L’application linéaire quotient H0(f) de H0(A) vers H0(B) ainsi obtenue
vérifie la relation H0(f) ◦ TA = TB ◦ f. Compte tenu de la surjectivité de TA

cette dernière égalité détermine H0(f) de façon unique.

3.b. On est dans la situation de la question précèdente avec B = A. Soit α ∈
H0(A) et a un représentant de α dans A. Comme T est une trace, T (uau−1) =
T (au−1u) = T (a) et

(H0(f))(α) = (H0(f))(T (a))
= T ◦ f(a)
= T (uau−1)
= T (a)
= α.
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Donc H0(f) = IdH0(A).

B. Les algèbres de matrices

1. L’application T ◦ Tr est bien définie de Mn(A) vers H0(A) et est linéaire
comme composée d’applications linéaires. Soient M et N ∈ Mn(A) :

T ◦ Tr(MN)− T ◦ Tr(NM) = T ◦ Tr(MN −NM)

= T

( n∑

j=1

(MN −NM)j,j

)

= T

( n∑

j=1

n∑

i=1

mj,ini,j −
n∑

j=1

n∑

i=1

nj,imi,j

)

= T

( n∑

j=1

n∑

i=1

mj,ini,j −
n∑

i′=1

n∑

j′=1

ni′,j′mj′,i′

)

= T

( n∑

j=1

n∑

i=1

mj,ini,j −
n∑

i=1

n∑

j=1

ni,jmj,i

)

= T

( n∑

i,j=1

[mj,i, ni,j ]
)

= 0 (car
n∑

i,j=1

[mj,i, ni,j ] ∈ [A, A]).

Donc T ◦ Tr est bien une trace de Mn(A) vers H0(A).

2.a. On a :

[Eij(a), Ekl(b)] = Eij(a)Ekl(b)− Ekl(b)Eij(a) = δjkEil(ab)− δilEkj(ba).

2.b. Faisons l = i, j = k = 1, b = 1 et utilisons alors le calcul précédent. Il
vient :

[Ei1(a), E1i(1)] = Fi(a).

2.c. Soit m ∈ Mn(A). Posons :

a =
∑

1≤i6=j≤n

Eij(mi,j) +
∑

2≤i≤n

Fi(mii) + E11(Tr(m)).

Soient 1 ≤ k, l ≤ n :
Si k 6= l alors akl = mkl.
Si k = l on distingue deux cas : si k 6= 1, akl = mkl, et si k = 1, a11 =

−
∑

k 6=1

mkk + Tr(m) = m11.

Donc a = m et on a démontré l’existence de l’écriture demandée.
Enfin on sait que si Dn = {m ∈ Mn(A) ; mij = 0 si i 6= j} et si Cn = {m ∈
Mn(A) ; mij = 0 si i = j}, on a Mn(A) = Cn

⊕
Dn. Comme il est clair que

Eij(1)i 6=j est une base du A−module Cn (donc à fortiori une famille libre sur
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k) et que E11(1)∪{Fi(1)}i 6=1 est une A−base de Dn (donc une famille libre sur
k) on a l’unicité de l’écriture demandée.

2.d. Soit m ∈ M ′
n(A) : on a Tr(m) ∈ kerT i.e. Tr(m) ∈ [A,A].

Si i 6= j, Eij(mij) = [Ei1(mij), E1j(1)] d’après a.. En particulier Eij(mij) ∈
[Mn(A),Mn(A)].

D’après b., Fi(mii) ∈ [Mn(A),Mn(A)].
Tr(m) ∈ [A,A] donc Tr(m) peut s’écrire sous la forme

∑
λi[ai, ai′ ]. Alors

E11(Tr(m)) =
∑

λiE11([ai, ai′ ]). Mais le a. prouve que :

E11([ai, ai′ ]) = [E11(ai), E11(ai′)].

On en déduit facilement que E11(Tr(m)) ∈ [Mn(A), Mn(A)].
Compte tenu de la décomposition de m obtenue au c. tout ceci assure que

m ∈ [Mn(A),Mn(A)]. On a donc prouvé que M ′
n(A) ⊂ [Mn(A), Mn(A)]. Enfin

M ′
n(A) étant défini comme un noyau, c’est un sev de Mn(A), que l’on peut voir

aussi comme un sev de [Mn(A),Mn(A)].

2.e. D’après a., T ◦ Tr est une trace donc en appliquant A.2. on sait que
T ◦ Tr = T ◦ Tr ◦ TMn(A) (cette notation ayant un sens évident).

Les applications T et Tr sont surjectives donc T ◦ Tr l’est aussi et cette
factorisation prouve que T ◦ Tr l’est également.

Soit µ ∈ kerT ◦ Tr et m ∈ Mn(A) un représentant de µ : TMn(A)(m) = µ.
Il vient T ◦ Tr(m) = T ◦ Tr ◦ TMn(A)(m) = T ◦ Tr(µ) = 0 donc m ∈ M ′

n(A) et
d’après d., m ∈ [Mn(A),Mn(A)]. On en déduit que µ = TMn(A)(m) = 0 et cela
prouve l’injectivité de T ◦ Tr.

Finalement il s’agit bien d’un isomorphisme.

C. L’algèbre d’un groupe fini

1. Posons α ∈ k[G] définie par α =
∑

g∈G

f(g)χg (somme finie). Pour tout

h ∈ G on a :
α(h) =

∑

g∈G

f(g)χg(h)

= f(h)χh(h) +
∑

g 6=h

f(g)χg(h)

= f(h)1 + 0
= f(h),

donc α = f . Ceci prouve que la famille {χg}g∈G est une partie génératrice de
l’espace vectoriel k[G].

Supposons maintenant qu’on ait des λg ∈ k tels que :
∑

g∈G λgχg = 0k[G].
Prenons h ∈ G quelconque et appliquons lui cette relation fonctionnelle : il vient
exactement λh = 0. Comme h est choisi quelconque, la famille {χg}g∈G est une
partie libre de l’espace vectoriel k[G]. C’est finalement une base.

2. Soit t ∈ G : χgχg′(t) =
∑

h∈G

χg(h)χg′(h−1t). Si h = g et h−1t = g′

alors χg(h)χg′(h−1t) = 1 et sinon χg(h)χg′(h−1t) = 0. Donc quand t = gg′,
χg(h)χg′(h−1t) = 1 (si h = g) ou 0 (si h 6= g) et quand t 6= gg′ on a
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χg(h)χg′(h−1t) = 0 quel que soit h. Finalement χgχg′(t) = 1 si t = gg′ et
0 sinon :

(∗) χgχg′ = χgg′ .

La bilinéarité de ce produit de convolution est évidente. On va vérifier son
associativité sur les éléments de la base :

(χgχg′)χg′′ = χgg′χg′′ = χ(gg′)g′′ = χg(g′g′′) = χgχg′g′′ = χg(χg′χg′′)

(en utilisant la relation que nous venons de démontrer et l’ associativité dans
G). On a ainsi muni k[G] d’une structure d’algèbre. Il est évident que χe en est
l’unité (car χeχg = χeg = χg et de même χgχe = χge = χg).

3. L’application TC est clairement linéaire. Soient f, f ′ ∈ k[G] :

TC(ff ′) =
∑

g∈C

ff ′(g)

=
∑

g∈C

∑

h∈G

f(h)f ′(h−1g).

TC(f ′f) =
∑

g∈C

∑

h∈G

f ′(h)f(h−1g)

=
∑

g∈C

(
∑

h∈G

f(h−1g)f ′(h))

=
∑

g∈C

(
∑

t∈G

f(t)f ′(gt−1)) (avec t = h−1g)

Donc TC(ff ′)− TC(f ′f) =
∑

h∈G

f(h)(
∑

g∈C

f ′(h−1g)− f ′(gh−1)) ou encore :

TC(ff ′)− TC(f ′f) =
∑

h∈G

f(h)(
∑

g∈C

f ′(h−1g)−
∑

g∈C

f ′(gh−1)).

Fixons h ∈ G. Pour tout g ∈ C il existe un unique g′ ∈ C tel que h−1gh = g′

c’est-à-dire h−1g = g′h−1. Posons g′ = ϕ(g) : ϕ définit une application de C
dans C.
Si ϕ(g1) = ϕ(g2) alors h−1g1 = ϕ(g1)h = ϕ(g2)h = h−1g2 donc g1 = g2 : ϕ est
injective. C étant finie, ϕ est bijective. Donc :

∑

g′∈C

f ′(g′h−1) =
∑

g∈C

f ′(ϕ(g)h−1)) =
∑

g∈C

f ′(h−1g).

En injectant cette égalité dans le calcul précédent on obtient enfin que TC(ff ′)−
TC(f ′f) = 0 et donc TC est une trace.

4.a. Soit α ∈ (k[G])∗ (espace dual de k[G]). Pour tout g ∈ G posons a(g) =
α(χg). Ceci définit bien un élément a de k[G]. Pour tout f ∈ k[G] on sait d’après
1. que f =

∑

g∈G

f(g)χg.

On a alors α(
∑

g∈G

f(g)χg) =
∑

g∈G

f(g)α(χg) =
∑

g∈G

a(g)f(g).
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4.b. En particulier une trace de k[G] à valeurs dans k est une forme linéaire
sur k[G]. Donc si α est une telle trace, il existe a ∈ k[G] tel que pour tout
f ∈ k[G] on ait α(f) =

∑

g∈G

a(g)f(g) (en invoquant la question précédente a.).

Considérons g1 et g2 appartenant à une même classe de conjugaison : il existe
h0 ∈ G tel que g1 = h0g2h

−1
0 . On a :

a(g1) = α(χg1) = α(χh0g2h−1
0

)
= α(χh0χg2χh−1

0
) (d′après ∗

= α(χh−1
0

χh0χg2) car α est une trace
= α(χg2) (d′après ∗
= a(g2).

Donc en fait si C est une classe de conjugaison donnée il existe aC ∈ k tel que
pour tout g ∈ C on ait a(g) = aC . On a alors pour tout f ∈ k[G] :

α(f) =
∑

g∈G

a(g)f(g)

=
∑

C∈C

∑

g∈C

a(g)f(g) (la première somme porte sur l′ensemble C des

classes de conjugaison car celles− ci partitionnent G)
=

∑

C∈C

∑

g∈C

aCf(g)

=
∑

C∈C
aC

∑

g∈C

f(g)

=
∑

C∈C
aCTC(f),

ce qui prouve le résultat.

5. Par le 3., {TC}C∈C ⊂ T (k[G], k) et le 4.b. assure que cette famille est
génératrice de T (k[G], k).

Supposons que
∑

C λCTC = 0T (k[G],k). Fixons une classe de conjugaison C0

et f la fonction valant 1 sur C0 et 0 ailleurs. On a (
∑

C λCTC)(f) = 0, donc∑
C λCTC(f) = 0, soit λC0card(C0) = 0, et finalement λC0 = 0. Comme C0

était choisie quelconque cela prouve que la famille est libre : elle forme bien une
base de T (k[G], k).

On applique le résultat de la question A.2. avec A = k[G] et V = k. La
situation est la suivante :

ϕ : T (k[G], k) → (H0(k[G]))∗

τ = τ ◦ T 7→ τ .

Il s’agit d’un isomorphisme. Comme il transforme la famille des TC , qui est une
base de T (k[G], k), en la famille des TC , cette dernière est à son tour une base
de (H0(k[G]))∗.

6. Pour un espace vectoriel de dimension finie, on sait que : dimE =dimE∗.
Donc dimH0(k[S4]) =dim(H0(k[S4]))∗. Mais dim(H0(k[S4]))∗ est le nombre de
classes de conjugaison de S4 d’après la question 5.. Il y en a 5 : les 4-cycles, les
3-cycles, les produits de deux transpositions à supports disjoints, les transposi-
tions, l’identité. Donc finalement dimH0(k[S4]) = 5.
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II. Indécomposabilité de Z[G]

A. Idempotents

1.a. (e + f)2 = (e + f)(e + f) = e2 + ef + fe + f2 = e + 0 + 0 + f = e + f
donc e + f ∈ P (A).

1.b. (1− e)2 = 1− e− e + e2 = 1− e− e + e = 1− e donc 1− e ∈ P (A).
e(1− e) = e− e2 = e− e = 0 et (1− e)e = e− e2 = e− e = 0 donc e et 1− e

sont orthogonaux.

2. Soit e ∈ P (A). Alors d’après 1. 1 − e est idempotent et e et 1 − e sont
orthogonaux donc d’après (R3) on a : r(e + 1− e) = r(e) + r(1− e).
Mais r(e + 1− e) = r(1) = 1 (d’après (R1)) donc r(e) + r(1− e) = 1.
Or r(e) ∈ N et r(1 − e) ∈ N donc r(e) = 0 ou r(1 − e) = 0. Si r(e) = 0 alors
d’après (R2) e = 0. Sinon r(1 − e) = 0 et pour la même raison 1 − e = 0 donc
e = 1.

3. Supposons que A ne soit pas indécomposable. Alors, par définition, il
existe deux anneaux A1 et A2 non triviaux et ϕ un isomorphisme d’anneaux de
A sur A1 ×A2. Soit ψ l’isomorphisme réciproque et posons α = (1A1 , 0A2).
0A1×A2 = (0A1 , 0A2) donc α 6= 0A1×A2 ce qui force ψ(α) 6= 0A.
1A1×A2 = (1A1 , 1A2) donc α 6= 1A1×A2 ce qui force ψ(α) 6= 1A.
Mais (1A1 , 0A2)(1A1 , 0A2) = (1A11A1 , 0A20A2) = (1A1 , 0A2) donc α est idem-
potent. On a alors ψ(α)2 = ψ(α2) = ψ(α) ce qui prouve que ψ(α) est un
idempotent de A. C’est absurde car les seuls idempotents de A sont 0A et 1A.

4. Si e ∈ Mn(k) est idempotente alors e annule le polynome X2 − X =
X(X−1) qui est scindé à racines simples sur k. Donc e est diagonalisable et ses
seules valeurs propres possibles sont les racines de ce polynôme : 0 et 1. Il existe
P ∈ GLn(k) telle que P−1eP = diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0). Si m est le nombre de 1
dans cette matrice diagonale, on a rg(e)1 = rg(P−1eP )1 = m1 et

Tr(e) = Tr(P−1eP ) = 1 + . . . + 1︸ ︷︷ ︸
m termes

= m1

donc on a l’identité voulue.

B. Indécomposabilité

1. Z[G] est clairement un sous-groupe additif de Q[G]. Il contient l’unité
χe. Il est clairement stable par multiplication (car si a et b sont des entiers
aχgbχg′ = abχgg′ : ab est un entier et on conclut par bilinéarité). Comme Q[G]
est un anneau, cela prouve que Z[G] en est un sous-anneau.

2. Soit x ∈ Z[G]. Alors x s’écrit
∑

h∈G

n(h)χh, les n(h) étant entiers.

Pour tout g ∈ G on a :

x̃(χg) = xχg

= (
∑

h∈G

n(h)χh)χg

= n(e)χg +
∑

h6=e

n(h)χhg

= n(e)χg +
∑

u6=g

n(ug−1)χu.
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Rappelons que les χg forment une base de Q[G]. Ce petit calcul justifie donc
que Tr(x̃) =

∑

g∈G

n(e) = Nn(e). Mais par définition n(e) = τ(x) donc :

Tr(x̃) = Nτ(x).

3. Soit x ∈ P (Z[G]) et x̃ l’endomorphisme correspondant de Q[G]. Si y ∈
Q[G] on a

x̃ ◦ x̃(y) = x̃(xy) = x(xy) = x2y = xy = x̃(y).

Ceci prouve que x̃ est un idempotent de l’anneau L(Q[G]). Comme Q[G] est
fini de dimension N on peut appliquer le A.4. en confondant x̃ avec sa matrice
représentative (élément de Mn(Q)) dans la base des χg. On obtient rg(x̃) =
Tr(x̃). D’après 2., Nτ(x) = rg(x̃) ce qui assure τ(x) ≥ 0. Or τ est à valeurs
dans Z donc sa restriction à P (Z[G]) est à valeurs dans N.

Par définition τ(χe) = 1 et τ(0) = 0 : (R1) est vérifiée.
Si x ∈ P (Z[G]) est non nul alors on a aussi x̃ 6= 0 car x̃(χe) = x. Dans ce

cas rg(x̃) > 0 et donc τ(x) > 0 : (R2) est vérifiée.
τ(x1 + x2) = n1(e) + n2(e) = τ(x1) + τ(x2) : (R3) est vérifiée.

On sait alors en utilisant A.2. que les seuls idempotents de Z[G] sont 0 et
1(= χe). On peut donc invoquer A.3. pour enfin obtenir l’indécomposabilité de
Z[G].

III. L’espace vectoriel H1(A)

1. Soit p la projection canonique XA → C(A) = XA/YA. Soient x ∈ C(A)
et x ∈ XA un représentant de x : p(x) = x.
On a x =

∑

(a,b)∈A×A

λ(a,b)X(a,b) avec une famille de λ(a,b) nulle sauf pour un

nombre fini de termes.

x = p(x)

= p

( ∑

(a,b)∈A×A

λ(a,b)X(a,b)

)

= p

( ∑

(a,b)∈A×A

λ(a,b)X(a,b)

)
+ p

( ∑

(a,b)∈A×A,λ(a,b) 6=0

γ(a, b, λ(a,b))
)

(car γ(a, b, λ(a,b)) ∈ YA)

= p

( ∑

(a,b)∈A×A,λ(a,b) 6=0

λ(a,b)X(a,b) + γ(a, b, λ(a,b))
)

= p

( ∑

(a,b)∈A×A,λ(a,b) 6=0

X(λ(a,b)a, b)
)

=
∑

(a,b)∈A×A,λ(a,b) 6=0

p(X(λ(a,b)a, b))

=
∑

(a,b)∈A×A,λ(a,b) 6=0

[(λ(a,b)a) ∧ b].
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On a donc exprimé tout élément de C(A) sous la forme désirée.

2. Pour tout (a, b) ∈ A×A on a α(a, b) = X(a,b) + X(b,a) ∈ YA. Donc :

0 = p(α(a, b)) = p(X(a,b) + X(b,a)) = p(X(a,b)) + p(X(b,a)) = a ∧ b + b ∧ a,

ce qui prouve que a ∧ b = −b ∧ a.
De même β(a, b, c) = X(ab, c)−X(a, bc)+X(ca, b) ∈ YA et en projetant par

p, linéaire, sur XA/YA, il vient :

0 = ab ∧ c− a ∧ bc + ca ∧ b,

soit la seconde identité cherchée en changeant de membre.
Enfin faisons b = c = 1 dans cette dernière identité : il vient a ∧ 1 = 0, et la

première force alors aussi 1 ∧ a = 0.

3. La famille {X(a,b)}(a,b)∈A×A constitue une base de FA, donc pour définir
une application linéaire de FA dans V il suffit d’imposer arbitrairement des
valeurs sur ses éléments. Ainsi on appelle f̃ l’application linéaire de FA dans V
définie par f̃(X(a, b)) = f(a, b) pour tout (a, b) ∈ A× A. Si a, b, c ∈ A et λ ∈ k
on a :

f̃(α(a, b)) = f̃(X(a, b) + X(b, a)) = f(a, b) + f(b, a) = 0.
f̃(β(a, b, c)) = 0 car f(a, bc) = f(ab, c) + f(ca, b).
f̃(γ(a, b, λ)) = f̃(δ(a, b, c)) = 0 car f est bilinéaire.

On a alors YA ⊂ ker f̃ et d’après un théorème de factorisation, il existe f̂ ∈
L(XA/YA, V ) (c’est-à-dire L(C(A), V )) tel que f̃ = f̂ ◦ p. En appliquant cette
relation à X(a, b) on obtient f̃(X(a, b)) = f̂(a∧b). Compte tenu de la définition
de f̃ cela signifie que f(a, b) = f̂(a ∧ b). Enfin on sait depuis le 1. que les
a∧ b engendrent l’espace vectoriel C(A) donc cette dernière relation assure, par
linéarité, l’unicité de f̂ .

4.a. On reprend les notations de la question 3. avec V = A et f le crochet
de A. Il est immédiat de constater que ce crochet de commutation est bien bi-
linéaire, antisymétrique, et satisfait à l’identité de Jacobi, comme l’application f
dans cette question. On en applique donc le résultat en appelant θA l’application
f̂ : θA répond à la question.

4.b. Il est clair, par définition de θA, que imθA = [A,A]. (Un argument
rigoureux pour le montrer invoquerait bien sûr le 1. et le a.). Donc θA(CA) =
[A, A]. Alors par définition de H0(A) on a A/θA(CA) = H0(A).

5.a. On a :

Tr′(Eij(a), Ekl(b)) =
p∑

α,β=1

(Eij(a))αβ ∧ (Ekl(b))βα

= a ∧ (Ekl(b))ji

= a ∧ (δkjδlib)
= δkjδlia ∧ b.

5.b. Il suffit d’appliquer le résultat de 3. avec V remplacé par C(A), A
remplacé par Mp(A) et f remplacée par Tr′. Pour cela on constate d’abord
que Tr′ est bilinéaire (ce qui est une conséquence de la bilinéarité du produit
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extérieur ∧). Ensuite pour vérifier les hypothèses de la question 3. on développe
Tr′(m, n) par bilinéarité suivant les Eij(a) et enfin, compte tenu du calcul du
a., on conclut à l’aide des deux premières relations obtenues au 2.

5.c. Montrons que θA ◦ T̂ r′ = Tr ◦ θMp(A). Pour cela partons de α ∈
C(Mp(A)). On sait depuis 1. que α =

∑

λ∈Λ

mλ ∧ nλ où Λ est un ensemble fini.

Ici mλ =
p∑

i,j=1

Eij(mλij ) et nλ =
p∑

k,l=1

Ekl(nλkl
). On a :

(θA ◦ T̂ r′)(α) = θA(T̂ r′(
∑

λ∈Λ

mλ ∧ nλ))

=
∑

λ∈Λ

θA(T̂ r′(mλ ∧ nλ))

=
∑

λ∈Λ

θA(Tr′(mλ, nλ))

=
∑

λ∈Λ

θA(
p∑

i,j=1

mλij
∧ nλji

)

=
∑

λ∈Λ

p∑

i,j=1

θA(mλij ∧ nλji)

=
∑

λ∈Λ

p∑

i,j=1

[mλij , nλji ].

On a aussi :

(Tr ◦ θMp(A))(α) = Tr(θMp(A)(
∑

λ∈Λ

mλ ∧ nλ))

=
∑

λ∈Λ

Tr(θMp(A)(mλ ∧ nλ))

=
∑

λ∈Λ

Tr([mλ, nλ])

=
∑

λ∈Λ

Tr(mλnλ − nλmλ)

=
∑

λ∈Λ

(
p∑

i=1

(mλnλ)ii − (nλmλ)ii)

=
∑

λ∈Λ

(
p∑

i,j=1

mλij nλji −
p∑

i,j=1

nλij mλji)

=
∑

λ∈Λ

(
p∑

i,j=1

mλij nλji −
p∑

i,j=1

nλjimλij )

=
∑

λ∈Λ

(
p∑

i,j=1

[mλij , nλji ]).

Donc on a θA ◦ T̂ r′(α) = Tr ◦ θMp(A)(α) ce qui assure le résultat voulu.
Soit maintenant α ∈ H1(Mp(A)) = ker θMp(A). Grâce à ce qui précède,

θA ◦ T̂ r′(α) = Tr ◦ θMp(A)(α) = Tr(0) = 0,

donc T̂ r′(α) ∈ ker θA = H1(A) : Tr1 est à valeurs dans H1(A).
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5.d. Soit α ∈ H1(A) : α =
n∑

λ=1

aλ ∧ bλ. D’après a., pour tout λ on a :

aλ ∧ bλ = Tr′(E11(aλ), E11(bλ)) = T̂ r′(E11(aλ) ∧ E11(bλ)).

Donc α =
n∑

λ=1

T̂ r′(E11(aλ) ∧ E11(bλ)) = T̂ r′(
n∑

λ=1

E11(aλ) ∧ E11(bλ)).

On pose alors β =
n∑

λ=1

E11(aλ) ∧ E11(bλ) : on a α = T̂ r′(β).

θMp(A)(β) = θMp(A)(
n∑

λ=1

E11(aλ) ∧ E11(bλ))

=
n∑

λ=1

θMp(A)(E11(aλ) ∧ E11(bλ))

=
n∑

λ=1

[E11(aλ), E11(bλ)]

=
n∑

λ=1

E11([aλ, bλ]) (d′après I.B.2.a.)

=
n∑

λ=1

E11(θA(aλ ∧ bλ))

= E11(θA(
n∑

λ=1

aλ ∧ bλ))

= E11(θA(α))
= E11(0) (car α ∈ H1(A) = ker θA)
= 0.

Donc β ∈ ker θMp(A) = H1(Mp(A)) ce qui prouve que Tr1 est surjective.

6.a. On pose P =
∑

n∈Z
pntn et Q =

∑

n∈Z
qntn. On a alors :

P ′ =
∑

n∈Z
(n + 1)pn+1t

n et Q′ =
∑

n∈Z
(n + 1)qn+1t

n.

Par définition du produit dans l’algèbre k[t, t−1] il vient :

PQ =
∑

n∈Z
(

∑

i+j=n

piqj)tn donc (PQ)′ =
∑

n∈Z
(n + 1)(

∑

i+j=n+1

piqj)tn.

Ensuite :

P ′Q =
∑

n∈Z
(

∑

i+j=n

(i + 1)pi+1qj)tn et PQ′ =
∑

n∈Z
(

∑

i+j=n

pi(j + 1)qj+1)tn.

On fait les changements d’indices k = i + 1 et l = j + 1 dans ces deux dernières
expressions :

P ′Q =
∑

n∈Z
(

∑

k+j=n+1

kpkqj)tn et PQ′ =
∑

n∈Z
(

∑

i+l=n+1

pilql)tn.
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Et en les additionnant on obtient :

P ′Q + PQ′ =
∑

n∈Z
(

∑

k+j=n+1

kpkqj +
∑

i+l=n+1

lpiql)tn

=
∑

n∈Z
(

∑

i+j=n+1

ipiqj +
∑

i+j=n+1

jpiqj)tn

=
∑

n∈Z
(

∑

i+j=n+1

(i + j)piqj)tn

=
∑

n∈Z
(n + 1)(

∑

i+j=n+1

piqj)tn

= (PQ)′.

Par ailleurs res(P ′) = (n + 1)pn+1 pour n = −1, donc res(P ′) = 0.

6.b. Encore une fois il suffit de vérifier que l’application de k[t, t−1]×k[t, t−1]
dans k qui à (P, Q) associe res(PQ′) satisfait aux hypothèses de la question 3.
(avec ici A = k[t, t−1] et V = k).

Il est immédiat de vérifier la bilinéarité de cette application.
De plus :

res(PQ′) + res(QP ′) = res(PQ′ + P ′Q)
= res((PQ)′) (d′après a.)
= 0 (toujours d′après a.).

res(P (QR)′) = res(P (QR′ + Q′R))
= res(PQR′) + res(PQ′R)
= res((PQ)R′) + res((RP )Q′).

Donc les deux identités fixées au 3. sont bien démontrées dans ce cas et on
obtient en appliquant le résultat de cette question l’existence de f̂ , que l’on
note ici Res, et qui possède les caractéristiques requises.

6.c. Montrons par récurrence sur n ∈ N que pour tout P ∈ k[t, t−1] on a
P ∧ tn = nPtn−1 ∧ t.
Si n = 0 la propriété s’écrit P ∧ 1 = 0 ce que l’on a démontré au 2..
Supposons la propriété vérifiée au rang n et étudions le rang n + 1. D’après
l’identité de Jacobi (la seconde relation du 2.),

P ∧ tn+1 = P ∧ (tnt) = Ptn ∧ t + tP ∧ tn.

Mais d’après l’hypothèse de récurrence au rang n appliquée à tP on a :

tP ∧ tn = ntP tn−1 ∧ t = nPtn ∧ t.

Donc il vient :

P ∧ tn+1 = Ptn ∧ t + nPtn ∧ t = (n + 1)Ptn ∧ t,

ce qui achève la récurrence.
Pour montrer la propriété sur Z \N, on constate d’après l’identité de Jacobi

que
0 = Pt−n ∧ 1 = Pt−n ∧ t−ntn = P ∧ t−n + Pt−2n ∧ tn.
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Comme Pt−2n ∈ k[t, t−1], on sait alors que pour n ≥ 0, P t−2n∧tn = nt−n−1P∧t
ce qui prouve que

P ∧ t−n = −nt−n−1P ∧ t.

On rappelle que le produit ∧ est bilinéaire (en étudiant les classes de γ et δ on
obtient la linéarité par rapport à la première variable, ce qui est suffisant par
antisymétrie.) Posons P =

∑

n∈Z
pntn et Q =

∑

n∈Z
qntn. Alors :

P ∧Q =
∑

n∈Z
qnP ∧ tn

=
∑

n∈Z
qnnPtn−1 ∧ t (formule précédente)

= P (
∑

n∈Z
nqntn−1) ∧ t

= P (
∑

n′∈Z
(n′ + 1)qn′+1t

n) ∧ t

= PQ′ ∧ t.

On a aussi Q ∧ P = QP ′ ∧ t. Comme P ∧ Q = −Q ∧ P on a bien également
P ∧Q = −QP ′ ∧ t.

Enfin on a :
PQ′ ∧ t = −QP ′ ∧ t

PQ′ ∧ t + QP ′ ∧ t = 0
(PQ′ + QP ′) ∧ t = 0

(PQ)′ ∧ t = 0.

En particulier si Q = 1 cela donne P ′ ∧ t = 0.

6.d. Il est clair que k[t, t−1] est une algèbre commutative donc θk[t,t−1] est
l’application nulle : H1(k[t, t−1]) = C(k[t, t−1]).

Res(t−1 ∧ t) = res(t−1(t)′) = res(t−1) = 1 donc Res est non nulle. Comme
c’est une forme linéaire elle est nécessairement surjective.

Intéressons nous maintenant à son éventuelle injectivité ; pour cela on va
d’abord démontrer le résultat suivant :
Pour tout P ∈ k[t, t−1], il existe Q ∈ k[t, t−1] tel que P = (resP )t−1 + Q′.
En effet si P =

∑

n∈Z
pntn il suffit de considérer Q =

∑

n∈Z−{−1}
qntn avec pour

tout n 6= −1, qn+1 = pn(n + 1)−1 (ce qui est licite car dans ce cas n + 1 6= 0
dans k, puisque k est de caractéristique nulle).

Maintenant si A et B ∈ k[t, t−1] on a A ∧ B = AB′ ∧ t d’après c.. Avec ce
qui précède on sait donc qu’il existe C ∈ k[t, t−1] tel que :

A ∧B = (res(AB′))t−1 + C ′) ∧ t = res(AB′)t−1 ∧ t + C ′ ∧ t.

Mais encore d’après c., C ′ ∧ t = 0 donc finalement A ∧ B = res(AB′)t−1 ∧ t.

D’après 1., pour tout α ∈ C(k[t, t−1]), α =
n∑

i=1

Ai ∧ Bi et il devient clair que

C(k[t, t−1]) = vect(t−1 ∧ t). Ceci prouve que H1(k[t, t−1]) = C(k[t, t−1]) est de
dimension 1. En particulier puisque Res est non nulle, Res est injective.

En définitive on a bien montré que Res est un isomorphisme de H1(k[t, t−1])
sur k.
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IV. Extensions

A. Généralités

1.a. Pour tous (u, x), (v, y), (w, z) ∈ U × E on a < u, v > + < v, u >= 0
d’après (L1) et α(u, v) + α(v, u) = 0 d’après (C1) donc :

{(u, x), (v, y)}+ {(v, y), (u, x)} = (< u, v >, α(u, v)) + (< v, u >, α(v, u))
= (< u, v > + < v, u >, α(u, v) + α(v, u))
= (0, 0)
= 0U×E .

Donc { , } vérifie (L1).
{(u, x), {(v, y), (w, z)}}+ {(v, y), {(w, z), (u, x)}}+ {(w, z), {(u, x), (v, y)}}

= {(u, x), (< v, w >,α(v, w))}+{(v, y), (< w, u >, α(w, u))}+{(w, z), (< u, v >
, α(u, v))}
= (< u, < v,w >>, α(u,< v, w >)) + (< v, < w, u >>, α(v,< w, u >))

+(< w, < u, v >>, α(w, < u, v >))
= (< u, < v,w >> + < v,< w, u >> + < w, < u, v >>,

α(u, < v, w >) + α(v, < w, u >) + α(w, < u, v >)).
Or < u, < v,w >> + < v, < w, u >> + < w, < u, v >>= 0 d’après (L2) et
α(u, < v, w >) + α(v, < w, u >) + α(w, < u, v >) = 0 d’après (C2) donc :
{(u, x), {(v, y), (w, z)}} + {(v, y), {(w, z), (u, x)}} + {(w, z), {(u, x), (v, y)}} =
(0, 0) = 0U×E . Donc { , } vérifie (L2).

1.b. Clairement, p est linéaire. De plus si (u, x) et (v, y) ∈ U × E on a :

< p(u, x), p(v, y) >=< u, v >= p(< u, v >, α(u, v)) = p{(u, x), (v, y)}.

Donc p est un `-morphisme de L(α) sur L.

1.c. Supposons qu’il existe une application linéaire f de U dans E telle que
pour tous u, v ∈ U on ait α(u, v) = f(< u, v >). Posons alors :

s : U → U × E
u 7→ (u, f(u)).

Il est clair que s est linéaire. De plus pour tous u, v ∈ U on a :

{s(u), s(v)} = {(u, f(u)), (v, f(v))}
= (< u, v >, α(u, v))
= (< u, v >, f(< u, v >))
= s(< u, v >).

Ceci prouve que s est un `-morphisme de L dans L(α).
De plus pour tout u ∈ U , p ◦ s(u) = p(u, f(u)) = u : p ◦ s = IdU .

Réciproquement supposons que s soit un `-morphisme de L dans L(α) véri-
fiant p ◦ s = IdU . Si u ∈ U posons (v, x) = s(u). Comme p ◦ s(u) = u on a en
fait v = u. On a donc montré que pour tout u ∈ U il existait un unique x ∈ E
tel que s(u) = (u, x). Notons alors :

g : U → E
u 7→ x.
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La linéarité de s entrâıne celle de g de façon évidente.
Enfin s est un `-morphisme donc pour tous u, v ∈ U on a :

{s(u), s(v)} = s(< u, v >) = (< u, v >, g(< u, v >)).

Comme on a également :

{s(u), s(v)} = {(u, g(u)), (v, g(v))} = (< u, v >, α(u, v)),

on obtient en identifiant α(u, v) = g(< u, v >), donc g est l’application f
cherchée.

2.a. Pour tous a, b ∈ A,

[a, b] + [b, a] = (ab− ba) + (ba− ab) = 0,

donc [ , ] vérifie (L1) (l’antisymétrie).
Pour tous a, b, c ∈ A, posons J(a, b, c) = [a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]]. On a :

J(a, b, c) = [a, bc− cb] + [b, ca− ac] + [c, ab− ba]
= a(bc− cb)− (bc− cb)a + b(ca− ac)− (ca− ac)b + c(ab− ba)− (ab− ba)c
= abc− acb− bca + cba + bca− bac− cab + acb + cab− cba− abc + bac
= 0.

Donc [ , ] vérifie (L2) (l’identité de Jacobi). Comme elle est clairement bilinéaire,
c’est un crochet sur A.

2.b. Remarque : on utilisera librement les relations du III.2..
Pour tous a, b ∈ A on a :

αϕ(a, b) + αϕ(b, a) = ϕ(a ∧ b) + ϕ(b ∧ a) = ϕ(a ∧ b + b ∧ a) = ϕ(0) = 0.

Donc αϕ vérifie (C1).
Pour tous a, b, c ∈ A, posons

Jαϕ(a, b, c) = αϕ(a, [b, c]) + αϕ(b, [c, a]) + αϕ(c, [a, b]).

On a :

Jαϕ(a, b, c) = ϕ(a ∧ [b, c]) + ϕ(b ∧ [c, a]) + ϕ(c ∧ [a, b])
= ϕ(a ∧ [b, c] + b ∧ [c, a] + c ∧ [a, b])
= ϕ(a ∧ (bc− cb) + b ∧ (ca− ac) + c ∧ (ab− ba))
= ϕ(a ∧ bc− a ∧ cb + b ∧ ca− b ∧ ac + c ∧ ab− c ∧ ba)
= ϕ(a ∧ bc− a ∧ cb− ca ∧ b + ac ∧ b− ab ∧ c + ba ∧ c)
= ϕ

(
(a ∧ bc− (ab ∧ c + ca ∧ b)) + ((ac ∧ b + ba ∧ c)− a ∧ cb)

)
= 0.

Donc αϕ vérifie (C2). De plus on a déjà dit que ∧ était bilinéaire donc la linéarité
de ϕ entraine la bilinéarité de αϕ : finalement αϕ est un cocycle.

2.c. D’après 1.c. L(A)(αϕ) est triviale si et seulement si il existe une appli-
cation linéaire f de A dans E telle que αϕ(a, b) = f([a, b]) pour tous a, b ∈ A.
Cela peut s’écrire ϕ(a ∧ b) = f([a, b]).
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Supposons qu’il existe une telle application f et considérons α ∈ H1(A) :

α =
n∑

i=1

ai ∧ bi (toujours III.1.). On a :

ϕ(α) = ϕ(
n∑

i=1

ai ∧ bi) =
n∑

i=1

ϕ(ai ∧ bi)

=
n∑

i=1

f([ai, bi]) = f(
n∑

i=1

[ai, bi])

= f(
n∑

i=1

θA(ai ∧ bi)) = f(θA(
n∑

i=1

ai ∧ bi))

= f(θA(α)) = f(0) (car α ∈ H1(A) = ker θA)
= 0.

Donc la restriction de ϕ à H1(A) est nulle.
Réciproquement si la restriction de ϕ à H1(A) est nulle, on définit g sur

[A,A] comme étant l’application linéaire valant ϕ(a ∧ b) sur [a, b] quel que soit
le couple (a, b) d’éléments de A. Pour justifier cette définition il faut vérifier que

si
n∑

i=1

λi[ai, bi] =
m∑

j=1

µj [cj , dj ] alors
n∑

i=1

λiϕ(ai ∧ bi) =
m∑

j=1

µjϕ(cj ∧ dj). Faisons

le ; pour cela on commence par écrire que :

n∑

i=1

λiϕ(ai ∧ bi)−
m∑

j=1

µjϕ(cj ∧ dj) = ϕ(
n∑

i=1

λi(ai ∧ bi)−
m∑

j=1

µj(cj ∧ dj)).

Mais on a :

θA(
n∑

i=1

λi(ai ∧ bi)−
m∑

j=1

µj(cj ∧ dj)) =
n∑

i=1

λiθA(ai ∧ bi)−
m∑

j=1

µjθA(cj ∧ dj)

=
n∑

i=1

λi[ai, bi]−
m∑

j=1

µj [cj , dj ]

= 0.

Donc
n∑

i=1

λi(ai ∧ bi) −
m∑

j=1

µj(cj ∧ dj) ∈ H1(A) ce qui prouve que son image

par ϕ est nulle, ce que nous voulions démontrer. Donc g est bien définie sur
[A,A]. On l’étend à A linéairement (sans autre condition, par exemple nulle sur
un supplémentaire quelconque de [A,A] dans A) pour obtenir l’application f
voulue.

B. Extensions affines

1. Il est clair que {tn}n∈Z forme une base, donc en particulier une famille
libre, de k[t, t−1] sur k. On en déduit par un raisonnement d’extension classique
que {Eij(tn)}1≤i,j≤p,n∈Z est encore libre sur k ; en effet supposons que :

∑

1≤i,j≤p,n∈Z
λijnEij(tn) = 0Mp(A).
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Alors
∑

1≤i,j≤p

Eij(
∑

n∈Z
λijntn) = 0Mp(A) donc pour tout couple (i, j) on a l’identité

suivante :
∑

n∈Z
λijntn = 0A. D’après la remarque initiale cela force λijn = 0 pour

tout triplet (i, j, n).
Montrons maintenant que {Eij(tn)}1≤i,j≤p,n∈Z est génératrice de Mp(A) sur

k. Pour cela considérons m ∈ Mp(A) quelconque : m s’écrit
∑

1≤i,j≤p

Eij(mij).

Comme {tn}n∈Z forme une base de k[t, t−1] sur k on peut écrire pour tout couple
(i, j) : mij =

∑

n∈Z
λijntn. On injecte ces expressions dans celle de m et la linéarité

donne le résultat.
En définitive tout ceci prouve que {Eij(tn)}1≤i,j≤p,n∈Z est une base de Mp(A)
sur k. Il est alors évident que {c}∪{eij(tn)}1≤i,j≤p,n∈Z est une base de Mp(A)×k
sur k. Vérifions les relations demandées :

{c, c} = {(0, 1), (0, 1)} = ([0, 0], αϕ(0, 0)) = (0, 0).
{c, eij(tn)} = {(0, 1), (Eij(tn), 0)} = ([0, Eij(tn)], αϕ(0, Eij(tn))) = (0, 0).
{eij(tn), c} = −{c, eij(tn)} d’après (L1), donc {eij(tn), c} = (0, 0).
Enfin on a :

{eij(tn), ekl(tm)} = {(Eij(tn)), 0), (Ekl(tm), 0)}
= ([Eij(tn), Ekl(tm)], αϕ(Eij(tn), Ekl(tm))).

Mais on sait depuis I.B.2.a. que :

[Eij(tn), Ekl(tm)] = δjkEil(tntm)−δliEkj(tmtn) = δjkEil(tn+m)−δilEkj(tn+m).

On a également :

αϕ(Eij(tn), Ekl(tm)) = ϕ(Eij(tn) ∧ Ekl(tm))
= Res(T̂ r′(Eij(tn) ∧ Ekl(tm))
= Res(Tr′(Eij(tn), Ekl(tm))
= Res(δilδjktn ∧ tm) (III.5.a.)
= δilδjkRes(tn ∧ tm)
= δilδjkres(mtn+m−1) (III.6.b.).

Si n + m 6= 0, res(mtn+m−1) = 0 et si n = −m, res(mtn+m−1) = m. Donc
finalement si n + m 6= 0, {eij(tn), ekl(tm)} = δjkeil(tn+m)− δilekj(tn+m) et par
ailleurs {eij(t−m), ekl(tm)} = δjkeil(1)− δilekj(1) + δilδjkmc.

2. D’après A.1.c., L(Mp(A))(αϕ) est triviale ssi ϕ(H1(Mp(A))) = {0}.
Or ϕ(H1(Mp(A))) = Res(T̂ r′(H1(Mp(A)))) = Res(H1(A)) (d’après III.5.d.)
= k (d’après III.6.d.). Donc L(Mp(A))(αϕ) n’est pas triviale.

C. Opérateurs différentiels

1.a. Posons P̃ = f(P ) et prenons R dans A. On a :
f(λP + µQ)(R) = (λP + µQ)R = λPR + µQR = λf(P )(R) + µf(Q)(R) =
(λf(P ) + µf(Q))(R). Comme c’est vrai quel que soit R ∈ A, on a :

f(λP + µQ) = λf(P ) + µf(Q).
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f(PQ)(R) = PQR = P (QR) = f(P )(QR) = f(P )(f(Q)(R)) donc :

f(PQ) = f(P ) ◦ f(Q).

f(1)(R) = 1R = R = IdA(R) donc f(1) = 1End(A).
Il s’agit donc bien d’un morphisme d’algèbres.

1.b. Montrons par récurrence sur q ∈ N que pour tous P,R ∈ A on a :

dq(PR) =
q∑

l=0

(
q

l

)
P (l)R(q−l) (ce qui correspond à la formule de Leibniz).

Quand q = 0 cette égalité s’écrit juste PR = PR.
Supposons l’égalité vérifiée jusqu’au rang q et étudions dq+1(PR) :

dq+1(PR) = d(dq(PR))

= d(
q∑

l=0

(
q

l

)
P (l)R(q−l))

=
q∑

l=0

(
q

l

)
d(P (l)R(q−l)) (car d est linéaire)

=
q∑

l=0

(
q

l

)
(P (l+1)R(q−l) + P (l)R(q−l+1)) (III.6.a.)

=
q∑

l=0

(
q

l

)
P (l+1)R((q+1)−(l+1)) +

q∑

l=0

(
q

l

)
P (l)R((q+1)−l)

=
q+1∑
u=1

(
q

u− 1

)
P (u)R((q+1)−u) +

q∑
u=0

(
q

u

)
P (u)R((q+1)−u)

=
q∑

u=1

((
q

u− 1

)
+

(
q

u

))
P (u)R((q+1)−u)

+
(
q
q

)
P (q+1)R +

(
q
0

)
PR(q+1)

=
q∑

u=1

((
q

u− 1

)
+

(
q

u

))
P (u)R((q+1)−u)

+
(
q+1
q+1

)
P (q+1)R +

(
q+1
0

)
PR(q+1).

Or d’après la formule du triangle de Pascal
(

q
u−1

)
+

(
q
u

)
=

(
q+1
u

)
. Donc on a en

fait obtenu la formule souhaitée au rang q + 1.
Fixons maintenant R ∈ A. On a :

(dq ◦ P̃ )(R) = dq(P̃ (R))
= dq(PR)

=
q∑

l=0

(
q

l

)
P (l)R(q−l) (calcul préliminaire)

=
q∑

l=0

(
q

l

)
P̃ (l)(R(q−l))

=
q∑

l=0

(
q

l

)
(P̃ (l) ◦ dq−l)(R).
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Ceci étant vrai pour tout R cela signifie que :

dq ◦ P̃ =
q∑

l=0

(
q

l

)
P̃ (l) ◦ dq−l.

2.a. Soit α ∈ D. Par définition α =
∑

i∈I

P̃id
i avec I fini. Posons pour tout

i ∈ I : Pi =
∑

l∈Z
pilt

l (il s’agit de sommes finies). On a alors :

α =
∑

i∈I

˜
(
∑

l∈Z
piltl)di.

Mais
˜

(
∑

l∈Z
pilt

l) =
∑

l∈Z
pil t̃

l d’après 1.a. donc
˜

(
∑

l∈Z
pilt

l) =
∑

l∈Z
pilu

l et finalement

α =
∑

i∈I

∑

l∈Z
pilu

ldi. Cela prouve que {updq}p∈Z,q∈N est une famille génératrice

de D.
Supposons maintenant que cette famille ne soit pas libre. On peut donc

exhiber une relation de liaison avec des coefficients tous non nuls de la forme
suivante :

∑

(p,q)∈I

λ(p,q)u
pdq = 0End(A) où I est une partie finie de Z×N. Posons

maintenant d’une part :

q0 = inf{q ∈ N tel qu′il existe p ∈ Z avec (p, q) ∈ I},

et d’autre part :
J = {p ∈ Z tel que (p, q0) ∈ I}.

Appliquons
∑

(p,q)∈I

λ(p,q)u
pdq à tq0 : il vient (

∑

(p,q)∈I

λ(p,q)u
pdq)(tq0) = 0A. Mais

par ailleurs on a :

(
∑

(p,q)∈I

λ(p,q)u
pdq)(tq0) =

∑

(p,q)∈I

λ(p,q)u
p(dq)(tq0)

=
∑

p∈J

λ(p,q0)u
p(q0!)

=
∑

p∈J

λ(p,q0)q0!tp.

Donc
∑

p∈J

λ(p,q0)q0!tp = 0A. Comme les tp forment une famille libre dans A tous

les λ(p,q0) sont nuls. Ceci est absurde donc notre famille initiale est libre. Comme
elle était aussi génératrice, c’est une base de D.

2.b. Il suffit de le montrer sur les éléments d’une base (par exemple celle
du a.) puis d’étendre le résultat par bilinéarité du produit dans une algèbre (ici
End(A)). Soient donc updq et up′dq′ deux éléments de cette base. On a :
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updqup′dq′ = up(dqup′)dq′

= up(dq (̃t)
p′

)dq′

= up(dq (̃tp′))dq′

= up(
q∑

l=0

(
q

l

)
˜((tp′)(l))dq−l)dq′ (1.b.)

=
q∑

l=0

(
q

l

)
up ˜((tp′)(l))dq+q′−l.

Mais ˜((tp′)(l)) est de la forme λ̃tn c’est-à-dire λun car ˜ est un morphisme
d’algèbres. En injectant cette forme dans le calcul précédent, et compte tenu
de upun = up+n, on obtient une écriture de updqup′dq′ comme combinaison
linéaire de vecteurs de la base, ce qui achève la démonstration : D est stable par
composition.

Comme D est un sev de End(A), il ne reste plus qu’à vérifier que 1End(A) ∈ D
pour établir que D est une sous-algèbre de End(A) . C’est facile : 1End(A) =
IA = u0d0.

3. Si r = 0, il est clair que ce commutateur est nul. Sinon (r ≥ 1) [u, uqdr] =
uq+1dr − uqdru = uq+1dr − uq(udr + rdr−1) en appliquant la formule du 1.b.
Donc [u, uqdr] = uq+1dr − uq+1dr − ruqdr−1 = −ruqdr−1.

On en déduit que si (q, r) ∈ Z× N, on a : uqdr = −(r + 1)−1[u, uqdr+1]. En
particulier uqdr ∈ [D,D]. Comme les uqdr engendrent D cela force D ⊂ [D,D],
donc D = [D,D] (puisque D est une sous-algèbre de End(A)) : par définition
on a H0(D) = {0}.

Enfin on sait depuis I.A.2. que si V est un k−espace vectoriel, T (D,V ) est
isomorphe à L(H0(D), V ), donc à L({0}, V ) : T (D,V ) = {0}. Ceci signifie que
toute trace sur D est nulle car V est quelconque.

D. Extension de Virasoro

1. Compte tenu de la définition de W , on peut dire qu’il est composé des
éléments de D qui peuvent s’écrire P̃ d pour P ∈ A. On peut tout de suite
préciser que les upd pour p parcourant Z forment une base de W : c’est une
famille génératrice par définition de W , et libre d’après C.2.a.. Ceci étant dit,
calculons le crochet [P̃ d, Q̃d]. On a :

[P̃ d, Q̃d] = P̃ dQ̃d− Q̃dP̃ d

= (P̃ dQ̃− Q̃dP̃ )d
= (P̃ (Q̃d + Q̃′)− Q̃(P̃ d + P̃ ′))d (C.1.b.)
= (P̃ Q̃d + P̃ Q̃′ − Q̃P̃ d− Q̃P̃ ′)d.

Or PQ = QP donc P̃Q = Q̃P et P̃ Q̃ = Q̃P̃ puisqu’on a un morphisme
d’algèbres. On en déduit que P̃ Q̃d = Q̃P̃ d. Le calcul précédent se simplifie
en [P̃ d, Q̃d] = (P̃ Q̃′ − Q̃P̃ ′)d. En invoquant encore une fois le fait que˜est un
morphisme d’algèbres on réécrit P̃ Q̃′ − Q̃P̃ ′ sous la forme ˜(PQ′ −QP ′) ce qui
donne la formule demandée.

La restriction de [ , ] à W × W est donc à valeurs dans W . Sa bilinéarité
étant évidente, il suffit de vérifier les identités (L1) et (L2) sur les éléments de
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la base de W constituée des upd pour en déduire que (W, [ , ]) est un l-espace.
Mais ceci est évident (il suffit de relire le A.2.a. pour s’en convaincre).

2. Pour tous P , Q ∈ A, on a :

α(P̃ d, Q̃d) + α(Q̃d, P̃ d) = 1
12res(P ′Q′′ −Q′P ′′) + res(Q′P ′′ − P ′Q′′)

= 1
12res(0) (par linéarité de res.)

= 0.

Ceci prouve (C1).
Encore une fois il est clair que α est bilinéaire donc il suffit de vérifier (C2)

sur les éléments de la base. Soient donc p, q, r ∈ Z et notons :

J(p, q, r) = α(upd, [uqd, urd]) + α(uqd, [urd, upd]) + α(urd, [upd, uqd]).

En utilisant la formule démontrée au 1., on obtient pour J(p, q, r) l’expression
suivante :

α(upd, (r − q)uq+r−1d) + α(uqd, (p− r)up+r−1d) + α(urd, (q − p)uq+p−1d).

Il est clair que chacun des trois termes est de la forme 1
12res(λtp+q+r−4) avec

λ ∈ k. Donc si p+q+r 6= 3, c’est-à-dire si p+q+r−4 6= −1, on a immédiatement
J(p, q, r) = 0. Reste à étudier le cas p + q + r = 3 :

α(upd, (r − q)uq+r−1d) = α(upd, (r − q)u2−pd)
= 1

12res
(
ptp−1(r − q)(2− p)(1− p)t−p − p(p− 1)tp−2(r − q)(2− p)t1−p

)
= 1

12res
(
(p(r − q)(2− p)(1− p)− p(p− 1)(r − q)(2− p))t−1

)
= 1

12 (p(r − q)(2− p)(1− p)− p(p− 1)(r − q)(2− p))
= 1

6p(r − q)(2− p)(1− p).

On calcule pareillement les deux autres termes et on additionne pour obtenir :
J(p, q, r) = 1

6 [p(r−q)(2−p)(1−p)+q(p−r)(2−q)(1−q)+r(q−p)(2−r)(1−r)].
En développant puis en simplifiant, il vient pour J(p, q, r) cette expression :
1
6 (p3r− 3p2r− p3q + 3p2q + q3p− 3q2p− q3r + 3q2r + r3q− 3r2q− r3p + 3r2p).
Mais cette dernière somme se factorise sous la forme suivante :
(p + q + r − 3)(−q2r + p2r − p2q + q2p + r2q − r2p).
Puisque p+ q + r = 3, elle est nulle, et on a donc bien obtenu J(p, q, r) = 0 dans
tous les cas, ce qui démontre (C2). Finalement α est bien un cocycle sur W .

3. W (α) = (W × k, { , }) avec {(w1, λ1), (w2, λ2)} = ([w1, w2], α(w1, w2)).
On pose c = (0, 1) et pour tout n ∈ Z, Ln = (un+1d, 0). On sait déjà que
{un+1d}n∈Z est une base de W donc il est clair que {c} ∪ {Ln}n∈Z est une base
de W × k qui est l’espace vectoriel sous-jacent à V ir.
Les bilinéarités de [ , ] et de α assurent immédiatement que :

{c, c} = {c, Ln} = {Ln, c} = 0.

Si n + m 6= 0 on a : D’autre part

{Ln, Lm} = ([un+1d, um+1d], α(un+1d, um+1d))
= (((m + 1)− (n + 1))u(m+1)+(n+1)−1d,

1
12res((n + 1)tn(m + 1)mtm−1 − (m + 1)tm(n + 1)ntn−1)
(en utilisant la formule du 1.)

= ((m− n)un+m+1d, 1
12res((n + 1)(m + 1)(m− n)tn+m−1))
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Si n + m 6= 0 alors {Ln, Lm} = ((m− n)un+m+1d, 0) = (m− n)Ln+m.
Si n + m = 0, c’est-à-dire si n = −m,

{L−m, Lm} = 2mL0 − m3 −m

6
c.

4.a. D’après A.1.c. on a l’équivalence : V ir est triviale si et seulement si
il existe une application linéaire f : W → k telle que α(w1, w2) = f([w1, w2])
pour tous w1, w2 dans W . Supposons que cela soit vrai et appliquons ceci à
w1 = u−m+1d et w2 = um+1d pour un m ∈ Z quelconque. Le calcul effectué à la
question précédente (dans le cas n = −m) donne −m3−m

6 = 2mf(ud) quel que
soit m ∈ Z. C’est évidemment absurde (un polynôme non nul n’admet qu’un
nombre fini de racines) donc l’extension V ir n’est pas triviale.

4.b. D’après a., il n’existe pas d’application linéaire f : W → k telle que
α(w1, w2) = f([w1, w2]) pour tous w1, w2 dans W . A fortiori comme W ⊂ D,
il n’existe pas d’application linéaire g : D → k telle que α(d1, d2) = g([d1, d2])
pour tous d1, d2 dans D donc L(D)(α) n’est pas triviale.

Si on admet que le cocycle α est de la forme αϕ avec ϕ une forme linéaire sur
C(D) alors on peut appliquer le résultat de A.2.c. avec A = D. Ceci implique
nécessairement que l’espace vectoriel H1(D) n’est pas nul.

4.3 Commentaires

Ce problème exige une bonne familiarité avec les notions d’algèbre linéaire ou
multilinéaire, notamment celle de base, celle d’application (multi)linéaire et celle
omniprésente de passage au quotient. Peu de connaissances théoriques sophis-
tiquées sont réellement mises en jeu, même si l’on manipule groupes, algèbres,
polynômes ou matrices. On peut mentionner qu’il fallait par exemple connâıtre
les classes de conjugaison de S4 ou savoir que le rang d’un projecteur est donné
par sa trace. Il est donc raisonnable de dire que ce problème est plutôt moins
difficile que la plupart de ceux traditionnellement posés lors de cette épreuve de
mathémathiques générales, tant du point de vue conceptuel que du point de vue
de l’érudition requise. A ce titre, il peut servir de base de travail dès le début
d’une année de préparation au concours. Toutefois il nécessite une habilité cer-
taine dans les calculs et même parfois une bonne dose de persévérance ! Ce sera
de toute façon un excellent test.
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5.2 Correction

I. Exemples de fonctions vérifiant des équations
différentielles algébriques sur C.

1. L’application exponentielle réelle.

1.a. Soit P ∈ C[X0] tel que P (f) = 0. On a pour tout u ∈ R, P (eu) = 0
donc le polynôme P s’annule sur l’ensemble infini R∗+. On en déduit que P est
nul.

1.b. Soit Q = X1−X0 ∈ C[X0, X1]. Le polynôme Q est clairement non nul.
Comme Q(f, f ′) = f ′ − f = 0, le polynôme Q convient.

Remarque importante. Dans la suite, on identifie A[X0, . . . , Xn+1] et
A[X0, . . . , Xn][Xn+1] où A est un anneau commutatif intègre unitaire. On rap-
pelle d’ailleurs que si A est un anneau commutatif intègre unitaire, alors A[X]
aussi.

1.c. Fixons P ∈ C[X0, X1]. Supposons que P s’écrive (X1 − X0)R avec
R ∈ C[X0, X1]. Alors P (f, f ′) = (f ′ − f)R(f, f ′) = 0.

Réciproquement, on définit V = X1−X0. On remarque que P, V ∈ C[X0][X1]
et le coefficient dominant de V est 1 donc inversible dans C[X0]. On peut donc
effectuer la division euclidienne du polynôme P par le polynôme V . Il existe
ainsi Q,R ∈ C[X0][X1] tels que P = V Q + R et le degré de R soit strictement
inférieur à celui de V donc V est nul ou de degré nul. Autrement dit R est un
polynôme constant (éventuellement nul) de C[X0][X1] soit R = r où r ∈ C[X0].
On a : P (f, f ′) = V (f, f ′)Q(f, f ′) + r(f). Comme P (f, f ′) = 0 par hypothèse,
on obtient : r(f) = 0. Enfin, on applique la question 1.a et r = 0 soit R = 0.
Finalement, P = (X1 −X0)Q.

1.d. Fixons P ∈ C[X0, X1, X2].
Supposons que P s’écrive (X1−X0)R+(X2−X0)S avec R, S ∈ C[X0, X1, X2]

alors P (f, f ′, f ′′) = (f ′ − f)R(f, f ′, f ′′) + (f ′′ − f)S(f, f ′, f ′′) = 0.
Réciproquement, on définit V (X0, X1, X2) = X2 −X0 ∈ C[X0, X1][X2]. On

a P, V ∈ C[X0, X1][X2] et le coefficient dominant de V est 1 donc inversible dans
C[X0, X1]. On peut donc effectuer la division euclidienne du polynôme P par le
polynôme V . Il existe ainsi S, T ∈ C[X0, X1][X2] tels que P = V S+T . De plus, le
degré de T est strictement inférieur à celui de V donc est nul. On peut donc écrire
T = t ∈ C[X0, X1]. Comme 0 = P (f, f ′, f ′′) = (f ′′ − f)S(f, f ′, f ′′) + t(f, f ′),
on obtient t(f, f ′) = 0. D’après 1.c, le polynôme t sécrit (X1 − X0)R avec
R ∈ C[X0, X1].

Finalement, P = (X2 −X0)S + (X1 −X0)R avec R, S ∈ C[X0, X1, X2].

1.e. Soient P ∈ J et Q ∈ C[X0, X1, X2].
On a (PQ)(f, f ′, f”) = Q(f, f ′, f”)P (f, f ′, f”) = 0 car P ∈ J . On en déduit

que QP = PQ ∈ J . De plus, si P, Q ∈ J , on a clairement P −Q ∈ J donc J est
un sous-groupe additif de C[X0, X1, X2]. On conclut que J est un idéal.

Supposons que J soit principal, il existe un polynôme P ∈ J qui engendre
cet idéal, c’est à dire que J = P.C[X0, X1, X2]. Comme J n’est pas réduit à
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{0} (par exemple X1 − X0 ∈ J), P n’est pas nul. Il est clair que X2 − X0 et
X1 −X0 ∈ J donc il existe Q1 et Q2 ∈ C[X0, X1, X2] tels que X2 −X0 = PQ2

et X1 −X0 = PQ1.
En raisonnant dans C[X0, X1][X2], le degré en X2 de X1 −X0 est nul donc

celui de P aussi. De même, en raisonnant dans C[X0, X2][X1], le degré en X1

de X2 −X0 est nul donc celui de P aussi.
A fortiori, P = p ∈ C[X0]. Comme P ∈ J , on p(f) = P (f, f ′, f ′′) = 0.

D’après 1.a, p = 0. Ainsi P = 0 et J = {0}, ce qui est faux. On conclut donc
que J n’est pas principal.

2. L’application u 7→ sin u.

2.a. Soit P ∈ C[X0] tel que P (f) = 0. On a pour tout u ∈ R, P (sin u) = 0
donc le polynôme P s’annule sur l’ensemble infini [−1, 1]. On en déduit que P
est nul.

2.b. Le polynôme Q(X0, X1) = X2
1 + X2

0 − 1 ∈ C[X0, X1] convient car
Q(f, f ′)(u) = cos2 u + sin2 u− 1 = 0. De plus, Q est non nul.

2.c. Soient U, V ∈ C[X0] tels que U(f)f ′ + V (f) = 0.
On a alors

(
U(f)f ′

)2 =
(
V (f)

)2. On a donc T (f) = 0 où T est le polynôme
U2(1−X2

0 )− V 2. D’après 2.a, T = 0 donc U2 = U2X2
0 + V 2.

En comparant les degrés, U2X2
0 et V 2 ont nécessairement le même, sinon le

degré de U2 est le maximum des degrés de U2X2
0 et V 2 donc est strictement

supérieur à celui de U2. Notons a (resp. b) le coefficient de plus haut degré de
U (resp. de V ). On a : a2 = a2 + b2 donc b = 0. Ainsi, V = 0 et U2(1−X2

0 ) = 0
donc U = 0.

2.d. L’ensemble J est clairement un idéal.
Soit Q(X0, X1) = X2

1 + X2
0 − 1 ∈ C[X0, X1]. On a Q.C[X0, X1] ⊂ J car

Q ∈ J d’après 1.b.
Réciproquement, si P ∈ J , on effectue la division euclidienne dans C[X0][X1]

de P par Q dont le coefficient dominant (c’est 1) est inversible dans C[X0]. Il
existe donc S, T ∈ C[X0][X1] tels que P = QS + T . De plus, le degré de T
est strictement inférieur à celui de V . On peut donc écrire T = UX1 + V où
U, V ∈ C[X0]. Comme P,Q ∈ J qui est un idéal, on a T ∈ J ie T (f, f ′) = 0 soit
U(f)f ′+V (f) = 0. D’après 2.c, les polynômes U et V sont nuls donc T est nul.
Finalement, P = QS avec S ∈ C[X0, X1].

On conclut que J = Q.C[X0, X1] donc J est un idéal principal de C[X0, X1].

2.e. L’ensemble L est clairement un idéal de C[X0, X1, X2]. On définit Q =
X2

1 + X2
0 − 1 et R = X2 + X0, ce sont des éléments de L. Supposons que L soit

principal. On a alors l’existence de P ∈ L tel que L = P.C[X0, X1, X2]. Comme
L n’est pas réduit à {0} (par exemple R 6= 0), P n’est pas nul. Il existe T1 et
T2 ∈ C[X0, X1, X2] tels que R = PT1 et Q = PT2.

En raisonnant dans C[X0, X1][X2], le degré en X2 de Q est nul donc celui
de P aussi. De même, en raisonnant dans C[X0, X2][X1], le degré en X1 de R
est nul donc celui de P aussi.

A fortiori, P = p ∈ C[X0]. Comme P ∈ L, on p(f) = P (f, f ′, f ′′) = 0.
D’après 2.a, p = 0. Ainsi P = 0 et L = {0}, ce qui est faux. On conclut donc
que L n’est pas principal.
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3. L’application u 7→ eu2
.

3.a. Soit P ∈ C[X0, X1] tel que P (f, f ′) = 0. On écrit

P (X0, X1) =
∑

i,j≥0

ai,jX
i
0X

j
1 .

Supposons que P soit non nul, on peut alors définir N = max{i+j| ai,j 6= 0}
et d = max{j| 0 ≤ j ≤ N, aN−j,j 6= 0}.

On a pour tout u ∈ R, P (eu2
, 2ueu2

) = 0, ce qui s’écrit encore
∑

0≤n≤N
i+j=n

ai,j(2u)jenu2
= 0.

En divisant cette relation par ud.eNu2
, on obtient pour tout u ∈ R∗

∑
0≤n<N
i+j=n

ai,j2j .uj−de(n−N)u2
+

d∑

j=0

aN−j,j .2j .uj−d = 0.

En faisant tendre u vers +∞, il vient aN−d,d.2d = 0 ce qui contredit la définition
de d. Ainsi P est nul.

3.b. Pour tout u ∈ R, on a f ′(u) = 2ueu2
et f ′′(u) = 2(2u2 + 1)eu2

. On a
alors ff ′′ = (f ′)2 + 2f2. Ainsi le polynôme Q = X0X2 −X2

1 − 2X2
0 convient.

3.c. L’ensemble J est clairement un idéal.
Comme Q ∈ J , on a Q.C[X0, X1, X2] ⊂ J . Réciproquement, soit P ∈ J . On

considère l’anneau commutatif intègre unitaire : A = C[X0,
1

X0
, X1] (comme

sous-anneau de C(X0, X1)). L’élément X0 est inversible dans A donc le coef-
ficient dominant de Q ∈ C[X0, X1][X2] (que l’on considère de façon naturelle
comme élément de A) est inversible dans A. On effectue alors la division eucli-
dienne de P (que l’on considère aussi de façon naturelle comme élément de A)
par Q dans A[X2]. Il existe R,S ∈ A[X2] tels que P = RQ + S où le degré de

S est strictement inférieur à celui de Q soit S = s ∈ A. Comme
1
f
∈ C∞, on a :

s(f,
1
f

, f ′) = 0.

Soit n le degré de S en l’indéterminé
1

X0
. On a S0 = Xn

0 S ∈ C[X0, X1] et

on a S0(f, f ′) = 0. D’après 3.a, S0 est nul donc S aussi.
Attention : ce n’est pas fini ! On a montré P = RQ mais pour l’instant

R ∈ A.
Il existe un entier n et R0 ∈ C[X0, X1] tels que R =

R0

Xn
0

. On a donc PXn
0 =

R0Q et cette égalité a lieu dans C[X1, X2][X0]. La valuation de R0Q, val(R0Q),
est donc supérieure à n. D’autre part, val(R0Q) =val(R0)+val(Q) or val(Q) =
0. On en déduit que val(R0) ≥ n i.e. Xn

0 divise R0 donc P = TQ où T ∈
C[X1, X2][X0].

On aurait pu aussi raisonner de façon plus théorique dans C[X0, X1, X2] :
Xn

0 divise R0Q, X0 ne divise pas Q et X0 est irréductible. Comme C[X0, X1, X2]
est factoriel, on applique le théorème de Gauss et on déduit que Xn

0 divise R0.
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On conclut que P ∈ Q.C[X0, X1, X2].
Finalement, J = Q.C[X0, X1, X2] et J est principal.

II. Solutions holomorphes d’une équation
fonctionnelle.

1.a. Soient ρ ∈ [0, 1[ et n ∈ N. Montrons par récurrence que :

(Hn)
n∏

k=0

(1 + ρ2k

) =
1− ρ2n+1

1− ρ
·

(H0) est clairement vraie : (1 + ρ) =
1− ρ2

1− ρ
·

Supposons (Hn) vraie alors

n+1∏

k=0

(1 + ρ2k

) = (1 + ρ2n+1
)

n∏

k=0

(1 + ρ2k

) = (1 + ρ2n+1
)
1− ρ2n+1

1− ρ
=

1− ρ2n+2

1− ρ
·

Ainsi, (Hn+1) est vraie.
Par récurrence, (Hn) est vraie pour tout n.

Comme ρ ∈ [0, 1[, on conclut alors
n∏

k=0

(1 + ρ2k

) =
1− ρ2n+1

1− ρ
≤ 1

1− ρ
·

1.b. Pour tout z ∈ ∆, on a la factorisation suivante

θn(z)− θn+1(z) = z2n+1
n∏

k=0

(1− z2k

).

d’où la majoration en module :

|θn(z)− θn+1(z)| ≤ |z|2n+1
n∏

k=0

(1 + |z|2k

) ≤ |z|2n+1

1− |z| ·

où la dernière inégalité provient de (Hn) avec ρ = |z| < 1.

1.c. Pour tout z ∈ ∆ et tous q > p ∈ N, on constate que

θp(z)− θq(z) =
q−1∑
n=p

θn(z)− θn+1(z).

Ainsi, via 1.b,

|θp(z)− θq(z)| ≤
q−1∑
n=p

|θn(z)− θn+1(z)| ≤
q−1∑
n=p

|z|2n+1

1− |z| ≤
1

1− |z| ·
|z|2p+1

1− |z| ·

Fixons z ∈ ∆ et ε > 0, comme |z| < 1, il existe n0 ∈ N tel que
|z|2n0+1

(1− |z|)2 < ε.
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On a alors pour tous q > p ≥ n0, |θp(z)− θq(z)| ≤ |z|2n0+1

(1− |z|)2 < ε.

D’après le critère de Cauchy, la suite (θn(z))n est convergente vers une limite
θ(z). Autrement dit, (θn)n est simplement convergente vers θ sur ∆.

1.d. Soit r ∈]0, 1[. Il existe n0 ∈ N tel que
r2n0+1

(1− r)2
< ε.

Pour tous q > p ≥ n0 et tout z ∈ r∆ = {z ∈ C; |z| < r}, on a :

|θp(z)− θq(z)| ≤ |z|2n0+1

(1− |z|)2 ≤
r2n0+1

(1− r)2
< ε.

Autrement dit, (θn)n est uniformément convergente vers θ sur r∆. Comme pour
tout n, θn est holomorphe sur r∆, la fonction θ est elle-même holomorphe sur
r∆. Ceci est valable pour tout r < 1 donc la fonction θ est holomorphe sur ∆.

2.a. Fixons z ∈ ∆ et n ∈ N. On a

θn(z2) =
n∏

k=0

(1− (z2)2
k

) =
n∏

k=0

(1− z2k+1
) =

n+1∏

k=1

(1− z2k

)

(on a effectué le changement d’indice k + 1 → k).

Donc, (1− z)θn(z2) =
n+1∏

k=0

(1− z2k

) = θn+1(z). En passant à la limite quand

n tend vers +∞, on obtient : (1− z)θ(z2) = θ(z).

2.b. Supposons que θ(z) = 0, où z ∈ ∆ (en particulier z 6= 1). On a d’après
2.a, θ(z2) = 0. Par une récurrence immédiate, pour tout p ∈ N, z2p

est zéro de
θ. Comme (z2p

)p converge vers 0 (car |z| < 1), on a θ(0) = 0 par continuité de
θ. Or θn(0) = 1 pour tout n, a fortiori, θ(0) = 1. On a une contradiction donc
θ ne s’annule pas sur ∆.

2.c. Comme θ ne s’annule pas sur ∆, on peut définir h(z) =
f(z)
θ(z)

pour

z ∈ ∆.

On a pour z ∈ ∆, h(z2) =
f(z2)
θ(z2)

=
f(z)
θ(z)

= h(z). Par une récurrence

immédiate, pour tout p ∈ N, h(z) = h(z2p

). Comme f est continue sur ∆, h
est continue sur ∆ et par passage à la limite sur p, on obtient h(z) = h(0). En
posant λ = h(0), on a h(z) = λ ie f(z) = λθ(z).

3.a. Pour t ∈ Π, on a |et| = eRe(t) < 1 car Re(t) < 0. De plus, θ ne
s’annule pas sur ∆ et φ est bien définie. Comme θ est holomorphe sur ∆, θ′

aussi. Comme θ ne s’annule pas sur ∆,
1
θ

est aussi holomorphe sur ∆. Enfin,

l’application Π → ∆ : t 7→ et est holomorphe. On conclut que φ est holomorphe
sur Π.

3.b. Remarquons que t ∈ Π si et seulement si 2t ∈ Π.
D’après 2.a, on a avec z = et, (1 − et).θ(e2t) = θ(et). En dérivant cette

relation, il vient 2e2t(1 − et)θ′(e2t) − etθ(e2t) = et.θ′(et). Puis en divisant par
(1− et)θ(e2t), on obtient

2e2t θ
′(e2t)

θ(e2t)
− et

(1− et)
= et · θ′(et)

(1− et)θ(e2t)
= et · θ′(et)

θ(et)
·
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Finalement, cela s’écrit 2φ(2t) +
et

(et − 1)
= φ(t).

3.c. Pour tout k ∈ N, on pose
(Hk) ∀t ∈ Π, φ(k)(t) = 2k+1φ(k)(2t) + Sk(et) avec Sk+1(z) = z.S′k(z) où Sk ∈ C(z).

Pour k = 0, on définit S0(z) =
z

(z − 1)
et 3.b montre que (H0) est vraie.

Supposons que (Hk) soit vraie et dérivons (Hk). Il vient pour t ∈ Π,

φ(k+1)(t) = 2k+2φ(k+1)(2t) + et.S′k(et).

Donc (Hk+1) est vraie avec Sk+1(z) = z.S′k(z).
Par récurrence, (Hk) est vraie pour tout k.

III. Quelques résultats sur les fractions
rationnelles et les polynômes.

A. Fractions rationnelles à une indéterminée.

1.a. Soit R ∈ C(z). Si R s’écrit
U

V
et

P

Q
où U, V, P,Q ∈ C[z] (Q,V non nuls),

on a UQ = V P . On note deg(U) le degré de U. En égalant les degrés, il vient
deg(U)+deg(Q) = deg(V )+deg(P ). Donc deg(U)−deg(V ) = deg(P )−deg(Q).

Ainsi deg(R) est indépendant du choix du représentant
P

Q
de R.

Soient R, S ∈ C(z). On pose R =
U

V
et S =

P

Q
. On a R + S =

UQ + V P

QV
.

On a donc

deg(R + S) = deg(UQ + V P )− deg(QV ) = deg(UQ + V P )− deg(Q)− deg(V ).

Pour fixer les idées, supposons que deg(R) = max{deg(R), deg(S)}. On a donc
deg(U) − deg(V ) ≥ deg(P ) − deg(Q) soit deg(UQ) ≥ deg(V P ). Ainsi, on a
deg(UQ + V P ) ≤ max{deg(UQ),deg(V P )} = deg(UQ). D’où :

deg(R + S) ≤ deg(UQ)− deg(Q)− deg(V )
= deg(U) + deg(Q)− deg(Q)− deg(V )
= deg(U)− deg(V ) = deg(R)
= max{deg(R), deg(S)}.

1.b. On sait que C(z) est un C-espace vectoriel.

Soient λ ∈ C et F =
P

Q
∈ C0(z). On a λF =

λP

Q
et deg(λF ) = deg(λP ) −

deg(Q) ≤ deg(P )− deg(Q) = deg(F ) ≤ 0. Ainsi λF ∈ C0(z).
Soient R,S ∈ C0(z). D’après 1.a, deg(R + S) ≤ max{deg(R),deg(S)} ≤ 0.

Donc R + S ∈ C0(z).
On conclut que C0(z) est un sous-espace vectoriel de C(z).
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Pour tout γ ∈ C et n ∈ N, on a deg
( 1

(z − γ)n

)
= −n ≤ 0 donc V et W sont

inclus dans C0(z). Par définition, V et W sont des C-espaces vectoriels pour la
même structure d’espace vectoriel (l’addition interne et la multiplication par un
scalaire) que C0(z). Ainsi, V et W sont des sous-espaces vectoriels de C0(z).

1.c. Il suffit d’invoquer l’existence et l’unicité de la décomposition en élé-
ments simples, compte-tenu que, ici, la partie entière est réduite aux polynômes
constants.

2. D’après 1.c, pour tout F ∈ C0(z), il existe λ ∈ C et une famille (bγ,n)γ,n

presque nulle telle que

F = λ +
∑
γ∈C
n≥1

bγ,n

(z − γ)n
.

On note D l’opérateur de dérivation de C0(z) dans C(z). On a alors

D(F ) = F ′ =
∑
γ∈C
n≥1

−nbγ,n

(z − γ)n+1
∈ W.

Donc Im(D) ⊂ W .

Réciproquement, pour tout w ∈ W , on a w =
∑
γ∈C
n≥2

bγ,n

(z − γ)n
= D(F ) avec

F =
∑
γ∈C
n≥2

−bγ,n

(n− 1)(z − γ)n−1
∈ C0(z).

Finalement, Im(D) = W .

3. L’application µ est linéaire donc il suffit de vérifier que µ(v) ∈ V quand

v décrit une partie génératrice de V . Ainsi, pour v =
1

(z − γ)
où γ ∈ C, il existe

a ∈ C tel que γ = a2 et on a alors

µ(v)(z) = z
1

(z2 − γ)
= z

1
(z2 − a2)

=
1
2

( 1
(z − a)

+
1

(z + a)

)
∈ V.

Donc V est stable par µ.
Pour w ∈ W , d’après 2, il existe F ∈ C0(z) telle que w = D(F ). On a alors

µ(w)(z) = zF ′(z2) =
1
2
(F (z2))′ ∈ Im(D) = W car F (z2) ∈ C0(z). Donc W est

stable par µ.

4. Ici la partie entière est nulle car le degré de R est strictement négatif.

R(z) =
n∑

k=1

r(a, k)
(z − a)k

+
n∑

k=1

r(−a, k)
(z + a)k

·

En multipliant cette relation par (z − a)n, il vient

1
(z + a)n

= (z − a)nR(z) =
n∑

k=1

r(a, k)(z − a)n−k +
n∑

k=1

r(−a, k).(z − a)n

(z + a)k
·
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En prenant la valeur z = a, on a finalement

r(a, n) =
1

(2a)n
·

B. Polynômes à (n + 1) indéterminées.

1. Ordre sur Nn+1.
Il s’agit de l’ordre lexicographique lorsqu’on écrit de droite à gauche.

1.a. Montrons cela par récurrence sur n. Pour n = 0, c’est l’ordre usuel sur
N.

Supposons que Rn soit une relation d’ordre sur Nn+1. Soit α ∈ Nn+2. On
a bien sûr αn+1 = αn+1 et (α0, . . . , αn)Rn(α0, . . . , αn) car Rn est réflexive par
hypothèse de récurrence. Ainsi (α0, . . . , αn+1)Rn+1(α0, . . . , αn+1) donc Rn+1

est elle-même réflexive.
Soient α, β ∈ Nn+2 tels que αRn+1β et βRn+1α. Comme αRn+1β, on a

αn+1 ≤ βn+1. De même, βRn+1α donc βn+1 ≤ αn+1. Ainsi, αn+1 = βn+1. On
a donc (α0, . . . , αn)Rn(β0, . . . , βn) et (β0, . . . , βn)Rn(α0, . . . , αn). Comme Rn

est antisymétrique, on a (β0, . . . , βn) = (α0, . . . , αn). Finalement, α = β donc
Rn+1 est antisymétrique.

Soient α, β, γ ∈ Nn+2 tels que αRn+1β et βRn+1γ. En particulier, on a
αn+1 ≤ βn+1 et βn+1 ≤ γn+1. Si αn+1 < γn+1 alors αRn+1γ. Sinon, on a
αn+1 = βn+1 = γn+1 donc on a les relations (α0, . . . , αn)Rn(β0, . . . , βn) et
(β0, . . . , βn)Rn(γ0, . . . , γn). Comme Rn est transitive, on en déduit alors que
(α0, . . . , αn)Rn(γ0, . . . , γn) donc αRn+1γ et Rn+1 est transitive.

Finalement,Rn+1 est une relation d’ordre et par récurrence, pour tout entier
n, Rn est une relation d’ordre.

1.b. Là encore, on raisonne par récurrence sur n. Soit donc à n ∈ N fixé,

(Hn) Tout ensemble non vide E ⊂ Nn+1 admet un plus petit élément.

Pour n = 0, il s’agit d’un des axiomes de Peano qui caractérisent N donc
(H0) est vraie.

Supposons (Hn) vraie et fixons E ⊂ Nn+2. Comme E est non vide, on peut
définir

αn+1 = min{a ∈ N; ∃a0, . . . , an ∈ N, (a0, . . . , an, a) ∈ E}

et
E′ = {(a0, . . . , an) ∈ Nn+1; (a0, . . . , an, αn+1) ∈ E}.

E′ est une partie non vide de Nn+1 (par définition de αn+1) donc d’après
(Hn), admet un minimum (α0, . . . , αn). On pose α = (α0, . . . , αn, αn+1). Pour
tout β ∈ E, on a par définition de αn+1, βn+1 ≥ αn+1. Si βn+1 > αn+1, αRn+1β.
Sinon βn+1 = αn+1 et (β0, . . . , βn) ∈ E′ donc par définition de (α0, . . . , αn), on
a (α0, . . . , αn)Rn(β0, . . . , βn) soit αRn+1β.

Donc α est le plus petit élément de E et (Hn+1) est vraie.
Par récurrence, (Hn) est vraie pour tout n ∈ N.
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1.c. Soient α, β ∈ Nn+1, on définit E = {α, β} qui est non vide donc admet
un plus petit élément d’après 1.b. Il s’agit de α ou β donc αRnβ ou βRnα. La
relation Rn est donc totale.

1.d. Ceci se démontre une fois de plus par récurrence. Soit donc à n ∈ N
fixé,
(Hn) Tout ensemble fini non vide E ⊂ Nn+1 admet un plus grand élément.

Pour n = 0, il s’agit d’un des axiomes de Peano donc (H0) est vraie.
Supposons (Hn) vraie et fixons E ⊂ Nn+2 fini. Comme E est non vide et

fini, on peut définir

αn+1 = max{a ∈ N; ∃a0, . . . , an ∈ N, (a0, . . . , an, a) ∈ E}
et

E′ = {(a0, . . . , an) ∈ Nn+1; (a0, . . . , an, αn+1) ∈ E}.
E′ est une partie finie non vide de Nn+1 (par définition de αn+1) donc d’après

(Hn), admet un maximum (α0, . . . , αn). On montre exactement comme en 1.b
(en remplaçant min par max) que (α0, . . . , αn, αn+1) est le maximum de E.

On pouvait aussi utiliser la question précédente. On raisonne alors par ré-
currence sur le cardinal. Soit E non vide fini, E = (a1, . . . , ac) où c =card
E. Soit E′ = (a1, . . . , ac−1) et m = max E′ (par hypothèse de récurrence) et
max E = max{ac, m} qui existe carRn est totale (le maximum de deux éléments
distincts est celui qui n’est pas le minimum !).

2.a. Soient P, Q ∈ K[X0, X1, . . . , Xn], non nuls, on définit : R = pδQ−qδP .
Si R est non nul, on peut définir d = d(R). Le coefficient de Xδ dans R est nul
donc d 6= δ.

Si δRnd, en identifiant les coefficients de Xd dans la relation Q = p−1
δ (R +

−qδP ) (par définition pδ 6= 0), on obtient, comme δ 6= d : 0 = p−1
δ rd 6= 0. Cette

impossibilité montre que δRnd est faux soit dRnδ (car Rn est totale).
Ainsi, si pδQ− qδP est non nul, δ 6= d(pδQ− qδP ) et d(pδQ− qδP )Rnδ.

2.b. On considère l’ensemble E =
{
d(P ); P ∈ J \ {0}}. L’ensemble E est

une partie non vide (car J 6= {0}) de Nn+1 donc admet un plus petit élément
d d’après 1.b. Par définition, il existe M ∈ J \ {0} tel que d = d(M). Soit
P ∈ J \{0}, si d(P )Rnd(M) alors d(P ) = d(M) par définition de d = d(M). Soit
R = mdP−pdM , on a alors d’après 2.a, R = 0 ou d(R)Rnd(M) et d(R) 6= d(M).
Mais la seconde éventualité est impossible par définition de d(M) = d. Ainsi
R = 0 ie P = m−1

d pdM . Finalement, P = cM où c ∈ K.

3. Pour j ∈ {0, · · · , n}, on définit

dj = max
{

aj ∈ N; ∃(ai)i 6=j ∈ Nn, pour a = (a0, . . . , an), pa 6= 0
}

.

Comme P n’est pas constant, il existe j ∈ {0, · · · , n} tel que dj ≥ 1. Soit

i = (d0, . . . , dj−1, dj − 1, dj+1, . . . , dn)

On a alors
∂iP

∂Xi
=

∑
α

pα
∂iXα

∂Xi
or

∂iXα

∂Xi
=

( ∏
0≤k≤n

k 6=j

∂dkXαk

k

∂Xdk

k

)∂dj−1X
αj

j

∂X
dj−1
j
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où
∂dkXαk

k

∂Xdk

k

= cαk
∈ K pour k 6= j ;

∂dj−1X
αj

j

∂X
dj−1
j

= cαj ∈ K si αj ≤ dj − 1 et

∂dj−1X
αj

j

∂X
dj−1
j

= cαj Xj 6= 0 si αj = dj .

On a donc le résultat demandé.

IV. On se propose de montrer que la fonction θ

définie à la question II.1.c ne vérifie pas
d’équation différentielle algébrique sur C(z).

1.a. On raisonne par récurrence sur k ≥ 1. Pour k = 1, on a
θ′

θ
= g = Q1(g)

où Q1(Z0) = Z0. Donc c’est vrai pour k = 1.
Supposons que le résultat soit vrai pour un entier k ∈ N, k ≥ 1, où on peut

écrire Qk = Zk−1 + Rk(Z0, . . . , Zk−2). En dérivant θ(k), il vient :

θ(k+1) = θ′Qk(g, . . . , g(k−1)) + θ.

k−1∑
p=0

g(p+1) ∂Qk

∂Zp
(g, . . . , g(k−1)).

On remarque que θ′ = θ.g. On en déduit que θ(k+1) = θQk+1(g, . . . , g(k))

avec Qk+1 = Zk +Z0Qk +
k−2∑
p=0

Zp+1
∂Rk

∂Zp
. Le multidegré de Qk+1 est (0, . . . , 0, 1)

et son coefficient dominant est 1. Le résultat est donc vrai au rang k + 1.
Par récurrence, le résultat est vrai pour tout k ≥ 1.

1.b. Comme H est non nul, on peut considérer son multidegré d(H) = δ.
On pose δ = (δ0, . . . , δn). On note r < s pour rRn−1s et r 6= s. On peut écrire

H =
∑

a

haT a
0 T δ1

1 . . . T δn
n +

∑
(α1,...,αn)

(α1,...,αn)<(δ1,...,δn)

h(α0,...,αn)T
α0
0 Tα1

1 . . . Tαn
n .

Par hypothèse, le polynôme H est homogène donc la première somme est
réduite à hδT

δ0
0 T δ1

1 . . . T δn
n . On a

H(1, Q1, . . . , Qn) = hδQ
δ1
1 . . . Qδn

n +
∑

(α0,...,αn)
(α1,...,αn)<(δ1,...,δn)

h(α0,...,αn)Q
α1
1 . . . Qαn

n .

Si tous les δi sont nuls pour i ≥ 1, H = hT δ0
0 où h 6= 0. On a alors

H(1, Q1, . . . , Qn) = h 6= 0.
Sinon, on peut définir j = max{k ≥ 1; δk 6= 0}. D’après la question 1.a,

Qδ1
1 . . . Qδn

n = Qδ1
1 . . . Q

δj

j = Zδ1
1 . . . Z

δj

j + R(Z1, . . . , Zj−1)

où d(R) est de la forme (r1, . . . , rj , 0, . . . , 0) avec rj < δj . Donc
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H(1, Q1, . . . , Qn) = hδZ
δ1
1 . . . Z

δj

j + RH(Z1, . . . , Zn) avec d(RH) < δ.

Donc H(1, Q1, . . . , Qn) 6= 0.

2. L’hypothèse de l’énoncé nous permet de considérer un entier n tel qu’il
existe P ∈ C(z)[Z0, Z1, . . . , Zn], non nul vérifiant P (θ, . . . , θ(n)) = 0. Cela
s’écrit, en notant |(α0, . . . , αn)| = α0 + . . . + αn et N le degré total de P (au-
trement dit le plus grand |α| tel que pα 6= 0) :

N∑

j=0

θj
∑

|α|=j

pαQα1
1 (g) . . . Qαn

n (g, . . . , g(n−1)) = 0.

Notons Aj =
∑

|α|=j

pαQα1
1 (Z0) . . . Qαn

n (Z0, . . . , Zn−1) et aj = Aj(g, . . . , g(n−1)).

D’après la question 1.b, on remarque que Aj est non nul dès que le polynôme
homogène

∑

|α|=j

pαTα1
1 . . . Tαn

n est non nul.

On a l’équation algébrique (ordinaire) sur le corps Kn = C(z)(g, . . . , g(n−1))

(E)
N∑

j=0

ajθ
j = 0.

avec aj = Aj(g, . . . , g(n−1)) où Aj ∈ C(z)[Z0, Z1, . . . , Zn].
On considère d le plus petit entier N vérifiant une relation de type (E) avec

aj ∈ K où K = K∞ est le corps C(z)(g, g′, g′′, . . .) (en fait on veut la clôture par
dérivation de Kn).

Si d = 0, on a a0 = 0 et A0 est non nul donc le résultat est démontré.
Sinon, par définition de d, on a ad 6= 0 donc quitte à diviser par ad, on

peut supposer ad = 1. En fait, quitte à tout multiplier par un élément conve-
nable de C(z)[g, g′, . . .], on peut supposer aj ∈ C(z)[g, g′, . . .]. De plus, on
peut choisir m minimal pour que tous les aj s’écrivent Aj(g, . . . , g(m−1)) où
Aj ∈ C(z)[Z0, Z1, . . . , Zm−1].

En dérivant la relation (E), on obtient

d∑

j=1

(
jajθ

j−1θ′ + a′jθ
j
)

= 0.

Comme θ′ = gθ, on obtient :

(E′)
d∑

j=0

(jajg + a′j)θ
j = 0.

On opère (E′) − dg × (E) et on obtient l’équation algébrique suivante qui
est encore à coefficients dans K

d−1∑

j=0

((j − d)ajg + a′j)θ
j = 0.
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Par définition de la minimalité de d, pour tout j ∈ {0, . . . , d − 1}, on a
nécessairement (j − d)ajg + a′j = 0. Ainsi, pour tout j ∈ {0, . . . , d − 1}, on a

Bj(g, . . . , g(m)) = 0 avec Bj = (j−d)Z0Aj +
m−1∑
p=0

Zp+1 · ∂Aj

∂Zp
+A′j , où A′j signifie

clairement que l’on dérive les coefficients de Aj (qui sont dans C(z)).
Pour conclure, il suffit donc de montrer qu’il existe j ∈ {0, . . . , d−1} tel que

Bj est non nul. Or le coefficient dominant de Bj en Zm vaut
∂Aj

∂Zm−1
car les

polynômes Ai (i ≤ d− 1) n’ont aucun terme en Zm d’après 1.a.
Si le degré partiel en Zm−1 de tous les polynômes Ai non nuls (i ≤ d − 1)

est nul alors ceci contredit la minimalité de m. On conclut donc qu’il existe

i ≤ d− 1 tel que le degré partiel en Zm−1 de Ai est non nul ie
∂Ai

∂Zm−1
est non

nul donc Bi est non nul. Ceci achève la démonstration du résultat demandé.

3. Comme g(et) = e−tφ(et), une récurrence immédiate donne pour tout
entier j : g(j) ◦ exp = Aj(φ, . . . , φ(j)) où Aj ∈ L[Z0, Z1, . . . , Zj ] et le coefficient
dominant de Aj en Zj est exp−j−1.

Si B(g, . . . , g(n)) = 0 où B ∈ C(z)[Z0, Z1, . . . , Zn] est non nul, on a alors
B̃(φ, . . . , φ(n)) = 0 où B̃ ∈ L[Z0, Z1, . . . , Zn]. En notant δ = d(B), on a d(B̃) = δ
et B̃δ = Bδ(exp)−D 6= 0 où D =

∑
j(j + 1)δj donc B̃ est non nul.

φ vérifie donc une équation différentielle algébrique sur L.

4. On considère l’ensemble J = {Q ∈ L[X0, . . . , Xn]; Q(φ, . . . , φ(n)) = 0}
où n est tel qu’il existe B ∈ L[Z0, Z1, . . . , Zn] non nul avec B(φ, . . . , φ(n)) = 0.

J est clairement un idéal non réduit à {0}. D’après III.B.2.b, il existe M ∈
J \ {0} tel que pour tout P ∈ J \ {0}, d(P )Rnd(M) implique l’existence de
c ∈ L tel que P = cM . M est non constant car un polynôme constant de J est
nécessairement nul.

On considère alors P = M∗
(1

2
(X0 − R0), . . . ,

1
2n+1

(Xn − Rn)
)
. Pour tout

t ∈ Π, on a

P (φ, . . . , φ(n))(t) = M∗
(1

2
(φ−R0), . . . ,

1
2n+1

(φ(n) −Rn)
)
(t)

= M(φ, . . . , φ(n))(2t) = 0

car pour tout j et tout t ∈ Π, on a
1

2j+1

(
φ(j)(t)−Rj(t)

)
= φ(j)(2t) (cf. II.3.c).

Ainsi P ∈ J \ {0} et clairement d(P )Rnd(M). La définition de M implique
l’existence de λ ∈ L tel que P = λM ie

M∗
(1

2
(X0 −R0), . . . ,

1
2n+1

(Xn −Rn)
)

= λM.

5.a. Comme M /∈ L, d’après la question III.B.3, il existe (i0, . . . , in) tel que

U =
∂|i|M

∂Xi0
0 . . . ∂Xin

n

soit affine et non constant (on rappelle que |i| = i0+. . .+in).

On a alors

λU =
∂|i|

∂Xi0
0 . . . ∂Xin

n

(
M∗(1

2
(X0 −R0), . . . ,

1
2n+1

(Xn −Rn)
))

.
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Or
∂j

∂Xj
s

(
M∗(1

2
(X0 −R0), . . . ,

1
2n+1

(Xn −Rn)
))

=
1

2j(s+1)
·
(∂jM

∂Xj
s

)∗(1
2
(X0 −R0), . . . ,

1
2n+1

(Xn −Rn)
)

donc

λU =
[ n∏

s=0

1
2is(s+1)

]
·
( ∂|i|M

∂Xi0
0 . . . ∂Xin

n

)∗(1
2
(X0 −R0), . . . ,

1
2n+1

(Xn −Rn)
)
.

Finalement, U∗
(1

2
(X0 −R0), . . . ,

1
2n+1

(Xn −Rn)
)

= µU où µ ∈ L.

5.b. Le polynôme U est affine donc U =
n∑

j=0

pjXj + q. La relation de la

question 5.a s’écrit donc
n∑

j=0

1
2j+1

p∗j (Xj −Rj) + q∗ = µ

n∑

j=0

pjXj + µq.

Ainsi, pour tout j ∈ {0, . . . , n}, µpj =
1

2j+1
p∗j et

(E)
n∑

j=0

1
2j+1

p∗j (−Rj) + q∗ = µq.

On est amené à étudier une équation (Ea) du type au = u∗. On pose pour
t ∈ Π : u(t) = v(exp(t)) où v ∈ M(∆). L’équation (Ea) s’écrit alors pour tout
t ∈ Π, av(exp(t)) = v(exp(2t)) soit pour tout z ∈ ∆ : av(z) = v(z2). Supposons
u (donc v) non nulle, comme v est méromorphe, il existe α ∈ Z tel que pour
z au voisinage de zéro, on ait v(z) = zαw(z) où w(0) 6= 0 et w holomorphe
au voisinage de zéro. L’équation (Ea) sécrit alors pour z au voisinage de zéro
azαw(z) = z2αw(z2) soit aw(z) = zαw(z2). Comme a est non nul (sinon u∗

donc u est nulle), on a nécessairement (en regardant le comportement en zéro) :
α = 0 et a fortiori, en z = 0, cela donne a = 1 (car w(0) 6= 0). Ainsi, pour
z ∈ ∆, v(z) = v(z2) = . . . = v(z2r

) pour tout entier r. Faisant tendre r vers
+∞, on obtient v(z) = v(0), autrement dit v donc u est constante.

Pour tout j ∈ {0, . . . , n}, l’équation (E2j+1µ) donne : soit pj = 0, soit µ est
non nul, 2j+1µ = 1 et pj est constante. On rappelle que le cas µ = 0 implique
pj = 0.

On remarque donc que si µ est nul alors tous les pj sont nuls et U est
constante ce qui est faux.

Ainsi µ est non nul et pour tout j ∈ {0, . . . , n}, pj = 0 ou 2j+1µ = 1 et pj

est constante. Il est clair qu’on ne peut avoir 2j+1µ = 1 et 2i+1µ = 1 pour i
et j distincts donc tous les pj sont nuls sauf exactement un (puisqu’ils ne sont
pas tous nuls), disons pour j = m. On a alors 2m+1µ = 1 et pour tout j 6= m,
pj = 0. De plus, pm est constante.

L’équation (E) devient donc 2−(m+1)p∗m(−Rm) + q∗ = µq = 2−(m+1)q. On
en déduit en posant pm = C ∈ C que Rm = 2m+1

( q

C

)∗ − q

C
. Ainsi, il existe

u ∈ L tel que Rm = 2m+1u∗ − u.
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5.c. On écrit Rm(t) = Sm(et) et u(t) = µ(et) où t ∈ Π et Sm, µ ∈ C(z).
Le résultat de la question précédente donne alors Sm(et) = 2m+1µ(e2t)− µ(et).
Donc pour tout z ∈ ∆, Sm(z) = 2m+1µ(z2)− µ(z).

6. On commence par remarquer que, comme S0(z) =
z

1− z
, 1 est pôle simple

de S0. Puis par récurrence immédiate, 1 est pôle d’ordre k + 1 de Sk.
µ admet donc nécessairement 1 pour pôle. Notons n l’ordre de multiplicité

du pôle 1 pour µ. On peut donc écrire :

µ(z) =
V (z)

(z − 1)n
.

où V ∈ M(∆) est holomorphe au voisinage de 1 et n’admet 1 ni comme zéro ni
comme pôle.

Le résultat de la question précédente donne donc

(P ) Sm(z) = 2m+1 V (z2)
(z2 − 1)n

− V (z)
(z − 1)n

.

On décompose
1

(z2 − 1)n
en éléments simples et III.A4 donne

1
(z2 − 1)n

=
1

(z − 1)n

( 1
2n

+ (z − 1)C(z)
)

où C ∈ C(z) et admet uniquement −1 comme pôle.
La relation (P ) s’écrit alors (en posant N(z) = V (z2).C(z))

Sm(z) =
1

(z − 1)n

(
2m+1−nV (z2)− V (z) + (z − 1)N(z)

)
.

Comme 1 est pôle d’ordre m + 1 de Sm, on a n = m + 1. En effet, si n 6=
m + 1, alors nécessairement n > m + 1 et il faudrait alors que 1 soit zéro de
2m+1−nV (z2) − V (z) + (z − 1)N(z) donc zéro de 2m+1−nV (z2) − V (z) ce qui
imposerait (2m+1−n − 1)V (1) = 0 alors que V (1) 6= 0.

Comme V est holomorphe au voisinage de 1, on peut écrire V (z) = V (1) +
(z − 1)h(z) où h ∈ M(∆) est holomorphe au voisinage de 1 (donc n’admet pas
1 comme pôle). On obtient V (z2)− V (z) = (z − 1)[(z + 1)h(z2)− h(z)] donc

Sm(z) =
1

(z − 1)m

(
(z + 1)h(z2)− h(z) + N(z)

)
.

donc 1 est pôle de Sm d’ordre inférieur à m ce qui est faux.
On a donc une contradiction qui ne peut provenir que de l’hypothèse du

début de question IV.2. On conclut que θ ne vérifie pas d’ équation différentielle
algébrique sur C(z).
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V. Généralisation.

1.a. Pour tout entier n ∈ N et tout z ∈ ∆ (toutes les puissances de z sont

encore dans ∆), on définit θn(z) =
n∏

k=0

R(z2k

). On a θn ∈ H(∆) car R ∈ H(∆)

et θn(0) = 1.
On écrit R(z) = 1 + zr(z) où r est holomorphe sur ∆.
Fixons ρ < 1. Etant continue, r est en particulier bornée sur l’adhérence de

ρ∆ (qui est strictement incluse dans ∆) par mρ. Pour tout z ∈ ρ∆, on a la
majoration

|
n∏

k=0

R(z2k

)| ≤
n∏

k=0

(1 + |r(z)|.|z|2k

) ≤
n∏

k=0

(1 + mρρ
2k

).

Comme ρ < 1, la suite
( n∏

k=0

(1 + mρρ
2k

)
)

n
est majorée (en fait, on a mieux :

comme cette suite est croissante, puisque (1 + mρρ
2k

) ≥ 1, le produit infini
∞∏

k=0

(1 + mρρ
2k

) est convergent). En effet, en passant au log, il vient

0 ≤ log
n∏

k=0

(1 + mρρ
2k

) =
n∑

k=0

log(1 + mρρ
2k

) ≤
n∑

k=0

mρρ
2k

et le dernier terme est convergent (donc majoré) quand n tend vers +∞. On a

donc bien l’existence de Mρ ∈ R tel que
n∏

k=0

(1 + mρρ
2k

) ≤ Mρ pour tout n.

On a pour tout z ∈ ρ∆ : θn+1(z)− θn(z) =
(
1−R(z2n+1

)
)
.

n∏

k=0

R(z2k

). On

en déduit la majoration

|θn+1(z)− θn(z)| ≤ |1−R(z2n+1
)|Mρ ≤ Mρ|z|2

n+1 |r(z2n+1
)| ≤ Mρmρρ

2n+1
.

Ainsi, la série de fonctions
∑

n(θn+1 − θn) converge uniformément sur ρ∆
pour tout ρ < 1. On en déduit que (θn) converge simplement vers une fonction
θ sur ∆ et que (θn) converge uniformément vers θ sur ρ∆ pour tout ρ < 1. En
particulier θ est holomorphe sur ρ∆ pour tout ρ < 1 donc θ est holomorphe sur
∆.

On remarque que pour tout z ∈ ∆, θn+1(z) = R(z).θn(z2) et θn(0) = 1. En
passant à la limite sur n, on obtient les relations θ(z) = R(z).θ(z2) et θ(0) = 1.

Il reste à établir l’unicité de θ. On ne peut malheureusement pas raisonner
comme au II.2 car R peut a priori s’annuler sur ∆. Soit T holomorphe sur ∆
telle que T (0) = 1 et T (z) = R(z)T (z2).

En 0, θ et R sont non nulles. Par continuité, il existe α ∈]0, 1[ tel que pour

tout z ∈ α∆ : h(z) =
T (z)
θ(z)

est définie (en particulier θ donc R est non nulle

sur ce voisinage) et on a alors h(z) = h(z2) = . . . = h(z2r

) puis par passage à
la limite sur r vers +∞ : h(z) = h(0) = 1. Ainsi, T (z) = θ(z) sur α∆. D’après
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le théorème du prolongement analytique (T et θ sont holomorphes sur l’ouvert
∆ et coincident sur l’ouvert α∆) T = θ sur ∆. Ceci établit donc l’unicité de θ.

1.b. On raisonne par récurrence sur k. Pour k = 0, on dérive la relation
θ(et) = R(et).θ(e2t) où t ∈ Π pour obtenir

etθ′(et) = etR′(et).θ(e2t) + 2e2tR(et).θ′(e2t).

D’où f(t) =
etθ′(et)
θ(et)

=
etR′(et)
R(et)

+
2e2tθ′(e2t)

θ(e2t)
= 2f(2t) + S0(et).

avec S0(z) =
zR′(z)
R(z)

·
Supposons alors que le résultat soit vrai pour k ∈ N. On dérive la relation

f (k)(t) = 2k+1f (k)(2t) + Sk(et) où Sk ∈ C(z)

pour obtenir

f (k+1)(t) = 2k+2f (k+1)(2t) + Sk+1(et) où Sk+1(z) = zS′k(z).

Le résultat est donc vrai à l’ordre k + 1 et par récurrence, il est vrai pour
tout k.

2. On suppose qu’il existe m ∈ N tel que

(Em) Sm(z) = 2m+1ν(z2)− ν(z) où ν ∈ C(z).

On remarque par une récurrence immédiate que Sm n’admet pas 0 comme
pôle et que Sm ∈ C0(z). La relation de récurrence sur Sk montre alors que 0 est
racine de Sm (car 0 n’est ni pôle ni racine de R). Nous affirmons que ν n’admet
pas 0 comme pôle.

En effet, si 0 est pôle de ν, disons d’ordre n ≥ 1, ν s’écrit
1
zn

B(z) où B(0) 6= 0

et B est méromorphe sur ∆. On a la relation Sm(z) =
2m+1

z2n
B(z2) − 1

zn
B(z).

Ainsi, lim
z→0

z2nSm(z) = 2m+1B(0) 6= 0 or Sm n’admet pas 0 comme pôle. Nous
avons donc une contradiction et ν n’admet pas 0 comme pôle.

Si m = 0, le choix G = ν convient.
Supposons que m ≥ 1. On a zS′m−1(z) = Sm(z) = 2m+1ν(z2)− ν(z) soit

(∗) S′m−1(z) = 2m+1 ν(z2)
z

− ν(z)
z

.

On remarque que nécessairement le degré de
ν(z)

z
est inférieur à −1. En

effet, le degré de
ν(z2)

z
est différent de celui de

ν(z)
z

dès que le degré de ν n’est

pas 0. Comme le degré de S′m−1 est inférieur à −1, le degré de
ν(z)

z
est inférieur

à −1 sauf éventuellement si le degré de ν vaut 0. Auquel cas, a posteriori, le

degré de
ν(z)

z
est aussi inférieur à −1. Ainsi, notre affirmation est vérifiée.

On peut donc écrire (cf. III.A.1.c)
ν(z)

z
= v(z) + w(z) où v ∈ V et w ∈ W .
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Comme en particulier
ν(z)

z
∈ C0(z), on peut opérer µ (cf. III.A.2) et on

obtient la relation

µ
(ν

z

)
(z) =

ν(z2)
z

= 2−(m+1)
(
S′m−1(z) +

ν(z)
z

)
.

Donc µ(v) + µ(w) = 2−(m+1)
(
S′m−1 + v + w

)
.

Par définition, S′m−1 ∈ W . On rappelle que V et W sont en somme directe et
sont stables par µ donc

µ(v) = 2−(m+1)v et µ(w) = 2−(m+1)
(
S′m−1 + w

)
.

En particulier, la première relation permet d’affirmer que si a est un pôle
de v alors les deux racines carrées de a aussi. En particulier si a = teis (0 <

s ≤ 2π, t > 0) est un pôle non nul de v alors tous les complexes t
1
n e

is
n aussi.

Donc v admettrait une infinité de pôles, ce qui est impossible. On en déduit
que v = 0 ou v n’admet que 0 comme pôle. Supposons v non nul, la relation

zv(z2) = 2−(m+1)v(z) implique que 0 est pôle d’ordre 1 de v donc v(z) =
p(z)
z

où p est un polynôme qui vérifie la relation : p(z2) = 2−(m+1)p(z). Le polynôme
p est donc clairement nul (pour des raisons de degrés, il est constant, égal à C
disons, puis C = 2−(m+1)C impose C = 0). Ainsi, v = 0.

On en déduit que
ν(z)

z
= w ∈ W =ImD, c’est à dire qu’il existe une fraction

G (on la choisit telle que G(0) = 0) telle que G′(z) =
ν(z)

z
. Comme 0 n’est pas

pôle de
ν(z)

z
, 0 n’est pas pôle de G. De plus, la relation (∗) devient

S′m−1(z) = 2m(2z
ν(z2)

z2
)− ν(z)

z
= 2mG(z2)′ −G′(z).

Par intégration, Sm−1(z) = 2mG(z2)−G(z) (on rappelle que Sm−1(0) = 0)
et on a l’équation (Em−1).

Enfin, par récurrence, on a les équations (Em−1), (Em−2),...,(E0). Le cas
m = 0 a déjà été traité et le résultat est démontré.

3.a.

G(z) = E(z) +
∑

γ∈C∗
n≥1

g(γ, n)
(z − γ)n

.

On commence par remarquer que la fraction z
R′

R
n’admet que des pôles

simples.
Fixons γ = a2 un pôle de G et notons n (resp. N , éventuellement nul) l’ordre

de multiplicité de γ (resp. a) en tant que pôle de G.

On a G(z) =
A(z)

(z − a)N
où A ∈ C(z) et A(a) = g(a, N). De même, G(z) =

B(z)
(z − γ)n

où B ∈ C(z) et B(γ) = g(γ, n) 6= 0 donc G(z2) =
B(z2)

(z2 − a2)n
.

L’équation (E0) devient

z
R′(z)
R(z)

=
1

(z − a)n
.

2B(z2)
(z + a)n

− A(z)
(z − a)N

.
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Si n ≥ 2, il faut N = n sinon a est pôle double de z
R′(z)
R(z)

. Ainsi a est aussi

pôle de G. Finalement, si γ est pôle de G d’ordre n ≥ 2, ses racines carrées
sont aussi pôles d’ordre n. On conclut comme dans la question précédente que
G aurait alors une infinité de pôles ce qui est impossible.

Finalement, n ≤ 1, ce qu’il fallait démontrer.

3.b. Le degré de z
R′(z)
R(z)

est négatif donc la partie entière de G est constante.

En reprenant les calculs de la question précédente et compte-tenu que tous les
pôles sont simples, on peut écrire pour tout a

z
R′(z)
R(z)

=
1

(z − a)
(g(a2, 1)

a
− g(a, 1)

)
+ Q(z) où a n’est pas pôle de Q.

On pose
R′(z)
R(z)

=
na

z − a
+ T (z)

où a n’est pas pôle de T et na est un entier relatif (en fait, |na| est l’ordre de
multiplicité de a comme racine ou comme pôle de R).

On a alors, en identifiant les équivalents en a :

na.a =
g(a2, 1)

a
− g(a, 1)

et ceci est vrai pour tout a. Ceci s’écrit encore na =
g(a2, 1)

a2
− g(a, 1)

a
donc

pour tout entier p

pna =
g(a2p+1

, 1)
a2p+1 − g(a2p

, 1)
a2p + . . . +

g(a2, 1)
a2

− g(a, 1)
a

=
g(a2p+1

, 1)
a2p+1 − g(a, 1)

a
.

Fixons γ un pôle de G. Comme il y a un nombre fini de pôles, le raisonnement
de la question 2 nous donne l’existence de p et a tels que γ = a2p+1

et g(a, 1)
est nul.

Ainsi, pour tout pôle γ de G, on a
g(γ, 1)

γ
= qγ ∈ Z. On peut alors écrire

G(z) = E +
∑

γ∈C∗

qγ .γ

z − γ
.

d’où

R′(z)
R(z)

=
2G(z2)−G(z)

z
=

E

z
+

∑

γ∈C∗

2qγ .γ

z(z2 − γ)
−

∑

γ∈C∗

qγ .γ

z(z − γ)
.

On remarque que E = lim
∞

z
R′(z)
R(z)

∈ Z. De plus, on a
γ

z(z − γ)
=
−1
z

+
1

z − γ
et

γ

z(z2 − γ)
=
−1
z

+
z

z2 − γ
. La fraction

2G(z2)−G(z)
z

apparâıt donc comme la

dérivée logarithmique de zE−q F (z)
F (z2)

où F (z) =
∏

γ∈C∗
(z − γ)−qγ et q =

∑

γ∈C∗
qγ .
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On obtient donc la relation R = czE−q F (z)
F (z2)

où c ∈ C. Comme 0 n’est ni pôle ni

racine de R, E − q = 0. De plus, c = R(0) = 1. Finalement, F (z) = R(z)F (z2).
Pour utiliser l’unicité de θ (cf V.1.a) et conclure θ = F ∈ C(z), il faut encore

établir le caractère holomorphe de F sur ∆. Pour cela, il suffit de montrer que
F n’admet aucun pôle dans ∆. Mais sinon, comme R n’admet aucun pôle dans
∆, les pôles dans ∆ de F (z) et F (z2) sont les mêmes. Mais le raisonnement du
V.2 (toujours le même) montre que alors F admet une infinité de pôles dans ∆,
ce qui est faux. F est donc holomorphe sur ∆ et on conclut θ ∈ C(z).

5.3 Commentaires

Le problème concerne surtout la fonction génératrice associée à la suite de
Thue-Morse. Il s’agit de montrer qu’elle ne vérifie aucune équation différentielle
algébrique non triviale. Ce résultat est généralisé à d’autres types de fonctions
dans la dernière partie. L’épreuve est toutefois éclectique et les thèmes abordés
sont : l’algèbre des polynômes à plusieurs indéterminées, leurs idéaux et leur
caractère éventuellement principal, les fonctions holomorphes (de façon très
élémentaire), la décomposition des fractions rationnelles en éléments simples.
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6.2 Correction

Partie I. Préliminaires

1.1. Procédons par récurrence sur l’entier l ∈ N∗.
Soit Hl l’énoncé suivant : si A1, . . . , Al sont des parties infinies de k et si P est

un polynôme de k[X1, . . . , Xl] dont la fonction associée s’annule sur A1×. . .×Al

alors P est le polynôme nul.
H1 est vrai : un polynôme à une indéterminée qui a une infinité de racines

dans k est le polynôme nul.
Supposons Hl vrai et montrons Hl+1. Soient A1, . . . , Al+1 des parties infinies

de k et soit P ∈ k[X1, . . . , Xl+1] dont la fonction associée s’annule sur A1× . . .×
Al+1.

On peut écrire P =
d∑

i=0

QiX
i
l+1 où d est un entier et où Qi ∈ k[X1, . . . , Xl]

pour 0 ≤ i ≤ d. On a par hypothèse :

∀(x1, . . . , xl, xl+1) ∈ A1 × . . .×Al ×Al+1

d∑

i=0

Q̃i(x1, . . . , xl)xi
l+1 = 0

(pour 0 ≤ i ≤ d, Q̃i désigne la fonction associée à Qi).
Fixons alors (x1, . . . , xl) ∈ A1 × . . .×Al et considérons le polynôme :

R =
d∑

i=0

Q̃i(x1, . . . , xl) Xi .

La fonction associée à R s’annule sur Al+1 qui est une partie infinie de k : le
cas l = 1 affirme alors que R est le polynôme nul.

Ainsi, pour tout i ∈ {0, . . . , d}, Q̃i(x1, . . . , xl) = 0. Ceci est bien entendu
valable pour tout (x1, . . . , xl) ∈ A1 × . . . × Al et on peut alors appliquer l’hy-
pothèse de récurrence pour obtenir : Qi = 0 pour 0 ≤ i ≤ d et ceci entraine
clairement la nullité de P .

1.2. Les normes sont équivalentes en dimension finie. On peut donc supposer
que la topologie de kn est celle induite par la norme ‖.‖∞ où

‖(x1, . . . , xn)‖∞ = sup
1≤i≤n

|xi| .

U contient alors une boule ouverte de kn qui est de la forme I1 × . . .× In où Ip

est un ouvert non vide de k pour 1 ≤ p ≤ n (si k = R, Ip est un intervalle, si
k = C, Ip est un disque). La question 1. entraine que P est le polynôme nul (il
est clair que les Ip sont infinis).

1.3.1. Il est clair que pour f ∈ F (V ) et pour g ∈ G, g.f ∈ F (V ). Il est
également clair que pour g ∈ G, f, h ∈ F (V ) et λ ∈ k, g.(λf + h) = λg.f + g.h.

On définit ainsi une application ρ : G → L(F (V )) par ρ(g) : f 7→ g.f .
Montrons que pour tous g1, g2 ∈ G, ρ(g1g2) = ρ(g1) ◦ ρ(g2).
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Soient g1, g2 ∈ G, f ∈ F (V ) et v ∈ V . On a :

ρ(g1)(ρ(g2)(f))(v) = [ρ(g2)(f)](g−1
1 .v) = f(g−1

2 .(g−1
1 .v) = f([g1g2]−1.v).

D’où l’assertion.
D’autre part, on a clairement, si e désigne l’élément neutre de G et si f ∈

F (V ) :
∀v ∈ V, (ρ(e)(f))(v) = f(e.v) = f(v).

Donc ρ(e) est l’application identique de F (V ). Ces deux derniers faits mis en-
semble assurent que si g ∈ G, alors ρ(g) ∈ GL(F (V )) et [ρ(g)]−1 = ρ(g−1). Le
résultat en découle aussitôt.

1.3.2. Soit g ∈ G. Alors h(g.v) = (g−1.h)(v) = h(v) car h ∈ F (V )G. Ainsi
h est bien constant sur Ov.

Réciproquement, soit f ∈ F (V ) constante sur toutes les G-orbites. Soit
v ∈ V , f est alors constante égale à f(v) sur Ov (car v ∈ Ov). Donc pour tout
g ∈ G, comme g−1.v ∈ Ov, on a : (g.f)(v) = f(g−1.v) = f(v). On a donc :
g.f = f pour g ∈ G et f ∈ F (V )G.

1.4.1. Précisons un peu l’action de µr sur k[X].
Tout d’abord, si P =

∑
n anXn ∈ k[X] (la somme étant bien entendue finie),

on a par linéarité :

ρ(ω)(P ) =
∑

n

anρ(ω)(Xn) =
∑

n

anωnXn = P (ωX).

Pour i ∈ N∗, on a alors pour n ∈ N : ρ(ωi)(Xn) = ωinXn. Ceci se montre
par récurrence sur i.

C’est vrai si i = 1 de par la définition de ρ(ω)(Xn). Supposons le résultat
vrai pour i. Soit n ∈ N, alors :

ρ(ωi+1)(Xn) = ρ(ω)[(ρ(ωi)(Xn)] = ρ(ω)(ωinXn) = ωinωnXn = ωn(i+1)Xn.

Il revient au même de dire que pour g ∈ µr, ρ(g)(Xn) = gnXn et ceci entraine
par linéarité que ρ(g)(P ) =

∑
n

angnXn = P (gX) pour g ∈ µr.

Le résultat est alors clair.

1.4.2. Soit Q ∈ k[Xr] et g ∈ µr. On écrit Q = P (Xr), où P ∈ k[X]. On a
alors :

ρ(g)(Q) = Q(gX) = P (grXr) = P (Xr) = Q

car gr = 1. Donc Q ∈ k[X]µr .
Réciproquement, soit Q =

∑
n anXn un élément de k[X]µr .

On a Q(ωX) = Q(X), ce qui donne en identifiant les coefficients :

∀n ∈ N , an(ωn − 1) = 0

Les hypothèses faites sur k et le fait que ω soit une racine primitive r -ième de
1 font que ωn = 1 ⇐⇒ r divise n. Donc, si r ne divise pas n, an = 0. Il en
résulte immédiatement que Q ∈ k[Xr].

1.5.1. Soient g ∈ G et (x1, . . . , xn) ∈ kn. Notons y = g−1x. Les coordonnées
de y sont des fonctions linéaires des xi. Il est alors immédiat que P (y) est une
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fonction polynomiale des xi. La fonction g.P est donc associée à un polynôme
de k[x1, . . . , xn].

1.5.2. Montrons que l’orbite de v par G est kn \ {0}.
Tout d’abord, comme v 6= 0 et que tout élément de G représente une appli-

cation linéaire injective, g.v 6= 0 et Ov ⊂ kn \ {0}.
Donnons nous u ∈ kn, u 6= 0. Soient e1, . . . , en−1, f1, . . . , fn−1 des vecteurs

de kn tels que (v, e1, . . . , en−1) et (u, f1, . . . , fn−1) soient des bases de kn. Soit h
l’unique application linéaire de kn dans kn définie par h(v) = u et par h(ei) = fi

pour 1 ≤ i ≤ n − 1. Transformant base en base, h est bijective. Si g désigne la
matrice de h dans la base canonique, alors g ∈ G et g.v = u i.e u ∈ Ov.

1.5.3. Soit f une fonction polynomiale sur kn invariante par G. Si v est un
vecteur non nul de kn, f est alors constante sur l’orbite de v par G, c’est à dire
sur kn \ {0}. f étant une fonction continue, elle est alors constante sur kn. Il
est d’autre part clair que les fonctions constantes sont invariantes par G, d’où
le résultat.

Partie II. Polynômes et actions sur les algèbres

On remarque en toute généralité que si A est une algèbre et f1, . . . , fn des
éléments de A, alors k[f1, . . . , fn] est la plus petite sous-algèbre de A qui contient
les fi.

1.1. Donnons nous une autre base (fi)1≤i≤n de V et notons (Y1, . . . , Yn)
la base duale. Les X0

i s’expriment linéairement en fonction des Yi (1 ≤ i ≤
n). Donc pour 1 ≤ i ≤ n, X0

i ∈ k[Y1, . . . , Yn] qui est une sous-algèbre de
A. Par conséquent, k[X0

1 , . . . , X0
n] ⊂ k[Y1, . . . , Yn]. On a l’inclusion inverse par

symétrie : S(V ) ne dépend pas du choix de la base de V .

1.2. Notons π ce morphisme. π est surjectif par définition de S(V ). Remar-
quons que pour P ∈ k[X1, . . . , Xn] et pour x =

∑
xiei ∈ V , on a

π(P )(x) = P̃ (x1, . . . , xn) ,

P̃ désignant la fonction associée à P sur kn. L’injectivité de π résulte alors de
I.1.

1.3. Soit (fi)1≤i≤n une autre base de V et notons (Y1, . . . , Yn) la base duale
associée. Pour 1 ≤ i ≤ n, on peut écrire X0

i =
∑

j ajYj . Pour tout α ∈ N, (X0
i )α

est alors un polynôme homogène de degré α en les Yj car X0
i est un polynôme

homogène de degré 1 en les Yj . Il en résulte que tout polynôme homogène
élémentaire de degré d en les X0

i est également un polynôme homogène de degré
d en les Yj , puis que tout polynôme homogène de degré d en les X0

i (somme de
polynômes homogènes élémentaires de degré d) est un polynôme homogène de
degré d en les Yj .

Par symétrie, on a aussi que tout polynôme homogène de degré d en les Yi

est un polynôme homogène de degré d en les Xj . S(V )d ne dépend pas du choix
de la base de V .



6.2. CORRECTION 101

2.1. Soit g ∈ G et f1, f2 ∈ F (V ). Pour v ∈ V on a alors :

[ρ(g)(f1f2)](v) = [f1f2](g−1.v) = f1(g−1.v) f2(g−1.v)
= [ρ(g)(f1)](v) [ρ(g)(f2)](v).

Il est d’autre part évident que ρ(g)(1) = 1. Donc ρ est aussi une action de G
sur l’algèbre F (V ).

2.2. Soit g ∈ G. Pour 1 ≤ i ≤ n, on remarque que ρ(g)(Xi) est linéaire. En
effet, si v1, v2 ∈ V et si λ ∈ k, on a :

[ρ(g)(Xi)](λv1 + v2) = Xi(g−1.(λv1 + v2))
= Xi(λg−1.v1 + g−1.v2)
= λXi(g−1.v1) + Xi(g−1.v2)
= λ[ρ(g)(Xi)](v1) + [ρ(g)(Xi)](v2).

Pour 1 ≤ i ≤ n, ρ(g)(Xi) est alors combinaison linéaire des Xj , i.e un polynôme
homogène de degré 1 en les Xj . Donc, pour α ∈ N, (ρ(g)(Xi))α est un polynôme
homogène de degré α.

Soit alors α1, . . . , αn des entiers de somme d. D’après la question précédente,
on a : ρ(g)(Xα1

1 . . . Xαn
n ) = [ρ(g)(X1)]α1 . . . [ρ(g)(Xn)]αn . C’est donc un po-

lynôme homogène de degré α1 + . . . + αn = d.
Donc l’image par ρ(g) d’un polynôme homogène élémentaire de degré d est

dans S(V )d. Comme tout élément de S(V )d est combinaison linéaire de tels
polynômes, on a le résultat par linéarité de ρ(g).

2.3. On sait que la somme
∑

d≥0

S(V )d est directe.

A fortiori,
∑

d≥0 S(V )d ∩ S(V )G est directe et on a aussi l’inclusion évidente

⊕

d≥0

S(V )d ∩ S(V )G ⊂ S(V )G

Soit alors P ∈ S(V ) invariant par G. On écrit P =
∑

d Pd où Pd ∈ S(V )d

pour tout d (la somme est finie, bien entendu).
Si g ∈ G, on a alors ρ(g)(P ) = P =

∑
d ρ(g)(Pd). D’après ce qui précède,

ρ(g)(Pd) ∈ S(V )d pour tout d. Par unicité de la décomposition de P , on a alors
pour tout d : ρ(g)(Pd) = Pd. Donc, pour tout d, Pd ∈ S(V )G, ce qu’il fallait
prouver.

Partie III. Exemples

3. Groupe spécial linéaire.

3.1. Si r > n alors Ur est vide, donc ouvert.
Supposons r ≤ n.
Pour toute matrice A à n lignes et r colonnes à coefficients dans k, on note

Ω(A) l’ensemble des matrices carrées d’ordre r extraites de A (il y en a N = Cr
n).

Les éléments de Ω(A) seront notés ω1(A), . . . , ωN (A).
Fixons une base e de V .
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Considérons l’application ϕ : V r → R définie de la manière suivante. Si
(v1, . . . , vr) ∈ V r, on note M = Mate(v1, . . . , vr) et on pose :

ϕ(v1, . . . , vr) = |dete(ω1(M))|+ . . . + |dete(ωN (M))|

L’application ϕ ainsi définie est continue (les déterminants qui interviennent
sont des fonctions polynomiales des coordonnées des vi dans la base e).

On a alors Ur = ϕ−1(R∗+). Image réciproque d’un ouvert par une application
continue, Ur est un ouvert de V r.

3.2. Soient (u1, . . . , ur) et (v1, . . . , vr) des éléments de Ur. On peut consi-
dérer des vecteurs de V : ur+1, . . . , un et vr+1, . . . , vn tels que u = (ui)1≤i≤n

et v = (vi)1≤i≤n soient des bases de V . Soit M = Matu(v1, . . . , vn). M est
inversible. Soit h l’unique application linéaire de V dans V définie par h(ui) = vi

pour i ≤ n − 1 et h(un) = αvn où α est un scalaire non nul à préciser. On
a : det h = α detM . On prend alors α = 1/ detM pour obtenir deth = 1 et
(v1, . . . , vr) = h.(u1, . . . , ur). Ur est ainsi une orbite de G.

Il est clair que les constantes sont dans S(V r)G. Soit alors f ∈ S(V r)G. f
est constante sur Ur. Soit ` cette constante. Alors f − ` s’annule sur Ur qui est
un ouvert non vide de V r. On sait alors d’après I.2. que f − ` est nul. Dont
acte.

3.3.1. Soit g ∈ G et (v1, . . . , vn) ∈ V r. On a, par définition du déterminant
d’un endomorphisme :

dete(g−1(v1), . . . , g−1(vn)) =
(
det g−1

) (
dete(v1, . . . , vn)

)
= dete(v1, . . . , vn)

c’est à dire que (g.f)(v1, . . . , vn) = f(v1, . . . , vn) et f ∈ S(V n)G.

3.3.2. Soit (v1, . . . , vn) ∈ Un, (v1, . . . , vn) est donc une base de V . Suppo-
sons l’existence de g ∈ G tel que g.(v1, . . . , vn) = (e1, . . . , en−1, αen). g est alors
nécessairement l’unique application linéaire définie par ses valeurs sur la base
(v1, . . . , vn) par g(vi) = ei si i ≤ n− 1 et par g(vn) = αen. On a alors

α = dete(g(v1), . . . , g(vn)) =
(
det g

)
f(v1, . . . , vn) = f(v1, . . . , vn).

Ceci montre l’unicité, mais aussi l’existence : il suffit de définir g sur la base
(v1, . . . , vn) par g(vi) = ei si i ≤ n − 1 et par g(vn) = f(v1, . . . , vn) en. On a
alors

f(v1, . . . , vn) = dete(g(v1), . . . , g(vn)) =
(
det g

)
f(v1, . . . , vn).

Donc det g = 1 car f(v1, . . . , vn) 6= 0.
On a bien entendu k[f ] ⊂ S(V n)G. Soit alors h ∈ S(V n)G. Soit (v1, . . . , vn) ∈

Un. On sait que h est constant sur l’orbite de (v1, . . . , vn). La fonction

t ∈ k → h(e1, . . . , en−1, ten)

est une fonction polynomiale P de t car h ∈ S(V n).
On en déduit d’après ce qui précède que :

h(v1, . . . , vn) = h
(
g(v1), . . . , g(vn)

)
= h

(
e1, . . . , en−1, f(e1, . . . , en) en

)
= P (f(v1, . . . , vn)).
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Ainsi h − P (f) s’annule sur l’ouvert non vide Un, c’est donc le polynôme nul
par I.2. On a donc h = P (f) ∈ k[f ].

4. Quelques groupes finis.

4.1. L’algèbre k[X1, . . . , Xn]Σn est celle des polynômes symétriques. Elle
est engendrée par les polynômes symétriques élémentaires σ1, . . . , σn qui sont
algébriquement libres : c’est donc une algèbre de polynômes.

4.2.1. Il est clair que k[X2
1 , . . . , XiXj , . . . , X

2
n] ⊂ k[X1, . . . , Xn]G.

Soit P ∈ k[X1, . . . , Xn] invariant par G, P est combinaison linéaire de
monômes du type Xα1

1 . . . Xαn
n . L’action de G sur un tel monôme ne change

pas le n-uple (α1, . . . , αn). On en déduit que les monômes qui composent P
doivent être aussi invariants par G. Cherchons donc à quelle condition un tel
monôme est invariant par G.

On doit avoir (−1)α1+...+αn = 1.
Ceci impose que le nombre d’éléments αi impairs est pair. On peut donc

grouper deux par deux les αi impairs. Donnons nous alors un tel couple (αi, αj).
On peut écrire, si αi ≤ αj (par exemple) :

Xαi
i X

αj

j = (XiXj)αi X
αj−αi

j ∈ k[X2
j , XiXj ]

car αj − αi est pair.
On voit donc qu’un tel monôme est élément de k[X2

1 , . . . , XiXj , . . . , X
2
n] et

ceci entrâıne l’assertion.

4.2.2. Commençons par prouver que k[X2, XY, Y 2] n’est pas factoriel.
Les seuls diviseurs de X2 dans k[X, Y ] sont les constantes, λX, et λX2 où

λ ∈ k∗. On en déduit que X2 est irréductible dans k[X2, XY, Y 2] : en effet, un
diviseur de X2 dans k[X2, XY, Y 2] est aussi un diviseur de X2 dans k[X, Y ].
De même, Y 2 est irréductible dans k[X2, XY, Y 2]

De même, les seuls diviseurs de XY dans k[X, Y ] sont les constantes, λX, λY
et λXY où λ ∈ k∗. On en déduit que XY est irréductible dans k[X2, XY, Y 2].

Or, on a : X2 Y 2 = (XY )2 et il n’y a pas unicité de la factorisation en
produit d’irréductibles.

Donc k[X2, XY, Y 2] n’est pas factoriel.
Pour n ≥ 2, il suffit de considérer de la même façon l’égalité :

(X1X2)2 = X2
1 X2

2

pour s’apercevoir que k[X2
1 , . . . , XiXj , . . . , X

2
n] n’est pas factoriel.

On en déduit déjà que pour n ≥ 2, k[X1, . . . , Xn]G n’est pas une algèbre de
polynômes car k[X1, . . . , Xn] est factoriel.

Pour n = 1, on a k[X]G = k[X2] et k[X2] est isomorphe à k[X] via

P ∈ k[X] → P (X2).

k[X]G est une algèbre de polynômes.

4.2.3. Identifions k[U, V, W ] et (k[U,W ])[V ]. L’anneau k[U,W ] est commu-
tatif, unitaire et intègre et le polynôme V 2 − UW est unitaire. On peut donc
effectuer la division euclidienne de P par V 2 − UW .
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On écrit P = Q(V 2 − UW ) + R, avec deg R ≤ 1. R s’écrit donc

R = S(U,W )V + T (U,W ).

Or P (X2, XY, Y 2) = 0 et cela donne S(X2, Y 2)XY = −T (X2, Y 2). Mais
T ((−X)2, Y 2) = T (X2, Y 2). Ceci implique alors S(X2, Y 2) = 0 et S est nul.
Dès lors, T est nul et R est nul. Donc V 2 − UW divise P .

4.2.4. Considérons le morphisme ψ : k[U, V, W ] → k[X2, XY, Y 2] qui à
un polynôme P associe le polynôme P (X2, XY, Y 2). ψ est bien sûr surjectif et
d’après la question précédente, le noyau de ψ est l’idéal engendré par V 2−UW .
Il suffit alors d’appliquer le théorème d’isomorphisme : imψ est isomorphe à
k[U, V, W ]/ kerψ.

5. et 6. Groupe orthogonal.

5.1. Soit v ∈ V . S’il existe un élément a e1 (avec a ≥ 0) dans l’orbite
de v sous O(V ), on peut trouver g ∈ O(V ) tel que g(v) = a e1. On a alors
‖v‖ = ‖g(v)‖ = |a| = a. Ainsi, a est déterminé de façon unique. Montrons
l’existence. Si v = 0, il suffit de prendre a = 0. Si v 6= 0, on pose e′1 = v/‖v‖, on
complète e′1 en une base orthonormée (e′1, . . . , e

′
n) de V et on considère g ∈ L(V )

défini par g(e′i) = ei pour 1 ≤ i ≤ n. Alors g ∈ O(V ) car g transforme une base
orthonormée en une autre et on a : g(v) = g(‖v‖ e′1) = ‖v‖ e1.

5.2. Il est clair que R[X2
1 + . . . + X2

n] ⊂ S(V )O(V ).
Soit f ∈ S(V )O(V ). Considérons le polynôme P ∈ R[X] tel que pour t ∈ R,

P (t) = f(t e1). Remarquons que ce polynôme est pair : pour v ∈ V , −v est dans
l’orbite de v car −IdV ∈ O(V ). Comme f ∈ S(V )O(V ), P (−t) = f(−t e1) =
f(t e1) = P (t) pour t ∈ R. On peut donc écrire P = Q(X2) où Q ∈ R[X]. Soit
alors v ∈ V . D’après la question précédente, on a f(v) = f(‖v‖ e1) = Q(‖v‖2).
Il en résulte que f ∈ R[X2

1 + . . . + X2
n]. D’où le résultat.

6.1. Soit g ∈ G, et (x, y) ∈ V . Comme g−1 conserve la norme et le produit
scalaire, on a :

g.L(x, y) = L(g−1.x, g−1.y) = H(g−1(x).g−1(y), ‖g−1(x)‖2, ‖g−1(y)‖2)
= H(x.y, ‖x‖2, ‖y‖2)
= L(x, y).

et L est bien G-invariant.

6.2. Considérons s la symétrie orthogonale d’axe R e1. Soient a, b, c ∈ R.
On a : s(a, 0) = (a, 0) et s(b, c) = (b,−c). Par définition, F est invariant par s,
il en résulte que K(a, b, c) = K(a, b,−c). Donc K est pair en la variable c et on
peut écrire, pour a, b, c ∈ R, K(a, b, c) =

∑
i Qi(a, b)c2i où Qi ∈ R[X,Y ]. F est

aussi invariant par −IdE , et ceci donne K(−a,−b,−c) = K(a, b, c) pour tous
a, b, c ∈ R. On a donc pour tout i, Qi(−a,−b) = Qi(a, b) et d’après 4.2.1, Qi

est un polynôme en a2, b2, ab. Ainsi K est bien un polynôme en a2, b2, c2, ab.

6.3. Soit (x, y) ∈ V . Si x = 0, n’importe quel élément de G fait l’affaire.
Supposons que x 6= 0. Soit f1 = x/‖x‖ et soit f2 un vecteur de E de norme
1, orthogonal à u. Soit g ∈ G tel que g(f1) = e1 et g(f2) = e2. On a alors
g(x) = ‖x‖ e1. Donc (x, y) a bien dans son orbite sous G un élément (u, v) tel
que u est proportionnel à e1. Avec les notations précédentes, on peut prendre
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u = ‖x‖ e1 et v = g(y). Le vecteur y s’écrit y = (y.f1) f1 + (y.f2) f2, donc
g(y) = (y.f1) e1 + (y.f2) e2. On a donc

F (x, y) = F (u, v) = K(‖x‖, y.f1, y.f2).

D’après 6.2., c’est donc un polynôme en ‖x‖2 = x.x, (y.f1)2, (y.f2)2, ‖x‖ y.f1.
Or, on a :

(y.f1)2 =
(x.y)2

x.x
et ‖x‖ y.f1 = x.y.

D’autre part, on a
y.y = (y.f1)2 + (y.f2)2 ,

donc

(y.f2)2 = y.y − (x.y)2

x.x
.

On voit ainsi que F (x, y) devient un polynôme en x.x, y.y, x.y,
1

x.x
. En mul-

tipliant par une puissance convenable de x.x, on obtient alors un polynôme en
x.x, y.y, x.y. Il existe donc M ∈ R[U, V,W ] et α ∈ N tels que pour x 6= 0,

F (x, y) =
M(x.y, x.x, y.y)

(x.x)α
.

6.4. Soit R = W pP (U, V, W ) − V qQ(U, V, W ). Montrons que R s’annule
sur un ouvert de R3. Considérons Ω = [−1/4, 1/4] × [1/2, 1] × [1/2, 1]. On va
montrer que R s’annule sur Ω, qui contient un ouvert de R3 : R est alors nul.
Donnons-nous (a, b, c) ∈ Ω. Remarquons que a/

√
bc ∈ [−1, 1], ce qui permet de

considérer ϕ ∈ [0, π] tel que cos ϕ = a/
√

bc. Soit alors x ∈ E de norme
√

b. On
peut trouver y ∈ E de norme

√
c tel que l’angle des vecteurs x et y soit ϕ. On

a alors x.y =
√

bc cos ϕ = a. D’où R(a, b, c) = R(x.y, x.x, y.y) = 0 (x et y sont
non nuls).

6.5. D’après 6.1., on a

R[X1Y1 + X2Y2, X
2
1 + X2

2 , Y 2
1 + Y 2

2 ] ⊂ R[X1, X2, Y1, Y2]G.

Soit alors F ∈ R[X1, X2, Y1, Y2]G. D’après ce qui précède, on peut trouver
M ∈ R[U, V,W ] et α ∈ N tels que pour x 6= 0,

F (x, y) =
M(x.y, x.x, y.y)

(x.x)α
.

En raisonnant de manière analogue, on montre qu’il existe N ∈ R[U, V, W ] et
β ∈ N tels que pour y 6= 0,

F (x, y) =
N(x.y, x.x, y.y)

(y.y)β
.

On montre tout d’abord que K1(a, b, c) = F (a, b, 0, c) est un polynôme en a2, b2,
c2, bc en considérant la symétrie orthogonale d’axe Re2, puis que tout élément
(x, y) ∈ V a dans son orbite un élément (u, v) où v est proportionnel à e2.
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On a alors :

∀x, y ∈ E \ {0} :
M(x.y, x.x, y.y)

(x.x)α
=

N(x.y, x.x, y.y)
(y.y)β

D’après 6.4., W βM(U, V,W ) = V αN(U, V, W ). Or V et W sont irréductibles
dans R[U, V,W ] qui est factoriel. On en déduit que V α divise M . On peut donc
écrire M = V αS et on en déduit que pour x 6= 0, F (x, y) = S(x.y, x.x, y.y) et il
y a égalité en 0 par continuité. F est bien un polynôme en x1y1 +x2y2, x2

1 +x2
2,

y2
1 + y2

2 .

7. Conjugaison.

7.1. Pour tout f ∈ V , on note Pf le polynôme caractéristique de f . On
désigne par Cn[X] le C-espace vectoriel des polynômes de degré inférieur à n
à coefficients dans C. L’application Ψ de L(E) dans Cn[X] qui à un endomor-
phisme f associe Pf est continue (les coefficients de Pf sont des polynômes en
les coefficients de la matrice de f dans une base de E). D’autre part l’applica-
tion Θ de Cn[X] dans C qui à un polynôme P fait correspondre le résultant de
P et P ′ est aussi continue (Θ(P ) est en effet un polynôme en les coefficients
de P ). Rappelons que si R(T, S) désigne le résultant des polynômes T et S,
alors R(T, S) = 0 si et seulement si T et S ont une racine commune. On a alors
U = (Θ ◦Ψ)−1(C∗). U apparait ainsi comme image réciproque d’un ouvert par
une application continue : U est donc ouvert.

L’orbite de u est la classe de similitude de u. Ici, u possède n valeurs propres
distinctes. u est en particulier diagonalisable. Si v est dans l’orbite de u, v
possède les mêmes valeurs propres que u. Réciproquement, si f ∈ V possède
les mêmes valeurs propres que u, f est diagonalisable car f admet n valeurs
propres distinctes. Il est clair que u et f ont mêmes matrices dans des base
convenables. u et f sont donc semblables. L’orbite de u est ainsi l’ensemble des
endomorphismes v de V qui ont les mêmes valeurs propres que u.

7.2. Ceci résulte immédiatement du fait que deux endomorphismes sem-
blables ont même polynôme caractéristique.

7.3. La question qui précède assure que k[τ1, . . . , τn] ⊂ S(V )G.
Soit alors F ∈ S(V )G. Fixons une base B = (e1, . . . , en) de E. Une base de V

est alors la famille d’endomorphismes (fij)1≤i,j≤n définie par : pour tous i, j, k
dans {1, . . . , n}, fij(ek) = δikej . Soit P le polynôme de C[X1, . . . , Xn] tel que

P (x1, . . . , xn) = F (
n∑

i=1

xi fii) (ce polynôme ne dépend que de F ). P est en fait un

polynôme symétrique. En effet, soit (x1, . . . , xn) ∈ Cn et soit σ une permutation
de {1, . . . , n}. Les endomorphismes v =

∑n
i=1 xi fii et w =

∑n
i=1 xσ(i) fii sont

tous les deux diagonalisables : pour 1 ≤ i ≤ n, on a v(ei) = xi ei et w(ei) =
xσ(i) ei. La matrice de v dans la base (eσ(1), . . . , eσ(n)) est la même que celle
de w dans la base B, v et w sont donc semblables et P (x1, . . . , xn) = F (v) =
F (w) = P (xσ(1), . . . , xσ(n)). On peut alors exprimer P comme un polynôme en
les polynômes symétriques élémentaires π1, . . . , πn. On écrit P = Q(π1, . . . , πn).

Maintenant, si u ∈ V est diagonalisable de valeurs propres (distinctes ou
non) x1, . . . , xn, u est semblable à v =

∑n
i=1 xi fii, donc

F (u) = F (v) = Q(π1(x1, . . . , xn), . . . , πn(x1, . . . , xn)) = Q(τ1(u), . . . , τn(u)).
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F et Q(τ1, . . . , τn) cöıncident en particulier sur l’ouvert U , donc partout et on
a bien :

F ∈ C[τ1, . . . , τn].

PARTIE IV Les formes binaires

8. Un exemple (d = 2)

8.1. Par définition, on a
(
π2(g)P

)
(u, v, w) = P (g−1.[uX2 + vXY + wY 2]).

Il s’agit donc ici de calculer

g−1.[uX2 + vXY + wY 2] = u (g−1.X)2 + v g−1.X g−1.Y + w (g−1.Y )2

Lançons-nous donc dans les calculs sans rechigner. On a :

(g−1.X)2 = (αX + βY )2 = α2X2 + β2Y 2 + 2αβXY
(g−1.Y )2 = (γX + δY )2 = γ2X2 + δ2Y 2 + 2γδXY
(g−1.X) (g−1.Y ) = αγX2 + (αδ + βγ)XY + βδY 2.

On en déduit que :

g−1.[uX2 + vXY + wY 2] = (α2 u + γ2 w + αγ v)X2

+(2αβ u + 2γδ w + (αδ + βγ)v)XY
+(β2 u + δ2 w + βδ v)Y 2.

Le résultat demandé en découle immédiatement.
Montrons maintenant que ∆(u, v, w) = v2 − 4uw appartient à S(R2)G. Soit

g =
(

α β
γ δ

)
∈ SL2(k). Montrons que

∆(α2 u+γ2 w+αγ v, 2αβ u+2γδ w+(αδ+βγ)v, β2 u+δ2 w+βδ v) = ∆(u, v, w).

On a :

(2αβ u + 2γδ w + (αδ + βγ)v)2 = 4α2β2u2 + (αδ + βγ)2v2 + 4γ2δ2 w2

+2 [2αβ (αδ + βγ)] uv
+2 [2γδ (αδ + βγ)] vw
+2 [2αβ 2γδ]uw.

D’autre part :

(α2 u + αγ v + γ2 w) (β2 u + δ2 w + βδ v) = α2β2 u2 + αβγδ v2 + γ2δ2 w2

+[αβ(αδ + βγ)] uv
+[α2δ2 + γ2β2] uw
+[γδ(αδ + βγ)] vw.

Il vient donc :

(π2(g)∆)(u, v, w) = v2 [(αδ + βγ)2 − 4αβγδ] + uw [8αβγδ − 4α2δ2 − 4γ2β2]
= (αδ − βγ)2 (v2 − 4 uw)
= (det g)2∆(u, v, w) = ∆(u, v, w) car det g = 1.
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D’où le résultat.

8.2. Comme k est algébriquement clos, le polynôme X2 − u possède une
racine z ∈ k. Comme u 6= 0, on a z 6= 0 et z est inversible car k est de
caractéristique nulle. On peut alors écrire :

uX2 + v XY + w Y 2 = (z X + v
2z Y )2 − v2−4z2 w

4z2 Y 2

= (z X + v
2z Y )2 − ∆(u,v,w)

4z2 Y 2

On voit alors que uX2 +v XY +w Y 2 = π2(g−1)(X2−∆(u, v, w)
4

Y 2) en posant

g =
(

z v
2z

0 z−1

)
et on a bien g ∈ SL2(k). Donc, X2 − ∆(u, v, w)

4
Y 2 et uX2 +

v XY + w Y 2 sont dans la même orbite.
Montrons alors que S(R2)G = k[∆]. D’après 8.1., on a déjà k[∆] ⊂ S(R2)G.

Soit alors P ∈ S(R2)G. Soit Q ∈ k[T ] défini par Q = P (1, 0,
−T

4
). D’après

ce qui précède, P et Q(∆) cöıncident sur k∗ × k × k. On en déduit alors que
P = Q(∆) grâce à la partie I. Ceci entrâıne bien entendu le résultat.

9. Cas général.

9.1. Soit (i, j) un couple d’entiers de {0, . . . , d} tels que i + j = d. Par
définition de ρd, on a :

(ρd(ga))(XiY j) = (a−1X)i (aY )j = aj−i XiY j .

Il en résulte que la matrice de (ρd(ga)) dans la base (Xd, Xd−1Y, . . . , Y d) est
diagonale, le i-ème coefficient diagonal valant a−d+2i pour 0 ≤ i ≤ d. On a
alors :

tr(ρd(ga)) = a−d
d∑

i=0

a2i = a−d 1− a2(d+1)

1− a2
=

a−d − ad+2

1− a2
=

ad+1 − a−(d+1)

a− a−1
.

9.2. On a R0 = k (un polynôme homogène de degré 0 est constant) et il est
clair que les fonctions constantes sont invariantes par G, donc RG

0 = k.

Soit alors d > 0. Donnons-nous P ∈ RG
d . On écrit P =

d∑

i=0

λiX
iY d−i. On a

en particulier pour tout a ∈ k∗, (ρd(ga))(P ) = P , c’est à dire que

P =
d∑

i=0

ad−2iλiX
iY d−i.

Donc pour 0 ≤ i ≤ d, on a λi(1− ad−2i) = 0.
Ceci impose λi = 0 dès que 2i 6= d : en effet, le polynôme non constant

X |d−2i| − 1 n’a qu’un nombre fini de racines dans k et k est infini car de ca-
ractéristique nulle ; on peut donc trouver une infinité de scalaires non nuls a tels
que 1− ad−2i 6= 0. Reste à examiner le cas où d est pair. On écrit d = 2l, et P
s’écrit alors P = λlX

lY l (tous les autres λi son nuls par ce qui précède). Soit
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g =
(

1 −1
0 1

)
. On a g.P = λl(X + Y )lY l = λlX

lY l. Ceci impose clairement

λl = 0. P est bien le polynôme nul.

9.3. Considérons pour tout i ∈ I une base Bi de Vi et soit d’autre part ϕi

l’application de Vi dans
⊕

k∈I Vk définie par ϕi(x) = (0, . . . , x, . . . , 0) (x est à la
i-ème place). Il est clair que B =

⋃
i∈I ϕi(Bi) est alors une base de

⊕
k∈I Vk. La

matrice de π(h) dans cette base est diagonale par blocs, les blocs diagonaux étant
les matrices de πi(h) dans Bi. Il en résulte alors que trπ(h) =

∑
i∈I trπi(h).

9.4.1. On a

trλ(ga) = tr(θ−1 ◦ λ(ga) ◦ θ)
= tr

⊕

d≥0

ρ
n(d)
d (ga)

=
∑

d≥0

trρn(d)
d (ga)

=
∑

d≥0

n(d)trρd(ga)

=
∑

d≥0

n(d)
ad+1 − a−(d+1)

a− a−1
.

On a utilisé deux fois la question 9.3. : une fois pour écrire que

tr
⊕

d≥0

ρ
n(d)
d (ga) =

∑

d≥0

trρn(d)
d (ga)

, et une autre pour écrire

trρn(d)
d (ga) = n(d)trρd(ga).

9.4.2. Soit N ∈ N tel que n(d) = 0 si d > N . Pour tout a ∈ k∗ on a donc

(a− a−1)trλ(ga) =
N∑

d=0

n(d)(ad+1 − a−(d+1)) ,

et donc

aN+1(a− a−1)trλ(ga) =
N∑

d=0

n(d) (aN+d+2 − aN−d).

Ainsi n(d) est le coefficient de aN+d+2 dans le polynôme

P =
N∑

d=0

n(d) (aN+d+2 − aN−d)

qui ne dépend que de λ d’après l’égalité précédente. Donc λ détermine les entiers
n(d) de façon unique.

9.4.3. V est isomorphe à
⊕

d≥0

R
n(d)
d .

V G est alors isomorphe à
(⊕

d≥0

R
n(d)
d

)G

.
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Par définition d’une somme directe d’actions, on a clairement un isomorphisme

entre
(⊕

i∈I Vi

)G

et
⊕

i∈I V G
i avec les notations de la définition 11. Ici, V G est

isomorphe à
⊕

d≥0[R
n(d)
d ]G, et on a encore pour tout d ≥ 0, (Rn(d)

d )G isomorphe

à (RG
d )n(d) (l’action de G sur R

n(d)
d est encore la somme directe des actions ρd

sur Rd). Or on a vu que si d > 0, RG
d = 0. Finalement, V G est isomorphe à

R
n(0)
0 = kn(0). La dimension de V G est donc n(0) qui est bien le coefficient de

a dans le polynôme de Laurent (a− a−1)trλ(ga) =
N∑

d=0

n(d)(ad+1 − a−(d+1)).

9.5.1. On sait que les inversibles de k[[T ]] sont les séries formelles dont
le premier terme est non nul (en fait inversible dans k). Ici, si P désigne le
polynôme det(In − B−1T ), P (0) = det In = 1. D’où l’existence de l’inverse de
P dans k[[T ]].

9.5.2. B est triangulaire supérieure, il en est donc de même de B−1 ; de
plus, les coefficients diagonaux de B−1 sont b−1

11 , . . . , b−1
nn . La matrice In−B−1T

est également triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont 1 −
b−1
11 T, . . . , 1− b−1

nnT . On a donc

det(In −B−1T ) =
n∏

i=1

(
1− b−1

ii T
)
.

Soit 1 ≤ i ≤ n, 1 − b−1
ii T est inversible dans k[[T ]], d’inverse

∑

k≥0

T k

bk
ii

(il suffit

d’utiliser
1

1− U
=

∑

k≥0

Uk). On en déduit alors l’inverse de det(In−B−1T ) dans

k[[T ]].

(det(In −B−1T ))−1 =
∑

k≥0

ckT k

où pour k ∈ N, par définition du produit de séries formelles :

ck =
∑

α1+...+αn=k

1
bα1
11

. . .
1

bαn
nn

.

Soit alors e ∈ N. Une base de k[X1, . . . , Xn]e est donnée par les éléments du type
Xα1

1 . . . Xαn
n où (α1, . . . , αn) décrit l’ensemble des n-uplets d’entiers vérifiant

α1 + . . . + αn = e. Notons B−1 = [aij ] (aii = 1/bii). On a

B.(Xα1
1 . . . Xαn

n ) = (b−1
11 X1 + a12X2 + . . . + a1nXn)α1

× (b−1
22 X2 + a23X3 + . . . + a2nXn)α2

...
× (b−1

nnXn)αn .

La composante de B.(Xα1
1 . . . Xαn

n ) suivant Xα1
1 . . . Xαn

n est alors
1

bα1
11

. . .
1

bαn
nn

;

il suffit de développer le produit précédent : on retrouve le produit Xα1
1 . . . Xαn

n
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en gardant (b−1
11 X1)α1 dans le premier facteur, puis (b−1

22 X2)α2 dans le second,
et ainsi de suite jusqu’au dernier facteur. On a alors

treB =
∑

α1+...+αn=e

1
bα1
11

. . .
1

bαn
nn

.

D’où l’égalité des séries formelles
∑

e≥0

tre(B)T e et (det(In −B−1T ))−1.

9.5.3. k est algébriquement clos, donc le polynôme caractéristique de B
est scindé sur k. On sait alors que B est semblable à une matrice triangulaire
supérieure A. D’après la question précédente, les séries formelles

∑
e≥0 tre(A)T e

et (det(In−A−1T ))−1 sont égales dans k[[T ]]. Comme B−1 est semblable à A−1,
les polynômes det(In −A−1T ) et det(In −B−1T ) sont égaux (pour tout λ ∈ k,
In − λA−1 et In − λB−1 sont semblables, donc ont même déterminant). On a
donc l’égalité des séries formelles (det(In −A−1T ))−1 et (det(In −B−1T ))−1.

D’autre part, changeons légèrement de notation et notons pour toute matrice
D ∈ GLn(k) : ρ(D) l’automorphisme de k[X1, . . . , Xn] induit par D. En fait,
on a immédiatement que ρ(D1D2) = ρ(D1) ◦ ρ(D2) (∀D1, D2 ∈ GLn(k)) (ρ
est donc une action de groupe). Soit C ∈ GLn(k) tel que B = C−1AC. Alors
ρ(B) = ρ(C)−1 ◦ ρ(A) ◦ ρ(C). Ainsi les automorphismes ρ(A) et ρ(B) sont
semblables. Il en résulte alors que pour tout e ≥ 0 tre(A) = tre(B). D’où le
résultat.

9.6. D’après ce qui précède, on a
∑

e≥0

χd,e(a)T e = (det(In−[ρd(ga)]−1T ))−1.

Or, on a vu que la matrice de ρd(ga) dans la base (Xd, Xd−1Y, . . . , Y d) est



a−d

a−d+2

. . .
ad


 ,

donc la matrice de [ρd(ga)]−1 dans cette base est



ad

ad−2

. . .
a−d


 .

On a donc tout de suite

det(In − [ρd(ga)]−1T ) = (1− adT )(1− ad−2T ) . . . (1− a−d+2T )(1− a−dT )
= (1− a−dT )(1− a−d+2T ) . . . (1− adT ).

D’où le résultat.

9.7. Le terme constant de FU (W ) (obtenu pour W = 0) est 1 qui est
inversible dans Z[U ]. FU (W ) est alors inversible dans Z[U ][[W ]], d’où l’existence
des polynômes Md,e(U) ∈ Z[U ] tels que

[FU (W )]−1 =
∑

e≥0

Md,e(U)W e.
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9.8. On a :
∑

e≥0

χd,e(a)W e = [(1− a−dW )(1− a−d+2W ) . . . (1− a−dW )]−1

= [(1− a0 W
ad )(1− a2 W

ad ) . . . (1− (a2)d W
ad )]−1

=
∑

e≥0

Md,e(a2)
(

W

ad

)e

D’où :
χd,e(a) = a−deMd,e(a2)

9.9. D’après la question 9.4.3., md,e est le coefficient de a dans le polynôme
de Laurent (a− a−1)χd,e(a). Or on a :

(a− a−1)χd,e(a) = (a− a−1)a−deMd,e(a2)
= (a− a−1)

∑

i≥0

c(d, e, i)a2i−de

=
∑

i≥0

c(d, e, i)a2i−de+1 −
∑

i≥0

c(d, e, i)a2i−de−1

Il vient donc si de est impair, md,e = 0 et si de est pair, md,e = c(d, e, de/2) −
c(d, e, (de/2) + 1). Il y avait donc une petite erreur d’énoncé.

PARTIE V. GROUPE SYMÉTRIQUE

10. Polarisation.

10.1. L’application λ est dérivable et

λ′(t) =
n∑

i=1

Yi
∂f

∂Ui
(U1 + tY1, . . . , Un + tYn)

On a donc bien λ′(0) = DU,Y f .
On en déduit que f 7→ DU,Y f est une dérivation de B[U ] dans B[U, Y ]. Pour

f ∈ B[U ], notons λ(f) l’application t ∈ R 7→ f(U1+tY1, . . . , Un+tYn). Il est clair
que f ∈ B[U ] 7→ λ(f) est linéaire et que si f, g ∈ B[U ] on a λ(fg) = λ(f)λ(g).
Soient alors a, b ∈ R, f , g ∈ B[U ]. On a

DU,Y (af + bg) = [λ(af + bg)]′(0) = [aλ(f) + bλ(g)]′(0)
= a[λ(f)]′(0) + b[λ(g)]′(0)
= aDU,Y (f) + bDU,Y (g).

et d’autre part

DU,Y (fg) = [λ(fg)]′(0) = [λ(f)λ(g)]′(0)
= [λ(f)]′(0)[λ(g)](0) + [λ(f)](0)[λ(g)]′(0)
= DU,Y (f) g + DU,Y (g) f.
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10.2. f est combinaison linéaire d’éléments du type hα1
1 . . . h

αp
p . Par linéa-

rité, il suffit donc de montrer le résultat pour ces derniers éléments. On procède
par récurrence sur p.

Le résultat est vrai pour p = 1 : soit α1 ∈ N∗ (le cas α1 = 0 est clair). DU,Y

est une dérivation, on a donc immédiatement (il suffit d’effectuer une récurrence
sur α1) DU,Y (hα1

1 ) = (α1 − 1)hα1−1
1 DU,Y (h1) ∈ B[h1, DU,Y h1].

Supposons le résultat vrai pour l’entier p− 1. Soient α1, . . . , αp des entiers.
On a alors :

DU,Y (hα1
1 . . . hαp

p ) = DU,Y (hα1
1 . . . h

αp−1
p−1 )hαp

p + (hα1
1 . . . h

αp−1
p−1 )DU,Y (hαp

p ).

Or par hypothèse,

DU,Y (hα1
1 . . . h

αp−1
p−1 ) ∈ B[h1, . . . , hp−1, DU,Y h1, . . . , DU,Y hp−1]

et d’après le cas p = 1, DU,Y h
αp
p ∈ B[hp, DU,Y hp]. On voit donc que

DU,Y (hα1
1 . . . hαp

p ) ∈ B[h1, . . . , hp, DU,Y h1, . . . , DU,Y hp].

10.3. Donnons-nous F ∈ k[U ] et g ∈ G. Exprimons g.DU,Y F .
Notons [aij ] la matrice de g−1 (plus précisément de ρ(g−1) si ρ est l’action de
G sur kn) dans la base canonique de kn. On a par définition de l’action de G
sur k[U, Y ] :

g.DU,Y F = DU,Y F (g−1.U, g−1.Y ) =
n∑

k=1

(
(g−1.Y )

)
k

∂F

∂Uk
(g−1.U).

Or, on a pour 1 ≤ k ≤ n :
(
(g−1.Y )

)
k

=
n∑

l=1

aklYl. On en déduit donc que :

g.DU,Y F =
n∑

k=1

( ∂F

∂Uk
(g−1.U)

n∑

l=1

aklYl

)

=
n∑

l=1

( n∑

k=1

akl
∂F

∂Uk
(g−1.U)

)
Yl.

Soit alors H = g.F = F (g−1.U). On a , par composition :

∀l ∈ {1, . . . , n} ∂H

∂Ul
=

n∑

k=1

∂
(
(g−1.U)k

)

∂Ul

∂F

∂Uk
(g−1.U)

Or, pour 1 ≤ k ≤ n :
(
(g−1.U)

)
k

=
n∑

p=1

akpUp. On a donc :

(∀k ∈ {1, . . . , n}) (∀l ∈ {1, . . . , n}) ∂
(
(g−1.U)k

)

∂Ul
= akl.
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Finalement,

g.DU,Y F =
n∑

l=1

∂H

∂Ul
Yl = DU,Y H = DU,Y (g.F ).

Il en résulte immédiatement que si f ∈ k[U ] est invariant pour l’action de G
sur k[U ], alors DU,Y f est invariant pour l’action de g sur k[U, Y ].

10.4.1. P est un polynôme homogène de degré d en les indéterminées U [1] =
(U [1]

1 , . . . , U
[1]
n ), donc on a

P (X U [1], U [2], . . . , U [N ]) = Xd P (U [1], . . . , U [N ])

où X U [1] = (X U
[1]
1 , . . . , X U

[1]
n ). Dérivons cette relation par rapport à X :

n∑

i=1

U
[1]
i

∂P

∂U
[1]
i

(X U [1], U [2], . . . , U [N ]) = dXd−1 P (U [1], . . . , U [N ]).

On spécialise alors en X = 1 pour obtenir

n∑

i=1

U
[1]
i

∂P

∂U
[1]
i

(U [1], U [2], . . . , U [N ]) = d P (U [1], . . . , U [N ]).

Comme

Q(U [1], . . . , U [N+1]) =
n∑

i=1

U
[N+1]
i

∂P

∂U
[1]
i

(U [1], . . . , U [N ]) ,

on a bien le résultat annoncé :

Q(U [1], . . . , U [N ], U [1]) = d P (U [1], . . . , U [N ]).

10.4.2. Remarquons tout d’abord que si F ∈ B[U ] est homogène de degré d,
alors DU,Y F est homogène de degré d−1 vis-à-vis de U . En effet, par linéarité, il
suffit de prouver ceci lorsque F est de la forme Uα1

1 . . . Uαn
n avec α1+. . .+αn = d.

Or, dans ce cas, on a pour i ∈ {1, . . . , n},

∂F

∂Ui
=





Uαi−1
i

∏

j 6=i

U
αj

j si αi ≥ 1

0 si αi = 0
.

Donc
∂F

∂Ui
est soit homogène de degré d − 1, soit nul. Si F n’est pas constant

(d ≥ 1), l’un des
∂F

∂Ui
est non nul et ceci entrâıne bien que DU,Y F est homogène

de degré d− 1 vis-à-vis de U . Appliquons cette remarque à f , qui est homogène
de degré r : on obtient tout de suite par récurrence que si p ∈ {1, . . . , r + 1},
f̂p est homogène de degré r − p + 1 vis-à-vis de U [1]. En particulier, f̂r+1 est
homogène de degré 0, donc constant vis-à-vis de U [1]. Il en résulte tout de suite
que si p > r + 1, f̂p = 0.
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Démontrons à présent le résultat demandé. On se donne un entier p dans
{1, . . . , N}.
Supposons dans un premier temps p < r.
f̂r−1 est un polynôme homogène de degré 2 vis-à-vis de U [1] et on a par définition

f̂r = DU [1],U [r] f̂r−1.

D’après la question précédente, on a

f̂r−1 =
1
2
f̂r(U [1], . . . , U [r−1], U [1]).

f̂r−2 est un polynôme homogène de degré 3 vis-à-vis de U [1] et on obtient de
même :

f̂r−2 =
1
3
f̂r−1(U [1], . . . , U [r−2], U [1]).

D’où
f̂r−2 =

1
3× 2

f̂r(U [1], . . . , U [r−2], U [1], U [1]).

On réitère alors cette méthode r − p fois pour obtenir :

f̂p =
1

(r − p + 1) !
f̂r(U [1], . . . , U [p], U [1], . . . , U [1]).

L’existence de la suite (α1, . . . , αr) vérifiant les conditions en découle aussitôt.
Pour p = r (ce qui suppose N ≥ r), le résultat est évident.
Pour p > r + 1 (ce qui suppose N ≥ r + 2), on a f̂p = 0 et la suite (α1, . . . , αr)
telle que αi = 1 pour tout i fait l’affaire.
Reste le cas p = r + 1 (ce qui suppose N ≥ r + 1). On sait que f̂r est homogène
de degré 1 vis-à-vis de U [1]. On peut donc écrire :

f̂r =
n∑

i=1

Pi(U [2], . . . , U [r])U
[1]
i

où les Pi sont des polynômes en (U [2], . . . , U [r]). On a alors tout de suite :

f̂r+1(U [1], . . . , U [r+1]) =
n∑

i=1

Pi(U [2], . . . , U [r])U
[r+1]
i .

Ainsi
f̂r+1 = f̂r(U [r+1], U [2], . . . , U [r]).

La suite (r + 1, 2, . . . , r) convient donc.

11 Action diagonale du groupe symétrique.

11.1. Soit r un entier fixé dans {1, . . . , n} et soit (i1, . . . , ir) des entiers
vérifiant 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ir ≤ n. Soit f(i1,...,ir) = U

[1]
i1

. . . U
[1]
ir

. Il est
clair que la polarisation totale de ϕr est la somme des polarisations totales
des f(i1,...,ir) lorsque (i1, . . . , ir) décrit l’ensemble des r-uplets d’entiers vérifiant
1 ≤ i1 < i2 < . . . < ir ≤ n.



116 CHAPITRE 6. SESSION DE 1994

Fixons un tel r-uplet (i1, . . . , ir) et étudions la polarisation totale de f(i1,...,ir)

que nous notons provisoirement f par commodité. Montrons que si p est un
entier compris entre 1 et r − 1, alors :

DU [1],U [p+1] . . . DU [1],U [2] f =
∑

(j1,...,jp)

(
U

[2]
j1

. . . U
[p+1]
jp

∏

k

U
[1]
k

)
.

La somme précédente porte sur tous les p-uplets d’entiers distincts de l’ensemble
{i1, . . . , ir}. Lorsqu’un tel p-uplet (j1, . . . , jp) est fixé, le produit qui apparâıt
porte sur les k appartenant au complémentaire de {j1, . . . , jp} dans {i1, . . . , ir}.

Montrons cette formule par récurrence sur p. pour p = 1, on a :

DU [1],U [2]f =
n∑

i=1

U
[2]
i

∂f

∂U
[1]
i

.

Or, il est immédiat que
∂f

∂U
[1]
i

= 0 si i /∈ {i1, . . . , ir}. De plus, si k ∈ {1, . . . , r},
on a :

∂f

∂U
[1]
ik

=
∏

j∈{i1,...,ir}\{ik}
U

[1]
j .

Ceci entrâıne la véracité de la formule pour p = 1.
Supposons la formule vraie pour l’entier p et montrons la au rang p + 1. En
utilisant l’hypothèse de récurrence et la linéarité de DU [1],U [p+2] , on obtient :

DU [1],U [p+2] . . . DU [1],U [2] f =
∑

(j1,...,jp)

(
U

[2]
j1

. . . U
[p+1]
jp

DU [1],U [p+2]

(∏

k

U
[1]
k

))
.

Fixons (j1, . . . , jp) un p-uplets d’entiers distincts de {i1, . . . , ir}. Notons I l’en-
semble I = {i1, . . . , ir} \ {j1, . . . , jp}. D’après le cas p = 1, on a :

DU [1],U [p+2]

(∏

k∈I

U
[1]
k

)
=

∑

i∈I

U
[p+2]
i

∏

j∈I\{i}
U

[1]
k

Ceci entrâıne le résultat.
En particulier, on obtient :

f̂r =
∑

(j1,...,jr−1)

(
U

[2]
j1

. . . U
[r]
jr−1

∏

k

U
[1]
k

)
.

Lorsque (j1, . . . , jr−1) est fixé dans {i1, . . . , ir}, le produit qui apparâıt est réduit
au facteur U

[1]
jr

où {jr} = {i1, . . . , ir} \ {j1, . . . , jr−1}. On a donc

f̂r =
∑

(j1,...,jr)

U
[1]
j1

U
[2]
j1

. . . U
[r]
jr

,

et la somme porte sur toutes les suites (j1, . . . , jr) d’entiers distincts de l’en-
semble {i1, . . . , ir} (il y a r ! termes dans cette somme : autant que de permu-
tations de {i1, . . . , ir}).

On obtient alors le résultat en sommant les polarisations des f(i1,...,ir).

11.2. G agit sur kn via σ.(x1, . . . , xn) = (xσ−1(1), . . . , xσ−1(n)). G agit alors
sur knN via g.(u1, . . . , uN ) = (g.u1, . . . , g.uN ), ce qui définit une action de G
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sur k[U [1], . . . , U [N ]] : c’est l’action qui est proposée par l’énoncé. En 10.3., on
a vu que si f ∈ k[U ] est invariant pour l’action de G sur k[U ], alors DU,Y f
est invariant pour l’action de G sur k[U, Y ]. On généralise alors facilement au
cas de p dérivations successives pour en déduire que pour tout p ≤ N , f̂p est
invariant pour l’action de G sur k[U [1], . . . , U [p]]. En particulier, f̂r est invariant
pour l’action de G sur k[U [1], . . . , U [r]].
Dans la présente situation, ϕr est invariant pour l’action de G sur k[U [1]]. Donc
ϕ̂r est invariant pour l’action de G sur k[U [1], . . . , U [r]] pour 1 ≤ r ≤ n. Il en
résulte immédiatement que les ψα sont invariants pour l’action de G sur A si α
est dans M .

11.3. La polarisation totale de σν(U) est la somme des polarisations to-
tales des polynômes (Uj)ν pour 1 ≤ j ≤ n. La polarisation totale de (Uj)ν est
immédiate à calculer : c’est

̂(Uj)ν = ν !U [1]
j . . . U

[ν]
j .

On a donc

σ̂ν(U [1], . . . , U [ν]) = ν !
n∑

j=1

U
[1]
j . . . U

[ν]
j .

Si γ1, . . . , γν sont des entiers entre 1 et N , on a :

σ̂ν(U [γ1], . . . , U [γν ]) = ν !
n∑

j=1

U
[γ1]
j . . . U

[γν ]
j .

On prend alors par exemple les a1 premiers γ égaux à 1, les a2 suivants égaux
à 2, jusqu’aux aN derniers égaux à N , ce qui est possible par définition de ν.
Avec cette suite γ1, . . . , γν , on obtient :

Pa(U [1], . . . , U [N ]) =
1
ν !

σ̂ν(U [γ1], . . . , U [γν ]).

On sait que σν est un polynôme en ϕ1, . . . , ϕn ( σν est symétrique). Il est clair
que grâce aux propriétés des dérivations, σ̂ν est un polynôme en les ϕi ainsi
qu’en les diverses dérivations des ϕi. D’après 10.4.2., chacune de ces dernières
fonctions est proportionnelle à un certain ψα pour un α ∈ M . σ̂ν est donc un
polynôme en les ψα, et il en est ainsi de même de Pa.

11.4. La relation ϕ1(U) = ϕ1(U) − U1 est bien claire. Pour r entre 2 et
n− 1, on a :

ϕr(U) =
∑

1≤i1<...<ir≤n

Ui1 . . . Uir

=
∑

2≤i1<...<ir≤n

Ui1 . . . Uir +
∑

1=i1<i2<...<ir≤n

Ui1 . . . Uir

= ϕr(U) + U1ϕr−1(U).

Montrons que les polarisations totales des ϕr peuvent s’écrire comme des po-
lynômes en les ψα avec des coefficients dans k[U [1]

1 , . . . , U
[N ]
1 ].

Cette assertion est vraie de visu pour ϕ1. Supposons que l’assertion soit vraie
pour l’entier r − 1 et montrons qu’elle est vraie pour r.
D’après ce qui précède et la linéarité de la dérivation, on a tout de suite :

ϕ̂r = ϕ̂r − ̂(
U1ϕr−1(U)

)
.
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Comme ϕ̂r est l’un des ψα (à un coefficient près), tout revient donc à montrer

que ̂(
U1ϕr−1(U)

)
est un polynôme en les ψα à coefficients dans k[U [1]

1 , . . . , U
[N ]
1 ].

Or on montre facilement par récurrence sur k (on vous conseille d’effectuer les
calculs pour 1 ≤ k ≤ 4) que :

DU [1],U [k] . . . DU [1],U [2]
̂(

U1ϕr−1(U)
)

= U1DU [1],U [k] . . . DU [1],U [2]ϕr−1

+
k∑

j=2

U
[j]
1

∏

k≥i≥2,i6=j

DU [1],U [i]ϕr−1.

En particulier, on obtient

̂(
U1ϕr−1(U)

)
= DU [1],U [r] ϕ̂r−1 +

r∑

j=2

U
[j]
1

∏

r≥i≥2,i6=j

DU [1],U [i]ϕr−1.

Fixons j ∈ {2, . . . , r}, ∏
r≥i≥2,i6=j DU [1],U [i]ϕr−1 est alors le polynôme

ϕ̂r−1(U [1], . . . , U [j−1], U [j+1], . . . , U [r]) ,

qui est par hypothèse de récurrence un polynôme en les ψα à coefficients dans
k[U [1]

1 , . . . , U
[N ]
1 ]. On a aussi vu que DU [1],U [r] ϕ̂r−1 est le polynôme

ϕ̂r−1(U [r], U [2], . . . , U [r−1]) ,

qui est aussi un polynôme en les ψα à coefficients dans k[U [1]
1 , . . . , U

[N ]
1 ]. Le

résultat en découle tout de suite.

11.5. Pour n = 1, le résultat est trivial.
Supposons le résultat vrai pour l’entier n−1. Nommons B la k-algèbre engendrée
par les polynômes ψα où α prend toute les valeurs possibles dans M et soit Sn

le groupe symétrique d’ordre n.
D’après 11.2., on a B ⊂ ASn . Soit alors P ∈ ASn . On peut écrire de façon
unique :

P =
∑

a

(U [1]
1 )a1 . . . (U [N ]

1 )aN Ta

où Ta ∈ {k(U [j]
i ) ; 1 ≤ j ≤ N , 2 ≤ i ≤ n}. Notons Sn−1 le groupe des per-

mutations de {2, . . . , n}. P est invariant par Sn−1 et chaque (U [1]
1 )a1 . . . (U [N ]

1 )aN

est invariant par Sn−1. Il en résulte que pour tout a, Ta ∈ ASn−1 . Donc Ta est
par hypothèse de récurrence un polynôme en les ϕ̂r pris en U

[α1]
, . . . , U

[αr ]

et d’après la question 11.4., Ta est un polynôme en les ψα à coefficients dans
k[U [1]

1 , . . . , U
[N ]
1 ].

On peut donc écrire

P =
∑

b

(U [1]
1 )b1 . . . (U [N ]

1 )bN Qb

où pour tout b, Qb est un polynôme en les ψα à coefficients dans k. Qb est en
particulier invariant par Sn. Pour tout 2 ≤ j ≤ n, écrivons que P est invariant
par la transposition qui échange 1 et j. On obtient :

P =
∑

b

(U [1]
j )b1 . . . (U [N ]

j )bN Qb.



6.2. CORRECTION 119

On en déduit alors que

P =
1
n

∑

b

( n∑

j=1

(U [1]
j )b1 . . . (U [N ]

j )bN

)
Qb

Or d’après 11.3., pour tout b,
n∑

j=1

(U [1]
j )b1 . . . (U [N ]

j )bN est un polynôme en les ψα

à coefficients dans k. Il en est donc de même de P .

12. Application

12.1. On a :

J̃(u[1]
1 , . . . , u

[i]
j , . . . , u

[N ]
n ) =

1
n

n∑

j=1

J(u[1]
j , . . . , u

[N ]
j )

=
1
n

n∑

j=1

J(gj .u)

=
1
n

n∑

j=1

J(u)

= J(u).

On a utilisé que J est invariant en écrivant J(gj .u) = J(u) pour 1 ≤ j ≤ n.

12.2. Soit σ ∈ Sn. On a :

σ.J̃ =
1
n

n∑

j=1

σ.J(U [1]
j , . . . , U

[N ]
j )

=
1
n

n∑

j=1

J(U [1]
σ(j), . . . , U

[N ]
σ(j))

=
1
n

n∑

k=1

J(U [1]
k , . . . , U

[N ]
k )

= J̃ .

Donc J̃ est invariant par Sn.

12.3. γ est une bijection de Σ sur l’ensemble des monômes non constants
de k[X1, . . . , XN ] de degré total inférieur ou égal à n. En effet donnons-nous un
tel monôme P . On peut écrire P = Xa1

1 . . . XaN

N où a1, . . . , aN sont des entiers
positifs ou nuls tels que 1 ≤ r = a1 + . . . + aN ≤ n. Au plus r entiers ai sont
non nuls. Appelons-les aj1 , . . . , ajq : les entiers ajk

sont distincts non nuls, de
somme r et P s’écrit P = X

aj1
j1

. . . X
ajq

jq
avec j1 < . . . < jq. Si α est un élément

de Σ tel que γ(α) = P , alors nécessairement la taille de α vaut r (en effet le
degré de γ(α) n’est autre que la taille de α). On voit alors que les aj1 premiers
éléments de α doivent être pris égaux à j1, les aj2 suivants égaux à j2, et ainsi
de suite jusqu’aux ajq derniers égaux à jq. Ceci montre l’injectivité de γ, mais
aussi la surjectivité sans trop de fatigue.
Soit alors r un entier compris entre 1 et n. Comptons le nombre de monômes
de k[X1, . . . , XN ] de degré r. Se donner un tel monôme revient à se donner un
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N -uplet d’entiers (a1, . . . , aN ) tels que a1 + . . . + aN = r. Il est classique que le
nombre cherché est

Γr
N = Cr

N+r−1 = CN−1
N+r−1.

Redémontrons ceci. Pour voir plus facilement les choses, on va associer un code
à chaque N -uplet d’entiers (a1, . . . , aN ) tels que a1+. . .+aN = r. Les codes sont
formés de traits et de croix. On se donne N −1 traits verticaux qui déterminent
N places (une à gauche du premier, une à droite du dernier et N − 2 places
entre les deux traits extrémaux). On met alors ai croix à la i-ème place. Il y a
donc r croix.
Par exemple, pour N = 6 et r = 7, le sextuplet (1, 0, 3, 2, 0, 1) est représenté par
le code

×| | × × × | × × | | ×
Il est clair qu’il y a une bijection entre les N -uplets d’entiers (a1, . . . , aN ) tels
que a1 + . . . + aN = r et les codes correspondants. D’autre part, un tel code est
entièrement déterminé dès que l’on s’est donné la place des N − 1 traits (ou des
r croix) dans la succession des r + N − 1 symboles qui constituent le code. Il y
a donc CN−1

N+r−1 tels codes. D’où le résultat. Cette démonstration se trouve par
exemple dans le livre d’Alain Combrouze, Probabilités /1, PUF.
On en déduit que le nombre de monômes de k[X1, . . . , XN ] de degré inférieur
ou égal à n est :

] =
n∑

r=1

CN−1
N+r−1 =

n∑
r=1

(
CN

N+r − CN
N+r−1) = CN

n+N − 1.

Le cardinal de Σ est donc

] = CN
n+N − 1 =

(N + 1) . . . (N + n)
n !

− 1.

12.4. Via 12.1., l’application qui à J ∈ S(V )G associe J̃ ∈ ASn est injective.
On sait d’après 11.5. que ASn est engendrée par un nombre fini d’éléments, il
en est donc de même de S(V )G. On sait que ASn est engendrée par les ψα où
α ∈ M . Mais d’après l’expression de ϕ̂r trouvée en 11.1., l’ensemble des ψα où
α ∈ M est le même que celui des ψα où α ∈ Σ : si (α1, . . . , αr) et (β1, . . . , βr)
décrivent le même ensemble, alors on a

ϕ̂r(U [α1], . . . , U [αr]) = ϕ̂r(U [β1], . . . , U [βr]).

Le nombre de générateurs de ASn est ainsi majoré par le cardinal de Σ. Le

nombre de générateurs de S(V )G est ainsi majoré par
(N + 1) . . . (N + n)

n !
− 1.

6.3 Commentaires

Le sujet est, c’est une tradition, excessivement long et deux bonnes dizaines
d’heures de travail ne seront pas de trop pour en venir à bout. Cela dit, prati-
quement toutes les questions seront à la portée du candidat qui aura fait l’effort
de bien comprendre les définitions (ce qui réclame parfois une bonne capacité
d’abstraction). Les connaissances requises restent à un niveau élémentaire. En
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vrac, groupes, polynômes à plusieurs variables (il faut absolument savoir traiter
la première question !), polynômes homogènes, symétriques, algèbre linéaire et
bilinéaire de base, faits élémentaires sur les séries formelles et un brin de com-
binatoire vous attendent au détour de ce sujet. C’est là l’occasion d’éprouver
la solidité de vos connaissances de base en algèbre. Ce sujet est à ce titre un
excellent test, que nous ne pouvons que recommander.
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7.2 Correction

I. Spectre des matrices positives

1. Notons A = (ai,j) 1≤i≤n
1≤j≤n

et y =




y1

...
yn


.

a. Chaque coordonnée de z s’écrit zi =
∑n

j=1 ai,jyj +yi. Comme A et y sont
positifs, il est clair que z est un vecteur positif de Cn. Pour tout vecteur positif,
soit Z(y) = {i ∈ {1, . . . , n} , yi = 0}. On a

zi =
∑

j /∈Z(y)

ai,jyj + yi ≥ yi ≥ 0.

Si zi = 0 alors nécessairement yi = 0 donc Z(z) ⊂ Z(y).
Supposons que Z(y) 6= ∅ alors Z(y) = {k1, . . . , kl} où l est le cardinal de

Z(y). Si Z(z) = Z(y) alors pour tout i ∈ Z(y),
∑

j /∈Z(y) ai,jyj = 0. Or pour
tout j /∈ Z(y), yj > 0 donc nécessairement,

∀i ∈ Z(y), ∀j /∈ Z(y), ai,j = 0.

Soit σ la permutation de {1, . . . , n} telle que σ(1) = k1, . . . , σ(l) = kl et P la
matrice de permutation associée à σ dont les coefficients sont définis par pi,j =
δσ(i),j (δi,j désigne le symbole de Kronecker). On a alors P−1 = (δi,σ(j)) 1≤i≤n

1≤j≤n

donc pour tout 1 ≤ i, j ≤ n,

(PAP−1)i,j =
n∑

k=1

aσ(i),kδσ(j),k = aσ(i),σ(j).

Ainsi, pour tout i = 1, . . . , l, j = l + 1, . . . , n, (PAP−1)i,j = 0 puisque σ(i) ∈
Z(y) et σ(j) /∈ Z(y), ce qui contredit le fait que A soit irréductible. On en
conclut que si Z(y) 6= ∅, cardZ(z) ≤ cardZ(y)− 1.

b. Si Z(y) = ∅ alors y est strictement positif . On vient de voir que Z(z) ⊂
Z(y) donc (I + A)y est strictement positif d’où l’on déduit que (I + A)n−1y est
strictement positif.

Sinon, Z(y) 6= ∅ donc cardZ(y) ≥ 1. Comme y est positif, il est clair que
(I + A)n−1y est positif. Par une récurrence évidente, on sait par la question
précédente que cardZ((I + A)n−1y) ≤ max(0, cardZ(y) − (n − 1)). Or y est
un vecteur non nul donc cardZ(y) ≤ n − 1 ce qui prouve que (I + A)n−1y est
strictement positif.

c. Les vecteurs ei, i = 1, . . . , n de la base canonique de Cn sont des vecteurs
positifs non nuls. Ainsi, d’après la question précédente, pour tout i = 1, . . . , n,
(I + A)n−1ei est strictement positif donc la matrice (I + A)n−1 est strictement
positive.

2.a. Soit R = sup{ρ tel que ∀i, ρxi ≤ (Ax)i}. Prouvons que R = r(x).
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Pour tout i ∈ I, r(x)xi ≤ (Ax)i. D’autre part, si i /∈ I, xi = 0 et comme A
et x sont positifs, pour tout i /∈ I, (Ax)i ≥ 0 . On en déduit que r(x) ≤ R.

De plus, par définition du supremum, pour tout ε > 0, il existe ρε ∈ [R−ε,R]
tel que pour tout i = 1, . . . , n, ρεxi ≤ (Ax)i. Donc ρε ≤ r(x) et en faisant tendre
ε vers zéro, on obtient R ≤ r(x).

b. Par définition, si x ∈ Q+, r(x) = min
i=1,...,n

(Ax)i

xi
. Or les applications

définies sur Q+ par x 7→ (Ax)i

xi
sont continues. En utilisant la relation suivante

permettant de determiner le minimum de deux nombres réels quelconques,

min(a, b) =
a + b− |a− b|

2
,

on montre facilement par récurrence que le minimum de n fonctions continues en
un point est continue en ce point. L’application r : Q+ → R est ainsi continue.

c. (i) En tant qu’intersection d’un fermé borné et d’un fermé de Cn, E est
un fermé borné de Cn. L’application (I + A)n−1 est linéaire donc continue sur
Cn. L’image de E par cette application est alors une partie compacte de Cn.
D’autre part, pour tout x ∈ E, x est un vecteur positif non nul puisque xi ≥ 0 et∑n

i=1 x2
i = 1. Par le 1.b., on en déduit que pour tout x ∈ E, (I + A)n−1x ∈ Q+.

(ii) D’après le 2.a., pour tout x ∈ E, pour tout i = 1, . . . , n, on a r(x)xi ≤
(Ax)i donc le vecteur z = ((Ax)i−r(x)xi)1≤i≤n est positif. Comme (I+A)n−1 est
un polynôme en A, les matrices A et (I+A)n−1 commutent. Soit y = (I+A)n−1x
alors

Ay = (I + A)n−1




(Ax)1
...

(Ax)n


 .

Mais la matrice (I+A)n−1 est positive donc (I+A)n−1z est positif ce qui donne
pour tout i = 1, . . . , n,

(Ay)i − r(x)yi =
(
(I + A)n−1(Ax)

)
i
− r(x)yi =

(
(I + A)n−1(Ax− r(x)x)

)
i
≥ 0.

Ainsi pour tout i = 1, . . . , n, (Ay)i ≥ r(x)yi d’où r(y) ≥ r(x).
(iii) Comme F est un compact de Cn, F ⊂ Q+ et r est continue sur Q+, alors

r est bornée et atteint son maximum sur F . Soit y0 ∈ F tel que r(y0) = max
y∈F

r(y).

Par la définition de r, on constate que pour tout λ > 0, r(λx) = r(x). Comme
y0 est strictement positif, ‖y0‖ 6= 0 donc x0 = y0

‖y0‖ ∈ E et vérifie r(x0) = r(y0).
Ainsi, max

x∈E
r(x) ≥ max

y∈F
r(y). Mais d’après le (ii), on sait que pour tout x ∈ E,

r(x) ≤ r(y) où y = (I + A)n−1x ∈ F ce qui prouve que pour tout x ∈ E,
r(x) ≤ max

y∈F
r(y). On a donc

max
x∈E

r(x) = max
y∈F

r(y)

(iv) Comme F ⊂ Q+, r = 0 si et seulement si pour tout y ∈ F , Ay a au
moins une coordonnée nulle. Or F = {(I + A)n−1x ; x ∈ E} donc

r = 0 ⇔ {∀x ∈ E, (I + A)n−1(Ax) a une coordonnée nulle},
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car A et (I+A)n−1 commutent. Or A est positive et irréductible donc par le 1.c.,
(I+A)n−1 est strictement positive ce qui prouve que r = 0 ⇔ {∀x ∈ E, Ax = 0}.
Comme les vecteurs de la base canonique appartiennent à E, on en conclut que
r = 0 ⇔ A = 0. Ici A est irréductible donc elle est non nulle et r > 0.

d. Soit z tel que r(z) = r et t = (I + A)n−1z. Par définition de z et r,
Az − rz est un vecteur positif. Supposons que Az − rz soit non nul. Comme A
et (I+A)n−1 commutent, At− rt = (I+A)n−1(Az− rz). Par le 1.b., At− rt est
un vecteur strictement positif, donc r(t) > r ce qui n’est pas possible car t ∈ F
et r = max

y∈F
r(y). On en conclut que z ∈ ker(rI−A) 6= {0} puisque z ∈ E..

e. Si Z(z) 6= ∅ alors comme Az = rz, pour tout i ∈ Z(z), (Az)i = 0. Mais
(Az)i =

∑

j /∈Z(z)

ai,jzj et pour tout j /∈ Z(z), zj > 0 donc

∀i ∈ Z(z), ∀j /∈ Z(z), ai,j = 0.

Comme dans le 1.a., on prouve alors que la matrice A est réductible ce qui est
contradictoire. Ainsi, si z ∈ E vérifie r(z) = r alors z est strictement positif.

f. Comme y est vecteur propre de A associé à la valeur propre α alors pour
tout i = 1, . . . , n, αyi =

∑n
j=1 ai,jyj et par l’inégalité triangulaire, on en déduit

que |α||yi| ≤
∑n

j=1 |ai,j ||yj |. Or A est positive donc |ai,j | = ai,j et Ay+ − |α|y+

est positif.
Un vecteur propre est par définition non nul. Soit z = y+

‖y‖ alors z ∈ E et
on vient de voir que pour tout i = 1, . . . , n, (Az)i ≥ |α|zi donc r(z) ≥ |α|. Cela
prouve que r ≥ |α|.

g. Par le 2.c., on sait que ker(rI−A) 6= {0} donc dim ker(rI−A) ≥ 1.
Soit y un vecteur propre de A associé à la valeur propre r. Par la question

précédente, on sait que Ay+ ≥ ry+ donc r(y+) ≥ r. Mais y+
‖y‖ ∈ E et on a vu

au 2.c.(iii). que r( y+
‖y‖ ) = r(y+) donc, par définition de r, r = r(y+). D’après le

2.d., on sait alors que y+ ∈ ker(rI − A). Par le 2.e., y+ est strictement positif
donc pour tout i = 1, . . . , n, yi 6= 0. On en conclut que si y ∈ ker(rI− A) alors
soit y = 0, soit toutes ses coordonnées sont non nulles.

D’autre part, soient v, w deux vecteurs propres de A associé à la valeur
propre r. Par le résultat précédent, les coordonnées de v et de w sont non
nulles. Posons λ = v1

w1
alors v− λw ∈ ker(rI−A) et sa première coordonnée est

nulle donc nécessairement v = λw et dim ker(rI−A) = 1.

3. Soient y et z deux vecteurs propres positifs de A associés respectivement
aux valeurs propres λ et µ. Comme A est positive, λ et µ sont deux réels positifs.
On peut supposer que λ ≤ µ. Comme y ≥ 0, y 6= 0, on sait par le 1.b. que
(I+A)n−1y est strictement positif. Or (I+A)n−1y = (1+λ)n−1y et λ ≥ 0 donc
y est strictement positif.

Soit α = max
1≤i≤n

zi

yi
alors αy−z est positif et il existe i0 tel que αyi0−zi0 = 0.

Si αy − z 6= 0 alors par le 1.b., (I + A)n−1 (αy − z) est strictement positif. En
particulier, (1+λ)n−1αyi0 > (1+µ)n−1zi0 . Mais αyi0 = zi0 et λ ≤ µ donc cette
inégalité est impossible. On en conclut que y et z sont colinéaires et λ = µ.

Remarque : on a vu au 2. qu’il existe un vecteur propre strictement positif
associé à la valeur propre r. Cette question établit que seul le sous-espace propre
ker(rI−A) contient des vecteurs propres positifs.
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4.a. Soit y un vecteur propre de B associé à la valeur propre γ. Pour tout
i = 1, . . . , n, γyi =

∑n
j=1 bi,jyj et par l’inégalité triangulaire, on a

|γ||yi| ≤
n∑

j=1

|bi,j ||yj |.

Comme |bi,j | ≤ ai,j alors Ay+ ≥ |γ|y+. En posant z = y+
‖y‖ , on constate que

z ∈ E et que r(z) ≥ |γ| ce qui prouve que r ≥ |γ|.
b. Supposons que |γ| = r. Soit y un vecteur propre de B associé à la valeur

propre γ alors comme B est positive, on a

Ay+ ≥ By+ ≥ |γ|y+ = ry+.

On en déduit que r(y+) = r et par le 2.d. que Ay+ = ry+. Par le 2.e., on sait
alors que y+ est strictement positif. On a aussi pour tout i = 1, . . . , n,

r |yi| ≤
n∑

j=1

bi,j |yj | ≤
n∑

j=1

ai,j |yj | = r|yi|

et 0 ≤ bi,j ≤ ai,j donc nécessairement A = B ce qui est contradictoire et prouve
que |γ| < r.

5. Soit α une valeur propre de A telle que |α| = r et y un vecteur propre de A
associé à la valeur propre α. On a Ay = αy donc Ay+ = ry+ car |α| ≤ r(y+) ≤ r.
Par le 2.e., tous les yi sont non nuls. De plus, on a aussi pour tout i = 1, . . . , n

|
n∑

j=1

ai,jyj | = |(Ay)i| = |αyi| = r|y|i =
n∑

j=1

ai,j |yj |.

Comme A est strictement positive, tous les yj , j = 1, . . . , n ont le même argu-
ment (cas d’égalité dans l’inégalité triangulaire pour les complexes) et pour tout
j = 1, . . . , n, yj = |yj | eiθ, θ ∈ [0, 2π [. L’égalité Ay = αy s’écrit alors Ay+ = αy+

ce qui prouve que α = r. On en conclut que si α est une valeur propre de A
autre que celle de module maximal r, on a |α| < r.

6.a. Répondons à cette question par contraposée. Si A est réductible, il
existe une matrice de permutation P telle que

PAP−1 =
(

B 0
C D

)
,

avec B, D matrices carrées. Pour tout p ∈ N, il existe une matrice Cp rectan-
gulaire telle que

PApP−1 =
(

Bp 0
Cp Dp

)
.

On en conclut que la matrice PApP−1 ne peut être strictement positive pour
aucun entier p et comme P est une matrice de permutation, pour tout p ∈ N,
Ap n’est pas strictement positive.

b. D’après le 2.d., ker(rI − A) 6= {0}. Comme on travaille sur le corps
des complexes, toutes les valeurs propres de Ap sont de la forme αp où α est
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valeur propre de A (il suffit pour cela de trigonaliser A). En particulier, rp est
la valeur propre positive de module maximal de Ap et par le 2.g., on sait que
dimker(rpI − Ap) = 1. Or ker(rI − A) ⊂ ker(rpI − Ap) donc ker(rI − A) =
ker(rpI−Ap) .

Soit α une valeur propre de A (c’est à dire ker(αI−A) 6= {0}) et supposons
|α| = r. Comme ker(αI−A) ⊂ ker(αpI−Ap) et Ap est strictement positive alors
le 5. assure que αp = rp. De plus dim ker(rpI − Ap) = 1 donc ker(αI − A) =
ker(rpI−Ap). On en déduit que ker(αI−A) = ker(rI−A) et que α = r. Toute
valeur propre α 6= r de A satisfait alors |α| < r.

7. Commençons par donner une caractérisation “ensembliste” des matrices
réductibles, redondantes, décomposables.

On a déjà vu au 1.a. que C ∈M`(C) est réductible si et seulement s’il existe
une partition non triviale (I, J) de {1, . . . , `} telle que

∀i ∈ I, ∀j ∈ J, ci,j = 0. (7.1)

Par définition, B est décomposable s’il existe des matrices de permutation
P ∈Mn(C) et Q ∈Mm(C) telles que

PBQ =
(

B′ 0
0 B′′

)
,

où B′ ∈ Mp,r(C), B′′ ∈ Mn−p,n−r(C) sont rectangulaires. Soit σ ∈ Sn telle
que P = (δσ(i),j) 1≤i≤n

1≤j≤n
et τ ∈ Sm telle que Q = (δi,τ(j)) 1≤i≤m

1≤j≤m
, alors on a

PBQ = (bσ(i),τ(j)) 1≤i≤n
1≤j≤m

et on trouve que B est décomposable s’il existe σ ∈ Sn

et τ ∈ Sm telles que
{ ∀i ∈ {σ(1), . . . , σ(p)}, ∀j ∈ {τ(r + 1), . . . , τ(m)}, bi,j = 0
∀i ∈ {σ(p + 1), . . . , σ(n)}, ∀j ∈ {τ(1), . . . , τ(r)}, bi,j = 0.

Soit I1 = {σ(1), . . . , σ(p)}, I2 = {σ(p + 1), . . . , σ(n)}, J1 = {τ(1), . . . , τ(r)},
J2 = {τ(r + 1), . . . , τ(m)}, alors on conclut que B est décomposable s’il existe
des partitions non triviales (I1, I2) de {1, . . . , n} et (J1, J2) de {1, . . . , m} telles
que { ∀i ∈ I1, ∀j ∈ J2, bi,j = 0

∀i ∈ I2, ∀j ∈ J1, bi,j = 0.
(7.2)

D’autre part, B est redondante lorsqu’une des deux partitions est triviale
dans la caractérisation précédente.

a. Montrons que C réductible implique B non indécomposable.
Par la relation (7.1), on sait que C est réductible lorsqu’il existe une partition
non triviale (L,K) de {1, . . . , `} telle que ∀l ∈ L, ∀k ∈ K, cl,k = 0. Or par
définition de C,

cl,k =





bl,k−n si l ∈ {1, . . . , n} et k ∈ {n + 1, . . . , `}
bk,l−n si l ∈ {n + 1, . . . , `} et k ∈ {1, . . . , n}

0 sinon.

Soient I1 = L ∩ {1, . . . , n}, I2 = K ∩ {1, . . . , n} et J1 = {l − n ; l ∈ L ∩ {n +
1, . . . , `}}, J2 = {k−n ; k ∈ K∩{n+1, . . . , `}}. Comme (L,K) est une partition
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de {1, . . . , `}, (I1, I2) (respectivement (J1, J2)) est une partition de {1, . . . , n}
(respectivement de {1, . . . , m}).

De plus, pour tout i ∈ I1, j ∈ J2, il existe l ∈ L∩ {1, . . . , n} et k ∈ K ∩ {n +
1, . . . , `} tels que i = l et j = k − n donc bi,j = bl,k−n = cl,k = 0. De même
pour i ∈ I2, j ∈ J1, il existe k ∈ K ∩ {1, . . . , n} et l ∈ L ∩ {n + 1, . . . , `} tels
que i = k et j = l − n donc bi,j = bk,l−n = cl,k = 0. On a donc trouvé deux
partitions (dont l’une est non triviale car (L,K) est une partition non triviale
de {1, . . . , `}) telles que la relation (7.2) soit vérifiée ce qui prouve que B est
décomposable ou que B est redondante.

Montrons que B non indécomposable implique B réductible.
Par la relation (7.2), on sait que B est non indécomposable lorsqu’il existe
des partitions (dont l’une est non triviale) (I1, I2) de {1, . . . , n} et (J1, J2) de
{1, . . . , m} telles que

{ ∀i ∈ I1, ∀j ∈ J2, bi,j = 0
∀i ∈ I2, ∀j ∈ J1, bi,j = 0.

Soient K1 = {j + n; j ∈ J1}, K2 = {j + n; j ∈ J2}, L = I1 ∪K1, K = I2 ∪K2

alors (L,K) est une partition non triviale de {1, . . . , `}. On distingue trois cas
pour déterminer la valeur de cl,k lorsque l ∈ L, k ∈ K :

1. Si (l, k) ∈ I1 × I2 ⊂ {1, . . . , n}2 ou si (l, k) ∈ K1 ×K2 ⊂ {n + 1, . . . , `}2
alors par définition de C, cl,k = 0.

2. Si l ∈ I1 et k ∈ K2 alors il existe i ∈ I1, j ∈ J2 tels que l = i et k = n + j
donc cl,k = ci,n+j = bi,j = 0 par définition de I1 et J2.

3. Si l ∈ K1 et k ∈ I2 alors il existe i ∈ I2, j ∈ J1 tels que l = j + n et k = i
donc cl,k = cj+n,i = bi,j = 0 par définition de I1 et J2.

On en conclut que (L, K) est une partition non triviale de {1, . . . , `} et que pour
tout l ∈ L, pour tout k ∈ K, cl,k = 0 ce qui prouve d’après (7.1) que C est
réductible.

b. Le raisonnement s’effectue par contraposée.
Si B tB est réductible, il existe une partition non triviale (I1, I2) de {1, . . . , n}

telle que pour tous i ∈ I1, j ∈ I2,
∑m

k=1 bi,kbj,k = 0. Or B est positive donc
∀i ∈ I1,∀j ∈ I2, ∀k ∈ {1, . . . , m}, bi,kbj,k = 0 ce qui permet de définir une
partition (J1, J2) de {1, . . . , m} telle que

{ ∀i ∈ I1, ∀k ∈ J2, bi,k = 0
∀i ∈ I2, ∀k ∈ J1, bi,k = 0

Par la relation (7.2), on sait que B est non indécomposable.
On constate que si tB est non indécomposable, B l’est aussi donc de la même
manière, tBB réductible implique B non indécomposable.

D’autre part, B tB est symétrique et positive (au sens euclidien) donc elle est
diagonalisable et ses valeurs propres sont positives. Ainsi toute valeur propre α

de B tB distincte de la valeur propre maximale vérifie 0 ≤ α < r. On remarque
aussi d’après le 2.g. que dim ker(rI−B tB) = 1 donc l’ordre de multiplicité de r

est égal à 1. Il en est de même pour tBB.



130 CHAPITRE 7. SESSION DE 1995

II. Algèbres de matrices

1.a. Soit x ∈ J non nul, c’est à dire qu’il existe k, l ∈ {1, . . . , n} tels que
xk,l 6= 0. Comme J est un idéal bilatère, pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}, Ei,kxEk,j ∈
J . Or Ei,kxEl,j = xk,lEi,j et xk,l 6= 0 donc Ei,j ∈ J . L’idéal J contient tous les
éléments d’une base de M donc J = M .

b. Comme {Ei,j ; i, j ∈ {1, . . . , n}} engendre M , on a

Z(M) = {x ∈ M ; ∀i, j ∈ {1, . . . , n}, xEi,j = Ei,jx}.

Or tout élément x de M s’écrit x =
∑
p,q

xp,qEp,q donc

xEi,j =
n∑

p=1

xp,iEp,j et Ei,jx =
n∑

q=1

xj,qEi,q.

Comme (Ei,j)1≤i,j≤n est une famille libre de M , x ∈ Z(M) si et seulement si
pour tout i 6= j, xi,j = 0 et xi,i = xj,j . On en conclut que

Z(M) = {λI;λ ∈ C}

où I désigne l’identité de M .

2.a. Soit pi = ρ(Ei,i). Comme ρ est un morphisme d’algèbres avec unité,
p1, . . . , pn sont des idempotents orthogonaux et vérifient

n∑

i=1

pi = ρ(
n∑

i=1

Ei,i) = ρ(I) = IV

où IV est l’unité de End(V ).
Soit Vi = Impi alors il est facile de constater par la relation précédente que pour
tout v ∈ V , v =

∑
i pi(v) donc

V =
∑

i

Vi.

D’autre part, si z ∈ Vi ∩ (
∑

j 6=i Vj) alors il existe y1 ∈ V1, . . . , yn ∈ Vn tels que
z = pi(yi) =

∑
j 6=i pj(yj). Or les (pi)1≤i≤n sont des idempotents orthogonaux

donc pi(z) = z =
∑

j 6=i pipj(yj) = 0 ce qui prouve que Vi ∩ (
∑

j 6=i Vj) = {0}.
On a donc

V =
n⊕

i=1

Vi.

b. Par les propriétés de morphisme d’algèbres de ρ, on sait que pour tout
i, j, k, ` ∈ {1, . . . , n}

ρ(Ei,j)ρ(Ek,`) = δj,kρ(Ei,`).

Si j 6= k on a donc ρ(Ei,j)ρ(Ek,k) = 0 ce qui prouve que ρ(Ei,j)|Vk
= 0. On

en déduit que ρ(Ei,j) agit non trivialement uniquement sur le sous-espace Vj .
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On sait aussi par cette relation que ρ(Ei,j)ρ(Ej,j) = ρ(Ei,i)ρ(Ei,j) donc
Imρ(Ei,j) ⊂ Vi et comme ρ(Ei,i) = ρ(Ei,j)ρ(Ej,i) alors on peut écrire que

IVi
= (ρ(Ei,j))|Vj

(ρ(Ej,i))|Vi
.

De même on a
IVj

= (ρ(Ej,i))|Vi
(ρ(Ei,j))|Vj

donc la restriction de ρ(Ei,j) à Vj définit un isomorphisme de Vj sur Vi.

c. Par la question précédente, il existe d tel que pour tout j = 1, . . . , n,
dim Vj = d. Soit Wk = Vect{ρ(E1,1)ek, . . . , ρ(En,1)ek}.

(i) Par le b., pour tout j = 1, . . . , n, on a ρ(Ej,1)ek ∈ Vj \{0} car ek 6= 0. Par
le a., V =

⊕n
j=1 Vj donc la famille {ρ(E1,1)ek, . . . , ρ(En,1)ek} est libre. Comme

elle engendre Wk, elle forme une base de Wk et dim Wk = n.
(ii) D’après les propriétés de morphisme d’algèbres de ρ, il suffit de prouver

que pour tous i, j, ` = 1, . . . , n, on a ρ(Ei,j)ρ(E`,1)ek ∈ Wk. Ce résultat est
évident car ρ(Ei,j)ρ(E`,1) = δj,`ρ(Ei,1) donc ρ(Ei,j)ρ(E`,1)ek = δj,`ρ(Ei,1)ek ∈
Wk par définition, donc pour tout x ∈ M,

ρ(x)Wk ⊂ Wk.

(iii) La question précédente assure que pour tout x ∈ M , ρ(x) définit un
endomorphisme sur Wk. En notant x =

∑

i,j

xi,jEi,j , le `ème vecteur colonne de

la matrice représentative est

ρ(x)ρ(E`,1)ek =
n∑

i=1

xi,`ρ(Ei,1)ek

ce qui prouve que la matrice de ρk(x), endomorphisme induit par ρ(x) sur Wk,
dans la base décrite au (i) est x.

(iv) Par le b., ρ(Ei,1) définit un isomorphisme de V1 sur Vi donc la famille
(ρ(Ei,1)e1, . . . , ρ(Ei,1)ed) est une base de Vi. D’après le a., on sait que V =⊕n

j=1 Vj donc la famille B = (ρ(Ei,1)ek) 1≤i≤n
1≤k≤d

est une base de V . Par le (i),

(ρ(E1,1)ek, . . . , ρ(En,1)ek) est une base de Wk alors

V =
d⊕

k=1

Wk.

(v) Par le (ii) et (iv), on sait que la matrice de ρ(x) dans la base B est une
matrice diagonale par blocs où chaque bloc est la matrice de ρk dans la base de
Wk introduite au (i). D’après (iii), on en conclut que la matrice de ρ(x) dans
la base B est égale à 



x 0 . . . 0
0 x . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . x


 .
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d. Soit ρ : Mn(C) → Mm(C) un morphisme d’algèbres avec unité. On
applique les résultats de la question précédente avec M = Mn(C) et V = Cm.
Par le 2.c.(iv) on a dim V = m = nd donc m est un multiple de n. Par le 2.c.(v),
la matrice de ρ(x) dans la base B est une matrice diagonale par blocs, tous
égaux à x donc si ρ(x) = 0 alors x = 0 ce qui prouve que ρ est injectif.

3.a. On étudie dans cette question ρ(M)′. Le fait que A commute avec tous
les ρ(x), x ∈ M s’écrit dans la base B :



A11 . . . A1d

...
. . .

...
Ad1 . . . Add







x . . . 0
...

. . .
...

0 . . . x


=




x . . . 0
...

. . .
...

0 . . . x







A11 . . . A1d

...
. . .

...
Ad1 . . . Add


 ,

ce qui prouve que pour tout i, j ∈ {1, . . . , d}, pour tout x ∈ M , Aijx = xAij .
D’après le 1.b., le centre de M est l’ensemble des matrices scalaires ce qui prouve
que Aij = λijIn avec λij ∈ C. Réciproquement, il est clair que toute matrice de
ce type est dans le commutant de ρ(M) donc

ρ(M)′ =








λ11In . . . λ1dIn
...

. . .
...

λd1In . . . λddIn


 , λij ∈ C





,

cette écriture se faisant dans la base B.

b. L’application

φ : ρ(M)′ →Md(C)
(λijIn) 1≤i≤d

1≤j≤d
7→ (λij) 1≤i≤d

1≤j≤d

est clairement un isomorphisme d’algèbres de ρ(M)′ sur Md(C) ce qui prouve
que ρ(M)′ est une sous-algèbre de EndV isomorphe à Md(C).

On a évidemment ρ(M) ⊂ ρ(M)′′. Soit A de matrice (Ak`)1≤k,`≤d dans la
base B où Ak` ∈Mn(C). Si A ∈ ρ(M)′′ alors elle commute avec les matrices de
la forme Ek` = (δikδj`In)1≤i,j≤d. En effectuant le produit matriciel par blocs,
on constate comme dans le 1.b. que AEk` = Ek`A pour tout k, ` ∈ {1, . . . , d} si
et seulement s’il existe x ∈ M tel que pour tout k 6= `, Ak` = 0 et Akk = x. Par
le 2.c.(v), ρ(x) admet la même matrice que A dans la base B donc A = ρ(x) ∈
ρ(M). On en conclut que ρ(M) = ρ(M)′′.

4.a. Comme pi = (0, . . . , 0, Ii, 0, . . . , 0), il est clair par définition du produit
dans l’algèbre N que pipj = 0 si i 6= j et pipi = pi. Il est tout aussi évident que

n∑

i=1

pi = (I1, . . . , Im) = IN .

b. Si z ∈ Z(N), en écrivant z = (z1, . . . , zn) avec zi ∈ Ai, on constate que z
commute avec tous les éléments a ∈ N si et seulement si zi ∈ Z(Ai) pour tout
i = 1, . . . , n. Or par le 1.b., Z(Ai) = {λiIi; λi ∈ C} donc

Z(N) = {(λ1I1, . . . , λmIm); λ1, . . . , λm ∈ C}.
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c. Soit z un idempotent central de N alors z = (λ1I1, . . . , λmIm) et z2 = z.
Donc pour tout i, λ2

i = λi ce qui prouve que λi ∈ {0, 1}. Réciproquement, si

z =
m∑

i=1

λipi avec λi ∈ {0, 1} alors z est un idempotent central de N .

d. Soit p un idempotent central de N , c’est à dire p =
m∑

i=1

λipi avec λi ∈

{0, 1}. Pour tout j = 1, . . . , n, on a ppj = pjp = λjpj . Comme pj est un
idempotent central de N alors, si p est minimal, pour tout j = 1, . . . , n tel
que λj 6= 0, on a p = pj . On en déduit que soit p = 0, soit p = pj0 pour un
j0 ∈ {1, . . . , m}.

Réciproquement, {0, p1, . . . , pn} sont des idempotents centraux de N , mi-
nimaux. L’élément nul est évidemment un idempotent central de N , minimal.

Supposons p = pi. Pour tout q =
m∑

i=1

λipi, λi ∈ {0, 1}, on a pq = λipi donc

pq 6= 0 lorsque λi = 1. Dans ce cas, on a bien pq = qp = p ce qui prouve que p
est minimal.

5.a. D’après le 4.a., p1, . . . , pm sont des idempotents deux à deux ortho-
gonaux et

∑
pi = IN . Comme ρ est un morphisme d’algèbres avec unité alors

ρ(p1), . . . , ρ(pm) sont aussi des idempotents deux à deux orthogonaux et vérifient∑
ρ(pi) = IW . De plus, ρ est supposé injectif donc ρ(pj) est non nul. Comme

Wj = Imρ(pj) alors en copiant le raisonnement du 2.a., on prouve que

W =
m⊕

j=1

Wj .

b. Soit y = ρ(aj) avec aj ∈ Aj . Par définition de pj , on a

pjaj = ajpj = aj

et par les propriétés de morphisme d’algèbres de ρ, on en conclut que si j 6= k,

yρ(pk) = ρ(ajpjpk) = 0 et yρ(pj) = ρ(pjajpj) = ρ(pj)y = y

ce qui prouve que y envoie Wj dans lui-même et est nul sur Wk pour k 6= j.

c. Comme Aj = Mnj (C), Wj est un espace vectoriel de dimension finie et
ρ(pj) = IWj alors ρ : Mnj (C) → End(Wj) est un morphisme d’algèbres avec
unité. D’après le 2.d., on sait que ce morphisme est injectif et par le 2.c. qu’il
existe une base de Wj telle que pour tout x ∈ Aj , la matrice de ρ(x) dans cette
base est 



x 0 . . . 0
0 x . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . x


 .

d. Comme pj est un idempotent central de N , on a

ρ(pj)C(N)ρ(pj) ⊂ C(N).
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On a aussi IW =
∑

ρ(pj) donc pour tout u ∈ End(W ), u =
∑m

j=1 uρ(pj).
Lorsque u ∈ C(N), uρ(pj) = ρ(pj)u = ρ(p2

j )u = ρ(pj)uρ(pj) donc

u =
m∑

j=1

ρ(pj)uρ(pj)

ce qui prouve que C(N) =
∑m

1 ρ(pj)C(N)ρ(pj).

D’autre part, si
m∑

j=1

zj = 0 avec zj = ρ(pj)ujρ(pj), uj ∈ C(N) alors comme

(ρ(p1), . . . , ρ(pm)) sont des idempotents deux à deux orthogonaux,

0 = ρ(pi)(
m∑

j=1

zj)ρ(pi) = zi

ce qui prouve que la somme est directe et que

C(N) =
m⊕

j=1

ρ(pj)C(N)ρ(pj).

e. Soit BW la base de W obtenue en écrivant les bases de Wj à la suite
les unes des autres. Dans cette base, tout endomorphisme u ∈ End(W ) a pour
matrice u = (uij)1≤i,j≤m où les uij sont des matrices rectangulaires représentant
un morphisme de Wj dans Wi. Dans cette base, la matrice de ρ(pj) n’a que des
blocs nuls sauf le je bloc diagonal égal à IWj . Il ne reste plus qu’à travailler en
effectuant des calculs matriciels. On constate que ρ(pj)uρ(pj) a pour matrice
dans la base BW 



0 . . . 0 . . . 0
...

...
...

0 . . . ujj . . . 0
...

...
...

0 . . . 0 . . . 0




.

Comme pour tout u ∈ C(N), u =
m∑

j=1

ρ(pj)uρ(pj) alors la matrice de u est

diagonale par blocs, chaque bloc ujj définissant un endomorphisme sur Wj ap-
partenant au commutant de ρ(Aj) dans End(Wj). Cette écriture matricielle
montre que ρ(pj)C(N)ρ(pj) = (ρ(Aj))′, le commutant de ρ(Aj) dans End(Wj).
Or par le 3.b., C(ρ(Aj)) 'Mdj (C) donc

C(N) '
m⊕

j=1

Mdj (C).

f. On a évidemment ρ(N) ⊂ C(C(N)). Soit u ∈ C(C(N)) alors pour tout
j = 1, . . . ,m, uρ(pj) = ρ(pj)u donc Wj est stable par u. On en déduit aussi que
l’endomorphisme uj induit par u sur Wj appartient au commutant de (ρ(Aj))′

dans End(Wj). On sait par le 3.b. que (ρ(Aj))′′ = ρ(Aj) donc uj = ρ(aj), aj ∈
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Aj ce qui prouve que u = ρ(a1, . . . , am) ∈ ρ(N). On en conclut que C(C(N)) =
ρ(N).

6.a. (i) Tout d’abord, il est clair que qAq est une sous-algèbre non nul
de A car q est non nul. Comme q est un idempotent de Mn(C) alors q est un
projecteur de Cn et Cn = ker q⊕imq. A partir de cette décomposition en somme
directe, on définit une base de Cn . Montrons que qAq ' Mr(C) où r = rg q.
En effet, soit ψ le morphisme défini par

ψ : Mr(C) → qAq

U 7→
(

0 0
0 U

)
,

l’écriture matricielle s’effectuant dans la base de Cn associée à ker q et imq. Ce
morphisme est bien défini car

q =
(

0 0
0 I

)
et

(
0 0
0 U

)
= q

(
0 0
0 U

)
q ∈ qAq.

Par construction, ψ est évidemment un isomorphisme d’algèbres avec unité
(l’unité de qAq est q) donc qAq 'Mr(C).

Comme ρ : Mn(C) →Mm(C) est un morphisme d’algèbres avec unité alors
on sait d’après le 2. qu’il existe une base de Cm dans laquelle on peut écrire
pour tout x ∈ A,

ρ(x) =




x . . . 0
...

. . .
...

0 . . . x


 ,

cette écriture matricielle comportant d colonnes, c’est à dire m = dn. Cela
permet de conclure que dans B, rg ρ(q) = d rg (q) = dr. De même que précé
demment, on montre que qBq 'Mdr(C).

(ii) Comme qAq est isomorphe à une algèbre de matrices, on sait par le 3.b.
que C(A) = ρ(A)′ 'Md(C) et que C(qAq) = ρ(qAq)′ 'Md(C).

Soit θ défini par
θ : C(A) → qC(A)q

x 7→ qxq.

Comme q ∈ A et q2 = q alors pour tous a, a′ ∈ C(A),

θ(aa′) = qaa′q = qaqqa′q = θ(a)θ(a′)

donc θ est un morphisme d’algèbres avec unité. On sait alors que ker θ est un
idéal bilatère de C(A). Comme C(A) 'Md(C) alors d’après le 1.a., ker θ = {0}
puisque θ est non nul. On en conclut que dim qC(A)q ≥ dim C(A) = d2.

D’autre part, qC(A)q ⊂ C(qAq). En effet, pour tout b ∈ C(A), qb = bq.
On a alors (qbq)(qaq) = qbaq = qabq = qabq2 = (qaq)(qbq). Cela prouve que
qC(A)q ⊂ C(qAq).

Comme dim C(qAq) = d2 alors on en conclut que qC(A)q = C(qAq)

b. Soit q un projecteur non nul de ρ(A)′ = C(A) ⊂ B.
(i) On définit l’application Θ par

Θ : A → qAq
x 7→ qρ(x)q.
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Comme q ∈ C(A) et q2 = q, on a pour tous a, a′ ∈ A,

Θ(aa′) = qρ(a)ρ(a′)q = qρ(a)qqρ(a′)q = Θ(a)Θ(a′)

donc Θ définit un morphisme d’algèbres avec unité surjectif. On sait alors que
kerΘ est un idéal bilatère de A = Mn(C) et par le 1.a., Θ est injectif. On en
conclut que qAq 'Mn(C).

(ii) Comme qAq est isomorphe à une algèbre de matrices, on sait par le 3.b.
que C(A) ' Md(C) est une algèbre de matrices incluse dans B. Comme q est
un idempotent de C(A) alors d’après le a., on a :

. qC(A)q est une algèbre de matrices isomorphe à Mrg (q)(C),

. le commutant de qC(A)q dans qBq est égal à qC(C(A))q.

Ceci peut encore s’écrire C(qC(A)q) = qC(C(A))q. Or A et qC(A)q sont des
algèbres de matrices donc par le 3.b. (théorème du bicommutant),

C(C(A)) = A et C(C(qC(A)q)) = qC(A)q.

Ainsi qAq = C(qC(A)q) et C(C(qC(A)q)) = qC(A)q donc on en conclut que
C(qAq) = C(C(qC(A)q)) = qC(A)q.

III. Normes des matrices à coefficients entiers

1.a. Soit P ∈ U . D’après les relations liant les coefficients d’un polynôme et
ses racines, µ1, . . . , µ`, on sait que pour tout k = 1, . . . , `−1, ak = σk(µ1, . . . , µ`).

Si |µi| ≤ 1 alors on a |ak| ≤ σk(1, . . . , 1). Or σk(1, . . . , 1) =
(

`

k

)
donc pour

tout k = 1, . . . , `− 1,

|ak| ≤
(

`

k

)
.

b. Par la question précédente, on sait que pour tout k = 1, . . . , `− 1, ak ≤(
`
k

)
. Comme ak ∈ Z, il n’y a qu’un nombre fini de valeurs possibles pour

chaque ak ce qui prouve qu’il n’existe qu’un nombre fini de polynômes vérifiant
ces hypothèses.

c. Soit P ∈ U tel que

P =
∏̀

i=1

(X − µi) et ∀1 ≤ i ≤ `, |µi| ≤ 1.

(i) On a

Pk(X) =
∑̀

i=1

σi(µk
1 , . . . , µk

` )X`−i + X`.

Soit σi,k = σi(Xk
1 , . . . , Xk

` ) alors σi,k est clairement un polynôme symétrique à
coefficients entiers. D’après le rappel énoncé au début de la partie III, il existe
un polynôme S à coefficients entiers tel que

σi,k(X1, . . . , X`) = S(σ1, . . . , σ`).
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Comme P ∈ U alors σi(µ1, . . . , µ`) ∈ Z donc

σi(µk
1 , . . . , µk

` ) = σi,k(µk
1 , . . . , µk

` ) = S(σ1(µ1, . . . , µ`), . . . , σ`(µ1, . . . , µ`)) ∈ Z

ce qui prouve que Pk ∈ Z[X1, . . . , X`].
(ii) On a même prouvé que pour tout entier positif k, Pk est un polynôme
satisfaisant les hypothèses du a.. Comme il n’existe qu’un nombre fini de tels
polynômes, on trouve deux entiers distincts j, k tels que Pj = Pk.

On remarque que si j = 0 alors Pj(X) = X` et comme Pj = Pk avec j 6= k
alors pour tout i = 1, . . . , `, µi = 0 ce qui veut dire que pour tout j, k ∈ N,
Pj = Pk.

On en conclut qu’il existe deux entiers distincts strictement positifs tels que
Pj = Pk.

(iii) Comme Pj = Pk avec j 6= k alors par unicité de la décomposition en
polynômes irréductibles, il existe une permutation σ de {1, . . . , `} telle que

∀1 ≤ i ≤ `, µk
i = µj

σ(i).

On peut supposer k > j > 0 donc pour tout i = 1, . . . , `, µσ(i) = µk−j
i . Or S`

est d’ordre ` ! donc σ` !(i) = i ce qui donne

∀1 ≤ i ≤ `, µi = µ
(k−j)` !

i .

On conclut que les racines de P sont soit nulles soit des racines de l’unité.

d. On considère Q(X) = X`P (X+ 1
X ). Comme P ∈ U peut s’écrire P (X) =

X` +
∑̀

i=1

(−1)iaiX
`−i alors

Q(X) = X`

( ∑̀

i=1

(−1)iai(X +
1
X

)`−i + (X +
1
X

)`

)

= (X2 + 1)` +
∑̀

i=1

(−1)iai(X2 + 1)`−iXi.

Le coefficient dominant est X2` donc Q ∈ U de degré 2` et comme Q(0) = 1
alors 0 n’est pas racine de Q. Cette dernière constatation permet de dire que α
est racine de Q si et seulement si α + 1

α est racine de P . Soit µ une racine de
P et résolvons l’équation du second degré α2 − αµ + 1 = 0. Comme µ ∈ [−2, 2]
alors les racines sont

α0 =
µ + i

√
4− µ2

2
et α1 =

µ− i
√

4− µ2

2
.

Ces deux racines sont de module 1 donc toutes les racines de Q sont de module
1 et Q vérifie les hypothèses du a.. D’après le c., les racines de Q sont des racines
de l’unité (car 0 n’est pas une racine de Q). Ainsi α = e

2iπp
q avec p, q ∈ Z et

comme µ = α + 1
α alors µ = 2 cos( 2πp

q ). On en conclut que si toutes les racines
de P sont réelles, contenues dans [−2, 2] alors pour toute racine µ de P , on peut
trouver un rationnel r tel que µ = 2 cos(2πr).
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e. (i) On sait que Qn est irréductible sur Z donc il est irréductible sur Q.
Soit ω une racine primitive ne de l’unité alors Qn est le polynôme minimal de
ω sur Q et L ⊃ Q est un corps de rupture de Qn. De même si ρ est une autre
racine primitive ne de l’unité, Q[ρ] est un corps de rupture de Qn. Comme Qn

est irréductible sur Q, son corps de rupture est unique à isomorphisme près et
on a même l’existence d’un unique Q-isomorphisme φ de L sur Q[ρ] tel que
φ(ω) = ρ.

(ii) Soit λ = 2 cos( 2πp
q ) une racine de P . Par définition de Q, e

2iπp
q est une racine

de Q. Comme p ∧ q = 1 alors ω est une racine primitive qe de l’unité. Par la
question précédente, comme e

2iπ
q est aussi une racine primitive qe de l’unité, il

existe un automorphisme Q-linéaire φ qui envoie ω sur e
2iπ

q . Comme Q ∈ Z[X]
alors Q ◦ φ = φ ◦Q donc

Q(ω) = 0 =⇒ Q(e
2iπ

q ) = 0.

Ainsi e
2iπ

q est une racine de Q et par définition de Q, e
2iπ

q + e−
2iπ

q = 2 cos( 2π
q )

est une racine de P .
(iii) On établit de la même manière qu’au (ii) un résultat plus précis :
si 1 ≤ p′ ≤ q − 1 est tel que p′ ∧ q = 1 et λ = 2 cos( 2πp

q ) est racine de P avec

p ∧ q, alors e
2iπp′

q est une racine primitive qe de l’unité donc 2 cos( 2πp′

q ) est
encore une racine de P .

D’après le d., toutes les racines de P sont de la forme λi = 2 cos( 2πpi

qi
) avec

pi ∧ qi = 1. On peut supposer pi et qi positifs et que 0 ≤ pi ≤ qi − 1 après avoir
effectué une division euclidienne entre pi et qi. Comme λi ∈ ] − 2, 2[ alors on a
en fait 1 ≤ pi ≤ qi − 1.

Distinguons alors deux cas selon qi pair ou impair.
Premier cas : si qi = 2q′i est pair alors d’après (ii), 2 cos( π

q′
i
) est une racine

de P . Comme pi ∧ qi = 1 alors pi 6= q′i et 1 ≤ pi ≤ q′i − 1 ou q′i + 1 ≤ pi ≤ q− 1.
En étudiant les variations de la fonction t 7→ | cos t|, on en déduit que

| cos(
πpi

q′i
)| ≤ max

(
| cos(

π

q′i
)|, | cos(

π(q′i − 1)
q′i

)|
)

= | cos(
π

q′i
)|.

Deuxième cas : si qi = 2q′i+1 est impair alors qi∧q′i = 1 donc par la remarque
effectuée au début de cette question, 2 cos( 2πq′i

qi
) est encore une racine de P . De

plus, | cos( 2πq′i
qi

)| = | cos( π
qi

)| et à nouveau d’après l’étude des variations de la
fonction t 7→ | cos t|, comme 1 ≤ pi ≤ q′i − 1 ou q′i + 1 ≤ p ≤ q − 1 alors

| cos(
2πpi

qi
)| ≤ | cos(

π

qi
)| = | cos(

2πq′i
qi

)|.

L’étude de ces deux cas permet d’établir que

max{|λj |, j = 1, . . . , `} = 2 cos(
π

q
)

avec q ≥ 2. D’autre part, si q = 2 alors P = X` ce qui est exclu donc q ≥ 3.

2.a. Montrons tout d’abord que ‖B‖ = ‖tB‖. En effet

‖B‖ = sup
x∈Rm,‖x‖=1

‖Bx‖ = sup
x∈Rm,‖x‖=1

sup
y∈Rn,‖y‖=1

〈Bx, y〉,
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par définition de la dualité dans l’espace euclidien Rn. Par définition de la trans-
position, on en conclut que

‖B‖ = sup
x∈Rm,‖x‖=1

sup
y∈Rn,‖y‖=1

〈Bx, y〉 = sup
x∈Rm,‖x‖=1
y∈Rn,‖y‖=1

〈x,tBy〉 = ‖tB‖.

Ensuite on prouve que ‖B‖ = ‖tBB‖1/2. Comme tBB est symétrique alors

‖tBB‖ = sup
x∈Rm,‖x‖=1

〈tBBx, x〉 = sup
x∈Rm,‖x‖=1

〈Bx, Bx〉
= sup

x∈Rm,‖x‖=1

‖Bx‖2 = ‖B‖2.

En échangeant les rôles de B et tB, on a aussi ‖tB‖ = ‖BtB‖1/2.
Enfin, prouvons que ‖C‖ = ‖B‖. On a

‖C‖ = sup
x∈Rm,y∈Rn

‖x‖2+‖y‖2=1

(‖Bx‖2 + ‖tBy‖2)1/2.

Comme ‖B‖ = ‖tB‖ alors il est clair que ‖C‖ ≤ ‖B‖. D’autre part, en prenant
y = 0 dans l’expression précédente du supremum, on a ‖C‖ ≥ ‖B‖ ce qui prouve
le résultat annoncé.

b. Soit B ∈Mm,n(Z) alors on vient d’établir que ‖B‖ = ‖C‖ où

C =
(

0 B
tB 0

)
∈M`(C).

Comme C est symétrique alors elle est diagonalisable dans une base orthonormée
de vecteurs propres et ses valeurs propres sont réelles. Donc ‖C‖ = max{|λj |, j =
1, . . . , `}, les λj représentant les valeurs propres de C ou encore les racines du
polynôme caractéristique de C. Or B ∈ Mm,n(Z) donc C ∈ M`(Z) et PC ∈
Z[X]. On en conclut que soit ‖B‖ ≥ 2, soit ‖B‖ < 2 auquel cas max{|λj |, j =
1, . . . , `} < 2 et PC vérifie les hypothèses de 1.e.(iii). On sait alors que

max{|λj |, j = 1, . . . , `} = 2 cos(
π

q
)

où q ≥ 2.

IV. Indices d’inclusions

1. Comme ρ(A) ⊂ B alors τ ◦ ρ(A) ⊂ τ(B) donc

τ(B)′ ⊂ (τ ◦ ρ(A))′.

On a vu au II.3.b. qu’il s’agissait d’algèbres de matrices.
On sait que τ : B → C est un morphisme d’algèbres avec unité donc par le

II.3.b.,
dim C = dim B dim(τ(B))′.

De même, τ ◦ ρ : A → C est un morphisme d’algèbres avec unité donc

dim C = dim A dim(τ ◦ ρ(A))′.
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On en conclut que

[(τ ◦ ρ(A))′ : (τ(B))′] = dim τ◦ρ(A)′

dim τ(B)′

= dim B
dim A = [B : A].

2.a. On a vu au II.4. que {p1, . . . , ps} sont les idempotents centraux mini-
maux non nuls de S et comme R ⊂ S, on a pour tout j = 1, . . . , r,

piqj = qjpi et (piqj)2 = p2
i q

2
j = piqj .

On en conclut que piqj : S → S définit en fait un endomorphisme de Bi et qu’il
s’agit d’un idempotent de Bi.

b. Si piqj 6= 0, d’après la relation précédente, on a

Sij = piqjBipiqj et Rij = piqjAjpiqj .

Or d’après le a. piqj est un idempotent de Bi. Il s’agit aussi d’un idempotent
du centre de Aj . Il est non nul par hypothèse donc de la même manière qu’au
II.6.a.(i) et II.6.b.(i), on démontre que

Sij 'Mrg(piqj)(C)

est une algèbre de matrices et que

Aj → Rij

x 7→ pixpi

est un isomorphisme d’algèbres avec unité (car pour tout x ∈ Aj , qjxqj = x).

c. Si une ligne de ΛS
R est identiquement nulle alors il existe i0 ∈ {1, . . . , s}

tel que λi0j = 0 pour tout j = 1, . . . , r. Ainsi, on a

∀1 ≤ j ≤ r, pi0qj = 0.

Comme
r∑

j=1

qj = IS alors pi0 = 0 ce qui est contradictoire.

Il en est de même si l’une des colonnes est nulle car
s∑

i=1

pi = IS .

d. On vient de voir que la matrice ΛS
R est non redondante. Ainsi, ΛS

R est
indécomposable si et seulement si elle n’est pas décomposable.

Montrons que si ΛS
R est décomposable alors Z(R) ∩ Z(S) n’est pas réduit

aux multiples de l’identité. Par le I.7. (voir la caractérisation (7.2)), on sait qu’il
existe des partitions non triviales (I1, I2) de {1, . . . , s} et (J1, J2) de {1, . . . , r}
telles que { ∀i ∈ I1, ∀j ∈ J2, piqj = 0

∀i ∈ I2, ∀j ∈ J1, piqj = 0.

Soit P1 =
∑

i∈I1

pi, P2 =
∑

i∈I2

pi, Q1 =
∑

j∈J1

qj , Q2 =
∑

j∈J2

qj . On a alors

P1 + P2 = Q1 + Q2 = IS et P1Q2 = P2Q1 = 0.
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D’après ces relations P1 = P1(Q1 + Q2) = P1Q1 et Q1 = (P1 + P2)Q1 = P1Q1

donc P1 = Q1. D’autre part, il est clair que Q1 ∈ Z(R) et P1 ∈ Z(S) car ce
sont des combinaisons linéaires d’idempotents centraux. Comme les partitions
ne sont pas triviales, P1 = Q1 ∈ Z(R)∩Z(S) n’est pas un multiple de l’identité.

Montrons que si Z(R)∩Z(S) n’est pas réduit aux multiples de l’identité alors
ΛS

R est décomposable. Soit z ∈ Z(R) ∩ Z(S) avec z non multiple de l’identité.
Par le II.4.b., on trouve des complexes α1, . . . , αr, β1, . . . , βs tels que

z =
r∑

j=1

αjqj =
s∑

i=1

βipi.

Quitte à multiplier z, on peut supposer que max |αj | = αj0 = 1. Soit

J1 = {j ∈ {1, . . . , r}; αj = 1}.

On a J1 6= ∅ puisque j0 ∈ J1 et J1 6= {1, . . . , r} puisque z n’est pas un multiple

de l’identité. Comme
r∑

j=1

qj = IS alors

z + IS
2

=
∑

j∈J1

qj +
∑

j /∈J1

αj + 1
2

qj .

Comme Z(R) et Z(S) sont des algèbres, on sait que pour tout n ∈ N,
(

z + IS
2

)n

∈ Z(R) ∩ Z(S).

Or (
z + IS

2

)n

=
∑

j∈J1

qj +
∑

j /∈J1

(
αj + 1

2

)n

qj

et comme pour tout j /∈ J1, αj 6= 1 et |αj | ≤ 1 donc |αj+1
2 | < 1 et

lim
n→∞

(
z + IS

2

)n

=
∑

j∈J1

qj ∈ Z(R) ∩ Z(S).

Ainsi on a prouvé que Q =
∑

j∈J1

qj est un idempotent central de S donc par le

II.4.c., Q s’écrit aussi
Q =

∑

i∈I1

pi.

Comme J1 6= ∅ et J1 6= {1, . . . , r} alors nécessairement, I1 6= ∅ et I1 6= {1, . . . , s}.
D’autre part, ∀i ∈ I1, piQ = pi et ∀j /∈ J1, Qqj = 0 donc

∀i ∈ I1,∀j /∈ J1, piqj = 0.

De la même manière,
∀i /∈ I1,∀j ∈ J1, piqj = 0,

ce qui prouve que ΛS
R est décomposable.
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e. Soit R
ρ−→S

τ−→T avec R =
r⊕

j=1

Aj , S =
s⊕

k=1

Bk, T =
t⊕

i=1

Ci. On note

u1, . . . , ut les idempotents centraux minimaux non nuls de T et on pose ΛT
R =

(λij) 1≤i≤t
1≤j≤r

, ΛS
R = (λ′kj) 1≤k≤s

1≤j≤r
, ΛT

S = (λ′′ik) 1≤i≤t
1≤k≤s

.
D’après le 2.b., on sait que lorsque piqj 6= 0,

Aj ' Rij

et Skj est une algèbre de matrices donc en considérant le morphisme d’algèbres
avec unité

Φkj : Aj → Skj

x 7→ pkqjxpkqj

on sait par le II.2.c.(v) que la matrice de Φkj(x) est une matrice diagonale par
blocs avec λ′′kj blocs diagonaux :




x . . . 0
...

. . .
...

0 . . . x


 .

De la même manière on considère les morphismes d’algèbres avec unité

Ψij : Aj → Tij

z 7→ uiqjzuiqj

et
Θik : Bk → Uik

y 7→ uipkyuipk.

On sait par le II.2.c.(v) que la matrice de Ψij(z) est une matrice diagonale par
blocs avec λij blocs diagonaux égaux à z et que la matrice de Θik(y) est une
matrice diagonale par blocs avec λ′ik blocs diagonaux égaux à y.

Mais Skj ⊂ Bk,
s∑

k=1

pk = IT et ui, pk, qj commutent deux à deux donc

s∑

k=1

Θik ◦ Φkj(z) =
s∑

k=1

uipkqjzpkqjui = Ψij(z).

La matrice de Θik ◦Φkj(z) est une matrice diagonale par blocs avec λ′ikλ′′kj blocs
diagonaux égaux à z. Comme {p1, . . . , ps} sont des idempotents orthogonaux de
T , il est clair que la famille des algèbres Uik, 1 ≤ k ≤ s est en somme directe

dans T donc la matrice de
s∑

k=1

Θik ◦Φkj(z) est une matrice diagonale par blocs

avec
s∑

k=1

λ′ikλ′′kj

blocs diagonaux égaux à z. En égalant avec la matrice de Ψij(z), on trouve

λij =
s∑

k=1

λ′ikλ′′kj .
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f. Comme R ⊂ S, il est clair que C(S) ⊂ C(R) et que C(S) est une sous-
algèbre de C(R). Ces sommes directes d’algèbres de matrices s’injectent dans
une algèbre de matrices F donc on peut appliquer les résultats du II.5.. Par le
II.5.d. et II.5.e., on a

C(R) =
r⊕

j=1

qjC(R)qj =
r⊕

j=1

A′j

et

C(S) =
s⊕

i=1

piC(S)pi =
s⊕

i=1

B′
i,

où A′j est le commutant de Aj dans qjFqj , B′
i est le commutant de Bi dans

piFpi.
D’après le II.4., on déduit de ces écritures que {q1, . . . , qr} (respectivement

{p1, . . . , ps}) sont les idempotents centraux minimaux non nuls de C(R) (res-
pectivement C(S)).

Par définition de la matrice d’indice, on a ΛC(R)
C(S) = (µji) 1≤j≤r

1≤i≤s
avec

µ2
ji = [qjpiC(R)qjpi : qjpiC(S)qjpi]

lorsque qjpi 6= 0 et 0 sinon.
Si piqj = 0 alors µji = λij .
Si qjpi 6= 0 : on a évidemment qjpiC(R)qjpi = piA

′
jpi et qjpiC(S)qjpi = qjB

′
iqj

donc

µ2
ji =

dim piA
′
jpi

dim qjB′
iqj

.

A ce stade, rappelons le résultat établi au II.3.b. : si A et B sont deux algèbres
de matrices telles qu’il existe un morphisme d’algèbres avec unité de A dans B
alors

[B : A] =
dimB

dim A
= dim A′

où A′ est le commutant de A dans B.
On a clairement l’injection Aj → qjFqj et A′j est le commutant de Aj dans

qjFqj . Comme pi ∈ Z(S) et R ⊂ S alors pi ∈ C(R) donc qjpi est un idempotent
non nul de A′j . D’après le II.6.b.(ii) le commutant de piqjAjpiqj dans piqjFpiqj

est égal à piqjA
′
jpiqj . Or qjAjqj = Aj et qjA

′
jqj = A′j donc

dim(piqjFpiqj) = dim(piAjpi) dim(piA
′
jpi).

On a aussi l’injection Bi → piFpi et B′
i est le commutant de Bi dans piFpi.

D’après le 2.b., qjpi est un idempotent non nul de Bi donc d’après le II.6.a.(ii), le
commutant de qjpiBiqjpi dans qjpiFqjpi est égal à qjpiB

′
iqjpi. Or piBipi = Bi

et piB
′
ipi = B′

i donc

dim(piqjFpiqj) = dim(qjBiqj) dim(qjB
′
iqj).

Comme piAjpi = Rij et qjBiqj = Sij , on a

µ2
ji =

dim(piA
′
jpi)

dim(qjB′
iqj)

=
dim Sij

dim Rij
= λij
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ce qui permet de conclure que ΛC(R)
C(S) = tΛS

R.

3.a. On vérifie facilement que λ est un morphisme d’algèbres injectif avec
unité, que ρ est un antihomomorphisme d’algèbres injectif avec unité et que

∀x, z ∈ S, λ(x)ρ(z) = ρ(z)λ(x).

b. Par la relation vue au a., il est clair que λ(S) ⊂ EndR(S).
On définit un morphisme d’algèbres avec unité par

τ : S → End(S)
x =

⊕s
i=1 xi 7→ ρ(

⊕s
i=1

txi)

Comme R est une somme directe d’algèbres de matrices, τ(R) est isomorphe à
une somme directe d’algèbres de matrices. Comme τ(R) = ρ(R), EndR(S) est le
commutant de τ(R) dans End(S) donc d’après le II.5.d., EndR(S) est isomorphe
à une somme directe d’algèbres de matrices.

c. Montrons que λ(S) est le commutant de τ(S) dans End(S). Tout d’abord,
il est clair d’après la relation établie au a. que λ(S) ⊂ (τ(S))′. Ensuite, si
f ∈ (τ(S))′ alors

∀s ∈ S, f ◦ ρ(s) = ρ(s) ◦ f.

En appliquant cette égalité à l’élément I, on en déduit que pour tout s ∈ S,
f(s) = f(I)s ce qui prouve que f = λ(x) avec x = f(I) et que f ∈ λ(S).

On a alors R −→ S −→ End(S). On vient de voir que λ(S) = C(S) et on a
vu au b. que EndR(S) = C(R) donc d’après le 2.f.,

ΛEndR(S)
λ(S) = tΛS

R.

4.a. Par le 3.c., on a ΛS2p+1
S2p

= Λ et ΛS2p

S2p−1
=t Λ et d’après la relation de

transitivité des matrices d’indice pour l’inclusion établie au 2.e., on constate
facilement que

ΛS2k

S0
= ΛS2

S0
· · ·ΛS2k

S2k−2

= (Λ tΛ)k,

et que
ΛS2k+1

S0
= (Λ tΛ)kΛ.

b. Comme on suppose que Z(R) ∩ Z(S) est réduit aux multiples de l’iden-
tité alors d’après le 2.d., la matrice Λ est indécomposable. Par le I.7.b. on en
conclut que les matrices Λ tΛ et tΛΛ sont des matrices positives irréductibles et
diagonalisables à valeurs propres positives ou nulles.

c. Comme A est diagonalisable à valeurs propres positives ou nulles alors
pour tout vecteur y, on a

Ay =
∑

λiPiy

où Pi désigne le projecteur orthogonal sur le sous-espace propre associé à la
valeur propre λi et λ0 la valeur propre de module maximal. Comme A est
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symétrique alors ‖A‖ = λ0 et on a Aky =
∑

λk
i Piy. Par le I.7.b., on sait que

pour toute valeur propre α de A distincte de celle de module maximal, |α| < λ0,
donc on en conclut que

lim
k→∞

Ak

‖Ak‖y = lim
k→∞

Ak

λk
0

y = P0y.

d. On a vu au I.2.g que le sous-espace propre associé à la valeur propre de
module maximal est de dimension 1 et que imP0 = Vectz où z est un vecteur
strictement positif. Comme y est un vecteur positif non nul, P0y = 〈z, y〉z est
non nul.

D’après la question précédente, on a

lim
k→∞

‖(Λ tΛ)ky‖1/k = lim
k→∞

‖( tΛΛ)ky‖1/k = ‖A‖.

D’après le b., A est irréductible et on a vu au III.2.a. que dans ce cas ‖A‖ = ‖Λ‖2
ce qui établit le résultat.

e. On a un morphisme injectif avec unité de S0 = R =
⊕r

j=1Maj (C) dans
Sk = S =

⊕s
i=1Mbi(C) et la matrice d’indice pour cette inclusion est définie

par
αij = 0 si piqj = 0

αij = [Sij : Rij ]
1
2 si piqj 6= 0.

On sait que par le 2.b. que lorsque piqj 6= 0,

Maj (C) ' Rij et (dim Sij)1/2 = rg(piqj).

Or {q1, . . . , qr} sont des idempotents orthogonaux dont la somme vaut l’identité
donc

r∑

j=1

rg(piqj) = rg(pi) = bi.

Par la définition des αij , on en déduit que

r∑

j=1

αijaj = bi.

Soit y =




a1

...
ar


.

Dans le cas pair : k = 2p. On a d’après le a.,

dim(S2p) =
s∑

i=1

b2
i = ‖(Λ tΛ)py‖2

Dans le cas impair : k = 2p + 1, on a

dim(S2p+1) =
s∑

i=1

b2
i = ‖(Λ tΛ)pΛy‖2.
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Or y et Λy sont des vecteurs positifs non nuls donc par le d., on en conclut que

lim
k→∞

(dim(Sk))1/k = ‖Λ‖2.

Comme Λ est une matrice à coefficients entiers, on peut appliquer les résultats
du III.2.b.. Ainsi ‖Λ‖2 ≥ 4 ou ‖Λ‖2 = 4 cos2(π

q ) avec q entier supérieur ou égal
à 3 (car Λ 6= 0).

7.3 Commentaires

Comme l’indique clairement l’énoncé, les trois premières parties de cette
épreuve sont indépendantes. Il est donc important le jour du concours que le
candidat les lise et choisisse celle par laquelle il préfère commencer.

La première partie traite d’algèbre linéaire et de réduction de matrices à
coefficients positifs autour du théorème de Perron-Froebenius. Les parties II
et III, bien qu’indépendantes, établissent les premiers résultats de la théorie
des représentations des algèbres associatives, la troisième partie demandant de
mâıtriser la notion de corps de rupture d’un polynôme. Enfin, la dernière partie
traite d’indices d’inclusion des algèbres semi-simples et demande d’être prêt à
utiliser tous les résultats établis dans les parties précédentes.



Chapitre 8

Session de 1996

8.1 Sujet
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8.2 Correction

Partie 1. Partitions d’un entier

1. r′ est le nombre de lignes du diagramme Λ′ associé à λ′, c’est-à-dire le
nombre de colonnes du diagramme Λ associé à λ, on a donc r′ = λ1.
Soit k ∈ N∗ : r′k est le nombre de lignes de Λ′ qui contiennent k carrés, i.e le
nombre de colonnes de Λ qui contiennent k carrés. Or, la j-ème colonne de Λ
contient k carrés si et seulement si λk ≥ j > λk+1 : les k premières lignes de
Λ contiennent au moins j carrés, donc la j-ème colonne contient au moins k
carrés ; les lignes suivantes de Λ contiennent strictement moins de j carrés, donc
la j-ème colonne de Λ contient exactement k carrés.
On a donc

r′k = λk − λk+1 (k ∈ N∗).

On en déduit que pour i ∈ N∗ :

λ1 − λi+1 =
i∑

k=1

(λk − λk+1) =
i∑

k=1

r′k.

et tenant compte du fait que λ1 = r′ =
∑

k≥1

r′k, on obtient :

λi =
∑

k≥i

r′k (i ≥ 1).

Comme
(
Λ′

)′ = Λ, on a aussi :

λ′i =
∑

k≥i

rk (i ≥ 1).

2. Il est clair que λ ⊂ µ si et seulement si le diagramme de λ est contenu dans
celui de µ. Le diagramme de λ transposé est alors évidemment inclus dans celui
de µ transposé et donc λ′ ⊂ µ′. De même, si λ′ ⊂ µ′, alors λ = (λ′)′ ⊂ (µ′)′ = µ.

3. Il est clair que :

(λ⊕ µ)′ = λ′ + µ′

et

(λ + µ)′ = λ′ ⊕ µ′ .
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Partie 2. Quelques lemmes

4.a. On développe le produit et on regroupe suivant les puissances de T .
Pour k ≥ 1, le terme facteur de T k est :

∑

0≤i1<...<ik≤n−1

Xi1+...+ik .

Or, si (i1, . . . , ik) est un k-uplet d’entiers tels que 0 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n− 1, on
a :

i1 + . . . + ik ≥ 0 + 1 + . . . + (k − 1) =
k (k − 1)

2
.

X
k (k−1)

2 est donc facteur de Xi1+...+ik , donc de
∑

0≤i1<...<ik≤n−1

Xi1+...+ik , et

l’autre facteur est à coefficients entiers positifs (ses coefficients valent 0 ou 1).
On peut donc bien écrire pour k ≥ 1 :

∑

0≤i1<...<ik≤n−1

Xi1+...+ik = X
k (k−1)

2 Pn,k(X).

avec Pn,k à coefficients entiers positifs.
Cette écriture est valide aussi pour k = 0 avec Pn,0 = 1. D’où le résultat.

4.b. Soit n ≥ 1. On écrit
n∏

i=0

(1 + XiT ) = (1 + XnT )
n−1∏

i=0

(1 + XiT ). On a

donc :
n∏

i=0

(1 + XiT ) = (1 + XnT )
( n∑

k=0

X
k (k−1)

2 Pn,k(X)T k
)

=
n∑

k=0

X
k (k−1)

2 Pn,k(X)T k

+
n∑

k=0

X
k (k−1)

2 Pn,k(X)XnT k+1.

Or, on a :

n∑

k=0

X
k (k−1)

2 Pn,k(X)XnT k+1 = X
n (n−1)

2 Pn,n(X)XnTn+1

+
n∑

j=1

X
(j−1) (j−2)

2 Pn,j−1(X)XnT j .

et pour 1 ≤ j ≤ n :

X
(j−1) (j−2)

2 Xn = X
j (j−1)

2 Xn−j+1.

Il en résulte que :

n∏

i=0

(1 + XiT ) =
n∑

k=1

X
k (k−1)

2
(
Pn,k(X) + Xn−k+1Pn,k−1(X)

)
T k

+ Pn,0(X) + X
n (n+1)

2 Pn,n(X)Tn+1.
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On a donc par identification (la famille {T k}k≥0 est une base de
(
Q(X)

)
[T ]) :





Pn+1,0(X) = Pn,0(X)
Pn+1,k(X) = Pn,k(X) + Xn−k+1Pn,k−1(X) si 1 ≤ k ≤ n

Pn+1,n+1(X) = Pn,n(X)
.

On en déduit immédiatement que ∀n ∈ N, Pn,0(X) = Pn,n(X) = 1.

5.a. Si n ∈ N∗, et si 1 ≤ k ≤ n, on a :

Fn,k + Xn−k+1Fn,k−1

=
(1−Xn−k+1) . . . (1−Xn)

(1−X) . . . (1−Xk)
+ Xn−k+1 (1−Xn−k+2) . . . (1−Xn)

(1−X) . . . (1−Xk−1)

=
(1−Xn−k+2) . . . (1−Xn)[(1−Xn−k+1) + Xn−k+1(1−Xk)]

(1−X) . . . (1−Xk)

=
(1−Xn−k+2) . . . (1−Xn)(1−Xn+1)

(1−X) . . . (1−Xk)
= Fn+1,k

Il est d’autre part clair que Fn,n(X) = 1, et l’énoncé pose Fn,0(X) = 1. Donc les
Fn,k satisfont à toutes les conditions qui définissent en 4.b. les Pn,k de manière
unique dans Q[X], mais en fait aussi dans Q(X) : les Fn,k sont en réalité les
Pn,k, donc d’après 4.a. des polynômes à coefficients entiers positifs.

5.b. Le degré sur Q(X) défini par deg U/V = deg U − deg V prolonge le
degré sur Q[X] et possède des propriétés identiques. Il vient donc :

deg Fn,k = deg
( k∏

i=1

1−Xn−k+i

1−Xi

)

=
k∑

i=1

deg
1−Xn−k+i

1−Xi

=
k∑

i=1

(n− k) = k (n− k)

5.c. Si k = 0, il suffit de se rappeler que Fn,0(X) = Fn,n(X) = 1.
Si k ∈ {1, . . . , n}, on multiplie numérateur et dénominateur de Fn,k par le
produit (1−X) . . . (1−Xn−k) pour obtenir

Fn,k(X) =
(1−X) . . . (1−Xn)

(1−X) . . . (1−Xn−k) (1−X) . . . (1−Xk)
,

expression sur laquelle il est évident que Fn,k = Fn,n−k.

6.a. Comptons tout d’abord le nombre Nr de systèmes ordonnés libres
(e1, . . . , er) de r vecteurs que l’on peut choisir dans E (qui compte pn éléments).
On a pn− 1choix possibles pour le premier vecteur e1. Une fois que l’on a choisi
e1, . . . , ei, ei+1 doit être choisi dans E privé de l’espace engendré par e1, . . . , ei,
qui compte pi éléments : on a donc pn − pi choix possibles pour ei+1.
Il vient donc :

Nr =
r∏

i=1

(pn − pi−1) =
r∏

i=1

(pn−i+1 − 1)
r∏

i=1

pi−1.
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Si F désigne à présent un sous-espace vectoriel de E de dimension r, un calcul
analogue au précédent montre que le nombre N ′

r de bases ordonnées de F est

N ′
r =

r∏

i=1

(pr − pi−1) =
r∏

i=1

(pr−i+1 − 1)
r∏

i=1

pi−1.

Or, un sous-espace vectoriel de E de dimension r est déterminé par un système
libre de r vecteurs, et deux tels systèmes engendrent le même sous-espace si et
seulement si ils sont deux bases d’un même sous-espace : le nombre de sous-
espaces de dimension r de E est donc

Nr

N ′
r

=
∏r

i=1(p
n−i+1 − 1)∏r

i=1(pr−i+1 − 1)
= Fn,r(p).

6.b. Les sous-espaces G de E, de dimension r et contenant F sont en bi-
jection avec les sous-espaces G de E/F de dimension r − l via la surjection
canonique de E sur E/F . Mais E/F est à son tour un espace vectoriel de di-
mension n− l sur Z/pZ, donc d’après a. :

cn,l,r = Fn−l,r−l(p).

On a donc, en utilisant ce qui précède et 5.c.,

cn,l,n+r−l = Fn−l,n−r(p) = Fn−l,n−l−(n−r)(p) = cn,l,r.

6.c. Le cas n = l est évident : la somme vaut cl,l,l, c’est-à-dire 1.
Si n > l, on applique la formule du 4.a., avec X spécialisé en p, T en −1 et n
remplacé par n− l. On obtient :

n−l+1∏

i=0

(1− pi) =
n−l∑

k=0

p
k(k−1)

2 Pn−l,k(p)(−1)k.

Or, d’une part le produit est nul (son premier terme est nul), et d’autre part :

Pn−l,k(p) = Fn−l,k(p) = cn,l,l+k d′après 5. et b.

Donc on a bien
n−l∑

k=0

(−1)kp
k(k−1)

2 cn,l,l+k = 0 .

6.d. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors :
∑

G⊂F

(−1)lp
l(l−1)

2 fG =
∑

G⊂F

(−1)lp
l(l−1)

2

( ∑

H⊂G

gH

)

=
∑

H⊂G⊂F

(−1)lp
l(l−1)

2 gH

=
∑

H⊂F

( ∑

H⊂G⊂F

(−1)lp
l(l−1)

2

)
gH .
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Pour calculer la deuxième somme (où H est fixé et G varie), on regroupe les
sous-espaces G de E tels que H ⊂ G ⊂ F suivant leur dimension. On a donc :

∑

H⊂G⊂F

(−1)lp
l(l−1)

2 =
dim F∑

k=dim H

( ∑

H⊂G⊂F,dim G=k

(−1)lp
l(l−1)

2

)
.

Or le nombre l = lF (G) ne dépend que de la dimension de G, donc si
dim H ≤ k ≤ dim F :

∑

H⊂G⊂F,dim G=k

(−1)lp
l(l−1)

2 = (−1)lp
l(l−1)

2 Nk

où Nk est le nombre de sous-espaces G de E tels que H ⊂ G ⊂ F de dimension
k, c’est-à-dire que Nk = cdim F,dim H,k. D’autre part, si G est un sous-espace de
dimension k de E tels que H ⊂ G ⊂ F , on a l = lF (G) = dim F − k. La somme
totale cherchée vaut donc :

∑

H⊂F

( dim F∑

k=dim H

(−1)(dim F−k)p
(dim F−k)(dim F−k−1)

2 cdim F,dim H,k

)
gH .

ou encore :

∑

H⊂F

(dim F−dim H∑

j=0

(−1)(j)p
j(j−1)

2 cdim F,dim H,dim H+j

)
gH .

D’après c., la somme
∑dim F−dim H

j=0 (−1)(j)p
j(j−1)

2 cdim F,dim H,dim H+j est nulle si
dim F > dim H, et vaut 1 si dim H = dimF . La somme précédente se réduit
donc à gF , ce qui est le résultat demandé.

7. Remarquons que puisque G est commutatif, tous les sous-groupes consi-
dérés ici sont distingués, et les quotients que l’on envisage sont bien munis d’une
structure de groupe compatible avec la surjection canonique.

7.a. Soit π la surjection canonique de G sur G/K. On a bien sûr H/K =
π(H). Comme π est un homomorphisme de groupes, H/K est un sous-groupe

de G/K. Considérons alors π′ la surjection canonique de G/K sur
G/K

H/K
ainsi

que ϕ = π′ ◦ π. Le théorème d’isomorphisme nous dit que

im ϕ ' G/ kerϕ.

Comme π et π′ sont surjectives, ϕ l’est aussi, i.e

imϕ =
G/K

H/K
.

On a kerϕ = {g ∈ G / π(g) ∈ H/K}. Il est alors clair que H ⊂ kerϕ.
Si g ∈ G est tel que π(g) ∈ H/K = π(H), alors il existe h ∈ H tel que
π(g) = π(h), ce qui signifie que g − h ∈ K. Donc g ∈ h + K ⊂ H car K ⊂ H.
Donc ker ϕ = H et on a bien l’isomorphisme annoncé.

7.b. K est bien sûr un sous-groupe de H + K, et on peut considérer π la
surjection canonique de H + K sur (H + K)/K. Soit ψ la restriction de π à H.
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On a kerψ = H ∩ kerπ = H ∩K. ψ est d’autre part surjective : si g est dans
H + K, g s’écrit g = h + k avec h ∈ H et k ∈ K et on a

π(g) = π(h) + π(k) = π(h) = ψ(h) ∈ im ψ.

Il suffit d’appliquer le théorème d’isomorphisme à ψ pour obtenir le résultat.

7.c. π est maintenant la surjection canonique de G sur G/H et on considère
θ la restriction de π à qG.
On a ker θ = kerπ ∩ qG = H ∩ qG.
D’autre part, si g ∈ G, θ(qg) = π(qg) = qπ(g) ∈ q (G/H). Réciproquement, si
x ∈ q (G/H), x s’écrit x = qπ(g) avec g ∈ G, i.e x = π(qg) = θ(qg) ∈ im θ. Donc
im θ = q (G/H).
On applique alors le théorème d’isomorphisme à θ.

Partie 3. Les p-groupes commutatifs finis

8.a. Si G est de type λ, G ' Z/pλ1Z× . . .× Z/pλrZ.
Si H est de type µ, H ' Z/pµ1Z× . . .× Z/pµlZ.
G×H est alors isomorphe à

Z/pλ1Z× . . .× Z/pλrZ× Z/pµ1Z× . . .× Z/pµlZ.

On peut réarranger le (r + l)-uplet (λ1, . . . , λr, µ1, . . . , µl) en un (r + l)-uplet
(ν1, . . . , νr+l) tel que ν1 ≥ . . . ≥ νr+l. Il est clair que ν est le type de G×H.
Montrons qu’en fait ν = λ⊕ µ. On procède pour cela par récurrence sur r + l.
Si r = l = 1, c’est évident.
Supposons que r + l > 2 et que le résultat soit vrai pour r + l − 1. Il est
clair que la première ligne de λ ⊕ µ est max(λ1, µ1) = ν1. Pour fixer les idées,
supposons que ν1 = λ1 et considérons η qui est λ privée de λ1. Il est clair que
le réarrangé (ξ1, . . . , ξr+l−1) associé à la paire (η, µ) est (ν2, . . . , νr+l), donc il
suffit d’appliquer l’hypothèse de récurrence pour obtenir que

(ν2, . . . , νr+l) = η ⊕ µ

et donc que ν = λ⊕ µ.

8.b. Puisque Card (G/H) =
Card G

Card H
, on a pl(G/H) = pl(G)−l(H).

D’où l(G/H) = l(G)− l(H).

8.c. On a vu au 7.a. que G/H ' G/K

H/K
: la définition du cotype entraine

alors immédiatement le résultat.

9. Supposons gρ
λµ(p) 6= 0. Il existe alors H un sous-groupe de Gρ(p) tel que

H ' Gλ(p) et Gρ(p)/H ' Gµ(p). Dans ce cas, on a d’une part

CardH = Card Gλ(p) = p|λ|

et d’autre part

CardH =
Card Gρ(p)
CardGµ(p)

= p|ρ|−|µ|.
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Donc |λ|+ |µ| = |ρ|. Ainsi, si |λ|+ |µ| 6= |ρ|, gρ
λµ(p) = 0.

Pour montrer que la multiplication sur A(p) est bien définie, il suffit de voir que
pour tous λ, µ, gρ

λµ(p) est nul sauf pour un nombre fini de ρ ∈ Λ, ce qui est le
cas puisqu’il n’existe qu’un nombre fini de ρ qui vérifient |ρ| = |λ|+ |µ|.

10. Fixons (λ, µ, ν) dans Λ3 :
(
Gλ(p)Gµ(p)

)
Gν(p) =

(∑

ρ∈Λ

gρ
λµ(p)Gρ(p)

)
Gν(p)

=
∑

ρ∈Λ

gρ
λµ(p)Gρ(p)Gν(p)

=
∑

ρ∈Λ

gρ
λµ(p)

(∑

ρ′∈Λ

gρ′
ρν(p)Gρ′(p)

)

=
∑

ρ′∈Λ

(∑

ρ∈Λ

gρ
λµ(p)gρ′

ρν(p)
)
Gρ′(p).

Par un calcul analogue, on obtient d’autre part :

Gλ(p)
(
Gµ(p)Gν(p)

)
=

∑

ρ′∈Λ

(∑

ρ∈Λ

gρ
µν(p)gρ′

λρ(p)
)
Gρ′(p).

Comme pour vérifier l’associativité de la multiplication de A(p), il suffit de le
faire sur les éléments de la base des Gρ(p), il suffit de montrer que pour tout
(λ, µ, ν, ρ′) dans Λ4, on a :

∑

ρ∈Λ

gρ
λµ(p)gρ′

ρν(p) =
∑

ρ∈Λ

gρ
µν(p)gρ′

λρ(p).

Pour cela, calculons de deux manières différentes gρ′

λµν(p). Par définition, gρ′

λµν(p)
est le nombre de couples (H1,H2) de sous-groupes de Gρ′(p) tels que H1 ⊂ H2,
H1 est de type λ, H2/H1 est de type µ et Gρ′(p)/H2 est de type ν.
D’une part, pour chaque ρ ∈ Λ, il y a gρ′

ρν(p) sous-groupes H2 de Gρ′(p) de type
ρ tels que Gρ′(p)/H2 est de type ν. Pour chacun de ces H2, il y a par définition
gρ

λµ(p) sous-groupes H1, de type λ et de cotype (dans H2) µ.
Il vient donc

gρ′

λµν(p) =
∑

ρ∈Λ

gρ
λµ(p)gρ′

ρν(p).

D’autre part, pour chaque ρ ∈ Λ, il y a gρ′

λρ(p) sous-groupes H1 de Gρ′(p)
de type λ et de cotype ρ. Donnons-nous un de ces H1 : Gρ′(p)/H1 est donc
isomorphe à Gρ(p), donc le nombre de sous-groupes de Gρ′(p)/H1 de type µ et
de cotype ν est gρ

µν(p). Mais l’ensemble de ces sous-groupes est en bijection via
la surjection canonique avec l’ensemble des sous-groupes H2 de Gρ′(p) contenant
H1 et vérifiant H2/H1 de type µ et Gρ′(p)/H2 de type ν (d’après 8.c., le type

de Gρ′(p)/H2 est aussi celui de
Gρ′(p)/H1

H2/H1
).

En conséquence,

gρ′

λµν(p) =
∑

ρ∈Λ

gρ′

λρ(p)gρ
µν(p).

D’où le résultat.
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11.a. Tout d’abord, remarquons que si G1, . . . , Gn sont des groupes com-
mutatifs, alors les groupes ̂G1 × . . .×Gn et Ĝ1 × . . . × Ĝn sont isomorphes :
si φ ∈ ̂G1 × . . .×Gn, on lui associe en effet fi(φ) ∈ Ĝi défini par la relation
fi(φ)(x) = φ(0, . . . , x, . . . , 0) (x est à la i-ème place).
L’application φ → (f1(φ), . . . , fn(φ)) est l’isomorphisme annoncé.
D’après cette remarque, il suffit donc de montrer le résultat pour chacun des
facteurs cycliques de G : on peut supposer que G est cyclique. Soit n le cardinal
de G et g un générateur. Considérons l’application

ϕ : Ĝ → C∗
φ 7→ φ(g)

.

Il est clair que ϕ est un homomorphisme de groupes. Comme g engendre G, il
est injectif.
D’autre part, si φ ∈ Ĝ,

(
φ(g)

)n = φ(ng) = φ(1) = 1. Ceci montre que l’image de
ϕ est contenue dans Un, le groupe des racines n-ı‘emes de 1. Réciproquement, si
ζ ∈ Un, en posant φ(pg) = ζp on défini un élément de Ĝ et ζ ∈ im ϕ. L’image de
ϕ est ainsi Un, et Ĝ est isomorphe à Un, donc à G (Un et G sont deux groupes
cycliques de même ordre).

11.b. Il suffit une fois encore de faire la démonstration dans le cas de Gλ(p).
Si x 6= 0 dans Gλ(p), cela signifie en posant x = (x1, . . . , xr) qu’il existe un i
tel que xi est non nul (dans Z/pλiZ). Soit g un générateur de Z/pλiZ, on peut
écrire xi = j g avec j ∈ {0, . . . , pλi − 1}. Soit ζ une racine primitive pλi-ième
de 1 et soit φ l’unique élément de ̂Z/pλiZ tel que φ(g) = ζ. On définit alors
θ ∈ Ĝλ(p) par θ(y1, . . . , yn) = φ(yi).
On a alors θ(x) = φ(j g) = ζj 6= 1.
Intéressons-nous maintenant à Φ. Soit x ∈ G. Pour ϕ, φ ∈ Ĝ, on a

Φ(x)(ϕφ) = (ϕφ)(x) = ϕ(x)φ(x) = Φ(x)(ϕ)Φ(x)(φ)

donc Φ(x) ∈ ̂̂
G.

Considérons ensuite x, y ∈ G. Pour φ ∈ Ĝ, on a :

Φ(x + y)(φ) = φ(x + y) = φ(x)φ(y) = Φ(x)(φ)Φ(y)(φ)

donc Φ(x + y) = Φ(x)Φ(y), ce qui prouve que Φ est un homomorphisme de
groupes.
L’injectivité de Φ résulte de ce qui précède (si x 6= 1, il existe φ ∈ Ĝ tel que
Φ(x)(φ) 6= 1, donc Φ(x) 6= 1 et x /∈ kerΦ).

Mais on sait que G et Ĝ sont isomorphes, ainsi que Ĝ et ̂̂
G : ces trois groupes

ont mêmes cardinaux, et Φ est alors bijective.

11.c. Remarquons tout d’abord que H◦ =
⋂

x∈H kerΦ(x), c’est donc un
sous-groupe de G.
Soit π la surjection canonique de G sur G/H.
Soit φ ∈ H◦. Si g et g′ sont deux éléments de G tels que g − g′ ∈ H, alors
on a φ(g − g′) = 1 = φ(g)/φ(g′), i.e φ(g) = φ(g′). Ceci permet de définir sans
équivoque une application θ(φ) de G/H dans C∗ en posant θ(φ)(π(g)) = φ(g).
De plus, si g, g′ ∈ G, on a

θ(φ)(π(g)π(g′)) = θ(φ)(π(gg′)) = φ(gg′) = φ(g)φ(g′) = θ(φ)(π(g))θ(φ)(π(g′)).
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Donc θ(φ) est dans Ĝ/H.
On a donc défini une application θ de H◦ dans Ĝ/H. Montrons que c’est un
isomorphisme de groupes.
Soient φ, ψ ∈ H◦ et soit g ∈ G :

θ(φψ)(π(g)) = (φψ)(g) = φ(g)ψ(g) = [θ(φ)θ(ψ)](π(g))

donc θ est un homomorphisme de groupes.
Si ψ ∈ ker θ, alors pour tout g ∈ G, ψ(g) = θ(ψ)(π(g)) = 1, donc ψ = 1 et θ est
injective.
Si ϕ ∈ Ĝ/H, posons pour g ∈ G, φ(g) = ϕ(π(g)). Il est clair que φ ∈ H◦ et on
a θ(φ) = ϕ et θ est bien surjective.

11.d. Considérons Γ : Ĝ → Ĥ définie par Γ(φ) = φ|H . Il est clair que Γ
est un morphisme de groupes et que ker Γ = H◦. On a donc un isomorphisme
entre Ĝ/H◦ et im Γ. On a en particulier

Card im Γ =
Card (Ĝ)
CardH◦ =

CardG

CardH◦ .

Or d’après c., on a

Card H◦ = Card (Ĝ/H) = Card G/H =
CardG

CardH
.

Donc Card im Γ = Card H = Card Ĥ, et im Γ = Ĥ, ce qui répond à la question.

11.e. Montrons que pour tout sous-groupe H de G, H = (H◦)⊥.
On a l’inclusion évidente H ⊂ (H◦)⊥. Réciproquement, si x /∈ H, alors dans
G/H, on a π(x) 6= 0 (π désigne toujours la surjection canonique de G sur G/H).
On peut donc considérer d’après b., χ ∈ Ĝ/H tel que χ(π(x)) 6= 1. Il est clair
que χ ◦ π ∈ H◦. Ainsi x /∈ (H◦)⊥, ce qui prouve ce que nous voulions.
Il en résulte que l’application proposée est injective car si H◦

1 = H◦
2 alors

H1 = (H◦
1 )⊥ = (H◦

2 )⊥ = H2.

Mais comme on sait depuis le a. que G et Ĝ sont isomorphes, ils ont même
nombre de sous-groupes, et la surjectivité en découle. L’application réciproque
est K → K⊥.

11.f. Soit (λ, µ, ρ) ∈ Λ3.
Considérons H un sous-groupe de G = Gρ(p) de type λ et de cotype µ. H◦ est
isomorphe à Ĝ/H, lui-même isomorphe à G/H, donc H◦ est de type µ. Ĝ/H◦

est isomorphe à Ĥ, donc à H et H◦ est de cotype λ.
On en déduit grâce à e. que gρ

λµ(p) ≤ gρ
µλ(p) et il y a en fait égalité en échangeant

les rôles de λ et µ. La commutativité de la multiplication dans A(p) en découle.

12. On sait que G ' Z/pλ1Z× . . .Z/pλrZ.
Il est alors évident que

∀j ∈ N pjG ' pj
(
Z/pλ1

)
Z× . . .× pj

(
Z/pλrZ

)
.
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Soit j ∈ N et i ∈ {1, . . . , r}.
Il est clair que si j ≥ λi alors pj

(
Z/pλiZ

)
= {0}.

Si j < λi, on applique 7.c. avec q = pj , G = Z et H = pλiZ. On obtient :

pj
(
Z/pλiZ

)
' (

pjZ
)
/
(
pλiZ ∩ pjZ

)
.

Comme j < λi, on a
(
pλiZ ∩ pjZ

)
= pλiZ. Le cardinal de pj

(
Z/pλiZ

)
est ainsi

l’indice de pλiZ dans pjZ, c’est-à-dire que

Card pj
(
Z/pλiZ

)
= pλi−j .

Finalement, on a pour 1 ≤ i ≤ r,

Card pj
(
Z/pλiZ

)
= pmax(λi−j,0)

et ainsi,

Card (pjG) =
r∏

i=1

pmax(λi−j,0) = p

(∑r

i=1
max(λi−j,0)

)
.

On en déduit que

l(pjG) =
r∑

i=1

max(λi − j, 0).

D’après 8.b., on a µj = l(pj−1G)− l(pjG), d’où

µj =
r∑

i=1

(
max(λi − j + 1, 0)−max(λi − j, 0)

)

Mais max(λi−j +1, 0)−max(λi−j, 0) vaut 1 si λi ≥ j et 0 sinon. On en déduit
que

µj = Card {i / λi ≥ j} = λ′j .

Ainsi µ = λ′.

13. G est un groupe de type ρ donc ρ′i = l
(
pi−1G/piG

)
en appliquant le

résultat de 12.
H est de cotype µ dans G donc µ′i = l

(
pi−1G1/piG1

)
où G1 désigne le groupe

G/H.
Notons π la surjection canonique de G sur G1.
piG1 est un sous-groupe de pi−1G1, on notera π1 la surjection canonique de
pi−1G1 sur

(
pi−1G1

)
/
(
piG1

)
. On notera G2 ce dernier groupe.

Remarquons que si g et g′ sont deux éléments de G qui vérifient pi−1g = pi−1g′,
alors on a π1(pi−1π(g)) = π1(pi−1π(g′)) et ceci permet de définir sans ambiguité
l’application :

ϕ : pi−1G → G2

pi−1g 7→ π1(pi−1π(g)) .

Il est clair que ϕ est un homomorphisme de groupes surjectif. D’autre part, on
a piG ⊂ kerϕ. il en résulte que

Card G2 =
Card

(
pi−1G

)

Card kerϕ
≤ Card

(
pi−1G

)

Card
(
piG

) = Card
(
pi−1G/piG

)
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et par suite
l
(
pi−1G/piG

) ≥ l(G2).

On a donc ρ′i ≥ µ′i pour tout i, i.e µ′ ⊂ ρ′ et ceci équivaut d’après 2. à µ ⊂ ρ.
Enfin, H◦ est de cotype λ dans Ĝ qui est toujours de type ρ car isomorphe à G,
on a donc aussi λ ⊂ ρ.

Partie 4 Dénombrement de sous-groupes

14. Soit ϕ l’application de G dans G définie par ϕ(x) = px. Il est clair que
ϕ est un morphisme de groupes. Si on note S = kerϕ, S est un sous-groupe
élémentaire et comme tout sous-groupe élémentaire est contenu dans kerϕ, S
est le socle de G.
G/S est isomorphe à im ϕ = pG. λ̃ est ainsi le type de pG. Il est clair que

pG '
r∏

i=1

(
Z/pmax(λi−1,0)Z

)
.

On a donc λ̃i = max(λi − 1, 0).

15. G est déjà muni d’une structure de groupe commutatif, il suffit donc de
trouver une multiplication externe compatible avec cette structure. Il suffit de
poser, si q̄ ∈ Z/pZ et x ∈ G, q̄x = qx (cette définition est licite car si q̄ = q̄′,
q−q′ est un multiple de p et comme G est élémentaire, (q−q′)x = 0). On vérifie
aisément que G devient alors un Z/pZ-espace vectoriel.

16. Comme G/H est fini et élémentaire, c’est un Z/pZ-espace vectoriel de
dimension finie (disons n). On a alors Card (G/H) = pn et n = l(G/H) =
l(G)− l(H).
Rappelons que le nombre de familles libres {x̄1, . . . , x̄l} dans G/H est, comme
on l’a expliqué au 6.a.,

l∏

i=1

(pn − pi−1).

D’autre part, chaque élément de G/H admet Card H = pl(H) antécédents dans
G, le nombre cherché est donc

l∏

i=1

(pl(G) − pl(H)+i−1).

17.a. Il est clair que H ′ ⊂ G′ ∩H.
Réciproquement, soit g ∈ G′ ∩ H. Puisque g ∈ G′, on peut écrire g = h′ +∑l

i=1 nixi où h′ ∈ H ′ et ni ∈ Z pour 1 ≤ i ≤ l. Soit π la surjection canonique
de G sur G/H. Alors π(g) = 0 car g ∈ H. Comme H ′ ⊂ H, on a aussi π(h′) =
0, et par suite

∑l
i=1 niπ(xi) = 0, et

∑l
i=1 n̄iπ(xi) = 0 dans le Z/pZ-espace

vectoriel G/H. Par hypothèse, la famille (π(x1), . . . , π(xl)) est libre dans cet
espace vectoriel, donc tous les n̄i sont nuls. Tous les ni sont donc des multiples
de p, et comme G est élémentaire,

∑l
i=1 nixi = 0. Ainsi, g = h′ ∈ H ′. Donc

G′ ∩H = H ′.



8.2. CORRECTION 159

D’autre part, considérons π′ la surjection canonique de G′ sur G′/H ′, et
posons x′i = π′(xi) (1 ≤ i ≤ l).
Puisque G/H ′ est élémentaire (quotient de groupe élémentaire), il en est de
même de G′/H ′ qui en est un sous-groupe et la question 15. permet de le voir
comme un espace vectoriel sur Z/pZ. Montrons que (x′1, . . . , x

′
l) en est une base.

Soit g′ ∈ G′. g′ s’écrit g′ = h′ +
∑l

i=1 nixi où h′ ∈ H ′ et ni ∈ Z pour 1 ≤ i ≤ l.
Donc :

π′(g′) = π′(h′) +
l∑

i=1

niπ
′(xi) =

l∑

i=1

nix
′
i =

l∑

i=1

n̄ix
′
i ,

ce qui prouve que la famille est génératrice.
Supposons maitenant que

∑l
i=1 n̄ix

′
i = 0 dans G′/H ′. On a donc

∑l
i=1 nix

′
i = 0

dans G′/H ′, i.e
∑l

i=1 nixi ∈ H ′. Comme H ′ ⊂ H, on a π(
∑l

i=1 nixi) = 0, puis∑l
i=1 n̄iπ(xi) = 0 dans G/H. On en déduit comme plus haut que les n̄i sont

nuls, et la famille (x′1, . . . , x
′
l) est libre.

La dimension de G′/H ′ est donc l, et son cardinal est pl. Ce cardinal est par
ailleurs pl(G′/H′), il en résulte que l(G′/H ′) = l.
On a montré que G′ vérifie bien la condition (C).

17.b. On conserve les notations π et π′ de la question précédente.
Supposons que G′ vérifie la condition (C). De l(G′/H ′) = l, on déduit que
G′/H ′ est de dimension l sur Z/pZ. Considérons-en une base (x′1, . . . , x

′
l), puis

une famille (x1, . . . , xl) d’éléments de G′ telle que pour tout i, π′(xi) = x′i.
On montre que la famille (x1, . . . , xl) est libre modulo H : si

∑l
i=1 n̄iπ(xi) = 0,

cela signifie que
∑l

i=1 nixi ∈ H. Comme par ailleurs
∑l

i=1 nixi ∈ G′, on a∑l
i=1 nixi ∈ H ′ = G′ ∩H. Donc π′(

∑l
i=1 nixi) = 0, et

∑l
i=1 n̄ix

′
i = 0 et tous

les n̄i sont nuls du fait de l’indépendance de la famille (x′1, . . . , x
′
l), ce que nous

voulions.
Montrons ensuite que G′ est engendré par H ′ et cette famille :

si g′ ∈ G′, on peut écrire π′(g′) =
∑l

i=1 n̄ix
′
i car la famille (x′1, . . . , x

′
l) engendre

G′/H ′. cela signifie que π′(g′ −∑l
i=1 nixi) = 0, donc que g′ −∑l

i=1 nixi ∈ H ′,
et le résultat en découle.

17.c. D’après les deux questions qui précèdent, se donner un sous-groupe
G′ de G vérifiant la condition (C), c’est exactement se donner une famille
(x1, . . . , xl) d’éléments de G, libre modulo H.
Depuis 16., on sait que le nombre de telles familles est

∏l
i=1

(
pl(G)− pl(H)+i−1

)
.

Cherchons à quelles conditions deux telles familles donnent naissance au même
sous-groupe G′. Supposons donc que (x1, . . . , xl) et (y1, . . . , yl) sont deux fa-
milles libres modulo H donnant naissance aux sous-groupes G′1 et G′2 qui vé-
rifient (C). Soit F1 le sous-espace vectoriel de G/H ′ engendré par la famille
(π′′(x1), . . . , π′′(xl)) et F2 celui engendré par (π′′(y1), . . . , π′′(yl)) (ici, π′′ désigne
la surjection canonique de G sur G/H ′).
Si G1 = G2, alors pour tout j, xj ∈ G2 et xj s’écrit xj = h′ +

∑l
i=1 niyi où

h′ ∈ H ′ et ni ∈ Z. D’où π′′(xj) =
∑l

i=1 n̄iπ
′′(yi), ce qui prouve que F1 ⊂ F2.

On a de même F2 ⊂ F1, et F1 = F2.
Réciproquement, si F2 = F1, alors pour tout j de {1, . . . , l}, π′′(xj) s’écrit

π′′(xj) =
∑l

i=1 n̄iπ
′′(yi) et ainsi

(
xj −

∑l
i=1 niyi

)
∈ H ′, ce qui prouve que

xj ∈ G′2, donc que G′1 ⊂ G′2, et par symétrie on a G′2 ⊂ G′1, puis G′1 = G′2.
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Donc deux familles libres modulo H engendrent avec H ′ le même sous-groupe
G′ vérifiant (C) si et seulement si leurs images dans G/H ′ engendrent le même
sous-espace vectoriel. En définitive, comme ces images sont évidemment libres
dans G/H ′ (car H ′ ⊂ H), deux familles libres modulo H engendrent avec H ′ le
même sous-groupe G′ vérifiant (C) si et seulement si leurs images dans G/H ′

sont deux bases d’un même sous-espace vectoriel de dimension l. D’après un
calcul déjà effectué au 6.a., il y a (pl − 1) . . . (pl − pl−1) bases pour un tel sous-
espace. D’autre part une telle base provient via π′′ d’exactement (Card H ′)l

familles d’éléments de G. Donc, le nombre de familles d’éléments de G qui
donnent naissance au même sous-groupe G′ est :

pl(H′)×l (pl − 1) . . . (pl − pl−1).

Finalement, le nombre cherché est :

N =
∏l

i=1

(
pl(G) − pl(H)+i−1

)

pl(H′)×l
∏l

i=1(pl − pi−1)
.

Or, on a

l∏

i=1

(
pl(G) − pl(H)+i−1

)
= pl(H′)×l

l∏

i=1

(
pl(G)−l(H′) − pl(H)−l(H′)+i−1

)
.

Dautre part,

l∏

i=1

(
pl(G)−l(H′) − pl(H)−l(H′)+i−1

)
= pl[l(H)−l(H′)]

l∏

i=1

pi−1
(
pl(G)−l(H)−i+1 − 1

)

et
l∏

i=1

(pl − pi−1) =
l∏

i=1

pi−1
(
pl−i+1 − 1

)
.

Il vient donc :
N = pl[l(H)−l(H′)] × Fl(G)−l(H),l(p).

Ceci est une fonction polynomiale de p d’après 5.b. (le polynôme est même à
coefficients entiers).

Partie 5. Précisions sur gρ
λµ(p)

18.a. On sait d’après le 7.c. que
(
piG

)
/Hi ' pi

(
G/H

)
. En particulier, on

a :
l
(
pi

(
G/H

))
= l

((
piG

)
/Hi

)
= l

(
piG

)
− l

(
Hi

)
,

et
l
(
Hi

)
= l

(
piG

)
− l

(
pi

(
G/Hi

))
.

D’autre part, d’après 12., on sait que pour tout j > i, l
(
pj−1G

)− l
(
pjG

)
= ρ′j .

Comme à partir d’un certain rang pjG = {0}, on a
∑

j>i

ρ′j =
∑

j>i

l
(
pj−1G

)− l
(
pjG

)
= l

(
piG

)
.
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Le type de G/H est α, donc de la même façon,
∑

j>i

α′j = l
(
pi(G/H)

)
.

On a donc bien
l(Hi) =

∑

j>i

(
ρ′j − α′j

)
.

18.b. Si K est de cotype β dans G, alors pour tout i, l(Ki) =
∑

j>i

(
ρ′j−β′j

)
d’après a., et on a bien

l(Ki−1)− l(Ki) = ρ′i − β′i.

Réciproquement, supposons que pour tout i, l(Ki−1)− l(Ki) = ρ′i− β′i. Si γ est
le cotype de K, on a d’après la partie directe l(Ki−1) − l(Ki) = ρ′i − γ′i. Il en
résulte que pour tout i, γ′i = β′i, donc que γ′ = β′, puis γ = β.

18.c. Montrons que l’application K 7→ (
Ki = K ∩ piG

)
i≥0

réalise une
bijection de l’ensemble des sous-groupes de G contenus dans H et de cotype β
dans G et l’ensemble L des châınes décroissantes (Li)i≥1 de sous-groupes de H
vérifiant pour i ≥ 1 :

Li−1 ∩Hi = Li et l(Li−1/Li) = ρ′i − β′i.

Cette application est bien définie : si K ⊂ H est de cotype β dans G, alors pour
i ≥ 1 :

Ki−1 ∩Hi =
(
K ∩Hi−1

) ∩Hi = K ∩Hi = Ki

et l(Ki−1/Ki) = ρ′i − β′i d’après a.(condition nécessaire).
Elle est injective car K = K0.
Enfin, elle est surjective car si une châıne (Li) vérifie les conditions imposées,
alors en posant K = L0, K est un antécédent de (Li) toujours grâce à a.(con-
dition suffisante).
Le nombre cherché est donc CardL.

Mais, pour tout i ∈ N∗ :

l(H)− l(Hi) =
∑i

k=1

(
l(Hk−1)− l(Hk)

)

=
∑i

k=1

(∑
j>k−1(ρ

′
j − α′j)−

∑
j>k(ρ′j − α′j)

)

=
∑i

k=1(ρ
′
k − α′k).

Or α ⊂ β ⊂ ρ donc α′ ⊂ β′ ⊂ ρ′, donc pour tout k, α′k ≤ β′k ≤ ρ′k.

En particulier,
∑i

k=1(ρ
′
k−α′k) ≥ ρ′i−β′i, donc l(H)− l(Hi) ≥ ρ′i−β′i si K est de

cotype β. Donc, puisque H est élémentaire, on peut appliquer 17.c. pour affirmer
que si Li ⊂ Hi est donné, le nombre des sous-groupes Li−1 de H vérifiant

Li−1 ∩Hi = Li et l(Li−1/Li) = ρ′i − β′i

est polynomial en p (le polynôme ne dépend que de α, β, ρ et i). D’autre part,
si i ≥ ρ1, piG = {0}. Il en résulte immédiatement que si (Li)i≥1 appartient à
L, alors Li est nul dès que i ≥ ρ1.
Pour compter le nombre de châınes : on a un seul choix pour Lρ1 et au-delà, et
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si Li, . . . , Lρ1 sont fixés, le nombre de façons de choisir Li−1 est polynomial, et
donc le nombre final cherché est un produit fini de polynômes en p (le processus
s’arrête quand on atteint L0). On obtient ainsi un polynôme en p qui ne dépend
que de α, β, et ρ.

19. La première formule est immédiate : elle résulte du fait que l’ensemble
des sous-groupes K de G de cotype α tels que pK ⊂ L ⊂ H ⊂ K est l’union
disjointe, lorsque T décrit les sous-groupes de L des ensembles des sous-groupes
K de G de cotype α tels que pK = T ⊂ H ⊂ K.
Lorsque H est élémentaire, on peut considérer H comme un Z/pZ-espace vecto-
riel et ses sous-groupes comme des sous-espaces vectoriels : la seconde formule
découle alors de 6.d.
Lorsque H est quelconque, on le “rend ” élémentaire en quotientant G par pH.
Plus précisément, soit π la surjection canonique de G sur G/pH. Il est clair que
π(H) = H/pH est un sous-groupe élémentaire de G/pH. D’autre part, π induit
une bijection croissante au sens de l’inclusion entre les sous-groupes de G qui
contiennent pH et les sous-groupes de G/pH. Soit L un sous-groupe de H. Soit
K un sous-groupe de cotype α dans G tel que pK ⊂ L ⊂ H ⊂ K (notons que
pour qu’un tel sous-groupe K existe, il est nécessaire que pH ⊂ L car pH ⊂ pK
puisque H ⊂ K). Alors le cotype de K/pH dans G/pH ne dépend que de α :
nommons-le α1. On a, par croissance de π :

π(pK) = pπ(K) ⊂ π(L) ⊂ π(H) ⊂ π(K).

Réciproquement, si K ′ est un sous-groupe de G/pH de cotype α1 tel que pK ′ ⊂
π(L) ⊂ π(H) ⊂ K ′, alors π−1(K ′) est un sous-groupe de cotype α de G qui
vérifie pK ⊂ L ⊂ H ⊂ K.
On a donc : f(H, L) = f1(π(H), π(L)) et de même g(H, L) = g1(π(H), π(L))
où f1(π(H), π(L)) est le nombre de sous-groupes K ′ de G/pH de cotype α1 tel
que pK ′ ⊂ π(L) ⊂ π(H) ⊂ K ′ et g1(π(H), π(L)) le nombre de sous-groupes K ′

de G/pH de cotype α1 tel que pK ′ = π(L) ⊂ π(H) ⊂ K ′. Comme π(H) est
élémentaire, il vient

g1(π(H), π(L)) =
∑

T ′⊂π(L)

(−1)mp
m(m−1)

2 f1(π(H), T ′).

Dans cette formule, m = l(π(L)/T ′) = l(L/T ) où T = π−1(T ′). Le résultat en
découle.

20.a. Soit S le socle de G/L. Considérons S1 l’image réciproque de S par
la surjection canonique π de G sur G/L. Alors S1/L = S est le socle de G/L.
Si S = S1 + L, on a également π(S) = S car π(L) = 0. D’autre part, puisque H
est élémentaire, on a pour h ∈ H :

pπ(h) = π(ph) = π(0) = 0.

Donc π(h) ∈ S = π(S1) donc h ∈ S1 + L et S contient H.

20.b. On a : K/H ⊂ S/H ⇐⇒ K + H ⊂ S + H ⇐⇒ K ⊂ S + H.
Supposons que K/H ⊂ S/H, et considérons k ∈ K. On écrit k = s + h où
s ∈ S et h ∈ H. Comme H est élémentaire, pk = ps. On a, avec les notations
précédentes : π(pk) = pπ(s) = 0 car π(s) ∈ S. Ainsi, pk ∈ L et pK ⊂ L.
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Réciproquement, supposons que pK ⊂ L. Soit k ∈ K, alors pk ∈ L, donc
π(pk) = pπ(k) = 0 et π(k) ∈ S = π(S). Ainsi, k ∈ S+L ⊂ S+H et K ⊂ S+H,
ce que nous voulions.
Appelons F(H,L) l’ensemble des sous-groupes K de cotype α dans G tels que
pK ⊂ L ⊂ H ⊂ K. Alors, d’après ce qui précède :

K ∈ F(H, L) ⇐⇒ K est de cotype α dans G et K ⊂ S + H
⇐⇒ K est de cotype α dans G et K ⊂ S (car H ⊂ S).

Comme S est élémentaire, on peut appliquer le 18.c. avec H = S pour évaluer
le nombre de K vérifiant cette dernière propriété. Le cotype de S dans G est
d’après 8.c. le cotype de S/L dans G/L. Le type de G/L est γ ; le cotype de
S/L dans G/L est donc γ̃ d’après 14. car S/L est le socle de G/L.
On a donc f(H, L) = CardF(H,L) = hγ̃αβ(p).

20.c. Il est clair que le nombre cherché est

g(H, H) =
∑

T⊂H

(−1)mp
m(m−1)

2 f(H, T ).

D’après b., si T ⊂ H est de cotype γ, alors f(H, T ) = hγ̃αβ(p) : c’est donc
d’après 18.c. un polynôme en p à coefficients entiers, et il en est alors de même
de g(H, H).

21. Soit (ρ(0), . . . , ρ(r)) une RL-suite telle que ρ(0) = µ et ρ(r) = ρ : elle est
obtenue à partir d’un groupe G de type ρ et d’un sous-groupe H de G de type
λ et de cotype µ. On a les inclusions évidentes :

{0} = prH ⊂ pr−1H ⊂ . . . ⊂ H.

De plus, les inclusions précédentes sont strictes : supposons qu’il existe i dans
{0, . . . , r − 1} tel que piH = pi+1H. On a i ≤ r − 2 par définition de r. Alors
pi+1H = pi+2H. En effet, si x ∈ pi+1H, on peut écrire x = pi+1y = p piy. Alors
piy ∈ piH = pi+1H, donc piy s’écrit piy = pi+1z et finalement x = pi+2z ∈
pi+2H. On montre alors facilement que pour j ≥ i, pjH = piH, et ceci entre en
contradiction avec la définition de r.
On a donc en particulier pour i ∈ {0, . . . , r − 1} : Card pi+1H < Card piH, et
par voie de conséquence l(pi+1H) < l(piH), i.e l(pi+1H) + 1 ≤ l(piH). On en
déduit alors que

l(H) ≥ l(prH) + r.

Donc r ≤ l(λ). Mais comme Card G = Card H CardG/H, on a l(ρ) = l(λ)+l(µ)
et on en déduit que r ≤ l(ρ)− l(µ).
D’autre part, on note que ρ(i) ⊂ ρ(i+1) pour i ∈ {0, . . . , r−1} : en effet, d’après la
question 8.c., le cotype de piH dans G est le cotype de piH/pi+1H dans G/pi+1H
et d’après la question 13., ce cotype est contenu dans le type de G/pi+1H, qui
est ρ(i+1) par définition.
L’entier r ne peut donc prendre qu’un nombre fini de valeurs, et lorsque r est
fixé, il est clair qu’il n’y a qu’un nombre fini de partitions ρ1, . . . , ρr−1 telles que

µ ⊂ ρ1 ⊂ . . . ⊂ ρr−1 ⊂ ρ.

L’ensemble des RL-suites (ρ(0), . . . , ρ(r)) telles que ρ(0) = µ et ρ(r) = ρ est bien
fini.
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22.a. Notons A l’ensemble des RL-suites (ρ(0), . . . , ρ(r)) telles que ρ(0) = µ
et ρ(r) = ρ. Pour U dans A, il y a gU (p) sous-groupes H de G de type λ et de
cotype µ tel que U(H) = U . De plus, si H est un sous-groupe de G de type λ
et de cotype µ , alors il est clair que U(H) ∈ A. On obtient donc :

gρ
λµ(p) =

∑

U∈A
gU (p).

Si chaque gU est polynomiale, il en sera donc de même de gρ
λµ(p).

22.b. On a tout de suite pour tout i, piH ′ = pi+1H. Il en résulte immédia-
tement que

U(H ′) = (ρ(1), . . . , ρ(r)).

22.c. Suivons l’indication de l’énoncé et considérons π la surjection canoni-
que de G sur G/pH ′. On sait que π induit une bijection entre les sous-groupes
de G qui contiennent pH ′ et les sous-groupes de G/pH ′. Notons U l’ensemble
des sous-groupes H de G tels que U(H) = U et pH = H ′. Notons que si H ∈ U ,
alors pH ′ = p2H ⊂ H et la restriction de π à U est une bijection entre U et
π(U).
Soit H ∈ U et soit K ′ = π(H) = H/pH ′. Le cotype de K ′ dans G/pH ′ est (cf
8.c.) celui de H dans G, soit ρ(0). On a pK ′ = π(pH) = π(H ′) = H ′/pH ′.
Réciproquement, si K ′ est un sous-groupe de G/pH ′ de cotype ρ(0) tel que
pK ′ = H ′/pH ′, alors π−1(K ′) ∈ U : en effet soit H = π−1(K ′). Le cotype
de H dans G est celui de π(H) = K ′ dans G/pH ′, i.e ρ(0). De plus, on a
π(pH) = pK ′ = π(H ′), donc pH = H ′ (ce sont deux sous-groupes de G qui
contiennent pH ′ et qui ont même image par π). Ceci entrâıne évidemment que
U(H) = U .
U est ainsi en bijection avec l’ensemble des sous-groupes K ′ de G/pH ′ de cotype
ρ(0) tels que pK ′ = H ′/pH ′. Or H ′/pH ′ est élémentaire de cotype le cotype de
H ′ dans G, soit ρ(1) et G/pH ′ est un groupe de type ρ(2) puisque U(H ′) = U ′.
D’après 19.c., le nombre de sous-groupes K ′ de G/pH ′ de cotype ρ(0) tels que
pK ′ = H ′/pH ′ est précisément Fρ(0)ρ(1)ρ(2)(p) : c’est donc le cardinal de U .
Il y a gU ′(p) sous-groupes de G tels que U(H ′) = U ′. Pour chacun de ces H ′,
on peut trouver CardU sous-groupes H de G tels que U(H) = U et pH = H ′.
De plus, si U(H) = U alors U(pH) = U ′. Il vient donc

gU (p) = Fρ(0)ρ(1)ρ(2)(p) gU ′(p).

22.d. En itérant la méthode précédente, on obtient pour r ≥ 2 :

gU (p) = Fρ(0)ρ(1)ρ(2)(p)Fρ(1)ρ(2)ρ(3)(p) . . . Fρ(r−2)ρ(r−1)ρ(r)(p) gV (p)

où V = (ρ(r−1), ρ(r)). gV (p) est ainsi le nombre de sous-groupes H de G de
cotype ρ(r−1) tels que pH = {0}, donc le nombre de sous-groupes élémentaires
de G de cotype ρ(r−1) de G, donc le nombre de sous-groupes élémentaires de
G contenus dans le socle de G (qui est élémentaire) de cotype ρ(r−1) dans G :
d’après 18.c., ce nombre est une fonction polynomiale de p, et il en est de même
de gU (p). Pour r = 1, gU (p) est le nombre de sous-groupes H de G tels que
U(H) = (ρ(0), ρ(1)) et on vient de voir que c’est un polynôme en p.
D’où le résultat.



8.3. COMMENTAIRES 165

8.3 Commentaires

Dénombrer : tel est le thème majeur du sujet de 1996. La première partie est
assez facile, bien que déroutante. Les parties suivantes mélangent avec un certain
bonheur groupes commutatifs finis et espaces vectoriels de dimension finie sur
un corps fini. A ce sujet, les questions 6.a. et 6.b. sont des calculs classiques
que tout candidat sérieux se doit de mâıtriser. De même, il faut savoir résoudre
la question 11., qui concerne des faits classiques sur les caractères des groupes
commutatifs finis.

Une certaine familiarité avec les quotients de groupes est indispensable pour
être à l’aise tout au long du sujet, notamment le fait capital que les sous-groupes
de G/H sont en bijection via la surjection canonique avec les sous-groupes de G
qui contiennent H. La plupart des questions sont abordables, mais certaines sont
véritablement ardues du point de vue combinatoire, et il faut de la persévérance,
voire de l’entêtement pour arriver au bout !

Bref, voilà un sujet assez long et pas toujours très facile qui testera à fond
vos qualités de dénombreur, ainsi que votre volonté. Bon courage !
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Chapitre 9

Session de 1997

9.1 Sujet
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9.2 Correction

I. Fonctions polynômes à valeurs entières.

1. On va démontrer le résultat demandé par récurrence sur p ∈ N∗ :
Si p = 1 il s’agit juste de la définition de ∂f .
Considérons p > 1 et supposons que pour tout n ∈ Z on ait :

∂p−1f(n) =
p−1∑

k=0

(−1)k

(
p− 1

k

)
f(n− k).

Alors pour tout n ∈ Z on a :

∂pf(n) = ∂(∂p−1f)(n)
= ∂p−1f(n)− ∂p−1f(n− 1)

=
p−1∑

k=0

(−1)k

(
p− 1

k

)
f(n− k)−

p−1∑

k=0

(−1)k

(
p− 1

k

)
f(n− 1− k)

=
p−1∑

k=0

(−1)k

(
p− 1

k

)
f(n− k)−

p∑

k′=1

(−1)k′−1

(
p− 1
k′ − 1

)
f(n− k′)

=
p−1∑

k=0

(−1)k

(
p− 1

k

)
f(n− k) +

p∑

k=1

(−1)k

(
p− 1
k − 1

)
f(n− k)

= f(n) +
p−1∑

k=1

(−1)k[
(

p− 1
k

)
+

(
p− 1
k − 1

)
] + (−1)pf(n− p).

Comme
(
p−1

k

)
+

(
p−1
k−1

)
=

(
p
k

)
on obtient :

∂pf(n) =
p∑

k=0

(−1)k

(
p

k

)
f(n− k).

Ceci achève la récurrence.

2.a.
P est un sous-ensemble non vide (prendre 0) de l’anneau Q[T ] ; pour montrer

qu’il en est un sous-anneau, il suffit de montrer qu’il est stable par addition,
passage à l’opposé, multiplication. Comme Z est lui-même un sous-anneau de
Q, cela résulte immédiatement de la définition des opérations dans P.

2.b. Il est évident que l’application en question est un homomorphisme
d’anneaux (ceci est une conséquence évidente des structures d’anneaux de P
et F(Z,Z)). Pour montrer qu’il s’agit d’un homomorphisme injectif, il suffit de
considérer P ∈ P tel que pour tout n ∈ Z, P (n) = 0 et de montrer qu’alors
P = 0 : ceci est vrai car un polynôme non nul n’admet qu’un nombre fini de
racines.

3.a. Fixons k > 0 (pour P0 il n’ y a pas de problème).
Si n ∈ [0, k − 1], il est clair que Pk(n) = 0 donc Pk(n) ∈ Z.
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Si n ≥ k, Pk(n) =
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
=

n!
k!(n− k)!

=
(

n

k

)
. En particulier

Pk(n) ∈ Z.
On montre de même que si n ≤ −1, on a Pk(n) = (−1)k

(
k−(n+1)

k

)
et donc à

nouveau Pk(n) ∈ Z.

3.b. D’abord on a par définition pour tout k ∈ N, ∂0fk = fk.
Ensuite fixons k > 0.

∂Pk(T ) = Pk(T )− Pk(T − 1)

=
T (T − 1) . . . (T − k + 1)

k!
− (T − 1)(T − 2) . . . (T − k)

k!
=

(T − 1) . . . (T − k + 1)
k!

[T − (T − k)]

=
(T − 1) . . . (T − k + 1)

(k − 1)!
= Pk−1(T − 1)
= Pk−1(T )− [Pk−1(T )− Pk−1(T − 1)]
= Pk−1(T )− ∂Pk−1(T ).

Donc pour tout k > 0, on a : ∂fk = fk−1 − ∂fk−1.
A l’aide de cette formule on va démontrer par récurrence sur k ∈ N que :

∂fk =
k−1∑

j=0

(−1)(k−1−j)fj .

(Par définition une somme sur un ensemble vide d’indices est nulle).
Il est bien évident que ∂f0 = 0, ce qui prouve la formule pour k = 0.
Fixons k > 0 et supposons que : ∂fk−1 =

∑k−2
j=0 (−1)(k−2−j)fj .

Alors on a :

∂fk = fk−1 − ∂fk−1

= fk−1 −
k−2∑

j=0

(−1)(k−2−j)fj

= fk−1 +
k−2∑

j=0

(−1)(k−1−j)fj

=
k−1∑

j=0

(−1)(k−1−j)fj .

Ceci achève la récurrence.
Cette nouvelle formule nous permet de démontrer par récurrence sur p ∈ N∗
que pour tout k ∈ N :

∂pfk =
k−p∑

l=0

(−1)p+k+l

(
k − 1− l

p− 1

)
fl.

(Par convention
(

n
m

)
= 0 si m > n.)

Pour p = 1 cette formule s’écrit :
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∂fk =
k−1∑

l=0

(−1)k+l+1fl

=
k−1∑

l=0

(−1)k−l−1fl.

C’est justement la formule précédemment démontrée.
Fixons maintenant p > 1 et supposons que :

∂p−1fk =
k−p+1∑

l=0

(−1)p−1+k+l

(
k − 1− l

p− 2

)
fl.

Alors on a :

∂pfk = ∂(∂pfk)

= ∂(
k−p+1∑

l=0

(−1)p−1+k+l

(
k − 1− l

p− 2

)
fl)

=
k−p+1∑

l=0

(−1)p−1+k+l

(
k − 1− l

p− 2

)
∂fl (∂ est linéaire.)

=
k−p+1∑

l=0

(−1)p−1+k+l

(
k − 1− l

p− 2

)
[
l−1∑

j=0

(−1)l−1−jfj ]

=
k−p+1∑

l=0

l−1∑

j=0

(−1)p−1+k+l+l−1−j

(
k − 1− l

p− 2

)
fj

=
k−p+1∑

l=0

l−1∑

j=0

(−1)p+k+j

(
k − 1− l

p− 2

)
fj

=
k−p∑

j=0

(−1)p+k+j [
k−p+1∑

l=j+1

(
k − 1− l

p− 2

)
]fj

=
k−p∑

j=0

(−1)p+k+j [
k−j−2∑

l′=p−2

(
l′

p− 2

)
]fj

=
k−p∑

j=0

(−1)p+k+j

(
k − j − 1

p− 1

)
fj .

On a utilisé pour finir la formule combinatoire suivante :
∑m

q=n

(
q
n

)
=

(
m+1
n+1

)
.

Ceci termine cette récurrence et donc la démonstration de la formule générale
annoncée. En particulier on note que p > k implique ∂pfk = 0.

4.a. Si f ∈ F(Z,Z) provient du polynôme P , il est clair que ∂f provient
du polynôme ∂P . Il est alors évident que ∂f ∈ P, lorsque f ∈ P. De plus pour
tout k ∈ N on a :

∂(T k) = T k − (T − 1)k

= T k −
k∑

j=0

(
k

j

)
(−1)k−jT j

=
k−1∑

j=0

(
k

j

)
(−1)k−j+1T j .
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En particulier deg(∂(T k)) = k − 1 ou ∂(T k) = 0 si k = 0. On en déduit
immédiatement que pour tout P ∈ Q[T ] on a deg(∂P ) = degP − 1, ou ∂P = 0
si degP = 0. Il est alors évident que deg(∂f) = degf−1, ou ∂f = 0 si degf = 0.

4.b. Une récurrence évidente à partir du a. prouve que pour tout f ∈ P
on a ∂degf+1f = 0. Posons p = degf + 1 : on a ∂pf = 0 donc pour tout n ∈ Z,
∂pf(n) = 0. D’après 1. cela s’écrit exactement :

Pour tout n ∈ Z,

p∑

k=0

(−1)k

(
p

k

)
f(n− k) = 0.

4.c. Puisque pour tout k ∈ N, degPk = k, la famille {Pk}k∈N est une base
du Q-espace vectoriel Q[T ]. Soit maintenant P ∈ Q[T ] tel que f = fP et soit
p = degP . Il existe (a0, . . . , ap) ∈ Qp+1 tel que P =

∑p
k=0 akPk. Il est alors

clair que f =
∑p

k=0 akfk. Supposons que l’on n’ait pas (a0, . . . , ap) ∈ Zp+1 et
considérons alors k0 = max{k ∈ [0, p] tel que ak /∈ Z}. Alors il est clair que∑p

k=k0+1 akfk ∈ P d’après 3.a., donc que
∑k0

k=0 akfk ∈ P. D’après a. (et une
récurrence évidente) cela prouve que ∂k0(

∑k0
k=0 akfk) ∈ P. Or en utilisant la

conclusion mentionnée à la fin du 3.b. on obtient :

∂k0(
k0∑

k=0

akfk) =
k0∑

k=0

ak∂k0(fk) = ak0f0.

Donc en fait ak0f0 ∈ P et ak0 ∈ Z. Ceci est absurde donc (a0, . . . , ap) ∈ Zp+1 :
f admet bien une écriture de la forme demandée.
Supposons maintenant que

∑p
k=0 nkfk = 0. Alors d’après 2.b.,

∑p
k=0 nkPk = 0

dans P, donc à fortiori dans Q[T ]. Comme {Pk}k∈N est une famille libre du Q-ev
Q[T ], les nk sont tous nuls : {fk}k∈N est une famille libre du Z-module P. Ceci
prouve qu’une écriture sous la forme f =

∑p
k=0 nkfk est nécessairement unique.

4.d. On sait déjà depuis le a. que si f ∈ P alors ∂f ∈ P.
Réciproquement considérons f ∈ F(Z,Z) telle que ∂f ∈ P. D’après c. il existe
(n0, . . . , np) ∈ Zp+1 tel que ∂f =

∑p
k=0 nkfk. On a démontré au 3.b. que fk =

∂fk + ∂fk+1 donc on a :

∂f =
p∑

k=0

nk(∂fk + ∂fk+1) = ∂(
p∑

k=0

nk(fk + fk+1)).

On en déduit que :

∂(f −
p∑

k=0

nk(fk + fk+1)) = 0.

Ceci prouve qu’il existe m0 ∈ Z tel que pour tout n ∈ Z on ait :

f(n)−
p∑

k=0

nk(fk(n) + fk+1(n)) = m0.

Mais pour tout n ∈ Z on a m0 = m0f0(n). Donc en fait :

f −
p∑

k=0

nk(fk + fk+1) = m0f0,
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c’est-à-dire f = m0f0+
∑p

k=0 nk(fk +fk+1). D’après 3.a. cela prouve que f ∈ P,
ce que nous voulions démontrer.

On a déjà démontré au b. que si f ∈ P alors il existe p ∈ N tel que ∂pf = 0.
Réciproquement supposons qu’il existe p ∈ N tel que ∂pf = 0. En particulier
∂pf ∈ P. Comme on sait déjà que si ∂g ∈ P alors g ∈ P, une récurrence finie
triviale assure que f ∈ P.

5. Il est évident que P ⊂ P ′.
Appelons F(Z,Q) l’ensemble des fonctions de Z dans Q. L’opérateur ∂ est défini
de la même manière sur F(Z,Q). Si f ∈ F(Z,Q) le résultat du 1. reste valide
et on a pour tout p ∈ N∗ et pour tout n ∈ Z :

∂pf(n) =
p∑

k=0

(−1)k

(
p

k

)
f(n− k).

D’autre part on montre comme au 4.a. que si P ∈ Q[T ], ∂degP+1P = 0. Soit
P ∈ Q[T ]. On vient d’expliquer pourquoi il existe p ∈ N∗ tel que pour tout
n ∈ Z on ait :

p∑

k=0

(−1)k

(
p

k

)
P (n− k) = 0.

Supposons alors que P ∈ P ′ mais que P /∈ P. Puisque P ∈ P ′, il existe n0 ∈ Z
tel que pour tout n ≥ n0 on ait P (n) ∈ Z. Donc {n ∈ Z, P (n) /∈ Z} est majoré.
De plus comme P /∈ P cet ensemble n’est pas vide. Nous pouvons donc en
considérer le plus grand élément, que nous notons n1. Spécialisons la relation∑p

k=0(−1)k
(

p
k

)
P (n− k) = 0 pour n = n1 + p. Il vient :

p∑

k=0

(−1)k

(
p

k

)
P (n1 + p− k) = 0.

Soit :

P (n1) =
p∑

k=0

(−1)p+1+k

(
p

k

)
P (n1 + p− k).

Mais par définition de n1 on a P (n1 + p− k) ∈ Z pour tout k ∈ [0, p− 1]. Donc
cette relation assure que P (n1) ∈ Z également. Ceci est absurde donc si P ∈ P ′
on a aussi P ∈ P : P ′ ⊂ P. Finalement P = P ′.

6.a. Si f ∈ P∞, il existe g ∈ P et n0 ∈ Z tels que f(n) = g(n) si n ≥ n0.
De cette égalité on déduit que ∂f(n) = ∂g(n) si n ≥ n0 + 1. Comme d’après
4.a. on sait que ∂g ∈ P ceci prouve que ∂f ∈ P∞.
Réciproquement supposons que ∂f ∈ P∞ : il existe g ∈ P et n0 ∈ Z tels
que ∂f(n) = g(n) si n ≥ n0. Comme g ∈ P on sait d’après 4.c. qu’il existe
(m0, . . . , mp) ∈ Zp+1 tel que g =

∑p
k=0 mkfk. Puisque fk = ∂fk + ∂fk+1, ceci

peut se réécrire : g = ∂(
∑p

k=0 mk(fk + fk+1)). Donc en fait on a l’identité
suivante, valable dès que n ≥ n0 + 1 :

∂

(
f −

p∑

k=0

mk(fk + fk+1)
)

(n) = 0.
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Ceci prouve qu’il existe q0 ∈ Z tel que pour n ≥ n0 + 1 on ait :
(

f −
p∑

k=0

mk(fk + fk+1)
)

(n) = q0.

Puisque pour tout n ∈ Z, q0 = q0f0(n) on a en fait :

f(n) = [q0f0 +
p∑

k=0

mk(fk + fk+1)](n),

et ceci dès que n ≥ n0 + 1. Comme [q0f0 +
∑p

k=0 mk(fk + fk+1)] ∈ P (3.a.), on
a montré que f ∈ P∞.

6.b. Si f ∈ P∞, il existe g ∈ P et n0 ∈ Z tels que f(n) = g(n) si n ≥ n0.
Une récurrence évidente assure que pour tout p ∈ N on a ∂pf(n) = ∂pg(n) si
n ≥ n0 + p. Mais on sait (4.d.) qu’il existe p0 ∈ N tel que ∂p0g = 0. On a alors
∂p0f(n) = 0 pour n ≥ n0 + p0.
Réciproquement s’il existe p ∈ N et n0 ∈ Z tels que ∂pf(n) = 0 pour n ≥ n0,
on a en particulier ∂pf ∈ P∞. Le résultat du a. et une récurrence finie triviale
assurent alors que f ∈ P∞.

7. On va montrer par récurrence sur k ∈ N que
∑

fk
(t) = tk[(1− t)k+1]−1.

Pour k = 0 :
∑

f0
(t) =

∑∞
n=0 tn = (1− t)−1.

Soit k > 0 et supposons que
∑

fk−1
(t) = tk−1[(1− t)k]−1.

Alors (1− t)kt
∑

fk−1
(t) = tk. Mais :

t
∑

fk−1
(t) = t

∑

n≥0

fk−1(n)tn

= t
∑

n≥k−1

(
n

k − 1

)
tn (formules du 3.a.)

= t
∑

n≥k−1

[
(

n + 1
k

)
−

(
n

k

)
]tn

=
∑

n≥k−1

(
n + 1

k

)
tn+1 − t

∑

n≥k−1

(
n

k

)
tn

=
∑

n′≥k

(
n′

k

)
tn
′ − t

∑

n≥k

(
n

k

)
tn

=
∑

fk
(t)− t

∑
fk

(t) (formules du 3.a.)
= (1− t)

∑
fk

(t).

Donc (1− t)k+1
∑

fk
(t) = tk, ce qui achève la récurrence.

II. Dimensions des composantes homogènes
d’anneaux de polynômes.

1. Il est clair que Sn est un k-espace vectoriel : il suffit pour le voir de
constater que c’est une partie du k-espace vectoriel S, stable par addition et
par multiplication par un scalaire (car alors ce en sera un sous-espace vectoriel).
Ceci est évident.
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Il est également clair que {Xα1
1 . . . Xαr

r ,
∑r

i=1 αiai = n} en est une base. Puis-
qu’il s’agit d’une partie finie, Sn est de dimension finie.

2.a. Dans ce cas on a, compte tenu de la question précédente, pour tout
n ∈ Z :

dimSn = card({(α1, . . . , αr) ∈ Nr,

r∑

i=1

αi = n}).

On va montrer par récurrence sur r ∈ N∗ que pour tout n ∈ Z :

card({(α1, . . . , αr) ∈ Nr,

r∑

i=1

αi = n}) =
(

n + r − 1
r − 1

)
.

Si r = 1, c’est évident : ce nombre vaut 1 si n ≥ 0, et 0 sinon.
Soit r > 1, et supposons le résultat vrai pour r − 1. Pour tout n ∈ Z on a en
posant N(n, r) = card({(α1, . . . , αr) ∈ Nr,

∑r
i=1 αi = n}) :

N(n, r) = card(
⋃

αr∈[0,n]

{(α1, . . . , αr−1) ∈ Nr−1,

r−1∑

i=1

αi = n− αr})

=
n∑

αr=0

card({(α1, . . . , αr−1) ∈ Nr−1,

r−1∑

i=1

αi = n− αr})

(car l′union est disjointe)

=
n∑

αr=0

(
n− αr + r − 2

r − 2

)
(par hypothèse de récurrence)

=
n∑

k=0

(
k + r − 2

r − 2

)

=
(
n+r−1

r−1

)
(formule combinatoire utilisée au I.3.b.).

Ceci achève la récurrence donc pour tout n ∈ Z, hS(n) =
(
n+r−1

r−1

)
.

2.b. Dans ce cas il est clair que hS(n) = 1 si a1 divise n, et hS(n) = 0 sinon.

3. En reprenant la base exhibée à la question 1. on obtient que l’on a pour
tout n ∈ Z :

hS(n) = card({(α1, . . . , αr) ∈ Nr,

r∑

i=1

αiai = n})

= card(
⋃

αr∈N
0≤n−αrar

{(α1, . . . , αr−1) ∈ Nr−1,

r−1∑

i=1

αiai = n− αrar})

=
∑
αr∈N

0≤n−αrar

card({(α1, . . . , αr−1) ∈ Nr−1,

r−1∑

i=1

αiai = n− αrar}).

Mais {Xα1
1 . . . X

αr−1
r−1 ,

∑r−1
i=1 αiai = n−αrar} est une base de S′n−αrar

donc pour
tout n ∈ Z :

hS(n) =
∑

αr∈N,0≤n−αrar

hS′(n− αrar).
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4.
∑′(t) =

∑∞
n′=0 hS′(n′)tn

′
donc le terme général d’indice m du produit∑′(t)×∑∞

n=0 tnar est donné par la formule :
∑

(n,n′)∈N2,n′+nar=m

(hS′(n′)× 1).

Mais
∑

(n,n′)∈N2,n′+nar=m

hS′(n′) peut se réécrire sous la forme suivante :

∑

n∈N,0≤m−nar

hS′(m− nar).

On a justement montré à la question 3. que cette somme valait hS(m) donc le
terme général en question est celui de

∑
: on a

∑′×∑∞
n=0 tnar =

∑
. Multi-

plions les deux membres de cette égalité par (1 − tar ) qui est la série formelle
inverse de

∑∞
n=0 tnar . Nous obtenons après simplification :

∑ ′
=

∑
×(1− tar ).

Une récurrence finie sur r, triviale, assure alors que :

1 =
∑

×
r∏

i=1

(1− tai).

Ceci signifie que :
∑

= (
r∏

i=1

(1− tai))−1

=
r∏

i=1

(1− tai)−1.

III. Idéaux homogènes et relations.

1.a. Débutons par une remarque générale dont nous ferons par la suite un
usage constant sans plus de commentaire. Pour tout n ∈ Z, πn est un opérateur
linéaire, et vérifie la propriété suivante : si P est homogène alors πn(PQ) =
Pπn−degP (Q).

Supposons que toutes les composantes homogènes de P appartiennent à I.
Alors P , qui est la somme de toutes ses composantes homogènes, appartient
aussi à I car une somme d’éléments d’un idéal est encore dans cet idéal.

Réciproquement supposons que P ∈ I :
Puisque I est homogène, il admet un système fini de générateurs homogènes,
que nous notons (P1, . . . , Ps). Il existe (F1, . . . , Fs) ∈ Ss tel que P =

∑s
i=1 FiPi.

Soit maintenant n ∈ N. On a :

πn(P ) =
s∑

i=1

πn(FiPi) (πn est linéaire)

=
s∑

i=1

πn−degPi(Fi)Pi (les Pi sont homogènes).
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Pour tout i ∈ [1, s], πn−degPi
(Fi)Pi ∈ I puisque Pi ∈ I, donc πn(P ) ∈ I.

Ceci est vrai pour tout n ∈ N, donc toutes les composantes homogènes de P
appartiennent à I.

1.b. Soit (P1, . . . , Ps) un système fini de générateurs de I. Par hypothèse
les composantes homogènes des Pi sont des éléments de I, et il est clair qu’en
les regroupant toutes on obtient un nouveau système fini de générateurs de I.
Mais celui-ci est composé d’éléments homogènes, donc I est homogène.

1.c. Il est clair que X1 + X2 et X2
1 + X2(X1 − 1) sont des éléments de

< X1, X2 > donc :

< X1 + X2, X
2
1 + X2(X1 − 1) >⊂< X1, X2 > .

Réciproquement

X2 = X1(X1 + X2)− (X2
1 + X2(X1 − 1))

et X1 = (1−X1)(X1 + X2) + (X2
1 + X2(X1 − 1))

donc en fait :

< X1, X2 >⊂< X1 + X2, X
2
1 + X2(X1 − 1) > .

Ceci prouve que < X1 + X2, X
2
1 + X2(X1 − 1) >=< X1, X2 >, qui est un idéal

homogène par définition, car X1 et X2 sont bien évidemment homogènes.

2.a. Sn est un sous-espace vectoriel de S. (II.1.)
I est un idéal de S, donc en particulier un sous-espace vectoriel de S.
Donc In = I ∩ Sn est encore un sous-espace vectoriel de S. Il est dans le sous-
espace vectoriel Sn, donc on peut le voir comme un sous-espace vectoriel de
Sn.

2.b. Soit I un idéal homogène de S et (P1, . . . , Ps) un système fini de
générateurs homogènes de I. Un polynôme homogène en une variable est un
monôme donc pour tout i ∈ [1, s], il existe pi ∈ N tel que Pi = Xpi . Soit
alors p = min{pi, i ∈ [1, s]}. On a pour tout i ∈ [1, s], Pi = Xpi−pXp donc
Pi ∈< Xp >. Ceci prouve que I ⊂< Xp >. Xp étant l’un des Pi l’inclusion
réciproque est évidente d’où I =< Xp >. Comme par ailleurs il est clair que
pour tout p ∈ N, < Xp > est un idéal homogène de S, les idéaux homogènes de
S sont tous les < Xp >, p ∈ N.

2.c. Soit I =< Xp > (voir b.).
Si 0 ≤ n < p, In = {0}, donc hS/I(n) = dimSn/In = dimSn = 1.
Si n ≥ p :

In = {XpP, P ∈ Sn−p}
= {Xp(λXn−p), λ ∈ k}
= {λXn, λ ∈ k}
= Sn.

Donc hS/I(n) = dimSn/In = dim{0} = 0.

3. A appartient au sous-module de relations engendré par A1, . . . , AM , donc
il existe (P1, . . . , PM ) ∈ SM tel que A =

∑M
j=1 PjAj . De même on sait qu’il
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existe (Q1, . . . , QM ) ∈ SM tel que B =
∑M

j=1 QjAj . Il est alors évident que :

A + B =
M∑

j=1

(Pj + Qj)Aj

et que :

PA =
M∑

j=1

(PPj)Aj .

Ceci prouve le résultat demandé et justifie donc la terminologie employée (i.e.
le terme de ”sous-module”, l’anneau de base étant S.)

4. Soit A = (A1, . . . , AN ) une relation quelconque entre F1, . . . , FN . Notons
pour tout j ∈ Z :

Aj = (πj−degF1(A1), . . . , πj−degFN
(AN )).

Il est clair que seul un nombre fini des Aj sont non nulles.
Montrons d’abord que pour tout j ∈ Z, Aj est une relation :

N∑

i=1

πj−degFi(Ai)Fi =
N∑

i=1

πj(AiFi) (les Fi sont homogènes)

= πj(
N∑

i=1

AiFi)

= πj(0) (A est une relation)
= 0.

Il est ensuite évident que pour tout i ∈ [1, N ], πj−degFi(Ai) est homogène avec
deg(πj−degFi(Ai)Fi) = j, qui est indépendant de i, ce qui prouve que Aj est une
relation homogène.
Enfin on a :

∑

j∈Z
Aj =

( ∑

j∈Z
πj−degF1(A1), . . . ,

∑

j∈Z
πj−degFN

(AN )
)

=
( ∑

j1∈Z
πj1(A1), . . . ,

∑

jN∈Z
πjN (AN )

)

= (A1, . . . , An)
= A.

Donc A est la somme des Aj , (toutes les sommes en jeu dans ce calcul sont bien
sûr en réalité finies), ce qui prouve que A est somme de relations homogènes.

5.a. Soient A1 et B1 deux éléments de p1(RF ) et P un élément de S. Il existe
(A2, . . . , AN ) ∈ SN−1 et (B2, . . . , BN ) ∈ SN−1 tels que A = (A1, . . . , AN ) et
B = (B1, . . . , BN ) soient des éléments de RF . Il est clair qu’alors A+B ∈ RF et
que PA ∈ RF (ce que l’énoncé admet implicitement en parlant de “la relation
A + B” ou de “la relation PA” et en employant le terme de module). Donc
p1(A + B) ∈ p1(RF ) et p1(PA) ∈ p1(RF ). Comme p1(A + B) = A1 + A2 et
p1(PA) = PA1, cela prouve que p1(RF ) est un idéal de S. Supposons de plus les
Fi homogènes. Alors d’après 4., on peut écrire A comme une somme de relations
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homogènes Aj = (Aj,1, . . . , Aj,N ) pour j ∈ J (J ensemble fini d’indices.) Pour
tout j ∈ J , Aj,1 = p1(Aj) ∈ p1(RF ). D’autre part A1 =

∑
j∈J Aj,1. Puisque les

Aj sont homogènes, les Aj,1 également, donc les composantes homogènes de A1

sont chacune des sommes de certains des Aj,1. En particulier les composantes
homogènes de A1 sont dans p1(RF ) puisque c’est un idéal. D’après 1.b. cela
prouve que p1(RF ) est un idéal homogène.

5.b. D’après a., p1(RF ) est un idéal de S. Notons-en (A1,1, . . . , AM,1) un
système fini de générateurs. Puisque les Aj,1 sont des éléments de p1(RF ) on
peut trouver {Aj,i}(j,i)∈[1,M ]×[2,N ] tels que pour tout j ∈ [1, M ], (Aj,1, . . . , Aj,N )
soit une relation que l’on notera Aj . Soit également R1 le sous-module de re-
lations qu’elles engendrent. Considérons alors A = (A1, . . . , AN ) un élément de
RF quelconque. A1 ∈ p1(RF ), donc il existe (P1, . . . , PM ) ∈ SM tel que A1 =∑M

j=1 PjAj,1 ou encore A1−
∑M

j=1 PjAj,1 = 0. Cela prouve que A−∑M
j=1 PjAj

est une relation dont l’image par p1 est nulle. De plus
∑M

j=1 PjAj est un élément
de R1. Comme A =

∑M
j=1 PjAj + (A −∑M

j=1 PjAj), les relations A1, . . . , AM

répondent à la question posée.

5.c. Montrons par récurrence sur N ∈ N∗ que RF peut être engendré par
un nombre fini de relations :
Si N = 1 et si A = (A1) ∈ RF , alors A1F1 = 0. Comme F1 est non nul l’intégrité
de S assure que A1 = 0 et RF est constitué uniquement de la relation nulle :
celle-ci engendre donc RF .
Si N > 1, et si le résultat est vrai pour N − 1 :
Appelons R′F le module des relations entre F2, . . . , FN . Par hypothèse de ré-
currence on peut l’engendrer avec un nombre fini de relations, par exemple
B′

1, . . . , B
′
P . On pose pour tout k ∈ [1, P ], B′

k = (Bk,2, . . . , Bk,N ). Il est alors
clair qu’en posant pour tout k ∈ [1, P ], Bk = (0, Bk,2, . . . , Bk,N ) on définit P
éléments de RF . Soit maintenant A un élément de RF dont l’image par p1 est
nulle : A = (0, A2, . . . , AN ). Il est clair que (A2, . . . , AN ) ∈ R′F donc il existe
(P1, . . . , PP ) ∈ SP tel que (A2, . . . , AN ) =

∑P
k=1 PkB′

k. On en déduit que : A =∑P
k=1 PkBk. En invoquant le b. (dont on reprend également les notations), on a

obtenu un système fini de générateurs pour RF : c’est A1, . . . , AM , B1, . . . , BP .
Ceci achève la récurrence.

5.d. Il suffit d’utiliser c. pour exhiber un nombre fini de relations généra-
trices, puis d’invoquer 4. pour décomposer chacun de ces générateurs en une
somme finie de relations homogènes : on obtient ainsi un système générateur de
RF , fini, composé de relations homogènes.

IV. Etude des relations dans le cas r = 2.

1.a. D’abord par définition RF ⊂ SN . Ensuite si (A1, . . . , AN ) ∈ SN on a :
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(A1, . . . , AN ) ∈ RF ⇐⇒
N∑

i=1

AiFi = 0

⇐⇒
N∑

i=1

Aiϕ(ei) = 0

⇐⇒ ϕ(
N∑

i=1

Aiei) = 0 (ϕ est K − linéaire)

⇐⇒ ϕ((A1, . . . , AN )) = 0
⇐⇒ (A1, . . . , AN ) ∈ kerϕ.

Donc RF = SN ∩ kerϕ.

1.b. D’après a., {A1, . . . , AM} ⊂ kerϕ.
Considérons réciproquement (A1, . . . , AN ) ∈ kerϕ : d’après a., (A1, . . . , AN ) est
un élément de RF que l’on note A. Par hypothèse il existe (P1, . . . , PM ), un
élément de SM tel que A =

∑M
j=1 PjAj . Les éléments de S sont à fortiori dans

K, donc A est combinaison K-linéaire des Aj , pour j ∈ [1, M ].
Ceci prouve que {A1, . . . , AM} est un système générateur de ker ϕ (dans l’espace
vectoriel KN ). En particulier card({A1, . . . , AM}) ≥ dimkerϕ. Mais d’une part
évidemment card({A1, . . . , AM}) = M et d’autre part dimkerϕ =dimKN −1 =
N − 1 d’après le théorème du rang. Donc finalement M ≥ N − 1.

2.a. Fixons j ∈ [1,M ]. Considérons les polynômes A1j , . . . , ANj . Comme Aj

est une relation homogène, ils sont tous homogènes et les polynômes A1jF1, . . . ,
ANjFN sont également homogènes, qui plus est de même degré que l’on note δj .
Puisque pour tout i ∈ [1, N ], degAijFi = degAij+degFi on a δj = degAij + di

soit degAij = δj − di.

2.b. Soit A une relation homogène. A = (A1, . . . , AN ) avec pour tout i ∈
[1, N ], Ai homogène. Notons ∆i son degré ; il existe d ∈ N tel que pour tout
i ∈ [1, N ], ∆i + di = d, car les AiFi sont tous de même degré (justement ce
d). Il existe (Q1, . . . , QM ) ∈ SM tel que A =

∑M
j=1 QjAj . De cette égalité on

déduit que pour tout i ∈ [1, N ] on a : Ai =
∑M

j=1 QjAij . En particulier pour
tout n ∈ N on a :

πn(Ai) = πn(
M∑

j=1

QjAij)

=
M∑

j=1

πn(QjAij)

=
M∑

j=1

πn−(δj−di)(Qj)Aij

car les Aij sont homogènes de degrés δj − di d’après a.. Donc si n = ∆i, cela
donne Ai =

∑M
j=1 π∆i−(δj−di)(Qj)Aij =

∑M
j=1 πd−δj (Qj)Aij . Posons donc pour

tout j ∈ [1,M ], Pj = πd−δj (Qj). En particulier les Pj sont homogènes. La
formule précédente assure que pour tout i ∈ [1, N ], Ai =

∑M
j=1 PjAij c’est-à-

dire que A =
∑M

j=1 PjAj .
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3.a. Notons pour tout j ∈ [1,M ], A1j =
∑δj−d1

k=0 aj,kY kX(δj−d1)−k ce qui
est possible car d’après 2.a., A1j est homogène de degré δj − d1. Choisissons
alors j0 ∈ [1,M ] tel que δj0 =inf{δj , j ∈ [1,M ] tel que aj,(δj−d1) 6= 0}. Posons
ensuite pour tout j ∈ [1,M ] différent de j0, λj = −(aj0,(δj0−d1))

−1aj,(δj−d1). On
a la relation :

aj,(δj−d1) + λjaj0,(δj0−d1) = 0.

Posons également A′j = Aj + λjY
(δj−δj0 )Aj0

. (Ceci est licite car par définition
de δj0 , Y (δj−δj0 ) est bien un élément de S.) Posons enfin A′j0 = Aj0 .

Il est clair que les A′j pour j ∈ [1, M ], sont des éléments de RF car c’est un
S-module comme il l’a été remarqué au III.

On a d’après 2.a., degAij = δj − di et :

deg(λjY
(δj−δj0 )Aij0) = (δj − δj0) + (δj0 − di) = δj − di.

Donc A′ij est homogène de degré δj − di et les A′ijFi (pour i ∈ [1, N ]) sont tous
homogènes de même degré δj , ce qui prouve que chacune des A′j est en fait une
relation homogène.

Si j 6= j0 on a :

A′1j = A1j + λjY
(δj−δj0 )A1j0

=
(δj−d1)∑

k=0

aj,kY kX(δj−d1)−k

+
(δj0−d1)∑

k′=0

[−(aj0,(δj0−d1))
−1aj,(δj−d1)]aj0,k′Y

k′+(δj−δj0 )X(δj0−d1)−k′

=
(δj−d1)∑

k=0

aj,kY kX(δj−d1)−k − aj,(δj−d1)Y
(δj−d1)

+
(δj0−d1)−1∑

k′=0

[−(aj0,(δj0−d1))
−1aj,(δj−d1)]aj0,k′Y

k′+(δj−δj0 )X(δj0−d1)−k′

=
(δj−d1)−1∑

k=0

aj,kY kX(δj−d1)−k

+
(δj0−d1)−1∑

k′=0

[−(aj0,(δj0−d1))
−1aj,(δj−d1)]aj0,k′Y

k′+(δj−δj0 )X(δj0−d1)−k′ .

Ceci prouve que A′1j ∈< X >, donc est divisible par X.

Enfin si A est un élément quelconque deRF : il existe (P1, . . . , PM ) ∈ SM tel que
A =

∑M
j=1 PjAj . Posons si j 6= j0, Qj = Pj et Qj0 = Pj0−

∑
j 6=j0

λjY
(δj−δj0 )Pj .
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Alors :
M∑

j=1

QjA
′
j =

∑

j 6=j0

Pj(Aj + λjY
(δj−δj0 )Aj0

)

+(Pj0 −
∑

j 6=j0

λjY
(δj−δj0 )Pj)Aj0

=
∑

j 6=j0

PjAj + (
∑

j 6=j0

λjY
(δj−δj0 )Pj)Aj0

+Pj0Aj0 − (
∑

j 6=j0

λjY
(δj−δj0 )Pj)Aj0

=
M∑

j=1

PjAj

= A.

Cela prouve que les A′j sont bien encore des générateurs de RF .

3.b. Soit i0 ∈ [1, N ] et appelons Pi0 la propriété suivante : RF peut être
engendré par des relations homogènes B1, . . . , BM telles que pour tout i ≤ i0 et
pour tout j > i, la i-ème composante Bij de Bj soit divisible par X. Il faut ici
démontrer PN , ce que nous allons faire en procédant par récurrence sur i0 pour
montrer qu’en fait Pi0 est vraie pour tout i0 ∈ [1, N ].
Si i0 = 1 : il suffit de considérer la famille {A′1, . . . , A′M} construite au a. et de
la réordonner pour placer A′j0 en première position.
Si i0 ∈ [1, N − 1] et si Pi0 est vérifiée : alors RF est engendré par des relations
homogènes B1, . . . , BM telles que pour tout i ≤ i0 et pour tout j > i, la i-ème
composante Bij de Bj soit divisible par X. Si i0 ≥ M − 1, il est clair que
Pi0+1 est aussi vérifiée (en prenant la même famille de relations car en réalité
on n’ajoute pas de conditions supplémentaires). On peut donc supposer que
i0+1 < M . Intéressons-nous au sous-module deRF des relations engendrées par
Bi0+1, . . . , BM et notons leR. En appliquant la même technique qu’à la question
a., il est clair que l’on peut trouver B′

i0+1, . . . , B
′
M , générateurs homogènes de

R, et possédant de plus la propriété suivante : la (i0 + 1)-ème composante de
B′

j est divisible par X, pour tout j ∈ [i0 + 2,M ]. De plus si j ≥ i0 + 1 et
i ≤ i0 alors la i-ème composante B′

ij de B′
j ”reste” divisible par X car c’est

une combinaison S-linéaire de polynômes divisibles par X (car la technique de
construction est celle du a.). La famille {B1, . . . , Bi0 , B

′
i0+1, . . . , B

′
M} possède

donc les propriétés requises pour pouvoir affirmer que Pi0+1 est vraie.

3.c. Il y a ici une erreur dans l’énoncé :
considérons en effet F1 = Y et F2 = X. (Cas N = 2). Soit alors (P,Q) ∈ RF . On
a PY +QX = 0. D’où QX = −PY et en particulier Y divise QX. Du théorème
de Gauss on déduit que Y divise Q : Q = Y S. On montre de même que P = XR.
On a alors (R + S)XY = 0 donc S = −R : (P,Q) = (RX,−RY ) = R(X,−Y ).
Ceci prouve que (X,−Y ) est un générateur (homogène) de RF . Donc en posant
B1 = B2 = (X,−Y ) on obtient un système générateur de relations homogènes
deRF (M = 2). Ce système vérifie les conditions du b. car B12 = X est divisible
par X. Pourtant B22 = −Y n’est pas divisible par X, donc B2 /∈ XRF .
Cependant on peut corriger l’énoncé, au prix d’accepter éventuellement une
permutation préalable dans le système {F1, . . . , FN} (ce qui ne modifie pas la
nature des relations de RF , mais juste l’ordre des facteurs dans une relation) :
en effet posons k = max{p ∈ N tel que pour tout i ∈ [1, N ], Xp|Fi}. Alors il
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existe i0 ∈ [1, N ] tel que Xk+1 ne divise pas Fi0 , et pour tout i ∈ [1, N ], Xk

divise Fi. Réordonnons le système {F1, . . . , FN} de sorte que Fi0 devienne le der-
nier. C’est à présent ce nouveau système que nous appelons {F1, . . . , FN} (nous
supposerons que ce choix a été opéré au début de cette partie, ce qui ne pose
aucun problème comme pourra très aisément le vérifier un lecteur pointilleux).
Intoduisons à présent le système {F ′1, . . . , F ′N} où pour tout i ∈ [1, N ], F ′i désigne
le quotient de Fi par Xk. Par choix de k, {F ′1, . . . , F ′N} ⊂ SN et X ne divise
pas F ′N . Il est clair que RF = R′F :

N∑

i=1

PiFi = 0 ssi
N∑

i=1

Pi(F ′iX
k) = 0

⇐⇒ (
N∑

i=1

PiF
′
i )X

k = 0

⇐⇒
N∑

i=1

PiF
′
i = 0.

Montrons que pour tout j ∈ [N,M ], on a Bj ∈ XRF :
Si j > N , c’est facile : d’après b. pour tout i ∈ [1, N ], Bij est divisible par
X : Bij = XB′

ij avec B′
ij ∈ S. On a X(

∑N
i=1 B′

ijFi) =
∑N

i=1 XB′
ijFi =∑N

i=1 BijFi = 0 car Bj ∈ RF . Comme S est intègre,
∑N

i=1 B′
ijFi = 0 ce qui

prouve que (B′
1j , . . . , B

′
Nj) ∈ RF . Or Bj = X(B′

1j , . . . , B
′
Nj) donc Bj ∈ XRF .

Si j = N : toujours d’après b. pour tout i ∈ [1, N − 1], BiN est divisible par X.
Il suffit alors de prouver que BNN est également divisible par X pour conclure
comme dans le cas j > N . Comme BN ∈ RF , BN ∈ R′F :

∑N
i=1 BiNF ′i = 0, soit

BNNF ′N = −∑N−1
i=1 BiNF ′i . Puisque pour tout i ∈ [1, N − 1], BiN est divisible

par X, on en déduit que X divise BNNF ′N . Comme X ne divise pas F ′N , X est
premier avec F ′N , donc X divise BNN par le théorème de Gauss (S est factoriel).
CQFD.

4.a. On va montrer ce résultat par récurrence sur n ∈ N∗ :
Si n = 1 : A ∈ RF donc il existe (P1, . . . , PM ) ∈ SM tel que :

A =
M∑

j=1

PjBj =
N−1∑

j=1

PjBj +
M∑

j=N

PjBj .

Par définition de R′, ∑N−1
j=1 PjBj ∈ R′. D’après le 3.c., pour tout j ∈ [N,M ],

il existe B′
j ∈ RF tel que Bj = XB′

j . On a :

M∑

j=N

PjBj =
M∑

j=N

PjXB′
j = X(

M∑

j=N

PjB
′
j).

Or
∑M

j=N PjB
′
j ∈ RF puisque B′

j ∈ RF , donc
∑M

j=N PjBj ∈ XRF .
Si n ≥ 1 et si le résultat est vrai pour n alors A = A′ + XnB où A′ ∈ R′ et
B ∈ RF . Puisque B ∈ RF le cas n = 1 permet d’affirmer qu’il existe B′ ∈ R′
et C ∈ RF tels que B = B′ + XC. Alors :

A = A′ + Xn(B′ + XC) = (A′ + XnB′) + Xn+1C.
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Comme B′ ∈ R′, XnB′ ∈ R′ d’où A′ + XnB′ ∈ R′ : le résultat est vrai pour
n + 1, ce qui achève la récurrence.

4.b. On va démontrer que RF ⊂ R′ (ce qui est suffisant car l’inclusion
réciproque est évidente, et alors B1, . . . , BN−1 engendrent RF ). Pour cela con-
sidérons A dans RF quelconque et montrons que A ∈ R′. D’après III.4., A est
somme de relations homogènes : A =

∑K
k=1 Ak où Ak est une relation homogène.

Comme R′ est un sous-module, il suffit de vérifier que chaque Ak ∈ R′. Fixons
donc k ∈ [1,K] et étudions Ak = (A1k, . . . , ANk). Puisque Ak est une relation
homogène les Aik sont tous homogènes et il existe Dk ∈ N tel que pour tout i ∈
[1, N ], AikFi soit homogène de degré Dk. On a alors degAik = Dk− di. D’autre
part en utilisant 2.a. il existe (δ′1, . . . , δ

′
M ) tel que pour tout (i, j) ∈ [1, N ]×[1,M ],

degBij = δ′j−di. Alors degAik−degBij = (Dk−di)−(δ′j−di) = Dk−δ′j . Posons
n =max{deg(Aik) + 1, i ∈ [1, N ]}. D’après a. il existe A′k ∈ R′ et B ∈ RF tels
que Ak = A′k + XnB. On pose A′k =

∑N−1
j=1 PjBj et B =

∑M
j=1 QjBj . Alors

pour tout i ∈ [1, N ] on a :

Aik =
N−1∑

j=1

PjBij +
M∑

j=1

XnQjBij .

Comme Aik est homogène on a :

Aik = πdegAik
(Aik)

=
N−1∑

j=1

πdegAik
(PjBij) +

M∑

j=1

πdegAik
(XnQjBij).

Chaque terme de la seconde somme est nulle par choix de n donc en fait :

Aik =
N−1∑

j=1

πdegAik
(PjBij)

=
N−1∑

j=1

πdegAik−degBij (Pj)Bij

car les Bij sont homogènes.

=
N−1∑

j=1

πDk−δ′
j
(Pj)Bij .

Posons alors pour tout j ∈ [1, N − 1], Rj = πDk−δ′
j
(Pj). Le calcul précédent

prouve que pour tout i ∈ [1, N ], Aik =
∑N−1

j=1 RjBij . Cela signifie exactement
que Ak =

∑N−1
j=1 RjBj , donc Ak ∈ R′.

5.a. Considérons l’espace vectoriel
⊕N

i=1 Sn−di (somme directe ”externe”
d’espaces vectoriels). Considérons également l’application ϕ suivante :

N⊕

i=1

Sn−di → S

(P1, . . . , PN ) 7→
N∑

i=1

PiFi.
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Il est clair que ϕ est une application linéaire.
Puisque les Fi sont des éléments de I, on a forcément imϕ ⊂ I. De plus si

Pi ∈ Sn−di
, PiFi ∈ Sn donc imϕ ⊂ Sn ; Ceci force imϕ ⊂ I ∩ Sn = In.

Réciproquement si F ∈ In, alors en particulier F ∈ I. Comme les Fi en forment
un système générateur il existe (P1, . . . , PN ) ∈ SN tel que F =

∑N
i=1 PiFi. F

appartient également à Sn donc F = πn(F ). Cela donne :

F = πn(
N∑

i=1

PiFi)

=
N∑

i=1

πn(PiFi)

=
N∑

i=1

πn−di
(Pi)Fi

car les Fi sont homogènes de degrés di.
Posons alors pour tout i ∈ [1, N ], Qi = πn−di(Pi) : Qi ∈ Sn−di . De plus F =∑N

i=1 QiFi. Donc F = ϕ(Q1, . . . , QN ) ce qui prouve que In ⊂ imϕ. Finalement
imϕ = In.

Appliquons le théorème d’isomorphisme à ϕ : imϕ ' (
⊕N

i=1 Sn−di)/ kerϕ

c’est-à-dire In ' (
⊕N

i=1 Sn−di)/ kerϕ. Intéressons-nous donc maintenant au
noyau de ϕ. Pour cela considérons les espaces vectoriels

⊕N−1
j=1 Sn−εj et

⊕N
i=1 S

(toujours des sommes directes ”externes”) et l’application ψ suivante :

N−1⊕

j=1

Sn−εj →
N⊕

i=1

S

(P1, . . . , PN−1) 7→ (
N−1∑

j=1

PjC1j , . . . ,

N−1∑

j=1

PjCNj).

Il est clair que ψ est une application linéaire.
Soit (P1, . . . , PN−1) ∈

⊕N−1
j=1 Sn−εj . Si (i, j) ∈ [1, N ]× [1, N − 1], PjCij est

homogène avec degPjCij = degPj+degCij = (n− εj)+ (εj −di) = n−di. Donc
en fait imψ ⊂ ⊕N

i=1 Sn−di .
De plus :

ϕ(ψ(P1, . . . , PN−1)) =
N∑

i=1

(
N−1∑

j=1

PjCij)Fi

=
N−1∑

j=1

Pj(
N∑

i=1

CijFi)

=
N−1∑

j=1

Pj0 (car Cj ∈ RF )

= 0.

Donc imψ ⊂ kerϕ.
Réciproquement soit (Q1, . . . , QN ) ∈ kerϕ : (Q1, . . . , QN ) définit donc un élément
de RF que l’on peut noter Q. Puisque les Cj forment un système de générateurs
de RF on peut trouver des polynômes R1, . . . , RN−1 tels que Q =

∑N−1
j=1 RjCj .
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En particulier pour tout i ∈ [1, N ], Qi =
∑N−1

j=1 RjCij . Puisque (Q1, . . . , QN ) ∈
ker ϕ, on voit que pour tout i ∈ [1, N ], Qi est homogène de degré n− di ce qui
s’écrit Qi = πn−di

(Qi). On en déduit que :

Qi = πn−di
(
N−1∑

j=1

RjCij)

=
N−1∑

j=1

πn−di(RjCij)

=
N−1∑

j=1

πn−di−(εj−di)(Rj)Cij

car les Cij sont homogènes de degrés εj − di.
Mais n− di − (εj − di) = n− εj est indépendant de i donc on peut poser pour
tout j ∈ [1, N − 1] : Pj = πn−di−(εj−di)(Rj). On note d’abord que Pj ∈ Sn−εj .
Ensuite le calcul précédent donne pour tout i ∈ [1, N ], Qi =

∑N−1
j=1 PjCij . Cela

prouve que (Q1, . . . , QN ) = ψ(P1, . . . , PN−1) donc que (Q1, . . . , QN ) ∈ imψ :
ker ϕ ⊂ imψ d’où finalement kerϕ = imψ.

Appliquons le théorème d’isomorphisme à ψ : imψ ' (
⊕N−1

j=1 Sn−εj )/ kerψ

donc en fait kerϕ ' (
⊕N−1

j=1 Sn−εj )/ kerψ.
Il suffit donc maintenant d’établir que kerψ = {0} pour répondre à la ques-

tion posée. Soit alors (P1, . . . , PN ) ∈ kerψ. On obtient immédiatement que∑N−1
j=1 PjCj = 0 dans KN . Mais comme C1, . . . , CN−1 engendrent RF , ils

forment un système générateur (dans le K-espace vectoriel KN ) du noyau de la
forme linéaire considérée au 1.. Ce noyau était de dimension N − 1, donc cette
famille en est en fait une base. En particulier c’est une famille libre sur K, ce
qui force la nullité de tous les Pj : effectivement kerψ = {0}.

5.b. On sait que dimE/F = dimE−dimF donc d’après a. :

dimIn = dim(
N⊕

i=1

Sn−di)− dim(
N−1⊕

j=1

Sn−εj )

=
N∑

i=1

dim(Sn−di)−
N−1∑

j=1

dim(Sn−εj )

=
N∑

i=1

(
n− di + 1

1

)
−

N−1∑

j=1

(
n− εj + 1

1

)

d’après II.2.a..
Or hS/I(n) = dimSn/In = dimSn−dimIn =

(
n+1

1

)−dimIn. Donc on a :

hS/I(n) =
(

n + 1
1

)
−

N∑

i=1

(
n− di + 1

1

)
+

N−1∑

j=1

(
n− εj + 1

1

)
.

5.c. Posons n0 = max{max{di − 1, i ∈ [1, N ]},max{εj − 1, j ∈ [1, N − 1]}}.
Alors pour tout n ≥ n0, on a :
pour tout i ∈ [1, N ],

(
n−di+1

1

)
= n− di + 1 ;

pour tout j ∈ [1, N − 1],
(
n−εj+1

1

)
= n− εj + 1.
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Donc si n ≥ n0 :

hS/I(n) = (n + 1)−
N∑

i=1

(n− di + 1) +
N−1∑

j=1

(n− εj + 1)

= n + 1−Nn +
N∑

i=1

di −N + (N − 1)n−
N−1∑

j=1

εj + (N − 1)

=
N∑

i=1

di −
N−1∑

j=1

εj .

C’est une constante (i.e. c’est indépendant de n). Il est donc clair que hS/I ∈ P∞
car il suffit de prendre pour g cette constante, dans la définition de P∞ donnée
au I..

V. Idéaux monômiaux.

1.a. Précisons tout de suite que l’ensemble des monômes de S forme une
base de S. Ce fait revêt une importance capitale dans cette partie.
Si m est divisible par l’un des monômes m1, . . . , ms, il est clair que m ∈ I car
I est un idéal.
Réciproquement supposons que m ∈ I : il existe (P1, . . . , Ps) ∈ Ss tel que m =∑s

i=1 Pimi. Fixons i ∈ [1, s] et écrivons Pi =
∑

ti∈Ti
λtpiti la décomposition de

Pi en somme de ses termes (i.e. on décompose Pi suivant la base des monômes).
Puisque mi est un monôme, il est immédiat que

∑
ti∈Ti

λti(pitimi) est la dé-
composition de Pimi en somme de ses termes. On a :

m−
s∑

i=1

∑

ti∈Ti

λti(pitimi) = 0.

Mais pour tout i ∈ [1, s], pour tout ti ∈ Ti, pitimi est un monôme, donc cette
relation est en fait une combinaison linéaire nulle de monômes. Supposons que
pour tout i ∈ [1, s], pour tout ti ∈ Ti, pitimi 6= m. Alors cette combinaison
linéaire est non triviale (le coefficient affecté à m vaut 1) : c’est absurde car
puisque la famille des monômes est une base de S, elle est en particulier libre.
Donc il existe i0 ∈ [1, s] et ti0 ∈ Ti0 tels que pi0ti0

mi0 = m. En particulier m est
divisible par le monôme mi0 .

1.b. Si chacun des termes de P appartient à I, alors il est clair que P ∈ I
car I est un idéal.
Réciproquement supposons que P ∈ I : il existe (P1, . . . , Ps) ∈ Ss tel que
P =

∑s
i=1 Pimi. Ecrivons encore que Pi =

∑
ti∈Ti

λtipiti comme au a.. Alors
P =

∑s
i=1

∑
ti∈Ti

λti(pitimi) est une écriture de P comme combinaison linéaire
de termes (mais pas forcément les “siens”) car les mi sont des monômes. Si
dans cette somme on regroupe les termes qui ont même monôme associé, alors
on obtient la décomposition de P comme somme de ses termes. On voit donc que
chacun des termes de P est une combinaison S-linéaire des monômes m1, . . . , ms,
et est donc un élément de I.
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1.c. D’abord puisque I est un idéal, il est clair que J est également un idéal.
En effet si (P,Q) ∈ J2 alors (P + Q)m = Pm + Qm ∈ I car (Pm,Qm) ∈ I2 et
si (P, Q) ∈ S × J alors (PQ)m = P (Qm) ∈ I car Qm ∈ I.
Ensuite posons MI = {p tel que p est un monôme avec pm ∈ I}, et soit
J ′ l’idéal engendré par les éléments de MI . C’est un idéal monômial car il
admet le système de générateurs MI , qui est formé de monômes. (Le lecteur
s’inquiète peut-être du fait que ce système soit infini ; mais la définition donnée
ici d’un idéal monômial ne suppose pas qu’il doive s’agir d’un système fini, et de
toute manière il peut toujours en être ainsi car S est noethérien.) Par définition
MI ⊂ J donc J ′ ⊂ J .
Réciproquement soit P ∈ J et écrivons sa décomposition comme somme de ses
termes : P =

∑
t∈T λtpt. Alors puisque m est un monôme, P =

∑
t∈T λt(ptm)

est la décomposition de Pm comme somme de ses termes. Comme P ∈ J ,
Pm ∈ I et donc d’après b., λt(ptm) ∈ I pour tout t ∈ T . Cela signifie que
pour tout t ∈ T , ptm ∈ I, et donc que pt ∈ MI . Ceci prouve que P ∈ J ′, donc
J ⊂ J ′.
Finalement J = J ′ donc J est monômial.

2. D’abord il est clair que I ∩ I ′ est un idéal.
Posons ensuite pour tout (i, j) ∈ [1, s] × [1, t], mij =ppcm(mi, m

′
j) et soit J

l’idéal engendré par tous les monômes mij . C’est bien sûr un idéal monômial.
Soit m un monôme de J . Il est divisible par un mi0j0 d’après 1.a.. Donc il est
divisible par mi0 et par m′

j0
puisque mi0j0 en est un multiple commun ; on en

déduit qu’il appartient à I et à I ′ : m ∈ I ∩ I ′. Mais puisque J est monômial,
il est engendré par les monômes qu’il contient. On vient donc de montrer que
I ∩ I ′ contient un système générateur de J , ce qui assure l’inclusion J ⊂ I ∩ I ′.
Réciproquement soit P ∈ I ∩ I ′ et P =

∑
t∈T λtpt sa décomposition en somme

de ses termes. En particulier P ∈ I qui est monômial, donc d’après 1.b. pour
tout t ∈ T , pt ∈ I. Fixons t0 ∈ T : pt0 ∈ I. Alors d’après 1.a. il existe i0 ∈ [1, s]
tel que mi0 divise pt0 . De même puisque P ∈ I ′, pt0 ∈ I ′ et il existe j0 ∈ [1, t]
tel que m′

j0
divise pt0 . Donc pt0 est un multiple commun à mi0 et m′

j0
. Or mi0j0

est leur ppcm donc pt0 est également un multiple de mi0j0 : pt0 ∈ J . Comme t0
est quelconque, ceci prouve que P ∈ J , donc I ∩ I ′ ⊂ J .
Finalement I ∩ I ′ = J , donc I ∩ I ′ est bien monômial.

3. Si n ≤ 0, il est clair que In = {0} donc hS/I(n) = 0 si n < 0 et hS/I(0) = 1.
Si n > 0, étudions l’espace vectoriel In : la famille des Xα1

1 . . . Xαr
r où les

(α1, . . . , αr) sont les éléments de Nr qui vérifient
∑r

i=1 αi = n et il existe i0 ∈
[1, s] tel que αi0 > 0, en est une base. Pourquoi ?
D’abord cette famille est évidemment incluse dans In.
Ensuite c’est une famille de monômes distincts donc elle est libre.
Enfin considérons P ∈ In, et écrivons P =

∑
t∈T λtpt sa décomposition en

somme de ses termes. I est monômial par définition donc d’après 1.b. on a
pour tout t ∈ T , λtpt ∈ I, donc pt ∈ I. Comme pour tout t ∈ T , pt est un
monôme on a d’après 1.a. : pour tout t ∈ T , il existe i(t) ∈ [1, s] tel que Xi(t)|pt.
Donc pt s’écrit Xα1

1 . . . Xαr
r où (α1, . . . , αr) ∈ Nr et il existe i0 ∈ [1, s] tel que

αi0 > 0 (prendre i0 = i(t)). De plus λtpt est un terme de P qui est un polynôme
homogène de degré n, donc le degré du monôme pt est n :

∑r
i=1 αi = n. Donc

notre famille est aussi génératrice de In.
Comme par ailleurs la famille {Xα1

1 . . . Xαr
r } où (α1, . . . , αr) est un élément de

Nr qui vérifie
∑r

i=1 αi = n, est une base de Sn, alors en prenant le complémentai-
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re de notre base de In dans cette famille on obtient une base d’un supplémentaire
de In dans Sn : la famille {Xα1

1 . . . Xαr
r } où (α1, . . . , αr) ∈ Nr vérifie

∑r
i=1 αi =

n et pour tout i ∈ [1, s], αi = 0 est une base d’un supplémentaire de In dans
Sn. Ce supplémentaire étant isomorphe à Sn/In, la dimension de Sn/In est le
cardinal de cette dernière base. Mettant à part le cas s = r qui est évident
(hS/I(n) = 0), on constate donc qu’en posant S′ = k[Xαs+1

s+1 , . . . , Xαr
r ] on a

hS/I(n) = hS′(n). Or d’après II.2.a., hS′(n) =
(
n+r−s−1

r−s−1

)
. Donc hS/I(n) =(

n+r−s−1
r−s−1

)
. En utilisant les formules établies au I.3.a., ceci prouve que si n ≥ 1,

hS/I(n) = fr−s−1(n + r − s − 1). Toujours d’après I.3.a., fr−s−1 ∈ P donc
hS/I ∈ P∞.

4.a. Considérons P ∈ Sn−d. Comme m est un monôme, donc homogène, de
degré d, Pm ∈ Sn. Cela a donc un sens de considérer l’application ϕ suivante :

Sn−d → Sn/In

P 7→ Pm.

Il est clair qu’il s’agit d’une application linéaire.
Si P ∈ Jn−d (donc P ∈ J) on a immédiatement Pm ∈ I par définition de J ,
donc ϕ(P ) = 0 : Jn−d ⊂ kerϕ.
Réciproquement si P ∈ kerϕ alors Pm = 0 donc Pm ∈ I : cela prouve que
P ∈ J , donc kerϕ ⊂ Jn−d et en définitive kerϕ = Jn−d.
Si P ∈ Sn−d, alors Pm ∈< m > ∩Sn ⊂ I ′n, donc ϕ(P ) ∈ I ′n/In : imϕ ⊂ I ′n/In.
Réciproquement soit Q ∈ I ′n/In, (Q ∈ I ′n). Puisque Q ∈ I ′ il existe (Q′′, P ′) ∈
I × S tel que Q = Q′′ + P ′m. On a Q = πn(Q) = πn(Q′′) + πn−d(P ′)m puisque
Q et m sont homogènes de degrés n et d. Posons Q′ = πn(Q′′) et P = πn−d(P ′).
Comme I est un idéal homogène, Q′ ∈ In, et il est de plus évident que P ∈ Sn−d.
La première remarque prouve que Q′ = 0 et la seconde que cela a un sens de
considérer ϕ(P ) ; ϕ(P ) = Pm = Pm + Q′ = Pm + Q′ = Q. D’où I ′n/In ⊂ imϕ
et en définitive imϕ = I ′n/In.
Appliquons à présent le théorème du rang à ϕ :

dimSn−d = dimkerϕ + rgϕ
= dimJn−d + dimI ′n/In.

On a donc :

dimSn−d − dimJn−d = dimI ′n − dimIn

= (dimI ′n − dimSn) + (dimSn − dimIn).

Ceci peut se réécrire de la manière suivante :

dim(Sn−d/Jn−d) = −dim(Sn/I ′n) + dim(Sn/In).

C’est-à-dire :

hS/J(n− d) = −hS/I′(n) + hS/I(n).

4.b. Appelons IN l’ensemble des idéaux monômiaux L qui peuvent s’écrire
L =< m′

1, . . . , m
′
t > avec

∑t
i=1 degm′

i ≤ N . En particulier I ∈ I∑s

i=1
degms

. On
va démontrer par récurrence sur N ∈ N, que pour tout N ∈ N et pour tout
L ∈ IN , hS/L ∈ P∞ ce qui prouvera le résultat.
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Si N = 0 : si L ∈ I0, alors forcément L =< 1 > donc L = S et hS/L = 0 ∈ P∞.
Si N ≥ 0 et si pour tout L ∈ IN , hS/L ∈ P∞ : considérons L ∈ IN+1 ; L =<

m′
1, . . . , m

′
t > avec

∑t
i=1 degm′

i ≤ N + 1. Deux cas peuvent se présenter :
dans le premier on a degm′

i ≤ 1 pour tout i ∈ [1, t]. Il suffit alors d’invoquer le
3. pour conclure que hS/L ∈ P∞.
Dans le second il existe i0 ∈ [1, t] tel que degm′

i0
> 1. Quitte à réordonner les

m′
i, on peut supposer que i0 = 1 : degm′

1 > 1. En particulier il existe j ∈ [1, r]
tel que Xj |m′

1. Posons JL = (L : Xj) et I ′L = L+ < Xj >. On est donc dans la
situation du a. avec : I remplacé par L, m par Xj (ici d = 1), J par JL, et I ′ par
I ′L. Donc en appliquant ici le résultat de cette question on obtient la relation :

(∗) hS/L(n) = hS/JL
(n− 1) + hS/I′

L
(n).

Puisque Xj |m′
1 il est clair que I ′L =< Xj , m

′
2, . . . ,m

′
t >. De plus on a en fait :

degXj = 1 < degm′
1, donc :

degXj +
t∑

i=2

degm′
i <

t∑

i=1

degm′
i ≤ N + 1,

soit :

degXj +
t∑

i=2

degm′
i ≤ N.

Il suffit donc d’appliquer l’hypothèse de récurrence pour prouver que hS/I′
L
∈

P∞.
Pour tout i ∈ [1, t] on pose m′′

i = m′
i

Xj
si Xj |m′

i et m′′
i = m′

i sinon. On considère
ensuite J ′ =< m′′

1 , . . . , m′′
t >. Il est clair que J ′ ⊂ (L : Xj) = JL. Réciproque-

ment considérons P ∈ JL et
∑

t∈T λtpt sa décomposition comme somme de ses
termes. D’après 1.c., JL est monômial donc pour tout t ∈ T , pt ∈ JL : Xjpt ∈ L.
Fixons t0 ∈ T . D’après 1.a. il existe i1 ∈ [1, t] tel que m′

i1
|Xjpt0 . Si Xj |m′

i1
alors

cela signifie exactement que Xjm
′′
i1
|Xjpt0 donc m′′

i1
|pt0 . Sinon Xj et m′

i1
sont

premiers entre eux donc m′
i1
|pt0 (théorème de Gauss) c’est-à-dire exactement

(dans ce cas) m′′
i1
|pt0 . Quelle que soit la situation on a donc montré que pt0 ∈ J ′.

Puisque t0 était quelconque cela assure que P ∈ J ′ ce qui prouve que JL ⊂ J ′

et finalement JL = J ′.
Mais pour tout i ∈ [1, t], degm′′

i ≤ degm′
i et même degm′′

1 < degm′
1 car Xj |m′

1.
Donc

∑t
i=1 degm′′

i <
∑t

i=1 degm′
i ≤ N + 1. Il suffit d’appliquer à nouveau

l’hypothèse de récurrence pour obtenir que hS/J′ ∈ P∞ c’est-à-dire hS/JL
∈ P∞.

Il est clair que n 7→ hS/JL
(n− 1) est alors aussi dans P∞.

De la définition de P∞ donnée au I. et de I.2.a. on tire facilement que P∞ est
un sous-anneau de F(Z,Z) donc (∗) prouve que hS/L ∈ P∞, ce qui achève la
récurrence.

5.a. On va d’abord montrer le lemme suivant : si I et J sont deux idéaux
homogènes alors :

hS/I + hS/J = hS/(I∩J) + hS/(I+J).

En voici la preuve : si n ∈ Z on considère l’application linéaire ϕ ainsi définie

In

⊕
Jn → Sn

(P, Q) 7→ P + Q.
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Il est clair que imϕ ⊂ (I+J)n et réciproquement si R ∈ (I+J)n alors R = πn(R)
car R ∈ Sn et R = P+Q avec (P, Q) ∈ I×J car R ∈ I+J . On a R = πn(P+Q) =
πn(P )+πn(Q). Comme I et J sont homogènes, πn(P ) ∈ In et πn(Q) ∈ Jn. Ceci
prouve que R ∈ imϕ : (I + J)n ⊂ imϕ. Finalement imϕ = (I + J)n donc
dim(im(ϕ)) = dim(I + J)n. Soit également l’application ψ :

(I ∩ J)n → In

⊕
Jn

P 7→ (P,−P ).

Il est évident que ψ est linéaire, que kerψ = {0} et que imψ ⊂ kerϕ. Prenons
donc (P, Q) dans kerϕ ; P +Q = 0 donc il existe R ∈ S tel que (P, Q) = (R,−R).
Puisque P et Q sont homogènes de degré n, R ∈ Sn. Puisque (P, Q) ∈ I × J ,
R ∈ I ∩ J . Donc R ∈ (I ∩ J)n. Enfin puisque (P, Q) = (R,−R), (P, Q) =
ψ(R), ce qui prouve kerϕ ⊂ imψ et donc imψ = ker ϕ. Finalement ψ réalise un
isomorphisme de (I ∩ J)n sur kerϕ donc dimkerϕ = dim(I ∩ J)n.
Comme dim(In

⊕
Jn) = dimIn+ dimJn, l’application du théorème du rang à ϕ

donne :

dimIn + dimJn = dim(I ∩ J)n + dim(I + J)n.

On en déduit immédiatement que (dimSn − dimIn) + (dimSn − dimJn) vaut :

(dimSn − dim(I ∩ J)n) + (dimSn − dim(I + J)n).

Cela est exactement l’égalité que nous avons annoncée, spécialisée en n. Le
lemme est donc démontré.
Posons à présent :

I0 = < X1, . . . , Xr >,
I1 = < X1, . . . , Xs > et
I2 = < Xs+1, . . . , Xr > .

D’une part il est clair que I1 + I2 = I0 et d’autre part si (i, j) ∈ [1, s]× [s+1, r],
on a ppcm(Xi, Xj) = XiXj donc en reprenant la démonstration effectuée au 2.
on constate que I = I1 ∩ I2.
Notre lemme appliqué à I1 et I2 nous permet donc d’écrire que :

hS/I1 + hS/I2 = hS/I + hS/I0 ,

soit :
hS/I = hS/I1 + hS/I2 − hS/I0 .

On utilise le résultat de 3. pour estimer les trois termes de cette expression de
hS/I ; si n ∈ N∗, on a :

hS/I1(n) =
(
n+r+s−1

r−s−1

)
,

hS/I2(n) =
(
n+r−(r−s)−1

r−(r−s)−1

)
et

hS/I0(n) = 0.

On obtient donc, avec les notations du I.3.a. :

hS/I(n) = fr−s−1(n + r − s− 1) + fs−1(n + s− 1).
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5.b. Introduisons r =
∑p

j=1(kj + 1) et pour tout j ∈ [1, p], posons :

Ij = [(
j−1∑

l=1

(kl + 1)) + 1, (
j∑

l=1

(kl + 1))].

On considère alors l’anneau de polynômes S′ = k[X1, . . . , Xr] et pour tout
j ∈ [1, p], l’idéal monômial Ij engendré par les monômes Xi pour i /∈ Ij . On
définit enfin pour tout j ∈ [1, p], l’idéal I ′j = ∩j

l=1Ij . Alors on a pour tout
j ∈ [1, p] et pour tout n ≥ 1 :

j∑

l=1

hS/Il
(n) = hS/I′

j
(n).

Montrons le par récurrence sur j :
Si j = 1 il n’y a rien à démontrer.
Soit j ∈ [1, p− 1] et supposons que pour tout n ≥ 1 :

j∑

l=1

hS/Il
(n) = hS/I′

j
(n).

Appliquons le lemme démontré au a. aux idéaux I ′j et Ij+1. On obtient :

hS/I′
j
+ hS/Ij+1 = hS/(I′

j
∩Ij+1) + hS/(I′

j
+Ij+1).

En utilisant l’hypothèse de récurrence et en remarquant que par définition on a
I ′j ∩ Ij+1 = I ′j+1, il vient pour tout n ≥ 1 :

j+1∑

l=1

hS/Il
(n) = hS/I′

j+1
(n) + hS/(I′

j
+Ij+1)(n).

Pour obtenir la propriété au rang j + 1 il suffit d’avoir hS/(I′
j
+Ij+1)(n) = 0

c’est-à-dire (I ′j + Ij+1)n = Sn pour tout n ≥ 1. C’est le cas car clairement
< {Xi, i ∈ Ij+1} >⊂ I ′j donc < {Xi, i ∈ [1, r]} >⊂ I ′j + Ij+1. La récurrence est
achevée.
Posons maintenant en particulier I ′ = I ′p. Ce qui précède prouve que pour tout
n ≥ 1 :

hS/I′(n) =
p∑

j=1

hS/Ij
(n).

Mais en utilisant 3. on peut calculer hS/Ij
(n) ; si n ≥ 1 :

hS/Ij
(n) = fr−(r−card(Ij))−1(n + r − (r − card(Ij))− 1)

= fcard(Ij)−1(n + card(Ij)− 1).

Comme card(Ij) = kj +1 ce nombre est fkj (n+kj). L’identité souhaitée ici sera
donc vérifiée : il ne reste plus qu’à montrer que I ′ est monômial. Pour cela on
constate d’abord que par définition Ij est monômial pour tout j ∈ [1, p]. On en
déduit par une récurrence finie évidente basée sur le résultat de la question 2.
que ∩p

j=1Ij est encore monômial. Mais cet idéal n’est autre que I ′ par définition,
donc on a le résultat.
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Le sens du mot ”construire” n’est pas forcément tout à fait clair et peut-être
attendait-on un système explicite de générateurs monômiaux pour I ′. Le lecteur
se convaincra facilement qu’un tel système est (par exemple) l’ensemble des
XiXi′ vérifiant cette propriété : si j est tel que i ∈ Ij , alors i′ /∈ Ij .

6.a. Remarque : on suppose dans toute cette question que l’ordre lexico-
graphique est en effet un ordre, ce que semble admettre implicitement l’énoncé
par le choix de cette terminologie.
Puisque m = m on a m ≥ m, et donc ≥ est une relation réflexive.
Soient m et m′ tels que m ≥ m′ et m′ ≥ m. De m ≥ m′ on tire degm ≥
degm′, et de m′ ≥ m on tire degm′ ≥ degm, donc degm = degm′. On obtient
alors (α1, . . . , αr) ≥ (α′1, . . . , α

′
r) et (α′1, . . . , α

′
r) ≥ (α1, . . . , αr) pour l’ordre

lexicographique. L’antisymétrie de cet ordre prouve alors que (α1, . . . , αr) =
(α′1, . . . , α

′
r) d’où m = m′ ce qui prouve que ≥ est une relation antisymétrique.

Soient m,m′, et m′′ tels que m ≥ m′ et m′ ≥ m′′. Si degm > degm′′ alors on
a bien m ≥ m′′. Sinon degm ≤ degm′′. Mais on sait que degm ≥ degm′ (car
m ≥ m′) et de même degm′ ≥ degm′′. Donc dans ce cas degm = degm′ =
degm′′. Il suffit alors d’invoquer la transitivité de l’ordre lexicographique pour
obtenir celle de ≥.
Tout ceci prouve que ≥ est une relation d’ordre.
Pour montrer que cet un ordre total, on prend deux monômes m et m′ et il
s’agit de montrer qu’ils sont comparables :
Si m = m′ alors m ≥ m′ (par exemple). Donc on peut supposer m 6= m′.
Si degm 6= degm′, alors degm > degm′ ou degm′ > degm. Dans le premier cas
m ≥ m′, et dans le second m′ ≥ m. On peut donc supposer que degm = degm′.
Puisque m 6= m′, {i ∈ [1, r], αi 6= α′i} est non vide. On peut donc en considérer
le plus petit élément i0. On a alors αi0 > α′i0 ou α′i0 > αi0 . Dans le premier cas
m ≥ m′, et dans le second m′ ≥ m. (On vient juste de réexpliquer pourquoi
l’ordre lexicographique est total.)

6.b. Supposons que mm′′ = m′m′′. Alors (m−m′)m′′ = 0. Comme m′′ 6= 0,
m = m′. Absurde car m > m′. Donc mm′′ 6= m′m′′. Supposons que m′m′′ = m′.
Alors m′(m′′ − 1) = 0. Comme m′ 6= 0 et m′′ 6= 1, ceci aussi est absurde, et
m′m′′ 6= m′. Il suffit donc de montrer que mm′′ ≥ m′m′′ ≥ m′ :

(i) Comme m′′ 6= 1, degm′′ ≥ 1 d’où deg(m′m′′) = degm′+ degm′′ > degm′.
Cela prouve que m′m′′ ≥ m′.

(ii) On a m > m′, donc deux cas peuvent se présenter : soit on a degm >
degm′, soit on a degm = degm′ et si i0 =min {i ∈ [1, r], αi 6= α′i} (qui
existe car m 6= m′), αi0 > α′i0 . Dans le premier cas deg(mm′′) = degm+
degm′′ > degm′+ degm′′ = deg(m′m′′), donc mm′′ ≥ m′m′′. Dans le se-
cond on écrit mm′′ = X

α1+α′′1
1 . . . X

αr+α′′r
r et m′m′′ = X

α′1+α′′1
1 . . . X

α′r+α′′r
r .

On a deg(mm′′) = deg(m′m′′) et :

i0 = min{i ∈ [1, r], αi + α′′i 6= α′i + α′′i },
avec αi0 + α′′i0 > α′i0 + α′′i0 . Donc mm′′ ≥ m′m′′.

6.c. Soit M un ensemble non vide de monômes. Considérons l’ensemble
suivant :

DM = {degm, m ∈ M}.
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DM est un ensemble non vide d’entiers naturels donc on peut en considérer
le plus petit élément dM : pour tout m ∈ M , degm ≥ dM et M ′ = {m ∈
M, degm = dM} est non vide. On définit ensuite récursivement M0, . . . , Mr de
la manière suivante : M0 = M ′ et :

Mi+1 = {m ∈ Mi, αi+1 = min{α′i+1, m′ ∈ Mi}}.
Il est facile de vérifier (récursivement) que l’on a ainsi construit une suite
décroissante d’ensembles non vides. Soit mr ∈ Mr. On note :

mr = X
(αr)1
1 . . . X(αr)r

r .

Alors mr est un (donc le) plus petit élément de M . En effet si m ∈ M , il suffit
de montrer que m ≥ mr. Deux cas peuvent se présenter : soit m /∈ M ′, et donc
degm > dM = degmr, d’où m ≥ mr, soit m ∈ M ′. Si dans ce cas m = mr, il n’y
a rien à montrer, donc on peut supposer que m 6= mr. Alors il existe i0 =min
{i ∈ [1, r], αi 6= (αr)i}. Puisque degm = dM = degmr, il suffit de vérifier que
αi0 > (αr)i0 . Pour cela on montre (récursivement) que m ∈ Mi0−1. (m ∈ M ′ =
M0, puis si m ∈ Mi avec i ∈ [1, i0 − 2] alors i + 1 ≤ i0 − 1 donc αi+1 = (αr)i+1.
Comme mr ∈ Mi+1, cela prouve que m ∈ Mi+1 également.) Maintenant comme
mr ∈ Mi0 , m ∈ Mi0−1 force αi0 ≥ (αr)i0 . Puisque αi0 6= (αr)i0 , αi0 > (αr)i0 .

6.d. Fixons un monôme m. Alors m > m′ entrâıne degm ≥ degm′ donc
{m′, m > m′} ⊂ {m′, degm′ ≤ degm}. Mais il est clair qu’il n’y a qu’un
nombre fini de monômes qui ont un degré n donné (ce nombre vaut dimSn),
donc seul un nombre fini de monômes ont un degré inférieur à celui de m, ce
qui assure le résultat demandé.

8.a. Soit m ∈ J un monôme. Puisque m ∈ J , il existe (P1, . . . , Ps) ∈ Ss

et (Q1, . . . , Qs) ∈ Is tels que m =
∑s

i=1 PiinQi. Quitte à multiplier les Pi par
des constantes on peut supposer que les inQi sont des monômes. Posons donc
mi = inQi. Alors m ∈< m1, . . . , ms >. D’après 1.a., il existe i0 tel que mi0 |m.
Posons m′

i0
= m

mi0
et considérons Q′i0 = m′

i0
Qi0 . Puisque Qi0 ∈ I, Q′i0 ∈ I.

Montrons que son terme initial est m (ce qui prouvera le résultat demandé) :
soit m′ un monôme de Qi0 différent de mi0 : alors mi0 > m′. Si m′

i0
6= 1, on

tire de 6.b. que m′
i0

mi0 > m′
i0

m′. Comme l’ensemble des monômes associés aux
termes de Q′i0 est {m′

i0
m′,m′ monôme associé à un terme de Qi0}, on en déduit

que m′
i0

mi0 est le terme initial de Q′i0 . Il est clair que ce résultat est encore vrai
si m′

i0
= 1. Enfin m′

i0
mi0 = m, donc on a le résultat.

8.b. Remarque : en notant in(P−inP ) < inP , l’auteur du problème confond
abusivement termes et monômes associés. Il a raison de le faire, et à partir de
maintenant nous ferons de même le cas échéant ! Ceci dit cette question est
facile : en effet (P−inP ) est non nul ; si m est un terme quelconque de (P−inP )
c’est aussi un terme de P , donc on a inP ≥ m. De plus inP n’est pas un terme de
(P−inP ) donc inP 6= m. Ceci prouve que inP > m. Il suffit alors de considérer
m = in(P−inP ), qui est en particulier un terme de (P−inP ).

8.c. Supposons que M′ ne soit pas un système libre du k-espace vectoriel
S/I. On peut donc trouver une combinaison linéaire nulle mais non triviale
entre éléments de M′ : il existe (λ1, . . . , λs) ∈ (k∗)s, (m′

1, . . . , m
′
s) ∈ M′s (tous

distincts) tels que
∑s

i=1 λim
′
i = 0S/I . Soit (m1, . . . , ms) ∈ Ms tel que pour

tout i ∈ [1, s], m′
i = mi où P désigne la classe de P ∈ S, dans S/I. On a alors
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∑s
i=1 λim

′
i =

∑s
i=1 λimi =

∑s
i=1 λimi donc

∑s
i=1 λimi = 0S/I . Ceci prouve

que P =
∑s

i=1 λimi ∈ I. Il est facile de montrer récursivement, en utilisant
6.c., que l’on peut réindexer les mi de manière à avoir ms ≥ ms−1 ≥ . . . m1 (on
commence par choisir le plus petit d’entre eux, qui deviendra m1, puis à chaque
étape on choisit le plus petit de ceux qui restent). De plus puisque les m′

i sont
distincts, les mi le sont également. Donc en fait ms > ms−1 > . . . > m1. Ceci
prouve que λsms =inP . Or puisque les mi (qui sont libres dans S) sont distincts
et les λi non nuls, P 6= 0. Donc λsms ∈ J , d’où ms ∈ J . Mais ms ∈ M donc
ms /∈ J . C’est absurde donc M′ est un système libre de S/I.

8.d. Montrons par l’absurde le résultat suivant : pour tout monôme m ∈ S,
il existe (m1, . . . , ms) ∈Ms, (λ1, . . . , λs) ∈ (k)s et P ∈ I tels que :

m =
s∑

i=1

λimi + P.

Si c’est faux on considère le plus petit élément m0, de ceux qui ne vérifient
pas cette propriété (ce que l’on peut faire grâce au 6.c.). On ne peut pas avoir
m0 ∈ M sinon il suffirait d’écrire m0 = m0 pour obtenir une décomposition de
m0 de la forme voulue. Donc m0 ∈ J . D’après a., il existe Q ∈ I tel que m0 =
inQ. On peut encore écrire que m0 = −(Q− inQ)+Q. Si Q = inQ alors m0 = Q
ce qui est absurde car c’est une décomposition de la forme voulue. Donc Q 6=
inQ et d’après b., in(Q− inQ) < inQ. Donc in(Q− inQ) < m0. Par définition de
m0 cela prouve que tout monôme associé à un terme de in(Q− inQ) admet une
décomposition de la forme voulue. Il suffit alors de reporter ces décompositions
dans l’expression −(Q− inQ)+Q pour en obtenir une de m0 ce qui est absurde.
Donc pour tout monôme m de S, on peut écrire m =

∑s
i=1 λimi+P où pour tout

i ∈ [1, s], mi ∈M et P ∈ I. On en déduit que m =
∑s

i=1 λimi+P =
∑s

i=1 λimi

car P = 0. Ceci prouve que le système M′ engendre la famille suivante :

{m, m monôme de S}.

Or la famille {m, m monôme de S} est une base de S donc {m, m monôme
de S} est une famille génératrice de S/I. Donc le système M′ est à son tour
générateur de S/I. En joignant ce résultat à celui du c., on obtient que M′ est
une base de S/I.

8.e. Fixons n ∈ Z et introduisons les notations suivantes :
Mn = {m ∈M tel que degm = n}, P

n
désigne la projection de P ∈ Sn sur In,

et M′
n = {mn, m ∈Mn}. Montrons que M′

n est une base de Sn/In.
C’est une famille libre : si m1

n, . . . , ms
n sont des éléments distincts de M′

n et
si (λ1, . . . , λs) ∈ (k)s vérifie

∑s
i=1 λimi

n = 0(Sn/In) alors
∑s

i=1 λimi ∈ In ⊂ I
donc

∑s
i=1 λimi = 0S/I . Mais les mi sont distincts dans M′ : sinon il existe

i 6= j avec mi = mj , donc mi − mj ∈ I. Puisque mi 6= mj (car mi
n 6= mj

n)
in(mi −mj) est mi ou −mj , et appartient à J . Donc mi ∈ J ou mj ∈ J . Ceci
est absurde car ce sont des éléments de M. On est donc en position d’appliquer
le résultat de c. pour obtenir la nullité de tous les λi.
C’est une famille génératrice ; pour le montrer nous partons d’un élément quel-
conque de Sn/In. Il peut s’écrire P

n
avec P ∈ Sn. Nous considèrons P ∈ S/I.

On sait que P =
∑s

i=1 λimi où les mi ∈ M, car d’après d. M est génératrice
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de S/I. Cela signifie que P =
∑s

i=1 λimi + Q avec Q ∈ I. Donc :

πn(P ) =
s∑

i=1

λiπn(mi) + πn(Q).

Comme P ∈ Sn on a en fait P =
∑s

i=1 λiπn(mi) + πn(Q). De plus I est un
idéal homogène donc d’après III.1.a., πn(Q) ∈ In. Notre égalité passe donc au
quotient de la manière suivante :

P
n

=
s∑

i=1

λiπn(mi)
n
.

Or pour tout i dans [1, s], πn(mi) = 0 ou mi. Donc les πn(mi)
n

sont soit nuls,
soit des éléments de M′

n ce qui prouve la propriété annoncée.
On déduit de tout ceci que dim(Sn/In) = card M′

n, donc hS/I(n) = card(M′
n).

Considérons maintenant (m,m′) ∈ (Mn)2 tel que mn = m′n. Alors m −m′ ∈
In ⊂ I. Si m 6= m′ on a déjà expliqué qu’on obtient une absurdité, donc m = m′.
Ceci prouve que card(Mn) = card(M′

n), dont on tire qu’en fait hS/I(n) =
card(Mn).
Mn est l’ensemble des monômes de degré n qui n’appartiennent pas à J . Nous
appelons alors M′′

n l’ensemble des monômes de degré n qui appartiennent à J . Il
est clair que Mn ∪M′′

n est une base de Sn, et qu’il s’agit d’une union disjointe.
Donc card(Mn)+ card(M′′

n) = dimSn, c’est-à-dire qu’en fait on dispose de l’é-
galité : card(Mn) = dimSn− card(M′′

n).
Montrons que M′′

n est une base de Jn.
D’abord c’est une famille libre car elle est composée de monômes.
Ensuite c’est une famille génératrice : soit P ∈ Jn et

∑
t∈T λtpt sa décom-

position en somme de ses termes. Pour tout t ∈ T , degpt = n car P ∈ Sn. De
plus P ∈ J donc pour tout t ∈ T , pt ∈ J d’après 1.b. car J est monômial.
(Remarque : en toute rigueur pour appliquer les résultats de 1. ou 4., il faudrait
que J soit engendré par un nombre fini de monômes, mais on sait qu’en fait
c’est le cas car S est noethérien.) Donc pour tout t ∈ T , pt ∈ Jn, d’où pt ∈M′′

n.
En particulier on en déduit que card(M′′

n) = dimJn.
Donc en fait card(Mn) = dimSn− dimJn = dim(Sn/Jn) = hS/J(n).
Finalement on a obtenu que hS/I(n) = hS/J(n). Comme cette relation est
vraie pour tout n, hS/I = hS/J . On conclut en remarquant que puisque J est
monômial on a d’après 4.b. (cf remarque précédente), hS/J ∈ P∞.

9.3 Commentaires

Ce problème se fixe l’objectif de démontrer un célèbre théorème de Hilbert
après avoir familiarisé le candidat avec les notions relatives à son énoncé et à sa
signification :

Si I est un idéal homogène de K[X1, . . . , Xr] et si pour tout entier n, hI(n)
désigne la codimension de In (i.e. les éléments homogènes de degré n de I) dans
(K[X1, . . . , Xr])n (i.e. les éléments homogènes de degré n dans K[X1, . . . , Xr])
alors la fonction hI est polynomiale pour n grand.
Précisons que le polynôme en question est appelé traditionnellement polynôme
de Hilbert de l’idéal I par les géomètres algébristes.
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En conséquence, cette épreuve est à la fois longue et difficile. Si dans un
premier temps une certaine aisance dans les calculs et le raisonnement par
récurrence peut suffire face à des polynômes en une variable et à valeurs entières
(première partie), très vite (surtout à partir de la troisième partie) une bonne fa-
miliarité avec les anneaux de polynômes à plusieurs variables devient nécessaire.
Le maniement des idéaux et des “relations” dans de tels anneaux est mis en jeu
à chaque question, parfois de façon assez technique. On notera aussi une uti-
lisation intéressante et variée des outils d’algèbre linéaire autour de la notion
de dimension (base, théorème du rang,...). En résumé, il s’agit d’un beau sujet
d’algèbre (commutative) qui ravira les amateurs en testant leurs connaissances,
les poussant à plusieurs reprises à une véritable recherche et vraisemblablement
en les instruisant, spécialement dans les deux dernières parties. Un petit re-
gret tout de même en forme d’avertissement pour le lecteur : une erreur subtile
(déstabilisante le jour du concours) s’est glissée dans l’avant-dernière partie du
sujet.



Chapitre 10

Session de 1998

10.1 Sujet
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10.2 Correction

I.

1. Construisons la suite (in)n∈N par récurrence.
On prend i0 quelconque dans I.
Supposons avoir construit i0, . . . , in : soit O le centre de Cin

. Comme (Ci)i∈I

est une partition de E , il existe un unique j ∈ I tel que O ∈ Cj . On a alors
Cj ⊂ Din . En effet Cj ∩ Cin = ∅ c’est à dire Cj ⊂ E − Cin et comme Cj est
connexe, Cj est inclus dans l’une des deux composantes connexes de E − Cin

.
Puisque O ∈ Cj , on a Cj ⊂ Din ce qui entrâıne Dj ⊂ Din . Soit O′ le point de
Cj diamétralement opposé à O : ‖O−O′‖ = 2rj < rin

car O′ ∈ Din
. On prend

alors in+1 = j.

2. Il s’agit d’une intersection décroissante de fermés non vides dont le
diamètre tend vers 0 (on montre facilement par récurrence que pour tout n ≥ 0,
rin ≤ 2−nri0) dans un espace complet. D’après le théorème des fermés embôıtés,
on sait que ∩n∈NDin est un singleton {P}.

Remarque : on utilisera dans la suite le résultat élémentaire suivant : soient
deux cercles distincts C et C ′, de centres respectifs O et O′ et de rayons respectifs
R et R′. Ils sont d’intersection non vide si et seulement si

|R−R′| ≤ ‖O −O′‖ ≤ R + R′.

Dans le cas où C ∩ C ′ 6= ∅, cette intersection est réduite à un point si une des
deux inégalités précédentes est une égalité et cette intersection est réduite à
deux points si les deux inégalités sont strictes.

3. Soit j l’unique élément de I tel que P ∈ Cj . On peut considérer n ∈ N tel
que rin < rj . Soit Oj le centre de Cj et Oin le centre de Cin . On a ‖Oj−Oin‖ =
‖Oj−P +P−Oin‖ et comme ‖P−Oin‖ ≤ rin < rj (on se souvient que P ∈ Din)
alors

rj − rin ≤ ‖Oj −Oin‖ ≤ rj + rin .

D’après la remarque, Cj ∩ Cin 6= ∅, ce qui est absurde car j 6= in.
Finalement, on conclut qu’on ne peut pas recouvrir E par une famille de

cercles disjoints.

II.

1.
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¾»rp

rq
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Distinguons deux cas.
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Si p et q sont diamétralement opposés, on considère les cordes de longueur non
nulles de D perpendiculaires à la droite (p, q). Tout point M de D − {p, q} est
dans une telle corde (il suffit de considérer la droite passant par M perpendicu-
laire à (p, q)). De plus, deux telles cordes distinctes sont strictement parallèles
donc disjointes d’où le résultat.
Si p et q ne sont pas diamétralement opposés, les tangentes en p et q à C sont
sécantes en un point ω. Considérons l’ensemble L des cordes de D non réduites
à un point supportées par des droites passant par ω. Cet ensemble est une
partition de D − {p, q} car :

- il ne contient ni p ni q car (ωp) et (ωq) sont tangentes au cercle C,

- si m ∈ D − {p, q}, la droite (ωm) coupe C en deux points distincts donc
la corde D ∩ (ωm) appartient à L,

- deux éléments distincts de L sont disjoints car supportés par des droites
distinctes sécantes en ω /∈ D.

2. Considérons Π un plan contenant le centre de S, p et q (ce plan est unique
lorsque p et q ne sont pas diamétralement opposés). On projette orthogonale-
ment S − {p, q} sur Π : on obtient un disque D de centre O de diamètre le
diamètre de S, privé des points p et q. Grâce à 1., on trouve une partition de
D en segments de droite de longueur non nulle (contenus dans Π). Les images
réciproques de ces segments par la projection orthogonale tracent sur la sphère
des cercles et il est clair que la famille formée par ces cercles convient.

3. L’énoncé suggérait de choisir une famille indexée par Z, comme, par
exemple la famille de cercles de rayon 1 centrés en 1 + 4n où n ∈ Z. Nous
proposons une autre solution, nécessitant également un nombre dénombrable
de cercles.

Π

∆rO rωjC0

"!

#Ã

C1

Soit Π un plan qui contient ∆ et ω un point de ∆ tel que ‖ω − O‖ = 1.
Considérons la famille (Cn)n∈N suivante : Cn est le cercle de centre ω, de rayon
rn = 1 + 2n, inclus dans Π.

Soit r > 0. Il existe un et un seul n ∈ N tel que 2n < r ≤ 2(n + 1). Distin-
guons deux cas.
Si 2n < r < 2(n+1) : si i < n ou si i ≥ n+1, il est clair que |r−ri| > 1 = ‖ω−O‖
donc S(O, r)∩Ci = ∅. Si i = n, |r−rn| < 1 donc S(O, r)∩Cn est un doubleton.
Si r = 2(n + 1) : si i < n ou si i > n + 1, il est clair que |r − ri| > 1 = ‖ω −O‖
donc S(O, r) ∩ Ci = ∅. Sinon |r − rn| = 1 et |r − rn+1| = 1 donc S(O, r) ∩ Cn

est réduit à un point appartenant à Cn et S(O, r) ∩Cn+1 est réduit à un point
appartenant à Cn+1.

Dans tous les cas, on en conclut que S(O, r)
⋂( ⋃

n∈N
Cn

)
est un doubleton.

4. Conservons les notations de la question 3. Pour tout r > 0,

S(O, r)
⋂( ⋃

n∈N
Cn

)
= {pr, qr}.
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D’après 2., on peut recouvrir S(O, r) − {pr, qr} par une famille Ĉr de cercles
disjoints. Les cercles de Ĉr sont disjoints des Cm (m ≥ 0) car pr et qr sont les
deux seuls points d’intersection de S(O, r) et de ∪n∈NCn. De plus, pour r 6= r′,
Ĉr et Ĉr′ sont disjointes car S(O, r) ∩ S(O, r′) = ∅. Enfin, on note que O ∈ C0

et que E − {O} =
⋃

r>0 S(O, r) donc E est recouvert par la famille de cercles
disjoints ⋃

r>0

Ĉr ∪
( ⋃

n∈N
Cn

)
.

III.

On notera E = (e1, . . . , en) la base canonique de Rn ; Matβ(x1, . . . , xn) la
matrice dont les vecteurs colonnes sont les coordonnées des vecteurs x1, . . . , xn

dans la base β ; Mat(f, β, β′) la matrice représentative de l’applicaton linéaire
f dans les bases β et β′.

1. Pour 1 ≤ i ≤ n, notons Mei = e′i. Comme M ∈ GLn(R), E ′ =
(e′1, . . . , e

′
n) est une base de Rn. Orthonormalisons cette base pour le produit

scalaire usuel sur Rn : on obtient une base orthonormée E ′′ = (e′′1 , . . . , e′′n) et
on a immédiatement par récurrence Vect(e′′1 , . . . , e′′i ) = Vect(e′1, . . . , e

′
i) pour

tout i = 1, . . . , n. Il en résulte que T1 = MatE′′(e′1, . . . , e
′
n) est triangulaire

supérieure. Comme E ′′ est orthonormée, les coefficients diagonaux de T1 sont
égaux à 〈e′i, e′′i 〉 > 0. On a alors

M = Mat(I, E ′, E) = Mat(I, E ′′, E)Mat(I, E ′, E ′′)
= Mat(I, E ′′, E) T1.

Soit K = Mat(I, E ′′, E) : K est la matrice de passage d’une base orthonormée
de Rn vers une autre base orthonormée donc K est orthogonale. D’autre part,
si les tii désignent les coefficients diagonaux de T1 et D = diag(t11, . . . , tnn)
alors on peut écrire T1 = DT donc (la ligne i de T est 1

tii
fois la ligne i de T1)

M = KDT où T est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale.
Montrons l’unicité d’une telle décomposition. Supposons disposer de K1, K2 ∈
On(R), D1, D2 diagonales à éléments diagonaux strictement positifs (en parti-
culier inversibles) et T1, T2 triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale
telles que K1D1T1 = K2D2T2 alors on a

K−1
2 K1 = D2T2T

−1
1 D−1

1 ,

avec K−1
2 K1 orthogonale, et on remarque que D2T2T

−1
1 D−1

1 est triangulaire
supérieure à éléments diagonaux positifs. Comme la seule matrice orthogonale
et triangulaire supérieure à éléments diagonaux positifs est l’identité, K−1

2 K1 =
D2T2T

−1
1 D−1

1 = I ce qui prouve que K1 = K2 et D1T1 = D2T2. Les coefficients
diagonaux de D1T1 sont ceux de D1, les coefficients diagonaux de D2T2 sont
ceux de D2 donc D1 = D2. Comme D1 est inversible, on a T1 = T2.

2. Si M ∈ GLn(Z) alors det M ∈ Z et det M−1 ∈ Z car M et M−1 sont à
coefficients entiers. Or det M detM−1 = 1 donc det M est inversible dans Z et
nécessairement, det M ∈ {−1, 1}.
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Réciproquement, si M ∈ Mn(Z) et det M ∈ {−1, 1} alors les cofacteurs
de M sont entiers et comme det M est inversible dans Z, la matrice M−1 =

1
det M

tcomM est à coefficients entiers et M ∈ GLn(Z).

3. Il existe une structure de groupe sur Hn faisant de πn un homomor-
phisme de groupes si et seulement si GLn(Z) est distingué dans GLn(R). C’est
clairement le cas si n = 1 mais ce n’est plus vrai pour n ≥ 2 comme le montre
l’exemple suivant : pour n = 2, on a

(
2 0
0 1

)−1 (
0 1
1 0

)(
2 0
0 1

)
=

(
0 1/2
2 0

)
/∈ GL2(Z).

Pour n ≥ 3, il suffit de considérer les matrices définies par bloc :



2 0
0 1 0

0 In−2


 et




0 1
1 0 0

0 In−2


 .

4. Appelons ψ cette application. Pour M ∈ GLn(R), il est clair que M(Zn)
est le réseau dont une base est (Me1, . . . ,Men) car

M(a1, . . . , an) = M(
n∑

i=1

aiei) =
n∑

i=1

aiM(ei).

Si Γ est un réseau de base (f1, . . . , fn), il suffit de considérer la matrice M dont
les colonnes sont les fi pour obtenir ψ(M) = Γ : ψ est surjective.

On sait aussi qu’en définissant la relationR sur GLn(R) de la façon suivante :

MRM ′ si et seulement si M(Zn) = M ′(Zn),

on peut factoriser ψ en une injection ψ de GLn(R)/R qui a même image que ψ
définie par ψ([M ]R) = ψ(M).
Il suffit donc de montrer que GLn(R)/R = GLn(R)/GLn(Z), c’est à dire

M(Zn) = M ′(Zn) ⇐⇒ ∃A ∈ GLn(Z),M = M ′A.

Mais M(Zn) = M ′(Zn) si et seulement si M ′−1M(Zn) = Zn car M ′ est bijective.
Il suffit alors de prouver que si A ∈ GLn(R), A(Zn) = Zn si et seulement si
A ∈ GLn(Z).
Supposons que A(Zn) = Zn avec A ∈ GLn(R). Alors il est clair que A ∈ Mn(Z) :
en effet, les vecteurs colonnes de A sont les images de vecteurs de Zn donc
sont dans Zn. D’autre part, on a aussi Zn = A−1(Zn) donc A−1 ∈ Mn(Z) et
A ∈ GLn(Z).
Réciproquement si A ∈ GLn(Z), il est clair que A(Zn) ⊂ Zn. De même, A−1 ∈
GLn(Z) donc A−1(Zn) ⊂ Zn d’où Zn ⊂ A(Zn).

5. Pour tout M ∈ GLn(R), pour tout A ∈ GLn(Z),

| detMA| = |detM | | detA| = |det M |
car d’après 2., det A ∈ {−1, 1}. On peut donc définir

f : Hn → R
[M ] 7→ | detM |.
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Comme Hn est en bijection avec Rn d’après 4., on en déduit une application
ν = f ◦ ψ

−1
:

ν : Rn → R
Γ = M(Zn) 7→ | detM |.

Si u1, . . . , un est une base du réseau Γ, on a ui = Mei donc

ν(Γ) = | det B(u1, . . . , un)|.

C’est donc le volume du parallélotope défini par les vecteurs u1, . . . , un (ce
volume ne dépend pas de la base choisie).

6. Soit B(c, r) une boule de Rn et M ∈ GLn(R) telle que Γ = M(Zn). On a

#{x ∈ Γ;x ∈ B(c, r)} = #{x ∈ M(Zn); x ∈ B(c, r)}
= #{y ∈ Zn; y ∈ M−1(B(c, r))}.

L’application M−1 est linéaire et continue (nous sommes en dimension finie)
donc M−1(B(c, r)) est une partie bornée de Rn incluse dans un cube de la
forme [−a, a]n avec a ∈ N. Un tel cube contient au plus (2a + 1)n éléments de
Zn ce qui entrâıne le résultat.

7. Soit Λ = M(Zn) le réseau défini par la classe M (cf. 4.). Pour M ∈ M,
Me est un élément de Λ donc ϕ(M) est la norme d’un élément de Λ pour
M ∈ M. Soit M0 ∈ M. D’après la question 6., il n’y a qu’un nombre fini de
points de Λ de norme inférieure à ϕ(M0). En particulier, ϕ(M) ∩ B(0, ϕ(M0))
est fini dans R donc ϕ atteint son minimum sur M.

8. On a clairement

ϕ(M) = ‖Me‖ = ‖KDTe‖ = ‖DTe‖ car K est isométrique
= ‖De‖ = ‖d1(M)e‖ = |d1(M)| = d1(M) via Te = e.

9. Posons t = t1,2(M) et choisissons p ∈ Z tel que −1/2 ≤ p + t ≤ 1/2. On
a (p + t)2 ≤ 1/4. Posons

A =




(
p −1
1 0

)
0

0

1
. . .

1



∈ GLn(Z) (cf 2.).

On a alors Ae = pe+e2, TAe = pe+te+e2 et DTAe = d1(M)(p+t)e+d2(M)e2

d’où

ϕ(MA)2 = ‖KDTAe‖2 = ‖DTAe‖2 = d1(M)2(p + t)2 + d2(M)2

car la base canonique est orthonormale.
Comme M est minimale, ϕ(M)2 ≤ ϕ(MA)2 ce qui donne, d’après la question

8., d1(M)2 ≤ ϕ(MA)2. On obtient

d1(M)2(1− (p + t)2) ≤ d2(M)2
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et comme 1− (p + t)2 ≥ 3/4, on a

d1(M) ≤ 2√
3
d2(M).

10.a. La matrice DT est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux
sont les di(M). Elle peut s’écrire par blocs sous la forme suivante :

DT =




d1(M) L
0
...
0

T ′


 ,

où T ′ est une matrice triangulaire supérieure inversible d’ordre n − 1 et L une
matrice ligne de taille (n − 1). Puisque πn−1(Tn−1) = Hn−1, on peut trouver
A′ ∈ GLn−1(Z) telle que T ′A′ ∈ Tn−1. Posons

A =




1 0 . . . 0
0
...
0

A′


 .

Il est clair qu’on a aussi A ∈ GLn(Z) car det A = det A′ (cf 2.). On a

DTA =




d1(M) b2 . . . bn

0
...
0

T ′A′


 ,

donc A répond à la question posée.

b. Soit (K ′, D′, T ′) la décomposition d’Iwasawa de M ′. Posons

K̃ = K ·




1 0 . . . 0
0
...
0

K ′


 , D̃ =




d1(M) 0 . . . 0
0
...
0

D′


 ,

et T̃ =




1 b2/d1(M) . . . bn/d1(M)
0
...
0

T ′


 .

Il est clair que K̃ ∈ On(R), que D̃ est diagonale à coefficients strictement positifs
et T̃ est triangulaire supérieure à coefficients diagonaux égaux à 1. De plus,

K̃D̃T̃ = K(DTA) = (KDT )A = MA.

Par unicité (cf 1), la décomposition d’Iwasawa de MA est donc (K̃, D̃, T̃ ).
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11. On procède par récurrence sur n ∈ N?.
Si n = 1, c’est évident car T1 = GL1(R).
Supposons que πn−1(Tn−1) = Hn−1 ce qui nous permet d’appliquer 10. Soit
M∈ Hn. D’après 7., on peut trouver M ∈M minimale. D’après 10.a., il existe
A ∈ GLn(Z) et M ′ ∈ Tn−1 telles que

DTA =




d1(M) b2 . . . bn

0
...
0

M ′


 .

On a bien sûr MA ∈ M. Le 10.b. prouve que d1(MA) = d1(M) et di(MA) =
di−1(M ′) dès que i ≥ 2. En particulier, d’après 8., ϕ(MA) = ϕ(M) donc MA
est minimale et d’après 9.,

d1(MA) ≤ 2√
3

d2(MA).

D’autre part, puisque M ′ ∈ Tn−1, dès que i ≥ 2,

di(MA) = di−1(M ′) ≤ 2√
3

di(M ′) =
2√
3

di+1(MA).

Ceci prouve que MA ∈ Tn et achève la récurrence.

12. D’après 4., tout réseau Γ s’identifie à un élément M de Hn. D’après
11., on peut considérer M ∈M∩ Tn.
Remarquons que ϕ(M) = ‖Me‖ ≥ m(Γ) car Me ∈ Γ−{0}. On a ainsi m(Γ)2 ≤
d1(M)2.
D’autre part, comme M ∈ Tn, pour tout i = 1, . . . , n,

di(M) ≥ (√3
2

)i−1
d1(M).

Comme ν(Γ) = | detM | = |det(KDT )| = | detD| car |det K| = | detT | = 1, on
en déduit que

ν(Γ) =
n∏

i=1

di(M) ≥ d1(M)n
n∏

i=1

(√3
2

)i−1 =
(√3

2
)n(n−1)/2

d1(M)n.

On obtient donc

γ(Γ) ≤ d1(M)2

d1(M)2
(√

3
2

)n−1 =
( 2√

3

)n−1
.

Pour montrer que γ(Γ) > 0, il suffit de montrer que m(Γ) > 0. Pour cela,
nous allons montrer que la borne inférieure définissant m(Γ) est atteint en a ∈
Γ − {0}. Si ce n’est pas le cas, pour tout a ∈ Γ − {0}, il existe a′ ∈ Γ − {0}
tel que ‖a′‖ < ‖a‖. On peut donc trouver une suite (an)n∈N bornée d’éléments
tous distincts de Γ ce qui contredit le résultat de 6.

13. Si (p1, . . . , pn) ∈ Zn − {0}, ‖(p1, . . . , pn)‖2 =
n∑

i=1

p2
i ≥ 1 et ‖e‖ = 1

donc m(Zn) = 1. D’autre part, il est clair que In est dans l’élément de Hn
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correspondant à Zn (In correspond à la base (e1, . . . , en) de Zn). Ainsi ν(Zn) =
|det In| = 1 et on en déduit immédiatement que γ(Zn) = 1.

On appelle Γ le réseau

Z(1, 0)⊕ Z(1
2
,

√
3

2
)

Soit a = p(1, 0) + q(1/2,
√

3/2) ∈ Γ− {0}. On calcule

‖a‖2 = (p +
q

2
)2 +

3
4
q2 =

1
4
(2p + q)2 +

3
4
q2.

Si q = 0, clairement ‖a‖2 ≥ 1.
Si q 6= 0, on a ‖a‖2 ≥ 1

4 + 3
4 . En effet, si 2p + q est non nul, c’est trivial. Si

2p + q est nul, p est alors non nul (car q 6= 0), q est pair donc ‖a‖2 ≥ 3.

Dans tous les cas, ‖a‖ ≥ 1 et le minimum est atteint en (1, 0) et en (
1
2
,

√
3

2
).

Ainsi, m(Γ) = 1.
D’autre part, si M est l’élément de Hn correspondant à Γ,

M =




1
1
2

0
√

3
2


 ∈M

donc ν(Γ) = |det M | = √
3/2.

Finalement, γ(Γ) = 2/
√

3 et l’on constate que l’inégalité obtenue en 12. est
optimale dans le cas des réseaux de dimension 2.

14. Soit M un élément quelconque de Hn. D’après 11., on sait qu’il existe
M ∈ Tn telle que πn(M) = M. Soit (K,D, T ) la décomposition d’Iwasawa
de M et A une matrice triangulaire supérieure à coefficients entiers dont les
coefficients diagonaux valent 1 : il est clair que A ∈ GLn(Z) donc πn(MA) =
M. D’autre part, TA est triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux
valent 1 donc (K, D, TA) est la décomposition d’Iwasawa de MA. En particulier,
DMA = DA = D donc on a encore MA ∈ Tn.
Il suffit donc de montrer que l’on peut ajuster les coefficients hors diagonale de
A de façon à ce que ceux de TA soient de valeur absolue inférieure à 1/2.

On a : (TA)ij =
j∑

k=i

tikakj . Si j > i, (TA)ij = aij +
j∑

k=i+1

tikakj .

Fixons j ≥ 2. Supposons choisis ai+1,j ; . . . ; aj,j donc le réel
j∑

k=i+1

tikak,j est

fixé. On choisit alors ai,j ∈ Z tel que

−1/2 ≤ ai,j +
j∑

k=i+1

tikak,j ≤ 1/2.

Comme aj,j = 1, cela définit par une récurrence décroissante les coefficients de
la j-ième colonne de A qui permettent de satisfaire aux conditions posées pour
la j-ième colonne de TA. On fait bien sûr ce travail pour tout j = 2, . . . , n. Pour
la matrice A obtenue, MA ∈ Sn et πn(MA) = M.
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IV.

1. Soit V un ouvert de Rn. Il existe U un ouvert de GLn(R), tel que V =
πn(U). On a

π−1
n (V ) = {M ∈ GLn(R); πn(M) ∈ πn(U)}

= {M ∈ GLn(R); MA = vB, où A, B ∈ GLn(Z), v ∈ U}
=

⋃

A∈GLn(Z)
UA.

On remarque que pour tout A ∈ GLn(Z), UA est un ouvert de GLn(R) car
c’est un translaté de l’ouvert U . L’ensemble π−1

n (V ) est donc une intersection
d’ouvert donc c’est un ouvert de GLn(R). Ceci est valable pour tout ouvert V
donc πn est continue.

Supposons Rn non séparée. Il existe Γ, Γ′ ∈ Rn tels que Γ 6= Γ′ et pour tous
ouverts U , V de GLn(R) tels que Γ ⊂ πn(U) et Γ′ ⊂ πn(V ), on a

πn(U) ∩ πn(V ) 6= ∅.
Soient M , M ′ ∈ GLn(R) telles que πn(M) = Γ et πn(M ′) = Γ′. Pour tout
p ∈ N?, on a donc

πn(B(M, 1/p)) ∩ πn(B(M ′, 1/p)) 6= ∅,
où B(M, 1/p) est la boule ouverte de centre M et de rayon 1/p dans GLn(R). On
peut donc trouver Mp ∈ B(M, 1/p) et M ′

p ∈ B(M ′, 1/p) telles que πn(Mp) =
πn(M ′

p). On a donc M−1
p M ′

p ∈ GLn(Z). Il est clair que Mp converge vers M
et que M ′

p converge vers M ′ dans GLn(R). Comme l’application (A,A′) 7→
A−1A′ est continue donc M−1

p M ′
p converge vers M−1M ′. Or GLn(Z) est fermé

dans GLn(R) car on peut le voir comme Zn2
(fermé dans Rn2

) intersecté avec
det−1({−1, 1}) (fermé dans GLn(R) car det est continue). On a donc M−1M ′ ∈
GLn(Z) c’est à dire πn(M) = πn(M ′) ce qui est absurde.

2. Soit O un ouvert de R. Supposons avoir montré que

ν−1(O) = πn(| det |−1(O)).

Comme | det | est continue sur GLn(R), | det |−1(O) est ouvert dans GLn(R).
Puisque πn est ouverte, πn(| det |−1(O)) est ouvert dans Rn. Ceci prouve que
ν−1(O) est ouvert d’où la continuité de ν.
Montrons l’égalité annoncée.
Considérons Γ ∈ ν−1(O) et soit M ∈ GLn(R) telle que Γ = πn(M). Par
définition de ν (voir 5.), | detM | = ν(Γ) ∈ O donc M ∈ | det |−1(O) et Γ ∈
πn(|det |−1(O)).
Considérons Γ ∈ πn(| det |−1(O)), il existe M ∈ | det |−1(O) telle que Γ =
πn(M). Or ν(Γ) = |det M | ∈ O donc Γ ∈ ν−1(O).

3. L’application
GLn(R) → R?

+

M 7→ ‖M−1‖
est continue comme composée d’applications continues. Comme U est compact,
son image par cette application est bornée :

∃α > 0, ∀M ∈ U, ‖M−1‖ ≤ α.
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Ainsi pour tout x ∈ Rn, pour tout M ∈ U ,

‖x‖ = ‖M−1Mx‖ ≤ ‖M−1‖‖Mx‖ ≤ α‖Mx‖.

Il suffit de choisir c = 1/α.

4. Soit Γ ∈ Rn et M ∈ GLn(R) tel que πn(M) = Γ. Par continuité du
déterminant, on trouve α > 0 tel que ‖M −P‖ ≤ α entrâıne | detM − det P | ≤
1
2 |det M |, ce qui assure que P ∈ GLn(R). L’ensemble

U = {P ∈ Mn(R), ‖M − P‖ ≤ α}.

est inclus dans GLn(R) et c’est un compact de Mn(R) en tant que fermé borné
donc U est un compact pour la topologie induite sur GLn(R). Par la question
précédente, il existe c > 0 tel que

∀P ∈ U,∀x ∈ Rn, ‖Px‖ ≥ c‖x‖.

Soit ε > 0, O = {M ′ ∈ GLn(R), ‖M ′ − M‖ < ε}. L’ouvert πn(O) est un
voisinage de Γ et pour tout Γ′ ∈ πn(O), il existe M ′ ∈ O telle que πn(M ′) = Γ′.
On a vu au III.12. que m(Γ) et m(Γ′) sont atteints donc il existe z ∈ Zn, z′ ∈ Zn

tels que
m(Γ) = ‖Mz‖ et m(Γ′) = ‖M ′z′‖.

Par définition de l’application m,

m(Γ) ≤ ‖Mz′‖ et m(Γ′) ≤ ‖M ′z‖

Or
‖Mz′‖ = ‖M ′z′ + (M −M ′)z′‖ ≤ m(Γ′) + ε‖z′‖

et de même ‖M ′ z‖ ≤ m(Γ) + ε‖z‖.
Il vient : m(Γ′) − m(Γ) ≤ ε‖z‖. De même, m(Γ) − m(Γ′) ≤ ε‖z′‖. En

choisissant ε suffisamment petit, M ′ est un élément de U . On a alors ‖z′‖ ≤
1
c‖M ′z′‖. Puis

m(Γ)−m(Γ′) ≤ ε

c
‖M ′z′‖ ≤ ε

c
m(Γ′).

Ainsi, m(Γ)−m(Γ′) ≤ ε
ε+cm(Γ).

La fonction m est donc continue au point Γ.
D’après 2., ν est continue. Comme elle ne s’annule pas sur Rn, il en résulte

immédiatement que γ est continue.

5. Soit Y une partie fermée de Sn.
Supposons qu’il existe α > 0 et β > 0 tels que

∀M ∈ Y, d1(M) ≥ α et dn(M) ≤ β.

Soit (Mp)p∈N une suite d’éléments de Y. Pour tout p ∈ N, (Kp, Dp, Tp) est la
décomposition d’Iwasawa de Mp. Puisque On(R) est compact, il existe K ∈
On(R) et φ strictement croissante de N dans N telle que Kφ(p) → K. L’en-
semble des matrices triangulaires supérieures à coefficients diagonaux égaux à 1
et à coefficients hors-diagonaux de valeur absolue inférieure ou égale à 1/2 est
compact car homéomorphe à [−1/2, 1/2]n(n−1)/2 donc il existe T de ce type et
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ψ telles que Tφ◦ψ(p) → T . Enfin, comme M ∈ Sn ⊂ Tn, la condition sur d1(M)
et dn(M) assure que pour tout i = 1, . . . , n, pour tout p ∈ N,

(√3
2

)n−1
α ≤ di(Mp) ≤

( 2√
3

)n−1
β,

donc Dp est à valeurs dans un compact de R+∗ et il existe D diagonale à
coefficients diagonaux strictement positifs et θ telles que Dφ◦ψ◦θ(p) → D. Il est
alors clair que Mφ◦ψ◦θ(p) → KDT et comme Y est fermé, KDT ∈ Y ce qui
prouve la compacité de Y.

Réciproquement, supposons que Y soit compacte. L’application

GLn(R) → R?
+

M 7→ d1(M)

est continue car d’après 8., d1(M) = ϕ(M) = ‖Me‖ donc l’image de Y par cette
application est un compact de R?

+. En particulier, il existe α > 0 tel que

∀M ∈ Y, d1(M) ≥ α.

L’application
GLn(R) → R?

+

M 7→ | detM |
est continue donc l’image de Y par cette application est un compact de R?

+. En
particulier, il existe β > 0 tel que

∀M ∈ Y, | detM | ≤ β.

Mais M ∈ Sn ⊂ Tn donc pour tout i = 1, . . . , n

di(M) ≥ (√3
2

)i−1
d1(M)

Finalement,

β ≥ | detM | =
n∏

i=1

di(M) ≥ dn(M)d1(M)n−1
(√3

2
)(n−1)(n−2)/2

,

et comme d1(M) ≥ α, on en conclut que

dn(M) ≤ β

αn−1

( 2√
3

)(n−1)(n−2)/2
.

Les conditions posées sur d1 et dn sont donc satisfaites sur Y.

6. Supposons que P soit compacte. On a montré au 2. que ν est continue
de Rn dans R donc ν(P ) est une partie compacte de R qui est en particulier
majorée : (i) est vérifiée. On a montré au 4. que m est continue de Rn dans
R?

+ donc m(P) est une partie compacte de R?
+ et en particulier, il existe a > 0

tel que pour tout Γ ∈ P, m(Γ) ≥ a. Il suffit alors de poser U = B(0, a/2) pour
vérifier (ii).

Réciproquement, supposons que (i) et (ii) soient vérifiées. Posons

Y = π−1
n (P) ∩ Sn.
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D’après II.14., πn(Y) = P. Il suffit de montrer que Y est compacte car P sera
également compacte comme image dans un espace séparé (par 1.) d’un compact
par une application continue.
Puisque πn est continue et P fermé dans Rn, Y est fermé dans Sn. Pour obtenir
la compacité de Y, il suffit de vérifier les deux conditions sur d1 et dn de la
question précédente.
D’après (ii), on peut considérer α > 0 tel que pour tout Γ ∈ P , Γ∩B(0, α) = {0}.
Ceci entrâıne évidemment que pour tout Γ ∈ P, m(Γ) ≥ α. Si M ∈ Y,

d1(M) = ϕ(M) = ‖Me‖ ≥ m(πn(M)) ≥ α

donc la condition sur d1 est vérifiée.
D’après (i), on peut considérer β > 0 tel que pour tout Γ ∈ P, ν(Γ) ≤ β.
Ceci entrâıne évidemment que pour tout M ∈ Y , | detM | ≤ β. On conclut
exactement comme dans 5. à l’existence d’un β1 tel que pour tout M ∈ Y,
dn(M) ≤ β1 : la condition sur dn est également vérifiée.

7. Il est évident que l’image de γ′ est incluse dans l’image de γ. Considérons
a dans l’image de γ : il existe Γ ∈ Rn tel que γ(Γ) = a. Soit λ = 1/ν(Γ)1/n et
considérons Γ′ = λΓ = {λx, x ∈ Γ}.
Il est clair que Γ′ est un réseau : si (f1, . . . , fn) est une base de Γ, Γ′ est le réseau
de base (λf1, . . . , λfn).
Il est également clair que ν(Γ′) = λnν(Γ) = 1 donc Γ′ ∈ R′n.
Enfin, comme m(Γ′) = λm(Γ) on a

γ′(Γ′) =
m(Γ′)2

ν(Γ′)2/n
=

(λm(Γ))2

(λnν(Γ))2/n
= γ(Γ) = a

donc a est dans l’image de γ′.

8. D’après 4., γ et donc γ′ sont continues. Considérons K un compact de
]0, +∞[ : K est fermé donc γ′−1(K) est fermée dans R′n donc dans Rn car
R′n est fermée dans Rn. Pour montrer sa compacité, on peut donc appliquer la
question 6. et il suffit de vérifier les conditions (i) et (ii).
Par définition de R′n, (i) est vérifiée.
D’autre part, il existe α > 0 tel que K ⊂ [α, +∞[ donc pour tout Γ ∈ γ′−1(K),
γ′(Γ) ≥ α. Mais

γ′(Γ) =
m(Γ)2

ν(Γ)2/n
= m(Γ)2

donc pour tout Γ ∈ γ′−1(K), m(Γ) ≥ √
α. Si U = B(0,

√
α/2), la propriété (ii)

est vérifiée.

9. D’après 7., sup
Γ∈Rn

γ(Γ) = sup
Γ′∈R′n

γ′(Γ′). Considérons Γ′1 ∈ R′n alors par le

III.12.,

sup
Γ′∈R′n

γ′(Γ′) ⊂ [
γ′(Γ′1),

( 2√
3

)n−1]
.

On pose K = γ′−1([γ′(Γ′1),
( 2√

3

)n−1] : d’après 8., K est compact et γ′|K est

continue et atteint son maximum en Γ′0. Il est clair que

γ′(Γ′0) = sup
Γ′∈R′n

γ′(Γ′),
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donc Γ′0 convient.

V.

Remarquons tout d’abord que :

- S(Γ) est non vide par III.6. et 12.

- S(Γ) est fini en utilisant III.6.

- S(Γ) est de cardinal pair car si a ∈ S(Γ), −a ∈ S(Γ) et a 6= −a.

1. Il suffit de poser B(x, y) =
1

m(Γ)2
〈x, y〉.

2. Soit y0 non nul dans Γ − S(Γ). D’après III.6., la boule B(0, ‖y0‖) ne
contient qu’un nombre fini d’éléments de Γ donc qu’un nombre fini d’éléments
non nuls de Γ−S(Γ). Soit y1 de norme minimale dans cet ensemble. Il est clair
qu’en posant

c(Γ) =
‖y1‖
m(Γ)

,

on a bien c(Γ) > 1 (car y1 /∈ S(Γ)) et pour tout y ∈ Γ− S(Γ) non nul,

‖y‖ ≥ ‖y1‖ = c(Γ)m(Γ).

Soit y non nul dans Γ− S(Γ) et M ∈ GLn(R) alors

c(Γ)m(Γ) ≤ ‖y‖ = ‖M−1My‖ ≤ ‖M−1‖ ‖My‖,

ce qui est le résultat.

3. L’application M 7→ ‖M‖ ‖M−1‖ est continue sur GLn(R) et vaut 1 en
In. On peut donc trouver un voisinage U de In dans GLn(R) tel que

∀M ∈ U, ‖M‖ ‖M−1‖ < c(Γ).

Prenons b ∈ S(M(Γ)) et a ∈ Γ tel que b = Ma. Pour tout u ∈ Γ − {0},
m(Γ) = ‖Ma‖ ≤ ‖Mu‖. Montrons que a ∈ S(Γ). On a ‖a‖ = ‖M−1Ma‖ ≤
‖M−1‖‖Ma‖ mais ‖Ma‖ ≤ ‖Mu‖ donc

‖a‖ ≤ ‖M−1‖‖Mu‖ ≤ ‖M−1‖‖M‖‖u‖ < c(Γ)‖u‖.

En particulier, si u ∈ S(Γ), ‖a‖ < c(Γ)m(Γ). Mais d’après 2., si a /∈ S(Γ), on
a avec M = In, ‖a‖ ≥ c(Γ)m(Γ) ce qui est contradictoire. On en conclut que
a ∈ S(Γ) donc b = Ma ∈ M(S(Γ)).

4. Puisque lim
α→0

Mα = In, on peut trouver ε > 0 tel que si |α| < ε alors

Mα ∈ U. On a donc pour tout |α| < ε,

S(Mα(Γ) ⊂ Mα(S(Γ)).
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Considérons b ∈ S(Mα(Γ)) : ‖b‖ = m(Mα(Γ)). D’autre part, b s’écrit Mαa où
a ∈ S(Γ). Comme Mα est symétrique,

‖b‖2 = ‖Mαa‖2 = 〈a, M2
αa〉

et M2
α = In + αM donc

‖b‖2 = ‖a‖2 + α〈a,Ma〉.

Par définition de M , on a 〈a,Ma〉 = (B − B′)(a, a) = 1 − 1 = 0, donc ‖b‖ =
‖a‖ = m(Γ) ce qui prouve que m(Mα(Γ)) = m(Γ).

5. La matrice M est symétrique donc diagonalisable dans une base ortho-
normée de Rn ainsi que In + αM . Si λ1, . . . , λn désignent les valeurs propres
de M alors les valeurs propres de In + αM sont 1 + αλ1, . . . , 1 + αλn. Soit
f : α 7→ detMα alors

f2(α) = det M2
α = det(In + αM)

=
n∏

i=1

(1 + αλi) = 1 + α

n∑

i=1

λi + α2(
∑

1≤i<j≤n

λiλj) + o(α2).

On pose σ1 =
n∑

i=1

λi et σ2 =
∑

1≤i<j≤n

λiλj . On a alors (f(α) étant positif pour

α assez petit)

f(α) =
√

f2(α) = (1 + ασ1 + α2σ2 + o(α2))1/2

= 1 + α
σ1

2
+ α2(

σ2

2
− σ2

1

8
) + o(α2).

Supposons maintenant γ(Γ) = sup
Γ′∈Rn

γ(Γ′) alors γ(Mα(Γ)) ≤ γ(Γ). D’après

4., on a pour α assez petit, m(Mα(Γ)) = m(Γ) donc

γ(Mα(Γ)) =
m(Γ)2

ν(Mα(Γ))2/n
,

et on en déduit que ν(Mα(Γ)) ≥ ν(Γ). Or ν(Mα(Γ)) = | det(MαM̃)| où Γ =
πn(M̃) donc (comme Mα est définie positive) ν(Mα(Γ)) = det(Mα)| det(M̃)| =
(detMα) ν(Γ) puis pour α assez petit, on a

det Mα ≥ 1 = det M0.

Ceci entrâıne d’abord σ1 = 0 sinon le développement limité précédent assurerait
que det Mα prend des valeurs strictement plus petites que 1 au voisinage de 0 à

gauche. Pour la même raison,
σ2

2
− σ2

1

8
=

σ2

2
≥ 0 donc

n∑

i=1

λ2
i = σ2

1 − 2σ2 = −2σ2 ≤ 0.

Ceci entrâıne la nullité de tous les λi donc de la matrice M . Ainsi, B = B′ et
BΓ n’a qu’un seul élément.
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6.a. Soient b1, . . . , bn les éléments de B. Ecrivons pour a ∈ S(Γ),

a =
n∑

i=1

αi(a)bi

avec αi(a) ∈ Z. On a alors

B ∈ BΓ ⇐⇒ ∀a ∈ S(Γ), B(a, a) = 1
⇐⇒ ∀a ∈ S(Γ),

∑

i,j

αi(a)αj(a)B(bi, bj) = 1.

On obtient donc un système à coefficients entiers de #S(Γ) équations. Or a et
−a donnent naissance à la même équation donc on obtient en fait un système
linéaire à #S(Γ)/2 équations.

b. Comme B est symétrique, le système précédent comporte n(n + 1)/2
inconnues. Il doit avoir une unique solution car BΓ a un seul élément. Il possède
donc plus d’équations que d’inconnues donc

#S(Γ)
2

≥ n(n + 1)
2

d’où le résultat.

c. Soit q la forme bilinéaire q(x, y) = 〈x, y〉 alors

(〈b, b′〉)b,b′∈B = Mat(q,B).

Si P désigne la matrice de passage de la base canonique E vers B, on a

Mat(q,B) = tPMat(q, E)P

ce qui donne (〈b, b′〉)b,b′∈B = tPP. Or | detP | = ν(Γ) car P est la matrice des
vecteurs de B dans la base canonique. Le déterminant cherché est donc (ν(Γ))2.

d. Comme BΓ a un seul élément, cet élément de BΓ est celui déterminé au
1., c’est à dire

B(x, y) =
〈x, y〉
m(Γ)2

.

D’autre part les B(b, b′) sont rationnels car solution d’un système linéaire à
coefficients dans Z donc

det
([

B(b, b′)
]
b,b′∈B

) ∈ Q.

Or ce déterminant vaut

1
m(Γ)2n

det
(
[〈b, b′〉]b,b′∈B

)
=

ν(Γ)2

m(Γ)2n
=

1
γ(Γ)n

donc γ(Γ)n ∈ Q.

Remarque : d’après 5., cette dernière propriété de rationnalité est en parti-
culier vérifiée si Γ maximise γ.
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10.3 Commentaires

On étudie dans un premier temps un problème de recouvrement dans le cas
du plan puis de l’espace. Aucune connaissance particulière n’est requise. Le reste
du sujet concerne la géométrie des réseaux. Le problème utilise principalement
des techniques d’algèbre linéaire, d’optimisation et d’estimations volumiques.
La partie IV permettra aux candidats de manipuler des notions topologiques
standards sur l’ensemble des réseaux.

La topologie quotient. Identifier Rn et Hn, c’est par définition dire que
Rn est l’ensemble quotient GLn(R)/GLn(Z). Expliquons pourquoi la topologie
dont on munit Rn dans la partie IV est en fait la topologie quotient associée.
En effet, la définition donnée ici n’est pas la définition générale de la topologie
quotient.

Posons
T = {πn(U) où U ouvert de GLn(R)}

et
T ′ = {V ∈ Rn tel que π−1

n (V ) ouvert de GLn(R)}.
Il est facile de vérifier que T ′ est une topologie sur Rn : c’est une conséquence
immédiate des relations

π−1
n

( ⋃

i∈I

Vi

)
=

⋃

i∈I

π−1
n (Vi) et π−1

n

( ⋂

i∈I

Vi

)
=

⋂

i∈I

π−1
n (Vi).

Par définition, T ′ rend πn continue et si T ′′ est une autre topologie rendant πn

continue alors un ouvert V pour T ′′ vérifie π−1
n (V ) ouvert de GLn(R), et donc

est un ouvert de T ′. Ainsi T ′′ ⊂ T ′ ce qui prouve que T ′ est la topologie la
plus fine sur Rn rendant πn continue. C’est elle que par définition on appelle la
topologie quotient.

D’autre part si V ∈ T ′ alors, comme V = πn(π−1
n (V )) puisque πn est sur-

jective, on a V ∈ T donc T ′ ⊂ T . Mais également si V ∈ T , V s’écrit πn(U)
et

π−1
n (V ) = {M ∈ GLn(R) / πn(M) ∈ πn(U)}

= {M ∈ GLn(R) / M ∈ UGLn(Z)}
=

⋃

A∈GLn(Z)
UA.

L’application M 7→ MA définit un homéomorphisme de U sur UA donc π−1
n (V )

est un ouvert de GLn(R), comme union d’ouverts de GLn(R). Ceci prouve que
V ∈ T ′ donc que T ′ = T , ce qui fournit dans le cas particulier de classe
d’équivalence modulo un sous-groupe, une description alternative commode de
la topologie quotient. Une conséquence immédiate est le caractère d’application
ouverte de la surjection canonique.

Mettons également en garde le lecteur contre la dangereuse tentation de
simplifier la démonstration du fait que cette topologie est séparée de la façon
suivante (question IV.1.) : πn(Mp) −→p→∞πn(M) et πn(M ′

p) −→p→∞πn(M ′) car πn est
continue. De πn(Mp) = πn(M ′

p) on peut déduire que πn(M) = πn(M ′) ce qui
était la contradiction cherchée. Cette déduction est injustifiée tant que l’on ne
peut assurer l’unicité de la limite d’une suite convergente. Or c’est justement la
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séparation de T (que nous cherchons à établir dans cette question) qui permet
d’obtenir cette unicité.

Le lecteur devra de toute façon se convaincre que le caractère fermé de
GLn(Z) est ici l’hypothèse nécessaire au résultat.


