INTRODUCTION

Ce livre propose les énoncés et les corrigés des épreuves de mathématiques
générales de l'agrégation externe de mathématiques des dix dernieres années
(de 1989 & 1998). A notre connaissance, il vient combler un vide éditorial.
Nous avons souhaité en faire le complément du “Problemes d’analyse pour
I’agrégation” publié dans la méme collection : un pivot pour organiser son tra-
vail en vue du concours. En effet si I’on met de c6té la pratique des legons d’oral,
exercices nécessitant une solide préparation spécifique, ’année de l'agrégation
présente deux caractéristiques essentielles :

- Ce doit étre une année de révision, de mise a plat et de structuration
des connaissances qui ont été acquises jusqu’en maitrise, parfois de facon
éparse tout au long de modules universitaires distincts.

- Ce doit étre une année d’entrainement et il faut véritablement entendre
ce terme dans son acception sportive de pratique réguliere et intensive.

Ceci vaut spécialement pour l’épreuve de mathématiques générales qu’il n’est
pas facile de définir rigoureusement en quelques mots mais dont on pourrait
presque dire qu’elle recouvre tout ce qui n’est pas du ressort exclusif de I'ana-
lyse ou des disciplines optionnelles, avec comme évident noyau central I’algebre
et la géométrie. Le corollaire immédiat est qu’elle fait appel a un spectre étendu
de culture mathématique, a une vision transversale globale du programme, que
I’'on n’a pas toujours I'occasion de mettre en pratique lors de sa scolarité uni-
versitaire.

Il n’y a pas de meilleur moyen de remplir ces deux objectifs que de chercher
a résoudre des problemes d’agrégation. Ceux-ci, en plus de constituer le meilleur
exemple de ce qui attend le futur candidat, sont difficiles (c’est en quelque sorte
le summum au niveau de I’enseignement universitaire) et offrent une photogra-
phie aussi compléte que précise des connaissances et compétences exigibles des
candidats, étant minutieusement construits dans ce but. Les commentaires que
nous avons placés apres chaque corrigé et qui ne se subsituent absolument pas
aux rapports des concours qu’il faut consulter, sont justement 1a pour aider le
candidat & s’organiser en lui fournissant un apercu rapide du probléeme en ques-
tion, et le cas échéant une clarification sur un point laissé volontairement dans
I’ombre par I’énoncé.

Nous espérons que le profit retiré de cet ouvrage par ses futurs lecteurs, qui
déborderont peut-étre du cadre strict des candidats au concours comme le laisse
supposer ’actuel succes de cette collection, sera proportionnel au plaisir qu’ont
pris ensemble ses auteurs en le rédigeant.
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Chapitre 1

Session de 1989

1.1 Sujet



6 CHAPITRE 1. SESSION DE 1989

1.2 Correction

I. Préliminaires

A. Dans cette partie, p est un nombre premier impair.

1.a. On remarque que ’hypothése w non nul n’est pas nécessaire : il y a
dans ce cas une solution triviale. F) est un groupe. Soient u et v dans Fy, ils
sont en particulier inversibles. Rappelons le fait classique suivant : ’ensemble
C = {z%|z € F,} possede p'gl éléments.

En effet : C = {z%|z € F;} U {0} or l'application k de F}; dans F} qui & z
associe 22 est un morphisme de groupe dont le noyau est déterminé par (z € IF;) :

k(z) =14 (2—1)(2+1) =04 z=1o0u z = —1 car F,, est un anneau integre.

On en déduit ker(k) = {—1,1}. De plus, Im(k) est isomorphe a F/ker(k).
Comme Im(k) est par définition {2|z € F;}, on obtient : [{2%|z € F5}| = %
d’ou |C] = ”%1.

Considérons la translation & gauche 7, par u : pour tout z dans F,, 7,(z) =
uz. On a 7,(C) = {uz?|z € F,}. Comme u est inversible dans F,, 7, est une
bijection donc |7, (C)| = |C| = p—;l.

De méme, on considere Papplication f de F, dans F,, qui & z associe f(z) =
w—vz. Comme v est inversible dans F,,, f est une bijection. On a donc |f(C)| =
|IC| = %. De plus, par définition, f(C) = {w —vy?|ly € Fp}.

On remarque que |7, (C)|+|f(C)| = p+1 > |Fp| donc que 7,(C)N f(C) # 0.
Soit 2z € 7,(C) N f(C), z s'écrit d’une part uz? avec z € F, et d’autre part,
w —vy? avec y € F,. On a alors uz? + vy? = w.

1.b. On commence par remarquer que, si a et b sont des entiers relatifs :
a?+ab+nb®+1=(a+5)%+ (4n—1)(2)? + 1.

On considere '’équation dans F), : 224 (4n — 1)y? = —1, o1 h désigne la classe
d’un entier h. Comme p ne divise pas 4n — 1, (4n — 1) # 0. On a aussi —1 # 0.
D’apres la question l.a, il existe une solution (z,y) € F, x F, a 'équation
précédente. En considérant des représentants de x et y, on a ’existence de r
et s dans Z tels que : 72 + (4n — 1)s2 = —1 + mp, ou m € Z (et puisque le
membre de gauche est positif, nécessairement : m > 1) . On pose b = 2s et
a=r—s=r—2% aetbsont des entiers et (a + 2)? + (4n — 1)(3)? + 1 = mp.
La remarque initiale donne le résultat.

2. On rappelle que P(t) = t*+1 est réductible dans F,, (cf le Cours d’Algebre
de D. Perrin : ch.III.15). Pour exhiber un corps de rupture de P, on peut par
exemple considérer K = F,(b) ol b est une racine de P dans un corps de
décomposition de P. Comme b* = —1, b # 0 donc inversible (K est un corps).

2.a.0naz?=0>-2+b2=0"201+1)-2=-2.

Comme K est une extension de F,, sa caractéristique est p. Soit f(z) = 2P
le Frobenius de K. On a f(b—b~1) = f(b) — f(b=!) (on rappelle que ceci se
démontre via le binome de Newton et le fait que p divise C],f pour 1 <k <p-1).
Ainsi :
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sip=8k+1: f(z) =b.(b%% —b71(b71)8 car b* = —1 donc f(x) = =.

sip=8k+3: f(z)=0 (b1 =—-bl+bcarb* = -1lieb®=—-b"!
donc f(z) = x.

D’apres le (petit) théoréme de Fermat, on a F, C {k € K|k? — k = 0}.
Comme X? — X a au plus p racines dans le corps K, F, = {k € K|k — k = 0}.
D’apres le résultat précédent, ¥ — x = 0 donc = € F,,.

2.b. On déduit de 2.a que —2 est un carré dans F,, donc (—2)~! aussi. Il
existe z dans F), tel que 22 = (—2)~! donc on a : 22% + 1 = 0. En “remontant”
dans Z (autrement dit, en choisissant un représentant), il existe a et ¢ dans N
tel que 2a® +1 = ¢gp. Comme p est impair, ¢ est nécessairement impair donc
s’écrit 2m — 1 avec m dans N.

On consideére la matrice :

a 0
M = m 1
1 2

[=RE SIS

On a det(M) = p(2m—1)—2a? = 1 et M est clairement symétrique réelle. Pour
montrer que M est définie positive, nous proposons deux méthodes.

La premiere utilise un résultat classique : il suffit de montrer que les mineurs
principaux sont tous strictement positifs. Le premier vaut p > 0 et le second :
mp—a® = 1(p+1) > 0. Le troisitme vaut det(M) =1 > 0. Ainsi M est définie
positive.

La seconde méthode est élémentaire et a peine plus calculatoire. Pour tout
vecteur (z,y, z) de R3, on calcule ‘XM X :

p a O T
EXMX = (z,y,2) | a m 1 y | = pz® + 2azy + my? + 2yz + 222
0o 1 2 z
La méthode de Gauss donne :
FXMX =p(x +p_1ay)2 + (m—pta®)(y+ Lzﬁ +(2- L)ZQ.
mp — a? mp — a2
1
oimp—a2=-(p+1)>0et2— —L _ >0e @m—1)p—2a>0or
2 mp — a2

(2m — 1)p — 2a% = 1. Ainsi, M est définie positive.

Résolution du cas p = 17. Il y a deux solutions a I’équation F,, : 222 +1=0
car r? = s% < r = £s. Ici les solutions modulo 17 sont 5 et —5 (qui est égal & 12
modulo 17). On cherche les solutions sous la forme a = 5+ 17g et a = 12+ 174.

Sia = 5+17q alors 17¢*>+10q+2 = m donc (a,m) = (5+17¢, 17¢*> +10q+2)
ou q € Z.

Sia = 12+17q alors 17¢%>+24¢+9 = m donc (a, m) = (12+17q, 17¢*>+24q+9)
ou q € Z.

B. Soit D > 1 non divisible par le carré d’un nombre
premier.

a+ b,

1. La matrice < p a +n2WD ) est clairement hermitienne.
D
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SiD=3[4]: ZH € Net le A.1.b assure I'existence de a,b,m dans Z tels
que a2 + ab + %b2+1 = mp car p ne divise pas D =4n — 1 ou n = %.

SiD=1ou?2[4]:]leA.l.a assure 'existence de a,b,m dans Z tels que
—1+mp = a® + b2D car p ne divise pas D (ie D # 0).

Dans chacun des cas, on remarque que m est nécessairement positif et que
det(M) = mp — |a + bw, |?> = 1. M est hermitienne donc diagonalisable et les
valeurs propres sont réelles. Comme det(M) = 1, elles sont de méme signe.
Comme Tr(M) = p+ m > 0, elles sont strictement positives. Ainsi, M est
définie positive.

2.a. Si F est un ensemble, on désigne par conv(FE) I'enveloppe convexe de E.
Q le centre du cercle circonscrit est I'intersection des médiatrices. Notons comme
d’habitude A, B, C’ les milieux respectifs des segments [BC], [AC], [AB]. Les
trois médiatrices séparent le triangle T en trois zones : conv(A, C',Q, B'), conv(B,C’,Q, A’),
conv(C, A", Q, B’'). Soit M un point de T, M est dans une de ces trois zones :
conv(A,C',Q, B') pour fixer les idées. On a AB < 2R car A et B appar-
tiennent au disque de centre € et de rayon R. Ce disque est convexe donc
AC" < R. De méme AB’ < R. Enfin, AQ = R par définition. Ainsi, A,C",Q
et B’ appartiennent au disque de centre A et de rayon R. Par convexité, ce
disque contient conv(A,C’,;Q, B’) donc M. On conclut AM < R. Les cas
M € conv(B,C’,Q,A") et M € conv(C, A’,Q), B') reviennent & considérer res-
pectivement M B et MC.

2.b.Onau € Zw,] <= u=a+ fw, ou a,3 € Z. Pour tout z dans C,
on peut écrire z = x + yw, ou z,y € R. On a donc

k:sup{ igfz{\(ac—a)+(y—ﬁ)wD|2};z€(C,z:x—i—wa avec x,yeR}.
o,fBe

En approximant un réel par un entier relatif, on remarque que si E est un

intervalle de longueur % :

1
_ - _ _ 2. _ . L.
kfsup{a}gézﬂ(x a)+y—Pw,|*hiz=xz+yw, €Ciy € [0,2],:E€E}.

Ceci s’écrit encore

k= sup{inf{d(M7 N)2; N € réseau de points & affixe dans Z[w,]}; M € 5}

1
o & = {M;Taffixe de M s’écrit = + yw,, avec y € [0, 5],3@ € E}.

Pour D = 3 [4], on choisit E = [1,3] et pour D = 1 ou 2 [4], on choisit
E =0, %] On remarque que le rectangle E + [0, %] (on identifie les points et

leurs affixes) est contenu dans le triangle 7. On obtient 'inégalité :

k < sup inf{MA? MB? MC?}.
MeT

Enfin, on remarque qu’approximer par un entier dans la définition de k
revient a raisonner modulo 1 sur les parties réelles et imaginaires de z. Ainsi,

k= sup{inf{|(z — o) + (y— B, [*/a, B € 2}z € C.2 = v+ ywyiwy € 0,1]]
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le rectangle [0, 1] + ¢[0, 1] contient le triangle T' donc on a l'inégalité

k> sup inf{MA?* MB? MC?}.
MeT

2.c. D’apres les questions a et b, on a : k < R? et 'égalité est atteinte pour
M = Q. On adonc: k= R?= A2 Si on note w l'affixe de Q, on a k = |w|>.
SiD=1ou?2[4]:Q est I'intersection des médiatrices et un calcul élémen-

taire donne w = wDT—H donc k = 251
Si D =3 [4] : w a clairement pour partie réelle 1. € est a égale distance de

1 1-D
A, B et C donc |w| = |w—1| = |w — wp]|. On obtient w = = + i—~—= donc
27D
k= (1+D)?
6D -

2.d. Soient a et 3 # 0 dans Z[w,]. On pose z = - Par définition de k (par
compacité, la borne inférieure est un minimum) : il existe v dans Z[w,] tel que
|z — v]? < k. Ainsi, |a —v8|% < k|B|?.

Pour k£ < 1, on en déduit que a s’écrit v0 + r ou r vérifie
7?2 = |a— 75\2 < k|B]? < |B|?. Le raisonnement précédent est valable pour tout
a et §# 0 dans Z[w,] donc Z[w,] est un anneau euclidien (dont une norme N
est le carré du module).

11 suffit de trouver D tel que k < 1.

SiD=1lou2[4]:k=2H <1pour D=10ou2.

SiD=3[4]:k="L2" 1 pour D=3,7 ou 11.

16D
1 18i/2
Application : pour D =2, wy = i/2 et k=2 g _ B 82\[. On peut
"B 19 19
écrire B =1—iV2+ (E + T\g) et |— + M| < k. On peut aussi écrire
% =ivV2+ ( Zig) et |19 + %| < k. Il n’y a pas d’autres possibilités et

on trouve donc pour v deux valeurs possibles : 1 — iv/2 et iv/2.

II. Matrices hermitiennes de la forme B*B.

1. On note S* 'ensemble des inversibles de S. Comme A et B sont congru-
entes, A = UBU* ot B € GL(n,S). On a det(A) = det(B)|det(U)|?>. Comme
U € GL(n,S), i existe V dans GL(n,S) telle que UV = VU = I. Donc
det(U) det(V) =1 et det(U) € S*.

On rappelle le résultat classique :

(R) S*={ses; |s| =1}

Effectivement, soit s € S*, il existe r dans S tel que rs = 1. En passant aux
modules, on obtient : [r|?|s|?> = 1 or |r|?, |s|* € N donc nécessairement : |s|? = 1.
Inversement, si |s| = 1 alors s§ = 1 donc s est inversible dans S (car 5 € S). Ce
qui prouve (R).

Ainsi, |det(U)| =1 et det(A) = det(B).
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2.a. Soit x dans S™ \ {0}, zAxz* € R car A est définie positive. D’autre
part, zAz* € S. Comme RT™* NS = N\ {0}, I'ensemble {zAz*|z € S"\{0}} est
une partie non vide de N\ {0} donc admet un plus petit élément m(A). Celui-ci
est atteint pour un certain z € S™ \ {0} vérifiant zAz* = m(A).

On peut écrire z = (21, -+, 2zp). Soit u € S\ {0} tel que u divise z; pour tout
1<i<n.Ona

n
zAZ* = Z Ai,ijEi = |u|2yAy*
ij=1

ot on a posé y = (y1, -, Yn) avec y; € S tel que uy; = z;.

Comme |u|? > 1 (car non nul), m(A) = zAz* = |u|>’yAy* > yAy* > m(A).
Donc |u|? = 1 et u est inversible dans S. Les composantes de z sont premieres
entre elles.

2.b.
SM\ {0} = {(aU)*|z € S*\ {0}} car U € GL(n,S).
donc m(A) = m(B).

2.c. Clairement, m(A) < 2 car le vecteur z = (1,0) vérifie zAz* = 2.
Cherchons si zAz* = 1 a une solution.

Cette équation s’écrit en posant z = (z,y) : 222 + 1day + 25y% = 1 soit
(2 + Ty)? + 3% = 2 ce qui est vérifié pour z = 4 et y = —1. Donc m(A) = 1.

A. Le cas n=2.

1.a. z s’écrit (z,y) olt x et y sont premiers entre eux d’apres la question 2.a.
Le théoreme de Bezout s’applique car S est euclidien donc principal : il existe
u,v € S tels que ur + vy = 1.

La matrice U, = <z —uv> € GL(2,S) car le déterminant vaut 1.

cecl se voit aussi avec la relation :
u v 1 0
Yo (—y x) a <0 1)
La matrice B = U}.A.U, est congruente & A et on a :
bii = Z(a112 + a12y) + (@122 + az2y)

= a11]z[? + 2Re(a1,0y7) + az2y[?
= zAz* =m(A).

1.b. D’aprés le 1.B.2.d. dans le cas S = Z[w,,] et d’aprés 'approximation
d’un réel par un entier dans le cas S = 7Z, il existe s dans S tel que :
|b115 4 b1 2| < Vkby 1. car by > 1. On définit la matrice

C= (i (1)> B <(1) i) = (m(ffﬁ)bu m(A)|s|2ﬂi(i)2$R+e(i%i2) +b2,2> '

. . . 1 -
est inversible, d’inverse ( S) .

O =
— »

On remarque que la matrice ( 0 1



1.2. CORRECTION 11

C' est hermitienne et congruente & B donc a A. Ainsi, m(A) = m(C). On a
a=c1 1 =m(A) =m(C). La remarque du début de question donne (v&)~1[b] <
bl,l = m(A)

Enfin, avec z = (0,1), on a ¢ > m(C) = a.

1.c. Comme det(A) = det(C), d = ac — |b]?>. On a |b|?> < ka? donc
d > ac — ka® > (1 — k)a2. On obtient : Vd(1 — k)~2 > a = m(A).

1.d. A une matrice hermitienne définie positive de déterminant d. D’apres
les questions précédentes, A est congruente & une matrice C' vérifiant (i) et (ii)
dans 1.b. et d’apres 1.c., le nombre de valeurs possibles pour a = m(A) est fini.

|b]?> < kla|? donc |b]? € N ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs. A
fortiori, comme b € Z[w,], b ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs.

d—|b)? .
Enfin, ¢ = % donc ¢ ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs.
Donc le nombre de classes de congruence est fini.

2.a. Pour chacune des possibilités de S, on constate que (1 — k:)’% < 2.0n
a donc 1 < m(A) < 2. Comme m(A) est un entier, m(A) = 1.

Si on considere la matrice C' comme dans 1.b., on a : [b]? < k < 1 donc
b = 0. Enfin, comme d = 1, on a ¢ = 1. Finalement C = I,. Comme A et Iy
sont congruentes, il existe B € GL(2,5) telle que A = B*B.

2.b. Soit D tel que p ne divise pas D. D’apres la question I.B.1., il existe
des entiers relatifs a, b, m tels que

A= ( pat bwp ) est hermitienne définie positive et det(A) = 1.
a+ bw, m

A=BB" ouB= (r 5) € GL(2,5).
u v

En identifiant le coefficient (1,1) dans les matrices, on obtient la relation :
p=|r|*>+|s|%, avec r,s € S.

i) Pour D = 1, r et s s’écrivent x + iy et n + im, ou x,y,n,m € Z. Donc,
p =22 +y*+n?+m

ii) Si p = 3, on remarque que 3 = 12+1.1+12.. Comme D = 3 et p # 3 (p ne
divise pas D), il existe x,y,n,m € Z tels que p = 22 + 2.y + 3% +n% +n.m+m?2.

iii) Si p = 7, on remarque que 3 = (—1)% + (—1).2 + 2.2%. Comme D = 7 et
p # 7 (p ne divise pas D), il existe z,y,n,m € Z tels que p = 22 + z.y + 2y> +
n? 4+ n.m + 2m?2.

B. Matrices symétriques a coefficients entiers.

1.a. On remarque que la surjectivité de f assure l’existence de z. Soit G, =
Zz le sous-groupe engendré par x. Soit y € G, Nker(f), y = qx avec q¢ € Z et
g = f(y) = 0 donc y = 0. Ainsi G, Nker(f) = {0}. Soit y € Z", f(y) € Z et
z =y — f(y)xr € ker(f) donc y s’écrit z + f(y)x, avec z € ker(f). On a donc
7" = ker(f) ® Gy.

1.b.

(i) = (i9) on pose x = by. On peut compléter {b1} en une base {b;}; de
Z"™ d’apres 'hypothese (7). Soit M la matrice des coordonnées des vecteurs
b; dans la base canonique {e;} de Z". La premiere colonne de M est ‘z. De
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plus, M € GL(n,Z) (ctf P.Tauvel “mathématiques générales pour 'agrégation”
ch.VIIT ou S.Lang : “Algebra”) car c’est une matrice de changement de base de
Z-module (en fait un simple calcul matriciel, formellement le méme que pour
les espaces vectoriels, le montre : I'inverse de M n’est autre que la matrice des
coordonnées des vecteurs e; dans la base {b;}).

(#4) = (#i1) M = (tx,vg, -++,v,) avec vj vecteur & coordonnées dans Z. M
est inversible donc il existe une matrice N telle que NM = I,,. Le premier
vecteur ligne de N est de la forme : (a1,---,a,) avec a; € Z. Le calcul du

n

coefficient (1,1) du produit NM = I,, donne : Z:Ejaj =1.

j=1
(#91) = (iv) on considere le morphisme de groupe :
/S — Z

n
I Wi un) — Y ay;
j=1

on a f(x) = 1 par hypotheése done, pour tout n € Z, f(nx) = n et f est
surjectif.

(iv) = (i) la question l.a donne : Z™ = ker(f) @ Zz. Rappelons le fait
suivant : tout sous-module de Z" est libre de type fini. (voir compléments). Ainsi
ker(f) est libre de type fini donc admet une base {b1,---,b;}. D’ott {z,b1,---, b}
est une base de Z" et a posteriori n =1+ 1.

2. m(A) = zAz* o z € Z"\ {0} et les composantes (z;) de z sont premieres
n
entre elles (cf I1.2.a.). D’apres Bezout, il existe uq, -+, u, tels que Z ujz; = 1.
j=1
Le critere (iii) de 1.b. implique 'existence de M € GL(n,Z) ayant pour premier
vecteur colonne ‘2. B = M*AM est congruente & A et by 1 = zAz* = m(A).

n
3.a. Par hypotheése, on a a11Y1 = Zal,ﬂi~
i=1

D’autre part,

n o n
t — § E
a1,1l‘A r = a1 A jT;T 5

i=1 j=1
n n n
= al’l E E ai’jxixj—i-al,l:vl E al,jxj
i=2 j=1 j=1
n n n n
= a1 E E Qi jTiT; + (§ :auxi)(E a1 5
i=2 j=1 i=1 j=1
n n
—( E Gl,iﬂii)( E al,jxj)
i=2 j=1

n n
2
= > (aija1,1 — ar a1 ;)ziw; + (aay:)*.
i=2 j=1
Comme A est symétrique, on a une simplification pour j = 1 donc, compte-tenu
de x; = z;_1 pour ¢ > 2, on obtient :

n n

t 2
a2tz = (a1ay)’ + DY (aija11 — a1,:01,5) %121
i=2 j=2
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Ainsi, zA'r = a1 19} + al_&thz avec B;_1 ;-1 = a;jai,1 — a1,a1,; pour
2 <i,57<n. Be M, 1(Z) est symétrique car A l'est. Comme Ulx = 'y, on
peut écrire

1 au.aii

0 1 0 0
U=|: ' 0

: 0

0 0 1

On a la relation :

¢ a1 0 _ (@1 au
U< 0 “L%B)U <a1,i B>

», -1 —1 .
avec Bi—l,j—l = alvi.al,j.alyl + aLlBi_Lj_l = a;,; pour 2 S 1,] S n. Donc

0
fU(“L1 h )U:A.
0 aljB

Montrons que B est définie positive. Comme U est inversible, on a pour tout
vecteur v = (v1,...,0,) € Z"

ai 0 to (o trr—1\ gt/ tyr—1 >0 siv#0
”( 0 aL}B)”_(”U AU ){zo siv=0

1,1 0

0 alj% B) est donc symétrique et définie

car A définie positive. La matrice <

positive.
Par restriction au sous-espace {0} x R*~! de R™, a; 1B donc B est définie
positive (car a; ;1 = m(4) > 0). ’

Enfin, det(4) = det(U)?.a1 1 det(aHB). Or U est inversible et | det(U)| = 1;
de plus, B est une matrice d’ordre n — 1 donc det(A) = a?’IQ det(B).

3.b. Montrons ceci par récurrence sur n. Soient n > 2 et H,, la proposition :
“Pour toute matrice A € M, (Z) symétrique et définie positive, on a

n-1
m(A) < 377 det(A)w".
Pour n = 2, il suffit d’appliquer la question A.l.c.
Suppsons H,,_1 vraie. Soit z = (xa,...,2,) € Z" ! tel que zB'z = m(B)
n
(cf. I1.2.a). On peut considérer un entier x; approximant le réel — Z alﬂ-aﬂxi
i=2
a 1 pres donc |y| < 3. L'inégalité m(A) < zAlz = ay,1y7 + al_&m(B) donne
alors 3m(A)? < m(B).
Or d’apres 'hypothese H,,_1, on a :

n—2 n—2
2

4 2 1 4 n—2 1
m(B) < 3 det(B)»1 < 3 m(A)»=1 det(A)»-T.

n_ n- n=1
Finalement 2m(4)2 < 4% "' (A4)%=1 det(A) 7™ donc m(A) < 47 det(A)7.
Par récurrence, le résultat est vrai pour tout n > 2.
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4.a. Pour n < 5, on remarque que 1 < m(A) < 2 donc nécessairement
m(A) = 1. On raisonne ensuite par récurrence sur n. Le cas n = 2 a été traité
au A.2.

Pour n > 3, on suppose le résultat vrai pour n — 1. On peut supposer
a11 =m(A) =1 d’apres le 2) donc

(10
A="U <0 B) U
et det(B) = det(A4) = 1 donc m(B) = 1 (cf remarque initale). D’apres 'hypo-
these de récurrence, B = tQQ on Q € M,,_1(Z). On obtient

1 0 1 0 1 0
=05 o) =0 )0 o)

et B= (é C%) U convient pour avoir le résultat au rang n.

4.b. D’apres le 1.2, il existe a, m tels que la matrice

a 0
A= m 1
1 2

[ RN SIS

est définie positive de déterminant 1. La question précédente implique donc
A = 'BB ol le premier vecteur colonne de B = (r,s,t). En identifiant les
coefficients (1,1), on a : p = r? 4+ 52 + t2.

III. Classes d’idéaux et anneaux principaux.

A. Onnotera 7, le polynéme minimal et y, le polynome caractéristique
de A.

On remarque qu’on peut écrire Z[0] = Z & Z.0 @ --- & Z.0""1 qui est un
Z-module libre de rang n.

1. Soit I un idéal non nul de Z[f]. I est un groupe abélien et un sous-module
de Z[6]. Soit j € I\ {0}, j.Z[f] est un sous-module de I et I est un sous-module
Z[0], qui est un Z-module libre de rang n. Donc (on utilise le méme résultat
qu’a la question II.B.1.b : voir compléments.) I et j.Z[f] sont libres. Le rang de
J.Z[0] est nécessairement inférieur & celui de I, qui est inférieur & n (le rang de
Z[0)).

D’autre part, on a j.Z[0| = Z.j @ Z.j0 & - - - ® Z.j6™ car j est non nul et Z[H]
est integre (P est irréductible).

Donc j.Z[0)] est de rang n. A fortiori I est de rang n.

2.a. On peut interpréter la question comme : “montrer que 6 est valeur
propre de A”, en faisant attention au sens que 1’on peut donner a cette phrase
(valeur propre en travaillant dans quel espace vectoriel ou quel module ?).

Comme P(A) = 0 (théoréme de Cayley-Hamilton), 7, divise P. En effet, on
effectue la division euclidienne de P par 7, et on obtient un reste R, polyndme
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de degré strictement inférieur & celui de w,. Comme P(A) = 7,(A) =0, on a
R(A) = 0. Par définition de m,, R est nécessairement nul.

Comme P est irréductible, comme P et m, sont unitaires, on a P = m,.
Donc (le degré de P est n) m, et x, sont de méme degré : n. On a donc :
Yo = (—1)"P.

A est une matrice a coefficients dans Z donc dans le corps Q. On note Q(0) le
corps des fractions de Z[0]. Le polynéme caractéristique de A vue comme matrice
de M, (Q) est le méme que celui de A vue comme matrice de M, (Q(0)) : c’est
det(A — XTI) € Q[X]. Il s’agit donc de (—1)™P et celui-ci s’annule en 6 € Q(0)
par hypothese. 8 est donc valeur propre de A vue comme matrice de M, (Q(9)).
Il existe donc un vecteur non nul v = (v1,...,v,) € Q(6)" tel que Alv = 6.'v.
En multipliant v par ¢ € Z[f] non nul adequat, on obtient x € Z[#]™ non nul tel
que Alx = 60.tx.

2.b. I = Z.xy +---+Z.x, est un sous-groupe additif de Z[f)]. Montrons que
I est un idéal de Z[f]. Soient j € I et R(6) € Z[0] (R € Z[X]), on peut écrire

j= Zlkmk avec [, € Z. Comme A'x = 0.z, en explicitant la k%™ ligne, on
k=1
obtient 0.z € Z.x1+ -+ Z.z,, = I pour tout k. Par une récurrence immédiate,

on a R(0).x; € I pour tout k. Enfin, R(9).j = ZlkR(G).xk el
k=1

Remarquons que 6 est racine simple de P : sinon P et P’ admettent 6 comme
racine. Comme P est irréductible, P et P’ sont premiers entre eux et le théoréme
de Bezout donne UP + VP’ =1 (U,V € Q[X]). En prenant la valeur en 6, on
obtient une contradiction. On conclut alors que 6 est racine simple du polynome
caractéristique de A vue comme matrice de M, (Q(6)). 8 est donc valeur propre
simple et le sous-espace propre associé & 6 est de dimension 1 : c’est Q(6).tx.

Supposons donc avoir un ensemble J = Z.xy +- - -+ Z.x, ou ' = (af,...,2,)
répond aussi & la question 2.a. Le vecteur z’ est vecteur propre de A. On en
déduit Dexistence de a,b € Z[0] tels que ax = ba’ donc al = bJ. Ainsi, I et J
appartiennent a la méme classe.

2.c. Soit Q € GL(n,Z), QAQ~! est une matrice semblable & A donc admet
aussi § comme valeur propre simple. Un vecteur propre associé est x’ = Q'x.
D’apres la question précédente, I'idéal Igag-1 s’écrit Z.ay + - - -+ Z.x},. Comme
¢’ = Q'z, on a x) € Z.xy + -+ + L.y, donc Igag-1 C I4. Par symétrie des
roles joués par les deux idéaux, on a aussi Iy C Igag-1 d’out I'égalité.

3. Si J =0, alors tous les y; sont nuls donc n’importe quelle matrice B telle
que P(B) = 0 convient (on peut considérer par exemple une matrice compagnon
associée & P). On suppose désormais J non nul. D’apres 1., J est libre de rang

n
n et (y1,...,Yn) est Z-libre. Pour tout i, 6.y; € J donc s’écrit ZBi,jyj~ On
j=1
définit la matrice B = {B; ;}; ; € M,,(Z) et les relations précédentes s’écrivent :
Bty =0.ty.
On a alors P(B)'y = P(#)'y = 0. Notons ¢; ; la matrice P(B), on a pour
n
tout 7 : Zci,jyj = 0. Comme (y1,...,Yn) est libre, on obtient pour tout j :

j=1
¢i,; = 0. Ainsi P(B) =0.
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4. Comme le vecteur z défini par la question 2.a est non nul, pour tout M,
Iy n’est pas nul. 11 faut donc séparer le cas nul.

On note K = {(QAQ Y gecrL(nz); A € My(Z), P(A) = 0}. Considérons
I’application ¢ définie par

K —  {classes d’idéaux non nulles de Z[6]}
C=(QAQ NgecrLnz Iy ouMeC

¢(C) a un sens d’apres 2.b et 2.c et est indépendant du représentant M choisi
dans (QAQ™ 1) gecL(n,z) car Ins ne dépend que de la classe de M. ¢ est surjective
d’apres le 3.

Montrons que ¢ est injective. Soient C' et C’ € K telles que ¢(C) = ¢(C”)
(que on notera J). Soient M un représentant de C' et N un représentant de
C’. L’idéal J est non nul et il existe a, b € Z[A] non nuls tels que alp = bly. Il
existe aussi x,y € Z[0]" tels que Iy = Z.x1+- -+ Z.xy et In =Zy1++ -+ 2.y,

n

avec Mtz = 0.2z et N'y = 0.'y. Comme aly; = bly, on a : ax; = qui’jyj
j=1

pour tout ¢, out ¢; ; € Z. En notant Q = (¢;,;) € M,(Z), on a a'z = bQ'y. De
méme, il existe Q € M, (Z) telle que bty = aQtz. On a alors ba.Id = ab.QQ (ol
Id est la matrice identité d’ordre n). ab est non nul donc I'd = QQ et on obtient
de méme QQ = Id donc Q € GL(n,Z).

Enfin, MQ'y = 0Q'y s’écrit aussi (Q~*MQ)'y = N'y. On conclut comme
a la fin de la question 3. (via (y1,---,yn) libre) que Q@ 'MQ = N donc que
M et N sont dans la méme classe de similitude : C' = C’. ¢ est injective donc
bijective.

5. Il faut encore faire attention au cas de la classe nulle. D’apres 4., I’assertion
(ii) est équivalente a l'existence d’une unique classe d’idéaux non nuls de Z[6]
donc & Dassertion (i’) suivante : “Pour tout idéal non nul I de Z[f], il existe a
et b dans Z[f], non nuls, tels que al = bZ[0].” 11 suffit en effet de remarquer que
Z[0] est un idéal de Z[0].

L’implication (i) = (i') est triviale. Quant & la réciproque, pour tout idéal
non nul I de Z[#)], on considere a et b dans Z[f], non nuls, tels que al = bZ[d).
Comme 1 € Z[§], b s’écrit ar avec r € I donc al = arZ[f] puis la non nullité de
a et Pintégrité de Z[f] donnent I = rZ[f] donc I est un idéal principal et Z[0]
est un anneau principal.

B.D>1

1. w, s’écrit iv/D donc P(w,) = 0. De plus, P est clairement irréductible.
On applique A.5. avec § = w,, et n =2 : Z[w,] est principal si et seulement s’il
existe une unique classe de similitude dans M(Z) de matrices A avec P(A) = 0.

Soit donc A € Ms(Z) telle que P(A) = 0. Le polynéme caractéristique de
A est P car il sannule en w,, appartient & Q3[X] et est unitaire. Comme la
somme des valeurs propres de A est nulle, A est de trace nulle donc de la forme
A(a, 8,7). Le déterminant de A vaut —a? — 3y et d’autre part , c’est D. Ainsi,
Do? = (y

Pour que Z|w, ] soit principal, il faut que A(1, 3,v) et A(0,r, s) soient sem-
blables pour tous les 3, v, r et s dans Z.
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Par exemple, on choisit r = 1 et s = —D. La condition de similitude s’écrit :
il existe @ € GL(2,Z) telle que QA(0,1,—-D) = A(a, 8,7)Q. On pose :

a b
En explicitant le produit matriciel, on obtient un systéme (X).

Si D=1 [4] : on choisit & = 1. D s’écrit a la fois 1 + 4k et —1 — 3~ donc
2(2k + 1) = —(~v. On choisit alors 8 = —2 et v = 2k + 1.

a+2c— (4k + 1)d =

) a+b+2d =
2k+1a+c+dk+1)b =
2k+1)b—c+d =

o O oo

Il y a une solution non triviale & (X) : les coefficients de @ € GL(2,7Z) ne peuvent
étre tous nuls. Ainsi le déterminant de (3) est nul or il vaut 2k(4k +1)(2k + 1).
Donc k=0et D = 1.

Si D =2 4] : D gécrit 2+ 4k et —1 — B7y. On choisit alors a =0, § = —2 et
v =2k + 1. Le systeme (X) se réduit aux équations : a = —2d et ¢ = (2k + 1)b.
Comme |det(Q)| =1, on a 2d* + (2k + 1)b? = 1 (le cas —1 est impossible) donc
b =1et k=d=0. Ainsi D = 2.

Enfin, on remarque que Z[w, ] et Z[w,] sont euclidiens (cf 1.B.2.d) donc prin-
cipaux.

2.a. On justifie Pécriture de B par tr(A) = tr(B) = 1 (le coefficient de X
est —1). On peut toujours supposer que |a| est minimal.

9 e (1) pmen (T e D)

W pow P Tll ? M _n(QCL;al—)'——fI;lQb—F ¢ —nb —|_—ba + 1)
iii) Pour P = (1) (1)>’PBP1<ajbl _ca)

w) Pour P = (1) _01>,PBP—1:(:6; ail)

En regardant le déterminant de B, on obtient 1’égalité
_ J- _ D+1
(det) —ala+1)+bc=K ==,

Sia<0,a<-1iea+1<0donc avec (iii), le coefficient (1,1) est (a + 1)
avec —(a+1) > 0. Dans ce cas, on a |a+1| = —a+1 > —a = |a| ce qui contredit
que |a| est minimal. Ainsi, on peut supposer a positif.

Avec i, ii et la minimalité de a, |a—nc| et |[a—nb| > a donc b < 0 ou b > 2na.
De méme, ¢ < 0 ou ¢ > 2na. Avec (det) et a(a+1) > 0, on a : be > 1 donc b
et ¢ sont non nuls et de méme signe. Grace a (iv), on peut toujours supposer b
et ¢ positifs. A fortiori, b > 2na et ¢ > 2na. En prenant n = 2, on obtient b et
c>2a+1.

Enfin, K = —a® —a+ bc > 3a% + 3a + 1.
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2.b. Soient (z,y) € Z?\ {0}. On remarque que

(2a+1)

B4 (v — 1)y? + (2a + oy = Bz + 23

Or compte-tenu de la relation fy = K + o? + «,

(1) y—1-deiHotl 5 00 4fy —48 > da® +da+1 < 4K — §) > 1.
Montrons que K > 3. Supposons K < f37; alors comme a < K — 2
By=K+a*+a<K?*-2K+2=(K—-1)*+1<(B-1)(y—1)+1.

On en déduit que S+ < 2 or v > B > 1. On obtient une contradiction et
2

K > (8 donc d’apres (I), vy — 1 — % > 0. Comme de plus 8 > 1, la

remarque du début donne :

(2a+1)

Br+(y—1)y?+(2a+1)zy > 0 et est nul ssi  (x+ 57

y)=0 et y=0.
Ainsi, I'hypotheése “z et y non nuls” donne le résultat.

Si A et M sont semblables, il existe une matrice @ telle que QA = MQ.
Ecrivons

ros
Q_<t u) avec ru — st = 1.

On obtient le systeme

s§=—ar —t
s—rK =—-as—yu
u=rf+tla+1)

u—tK =sf+u(a+1)

En multipliant la premiere ligne par ¢ et la troisieme par r, on obtient :
l=ru—st=u=7rB+~yt2 +rt(2a +1) > >

car {r,t} # {0,0} (cf premiere partie de la question). Nécessairement ¢ = 0 donc
1=1r23et B =1 ce qui est contraire & I’énoncé.

2.c. D’apres A5, Z|w, ] est principal si et seulement si il existe une unique
classe de similitude de matrices A € My(Z) telles que P(A) = 0. Il suffit en effet
de vérifier que P est irréductible sur Q et pour cela, que P n’a aucune racine
dans Q. Les racines de P sont ﬂiv’;“‘K ¢ Q.

Soit Z[w,] principal : le cas K = 1 a déja été traité : D = 3 et Z[w,] est
euclidien (I.B.2.d). Supposons donc que K > 1 et qu’il existe a € {0,..., K —1}
tel que K + a? + a ne soit pas premier donc s’écrive By avec 1 < B < 7.
D’apres 2.b avec @ = a, les matrices A et M ne sont pas semblables. Or on
remarque que w4(X) = 7 (X) = P(X) et le théoreme de Cayley-Hamilton
donne P(A) = P(M) = 0. Donc il existe au moins deux classes de similitude de
matrices A € My(Z) telles que P(A) = 0 et Z]w,,] n’est pas principal.
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2.d. Le cas K = 1 est clair. Pour K > 1, supposons K + a? + a premier
pour tout a > 0 tel que 3(a® +a) + 1 < K. Soit A € My(Z) telle que P(A) = 0.

On peut écrire (Tr(A) =1)
A= (_O‘ b ) .
c a+l

On peut toujours supposer que || est minimal (car ’ensemble des valeurs pos-
sibles || est une partie non vide de N donc admet un plus petit élément) et
donc que (cf I11.B.2.a)

a>0 c¢>2a+1 b>2a+1 3(®+a)+1<K.

Par hypothese, K + a? + « est premier. On a K = det(A) = —a? — a + be
donc K + o? + a = be et nécessairement b =1 ou ¢ = 1. Comme ¢ > 2a + 1 et
b>2a+ 1, on obtient & =0 et det(A) = K = bc = b ou c. Ainsi, on a

0 —K 0 -1
A<1 1) ou A<K 1).

II suffit de vérifier que ces deux matrices sont semblables. On remarque que

()G =G )

Il y a donc une unique classe de similitude et Z[w,] est principal.

2.e. Le cas K = 1 soit D = 3, a déja été traité. Suppsons donc D < 200
et D =3 [4], on aalors 1 < K < 50. On veut que K + a? + a soit premier
pour tout @ < K — 1 ou tout a tel que 3(a? +a) +1 < K. Ainsi, K est premier
donc il reste 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43, 47. Excepté pour K = 2,
il faut aussi K + 2 premier donc il reste 2,3,5,7,11,17,29,41. On remarque que
sia>2,3(a®+a)+1> 19 donc pour K < 19, le test est déja suffisant : les cas
K =2,3,5,11,17 conviennent.

Il reste donc a tester K = 29 et K = 41. On remarque que 3(a®+a)+1 > 41
des que a > 4. Pour a = 2, K + 6 doit étre premier et pour a = 3, K + 12 doit
étre premier : il reste K = 41.

Finalement, on obtient : K = 1,2,3,5,11,17,41 soit D = 4K — 1 donc
D =3,7,11,19,43,67, 163.

2.f. On remarque que D < 106 si et seulement si K < 2,5.10° =: N

— On fait varier K de 0 & V.
— On initialise une variable T[K] & “true”.

— On fait varier a de 0 a la partie entiere de 2TV3URZD V3(64K1)
— On effectue une procédure de test de primalité de K + a? + a.
— T[K] passe & “false” si K + a® + a n’est pas premier et on passe & la
valeur suivante de K. Sinon T[K] reste “true” et on passe & la valeur
suivante de a.

C.

1. Déterminons les inversibles de S = Z[w,] avec D = 3 [4]. Soit r € S
inversible, r s’écrit « + yw,,. On rappelle que r est inversible si et seulement si
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r[? =1 soit, ici, 2% + zy + 2 y* = 1. Comme £ZF1y? > 1, on a nécessairement

y =0 et z = £1. Donc l'ensemble des inversibles de S est {—1,1}.

Soit b € S, on effectue une division euclidienne (S est supposé euclidien)
de b par a. On a b = ag+r avec ¢, € S et N(r) < N(a) ou r = 0. D’apres
I’hypotheése de minimalité sur a, si r est non nul, r est inversible. Ainsi, d’apres
la remarque initiale r = 0, c’est & dire b € aS, ou r € {—1,1}. On a donc

S/aS = {-1,0,1}.

Selon la nature de a, on peut avoir (ou pas) 1 = —1. Dans tous les cas 1 et —1
sont distincts de 0 car 1 = 0 signifie aS = 1+aSiear =1+ay & 1=a(z—y)
donc a serait inversible dans S ce qui est contraire a I’hypothese.

On conclut donc que S/aS est isomorphe & Fy (si 1 = —1) ou F3 (sinon).

2. On suppose donc ici que K > 5. Avec P(X) = X? - X + K, on a
P(w,) = 0. En passant aux classes déquivalence dans S/a.S, on obtient :

w2 —w, +K1=0.

Or P(0) = P(1) = K1 # 0 et P(—1) = K1+ 2. De plus S/aS est isomorphe
aFy ou F3 et ni K ni K + 2 ne sont nulles pour K = 5,11,17,41. Il y a donc
une contradiction.

L’anneau Z[w, ] est donc principal mais non euclidien.

1.3 Commentaires

Ce probleme s’intéresse a la détermination des anneaux euclidiens et princi-
paux parmi les anneaux d’entiers des corps quadratiques imaginaires de discri-
minant inférieur & 200. On utilise principalement les techniques de réseaux (ce
qui généralise notamment les méthodes tres classiques sur 'anneau des entiers
de Gauss) et les matrices hermitiennes & coefficients dans ’anneau d’entiers. On
trouve donc dans ce probleme quelques techniques classiques de manipulation
de Z/pZ et de résolution d’équations diophantiennes. Au passage, ceci permet
d’obtenir le théoreme de Lagrange sur les sommes de quatre carrés.

Nous avons utilisé plusieurs fois dans ce probleme le résultat suivant : tout
sous-module de Z" est libre de type fini. Nous allons montrer que tout sous-
module N d’un module libre M de type fini sur un anneau principal, est libre
de type fini. Pour plus de clarté et pour “coller au probléeme”, nous considérerons
le cas de I'anneau Z mais la rédaction est la méme avec n’importe quel anneau
principal.

Le module M est libre de type fini : il existe une base (eq,...,e,). Soit
N, = NN (Zey & ... ® Ze,) et montrons par récurrence que N, est libre de
dimension inférieure a r < n.

Pour r = 1, N7 = {0} ou N, = Za.e; avec a # 0. Le résultat annoncé est
donc vrai.

Supposons que N, soit libre de dimension inférieure a r < n et considérons
I’ensemble

A={a€Z| Ja; €Z, Zaiei—&—aerﬂ € N}

i=1
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Comme N est un sous-module de M, on vérifie aisément que A est un idéal de
Z qui est principal donc A est de la forme aZ avec a € Z .
Si a =0 alors N,.;1 = N, donc le résultat annoncé est vrai au rang r + 1.

I
Sinon, il existe ¢ € N et des a; € Z tels que ¢ = Z a;e; +aeqr1. On a alors
i=1
N,11 = N, & Zc et N,y est libre de dimension inférieure a r + 1.
Par récurrence, le résultat annoncé est vrai pour tout » < n.
Pour obtenir le résultat final, il suffit de prendre r = n.
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2.2 Correction

I. Questions utiles pour la suite du probleme

A. Décomposition d’un élément de S(E)

1l.a. Pour tout vecteur u € E, 'endomorphisme f, : = — (u|z)u est
symétrique positif car pour tout z,y € E, (fu(z)|y) = (u|z)(u|y) = (z|fu(y)) et
pour tout = € E, (f,(z)|z) = (u|z)? > 0.

1.b. Lorsque u = 0, 'application f, est ’endomorphisme nul de E. Si u # 0
alors rg(f,) = 1 puisque imf, C Ru et f,(u) = |lu|?u # 0.

1.c. Si||ul]| = 1 alors f,(u) = u. Pour tout y € (Ru)*, on a f,(y) = 0 donc
fu est le projecteur orthogonal sur Ru parallelement & (Ru)=.

1.d. Soit B = (b1, ..., b,) une base orthonormale de E et U la matrice de u
dans cette base B. On a alors pour tout 1 <14 < n, U; = (u|b;). Le coefficient
de la matrice de f, en i®™¢ ligne et j°™¢ colonne dans la base B est donné par :
(fu(b;)]bs) = (u]bj)(ulb;) et coincide avec celui de UU*. Ceci justifie que dans

la suite du probléeme, on notera uu* 'application f,.

2. Si uu* = vv* il est clair que u = 0 < v = 0. Sinon u est colinéaire & v et il
existe A € R tel que v = Au et comme uu*(u) = vv*(u) alors (1 —\2)(u|u)u = 0.
On a donc A = 1 ou A = —1. Réciproquement si u = v ou v = —v alors
uu* = vu*.

3. Soit f € S(E). f est donc diagonalisable dans une base orthonormale de
vecteurs propres. Notons (eq, ..., e, ) cette base de vecteurs propres et (A1, ..., \)
les valeurs propres associées. Pour tout z € E, on a f(z) = >, \i(zle;)e; ce
qui veut justement dire que f = Z?Zl Aieie;. Réciproquement, si f admet une
décomposition de la forme Z?:l Aie;ef avec (eq,...,e,) base orthonormale de
E, alors, pour tout k € {1,...,n}, f(ex) = Arex donc ey, est vecteur propre de
f associé a la valeur propre Ag.

f est dans ST(E) si et seulement si pour tout z € E, (z|f(z)) > 0. Si f est
dans ST(E) alors pour tout ¢ = 1,...,n, (f(e;)|e;) = A\; > 0 et réciproquement, si
toutes les valeurs propres de f sont positives alors (z|f(z)) = Y"1 Ai(z]e;)? > 0
pour tout z € E.

4. Soit f € S(E) tel que Vo € E,(z|f(z)) = 0 alors pour tout =,y €
E (x4 y|f(z +y)) = 0. En développant cette expression et en utilisant le fait
que f € S(F), on en déduit que Va,y € E,(f(z)|ly) = 0 c’est a dire que pour
tout € £, f(z) € B+, donc f = 0.

5. Soit f € ST(E) et € E. On sait alors que pour tout y € E, pour tout
AeR, Az +y|f(Ax+y)) > 0. Si (z]|f(x)) = 0, on obtient que 2(f(x)|y)A +
(y|f(y)) > 0, pour tout A € R, y € E, ce qui n’est vrai que lorsque f(z) € E+.
Ceci implique que f(x) = 0.

6. Par le 1.A.3 on a déja vu que si f € ST(E) alors ses valeurs propres
sont positives et f = >""" | \e;el ou les e; sont des vecteurs propres de f. En
posant u; = v/\je;, on a bien f = Z?:l u;uy. Maintenant, si f admet une
décomposition de la forme f = >"" | u;u} alors :
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_ f est une somme d’endomorphismes symétriques donc f € S(E).
- Pour tout z € E, (f(z)|z) = Y1, (z|u;)? > 0 donc Vz € E, (f(z)|z) > 0.

B. Caractérisation des éléments de B(E) et de C(E)

l.a. Vo € E, ||[f(2)|]? = (f(2)|f(x)) = (z|f*f(x)), par définition de 'ad-
joint de f. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que || f(z)]|? <
[l ll1Lf* f ()]

Comme [|f*f ()| < [|/*[|lf(z)]| alors pour tout = € E, || f(z)]| < [[f*/lll=]-

1.b. D’apres I'inégalité précédente, on obtient | f| < ||f*|, pour tout f €
L(E). En appliquant cette derniere inégalité a f*, comme f** = f, on a aussi
/1P < 1[f]l - On a bien pour tout f € L(E), |[f|| = [l/*]-

2.a. f*f est un endomorphisme symétrique car (f*f)* = f*f** = f*f. De
plus Vi € B, (f*(x)[) = (/() f(x)) > 0 donc f*f € §+(E).

2.b. L’endomorphisme id — f*f est évidemment symétrique donc il est
élément de ST(E) si et seulement si pour tout x € E, (z|x — f*f(x)) = ||z]|? —
| f(z)]|*> > 0. Cette condition caractérise le fait que ||f|] < 1 ou encore que

feB(EB).

3.a. En dimension finie, la sphére unité de E est compacte et comme f
est continu ainsi que I'application z — ||z|| alors sup|, =y [ f(2)] est atteint en
un point de la sphere unité. On en déduit que si || f|| = 1 alors Ef # {0}. La
réciproque est évidente pour f € B(E).

3.b. D’apres LB.2.b. f € B(E) & id — f*f € ST(E), et par le LA.5., on
sait que pour x € E,(id — f*f)(x) = 0 si et seulement si (z|z — f*f(z)) = 0.
On en conclut que ker(id — f*f) = Ej.

Comme ||f|| = ||/*]| alors f € B(E) & f* € B(F) donc on a de la méme
maniere Ey. = ker(id — ff*). En particulier Ef et E¢« sont des sous-espaces
vectoriels de E.

3.c. Si z € Ey alors on vient de voir que z = f(f*(z)). Comme (id —
PR () = 12— F*(2)) = O alors f*(x) € ker(id = f*£). Ainsi f*(z) € By
et comme = = f(f*(z)) alors z € f(Ey). Réciproquement, si z € f(E[) alors
r = f(y) avecy = f*f(y). Onaz— ff*(z) = f(y — f*f(y)) = 0 donc = € Ey-.
11 est établi que f(Ef) = Ey« et comme f** = f alors f*(Ey+) = Ey. De la
premiere égalité, on déduit que f transforme une base de Ey en une famille
génératrice de Ey+ donc dim Ey > dim E¢+. De méme de la seconde égalité on
tire dim Fy < dim Fy«.

4. Par le LB.1.b. on sait que pour tout f € L(E),|f|| = | f*||. Par le
théoreme du rang, on sait que rg(id — f*f) = n — dimker(id — f*f). Pour
f € B(E), on sait que dim Ey = dim Ey+ donc rg(id — f*f) =rg(id — ff*). On
abien f € C(E) & f* € C(E).

Comme (f*)* = (f*¥)* alors ||f*|| = ||(f*)¥||. Par définition et le résultat
rappelé par ’énoncé, f € Co(F) si et seulement si f € C(F) et Ik € N tel que
| f¥|| < 1. Tl est alors clair que f € Co(E) & f* € Co(E).

5. Soit f € L(E).

Il est évident que (i7) = (i) car on sait par le I.B.2.b que f € B(FE) <
id— f*f € ST(E) et par le I.1.b. que rg(uu*) < 1. On a facilement (ii) = (ii7).
Il ne reste qu’a prouver que (i) = (i) et (iii) = (ii).
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(1) = (i1) : si f € C(E) alors f € B(E) et rg(id— f*f) < 1. On en déduit que
id — f*f € ST(E). Cet endomorphisme est donc diagonalisable dans une base
orthonormale de vecteurs propres et toutes ses valeurs propres sont positives.
Comme son rang est inférieur a 1, il existe A > 0 et v € E tels que id — f*f =
Avv* car tous les autres vecteurs propres sont asociés a la valeur propre 0. On
pose u = Vv et (ii) est vérifide.

(#91) = (1) : (444) s'écrit aussi : il existe u € E tel que pour tout z €
E,((id— f*f —uwu*)(x)|x) = 0. Comme id — f*f — uu* est un élément de S(E),
alors par le I.A.4. on en conclut que (i7) est vrai.

C. Propriétés des matrices compagnons

Montrons par récurrence sur n que pour tout polynéme unitaire P de degré
n, le polynéme caractéristique de sa matrice compagnon est P.

Sin=1et P =X —aqag alors C = [ag] et det(XI—C) = X — qp ce qui
démontre la propriété au rang 1.

Supposons la propriété vraie au rang n — 1. Soit P = X" —a,_1 X"t — ... —
a1 X —ag et C sa matrice compagnon. En notant Q = X" ' —q, 1 X" 2—..—q;
et D sa matrice compagnon, alors en développant det(XT— C') par rapport a la
premiere ligne, on a

det(XT, — C) = X det(XT,_1 — D) + (=1)"""(—ap) det E

ou F est une matrice triangulaire supérieure de taille n — 1 n’ayant que des —1
sur la diagonale. On a det E = (—1)""! et d’aprés ’hypotheése de récurrence
det(X1,_1 — D) = Q. Donc det(XI, —C) = XQ —ag = P.

Pour tout i € {0,..,n — 1}, on a CYE;) = E;;; donc la famille
(C*(E1))o<i<n—1 est libre dans R™ et nécessairement la famillle (C%)p<i<pn—1
est libre dans M, (R). Le degré du polynéme minimal de C' est donc plus grand
que n. Par ailleurs ce polynéme est unitaire et divise P d’apres le théoreme de
Cayley-Hamilton : c’est nécessairement P.

II. Le but de cette partie est de déterminer les

matrices triangulaires inférieures qui sont dans

C(r") et, si A est une de ces matrices, de trouver
Uer" tel que I, — A*A =UU"*

24,2
1.A=</\ O)alorsIQ—A*A: 1= 405 _VMQ
Vo —vu 1—pu

que A € C(R?) & (A € B(R?) et rg(Iy — A*A) < 1).

En dimension 2, rg(I — A*A) < 1 & det(Is — A*A) = 0, ce qui donne
V2= (1-2)(1 - p22),

Dans ce cas, les valeurs propres de Iy — A* A sont 0 et tr(Io— A*A) = 1—\2p2.
Par le LA.3., on sait que A € B(R?) & I, — A*A € ST(R?) ce qui permet de
conclure que

) . On sait

AECRY) & (12 = (1— N)(1 — p?) et \2u% < 1).(%)
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Si A € C(R?), on obtient facilement A2 < 1 et u? < 1 donc on peut trouver

deux réels o et 3 tels que A = cosa et = cos . On a aussi v = sin? asin® 3
donc quitte a changer o en —«, ¥ = — sin asin 5.
Cos & 0

Réciproquement si A = > alors la condition (x) est

—sinasinf8  cos
satisfaite et donc A € C(R?).
De plus, si 'on pose U = <

A*A=UU*.

sin «cos 3

sin 3

) alors U est une solution de Iy —

B 0
c* ay,

R* 1. Onaalors : I, — A*A =

2.0nécritA—< >etU—(ZV)oilB€Mn1(R),C,W€

— * J— * J—
I,.1—B*B—-CC apnC ) ot UU* —

—apnC* 1—a2,
ww* b, W
( b W* b2 )
Sil, — A*A = UU* alors on a 1 — a2, = b2 donc il existe 6§, € R tel
que Gp, = cos(f,) et b, = sin(f,). De plus, b,W = —a,,C et on sait que

(@nn,bn) # (0,0) donc il existe V € R"~L tel que W = a,,,,V et C = —b,V. On
vérifie facilement qu’on a bien I,,_y — B*B=WW* 4+ CC* =V V™,
La réciproque est évidemment vraie.

3. Soit (A1,...,A,) la liste des valeurs propres imposées. Pour tout k €
{1,...,n},|Ag] < 1 donc il existe 0y € R tel que Ay = cosfy. Construisons
par récurrence finie sur k une famille de matrices Ay € M (R) et de vecteurs
colonnes Uy € R* en posant :

{ A1 = (cos(6y))

Uy = (sin(64));

L Ay 0
R\ —sin(0rs1)UF cos(Ori1)

et Vk e {1,...,n—1}, . ( CO§(9k+1)Uk > |
sin(fg41)
Aurang k=1, on a bien str I; — A7A4, = U, U7y.
De plus, la question précédente prouve que pour tout k € {1,...,n — 1},

Iy — ApAx = UpUf = Tk — Aj 1 Ak = Uk U, donc par récurrence, il
est clair que I,, — A7 A,, = U,U}. D’aprés I.B.5., on en conclut que A,, € C(R"),
et il est clair par construction que cette matrice est bien triangulaire inférieure
avec les valeurs propres souhaitées.

Par ailleurs, si A € C(R"™) , d’apres I.B.5., il existe U € M,,(R) tel que I,, —
A*A = UU*. Comme le résultat de la question I1.2. est une condition nécessaire
et suffisante, cela prouve que si A est une matrice triangulaire inférieure de
C(R™) alors elle est nécessairement obtenue par le procédé décrit ci-dessus. On en
conclut que les éléments de C(R™) qui sont des matrices triangulaires inférieures
sont de la forme A = (a;;)1<i j<n OU

3> 0
j=1i : cos(6;)

A5 = i—1 7(917~-~79n) e R™
j<it : —sin(§;)sin(4;) H cos(6;)

I=j+1

(Par convention, le produit sur un ensemble vide d’indices est égal & 1.)
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Pour un tel élément A, un vecteur colonne satisfaisant I’équation I,, — A*A =
uy n
UU* est donné par : U = : ol u; = sin(f;) H cos(0g).
U, k=j+1

I11. Etude de B(E) et de Cy(E)

A. Décomposition d’un élément de B(E)

lL.a. I est clair que F = (,on(f*)"H(Ey) ou (f¥)~'(Ey) désigne, pour
k € N, 'image réciproque de E; par f*. On a vu que pour f € B(E), Ey est un
sous-espace vectoriel de E. Donc F' est un sous-espace vectoriel de E en tant
qu’intersection de sous-espaces vectoriels de F.

1.b. Soit z € F. Alors pour tout k € N, fk(f(z)) = f*l(z) € Ey car
x € F. Donc f(z) € F et f(F) C F. On peut alors considérer I’endomorphisme
induit par f sur F, noté ¢. On voit que ¢ est injectif car : F' C Ey et Vx € Ey,
I/ (@)]| = ||z, donc si p(z) = 0 alors ||z|| = [|¢(z)]] = 0. Comme F est de
dimension finie, ¢ est surjectif donc f(F) = ¢(F) = F. D’autre part, si z € F,
alors * € Ey donc z = f*(f(z)). Comme f(z) € F alors z € f*(F) et F C
f*(F). Mais dim f*(F) < dim F donc F' = f*(F).

1.c. D’apres b. F est stable par f*. Donc F- est stable par f**, c’est & dire
que G est stable par f.

2. La question précédente justifie que ¢ = fip et 1) = fi définissent bien
deux endomorphismes sur F' et G respectivement.

2.a. Soit z € G. Alors ||¢v(z)| = ||f(@)| < ||z|| car f € B(E). Donc ¢ €
B(G).

2.b. On a: F C Ef donc pour tout = € F, |lo(z)|| = ||f(x)| = ||lz|. Ceci
caractérise les endomorphismes orthogonaux de F'.

2.c.Sik=0:2¢ F donc z # 0 et (z) forme bien une famille libre de E.

On peut donc supposer k& > 1. Par définition de &k : f*(x) ¢ E; et pour
tout entier j < k, f/(x) € E. Supposons qu’il existe des scalaires non tous nuls
Ao, - .-, A\, tels que Zf:o Aift(z) = 0 et notons j le plus grand indice tel que
A; # 0. En composant par f*=7 on a f*(z) = — ZZ;Ol f\‘—;f”k*j(x). Comme Ef
est un sous-espace vectoriel de E et pour tout i € {0,...,j—1}, fT5=I(x) € By
alors f*(x) € Ey, ce qui est absurde. Ainsi la famille (z, f(z),-- -, f*(x)) est libre
dans E.

On a donc k+ 1 < dimE = n et ||[f*(z)]| = | f**FFD(fF1(2))] <
|5+ (2)|| car ||.|| est une norme d’algebre sur £(E) et f € B(E). D’autre
part f*(z) ¢ E; et pour tout entier j < k, fi(x) € Ey, donc : ||f*1(z)| <
/5 ()] = ||z[l. On a bien : [|f"(z)]| < [|z]].

2.d. On rappelle que ¥ € B(G). Par compacité de la boule unité de G, il
existe xg € G, ||lzo|| =1 et ||[¥™] = ||[©"™(z0)|. Comme zo # 0, xo ¢ F car G =
F+. D’aprés la question précédente, |[¢v"|| = || (z0)]| = || f™(z0)|| < |20 = 1.
D’apres le résultat rappelé par I'énoncé, p(v) < 1 et ¢ € By(G).
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3. (ii) = (i) : si F = {0} alors E = G et f = fi¢ = 9. On vient de voir
que [|$™]| < 1 donc on a (i3).

(i4) = (i) est une conséquence immédiate du résultat rappelé par I’énoncé.

(i) = (44i) : supposons F # {0}. Pour z € F'\ {0} et pour k € N || f*(z)|| =
|z||. Donc pour tout k € N, |[f*|| > 1. Or, toujours grace au résultat rappelé
par énoncé, Ik € N tel que ||f¥|| < 1 car f € By(E). Ceci est absurde.

B. Caractérisation des éléments de Cy(FE)

1. Comme f € C(E) alors d’apres le LB.5., il existe effectivement u € E tel
que id — f*f = uu*.

1.a. On sait que E = ker(id — f* f) et ici id — f* f = uu*, donc Ef = {u}*.
Si z € F alors pour tout k € N, f*(z) € Ef et (f*(z)|u) = 0. Réciproquement
si pour tout k € {0,...,n—1}, (f*(z)|u) = 0, alors pour tout k € {0,...,n—1}
JH(x) € By, cest a die [|f(fF@)]| = |/*(2)]. Donc |f* ()] = [lz] et dapres
ITI.A.2.c., on en conclut que x € F.

1.b. Pour tout k € {0,...,n — 1}, (f*(z)|u) = (z|(f*)*¥(u)). Ainsi, d’apres
a. F = (u, (), ., (/)" ()

D’autre part puisque f € C(E), f € Co(E) & f € By(E). Or d’apres
ILA3., f € By(E) & F = 0. On en conclut que f € Cyo(E) si et seulement
si Vect(u, f*(u),...,(f*)" (u)) = E. Comme cette famille est de cardinal n,
on a le résultat.

2. Si n =1 n’importe quel vecteur non nul fait I’affaire.

Si n > 2 on peut choisir x € (u, f*(u),...,(f*)" 2(u))* \ {0}. Les calculs
effectués au l.a. montrent que ||z|| = ||f(z)|| = -+ = ||[f* "' (2)]. Ceci assure
que pour tout k € {0,...,n — 1}, [|f¥|| > 1. Comme f € Co(E) alors, d’apres
MLA.3., pour tout k € {0,...,n— 1}, | f¥| =1et || f*] < 1.

3. Sin=1,il n’y arien & démontrer.

Supposons n > 2. Comme ||f|| =1, on a ||z| = ||[f* (z)| < |/ 2(2)|| <
< < f(@)]] < |lz||. Les inégalités ci-dessus sont donc des égalités et pour tout
ke {0,....,n—2}, f*(z) € Ey. Comme | f"|| <1, f*1(z) ¢ Ef et n—1est le
plus petit entier k tel que f*(z) ¢ E;. Par IILA.2.c., (v, f(2),..., f""(x)) est
une famille libre de E, de cardinal n : c’est une base de E.

Il reste & voir que f € Co(F). Comme f € B(E) et ||f™]| < 1, il suffit de
montrer que rg(id — f*f) < 1. Or pour tout i € {0,...,n — 2}, fi(z) € Ef
donc (id — f*f)(f*(z)) = 0. Comme (f%(x))o<i<n—1 est une base de E, on a le
résultat.

C. Ftude d’une base adaptée a un élément de Cy(E) et
de sa matrice de Gram

1. D’apres I11.B.2, il existe z € E '\ {0} tel que ||z|| = || f*~(z)]], et | "] <
1. Cette derniere inégalité assure que || f™(z)|| < ||z||. On peut poser vy =
- x et on a bien || f*~H(v1)]| = [[val et [ = If*(n)II* = 1.

VP =l (@))1?

Puisque f € Cy(E), IT1.B.2. prouve que f et vy satisfont aux hypotheéses de
la question ITT.B.3. dont on applique le résultat : (v1,...,v,) est une base de E.
La matrice de f dans cette base est alors la matrice compagnon d’un polynome
Q. D’apres 1.C. son polynome caractéristique est @) donc cette matrice est égale

acC.
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2.a. La formule du produit matriciel de 3 matrices donne pour tout (i, j) €

{1,...,n}?,
C’*QC ZZCZka’lOl’j = ZZQk,le,iCl,j-

k=11=1 k=11=1

Comme ; = (vg|v) alors par bilinéarité du produit scalaire, on a

(C*Q0);; = Z Ch.iv| Z Ciu).

On vient de voir que la matrice de f dans la base (v1,...,v,) est C' donc
(C*QC);i ; = (f(wa)lf(vy))-
2.b.
Q-00C); = (vily;) —(f(v

v;)|f(v;)) d’apres le a.
= (vlv; = 7 f(v)).

Sij#n, v; € By =ker(id — f*f) donc (2 — C*QC), ; = 0.
Sii = j =, (Q-C* Q) = vl = 70| = [/ )P~ || =1
par construction de v.

Comme Q) — C*QC est symétrique alors tous ses coefficients sont nuls sauf
celui en position (n,n) : @ — C*QC = E, E*.

IV. Résolution dans M, (r) de I’équation a
I'inconnue G : G — C*"GC = H

1. D’aprés 1.C., P est le polynome caractéristique de C. L’hypothese faite
sur les racines de P assure que p(C) < 1 donc que limy_.., C¥ = 0. Comme
[(C*)*|| = ||C¥||, on a aussi limg_.o(C*)¥ = 0. Par continuité du produit
matriciel, (C*)¥AC* tend vers 0 quand k tend vers l'infini. Or une récurrence
évidente montre que pour tout k¥ € N, A = (C*)* AC* donc A = 0.

2.a. On considere O : M, (R) — M,,(R) défini par O(M) = M — C*MC.
O est alors un endomorphisme de M,,(R) et le 1. prouve qu'il est injectif. C'est
donc un isomorphisme : pour tout B € M, (R), il existe une unique matrice
A € M, (R) telle que B = ©(A).

2.b. En multipliant la relation A — C*AC = B & gauche par (C*)? et &
droite par CP, on obtient que pour tout p € N, (C*)PACP = (C*)PT1ACPT! +
(C*)PBCP. On additionne les k + 1 premiéres égalités ainsi obtenues et on en
déduit que pour tout k € N, A = (C*)F+1ACk+T + ZﬁzO(C*)pBC’p. On a déja
vu que limy_ oo (C*)*+1AC*+! = 0 ce qui prouve que la série (EP(C*)I’BCP)
est convergente dans M, (R) et que sa somme vaut A.

3.a. On vient de voir que G = Z;:B(C*)I’HCP. On sait que H € ST(R")
donc pour tout p € N, (C*)PHC? € St(R™). Comme ST(R") est un cone
convexe fermé de M, (R) alors G est aussi dans ST (R").
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3.b. (i) & (ii) : D’apres le LA5., si ® € ST(R"), X € ker® & (PX|X) =
0. Or G € ST(R") donc X € kerG & (GX|X) = 0. Par continuité du produit
scalaire, (GX|X) = Y720 (HC?X|CPX) et comme H € St(R"), X € kerG &
(VpeN, CPX € ker H).

(#4) = (%) : évident.

(7i1) = (i) : par le théoréeme de Cayley-Hamilton, on sait que le polynéme
caractéristique de C' (c’est a dire P d’apres le I.C.) annule C'. Pour tout k& > n,
effectuons la division euclidienne de T* par P : on trouve deux polynémes Qj,
et Ry tels que T = QP + Ry avec deg(Ry) < n — 1. Comme P(C) = 0 alors
C* = Ry (C). De plus, si pour tout p € {0,...,n — 1}, HCPX = 0, alors pour
tout polynéme R de degré inférieur ou égal a n—1, HR(C)X = 0. On en conclut
que pour tout k > n, HO*X = HR,(C)X = 0. On a donc bien prouvé que
(i3i) = (ii).

4. Notons d’abord que UU* € ST(R"), donc nous pouvons appliquer les
résultats obtenus a la question précédente avec H = UU*. En particulier, on sait
alors que G € ST(R™) donc G est définie positive si et seulement si ker G = {0}.
Par (iii), on a aussi ker G = {X : Vi € {0,...,n — 1},C"X € ker UU*}.

Ceci étant dit, remarquons que X € kerUU* < (U]X) = 0. On en conclut
que G est définie positive si et seulement si {X : Vi € {0,...,n—1},(C'X|U) =
0} = {0}, ce qui est exactement la propriété (i).

Montrons que (i) < (i) : on a évidemment

(i) & {X:Vie{0,...,n—1},(X|(C")*U) =0} = {0}
& (U,C*U,. ... (C*)" )t = {0}
& Vect(U,C*U,...,(C*)""1U) = E.

Comme les familles génératrices de cardinal n sont les bases de R™, on en conclut
que (i) < (i7).

5.a. On peut appliquer le résultat de la question précédente avec G = Q et
U = E,. En particulier, montrer que (E,,C*E,,...,(C*)""'E,) est une base
de R™ prouvera que €2 est définie positive :

lorsque [ +k < n,C*E; = Ejy et ((C*)*E,|E)) = (E,|C*E}). on en déduit
que sil+k < n alors ((C*)*E,|E;) =0 et si |+ k = n alors ((C*)*E,|E;) = 1.
La matrice des vecteurs colonnes ((C*)kEn) o<k<n_y €xprimée dans la base
(En, ..., E1) est alors triangulaire supérieure et n’admet que des 1 sur la diago-
nale. La famille (E,,, C*E,, ..., (C*)""'E,) forme donc une base de R™.

5.b. Comme la famille (E,,, C*E,, ...,(C*)""1E,,) est génératrice dans R,
pour tout U € R™, il existe une famille de scalaires (A, ..., A\,—1) telle que U =
S N(CH) B, Soit Q(T) = Y1) \T? alors U = (Q(C))*E,, et degQ <
n — 1. De plus §’il existe deux polyndémes @}, et Qo de degrés inférieurs ou
égaux a n—1 vérifiant (Q1(C))*E, = (Q2(C))* E,, alors par liberté de la famille
(B, C*E,, ..., (C*)""1E,), leurs coefficients sont égaux, ce qui prouve 1'unicité
d’un tel polynome.

Par propriété de commutativité de I’algebre des polynémes d’une matrice,
on constate que Q(C)*QQ(C) — C*Q(C)Y*QQ(C)C = Q(C)*(2 — C*QC)Q(C)
= UU* car Q@ — C*QC = E,E}. Or par le 2.a., G est 'unique solution de
I'équation G — C*GC = UU* donc G = Q(C)*QQ(C).

5.c. Par le LA.6., on sait que G — C*GC € ST(R™) si et seulement si il
existe Uy, ...,U, € R" tels que G — C*GC = >_""_, U;,U}.
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D’apres la question précédente, pour tout i € {1,...,n}, il existe Q; € R[T]
tel que G; = (Qi(C))*QQ;(C) soit la solution de I'équation G;—C*G,;,C = U, U?.
On en conclut que G = Y7 | G; est la solution de G — C*GC = >""" | U;U} ce
qui prouve que si G —C*GC € ST(R") alors il existe n polynomes Q1,...,Q, €
R[T] tels que G = 371, (Qi(C))*QQ:(O).

Réciproquement, s’il existe n polynémes Q1,...,Q, € R[T] tels que G =
Yo (Qi(C)*QQ;(C) alors, en effectuant le méme calcul qu'a la question
précédente, il est facile de constater que G — C*GC = Y | U;Ur, ou U; =
(Qi(C))*E,. A nouveau par le .A.6, on en conclut que G — C*GC € ST (R").

V.

A. Ezistence d’éléments [ de Cy(E) tels que x; =P

1. Il suffit, si P = [, (X — X\;) (les \; sont éventuellement confondus),
de reprendre 'algorithme de II.3. pour construire une matrice M triangulaire
inférieure dont les valeurs propres sont les \;, et qui appartient & C(R™). Comme
les racines de P sont de modules strictement inférieurs a 1, p(M) < 1 donc
M € Cy (Rn)

On considere alors une base orthonormée B de E et on prend f € L(E) qui
admet M pour matrice dans B. Par définition, on a p(f) = p(M) et || f|| = || M]|.
D’autre part, la matrice de f* dans B est M* car B est orthonormée, donc
rg(id— f*f) =rg(I— M*M). Comme M € Cy(R™) alors f € Co(E) et il est clair
que x5 = P.

2.a. D’apres IV.5.a., Q est définie positive.

Soit B = (by,...,b,) une base orthonormée de E et w I’endomorphisme de
FE représenté par 2 dans cette base. w est symétrique défini positif, donc on peut
trouver une base orthonormée B’ telle que Mat(w, B') = diag(u1, .. ., tn) avec
pour tout ¢ € {1,...,n},p; > 0. On définit alors v € L(E) par Mat(v, B’) =
diag(\/f1, - - - \/fin), €t on constate que v est un automorphisme symétrique de
E tel que w = v2.

Soit v; = v(b;) pour i € {1,...,n}., alors (v1,...,V,) est une base de E car v
est un automorphisme et pour tout (i, ) € {1,...,n}?, (vi|v;) = (v(b;)|v(b;)) =
(bilw(bj)) = ;. On a donc bien G(v1,...,v,) = .

2.b. Considérons '’endomorphisme f de E dont la matrice dans la base
(v1,...,v,) est C. Le I.C. nous assure immédiatement que x; = P. En reprenant
le calcul fait au III.C.2.a. on trouve que C*QC = G(f(v1),..., f(vn)). Comme
Q—-C*QC = E,E};, on a ((id — f*f)(v)|v;) = 0si (4,5) # (n,n) et ((id —
D)) = 1.

(v1,...,Vn) est une base de E donc pour tout z € E, il existe (A1,...,A,) €
R™ tel que z = Y. ; A\;v;. On a alors

((d = F)@)le) = DNk ((d = f*F)(w)lvy) = AL
Soit u tel que u € (v1,...,vp_1)" et (uly,) = 1. Alors ((id — f*f)(z)|z) =

A2 = (u|z)?, pour tout x € E. Par le 1.B.5, on sait alors que f € C(E). Comme
Xr = P, p(f) < 1 et f € ColE).
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3. Il est évident que (i) = (i) = (ii7).
Supposons (i4i) et appelons D la matrice compagnon de xy = x4. D’apres

III.C., on peut trouver deux bases B = (v1,...,v,) et B = (v4,...,v)) de
E, telles que Mat(f; B) = D = Mat(g; B’). Si @ = G(v1,...,v,) et Q' =
GWy,...,v,)alors Q—D*QOD = E,EX et O —D*QV'D = E, E}. D’apres IV.2.a,

on en déduit que Q = Q. Soit r 'endomorphisme de E défini par r(v;) =
v, pour tout ¢ € {1,...,n}. De @ = ', on déduit que pour tout (¢,5) €
{1,...,n}%, (r(vy)|r(v;)) = (vilvj) ce qui permet de conclure que r € O(E).
Comme Mat(f; B) = Mat(g, B') alors rfr—! = g et on a montré ().

B. Maximum de ||Q(g)|| lorsque ||g|| <1 et P(g) =0

1l.a. Comme P(g) = 0 alors > ;_, Crng® 1(u) = ¢g"(u). C est la ma-
trice compagnon du polynéme P, donc en reprenant le calcul matriciel effectué
au II1.2.a. et en utilisant la forme de la matrice C, on trouve que C*GC =
G(g(u),...,9™(u)). On prouve alors facilement par récurrence que pour tout
k€N, (CH*GCF = G(g*(u),...,g"* 1 (u)), d’ont I'on déduit que pour tout
polynéme Q € R[T],

Q(C)*GQ(C) = G(Q(9)(u), .., Q(g9)(g"* (u)))-
T
On a alors pour tout X = ,

n

> Qg W) (w))wiz,

i,j=1

(Q(O)"GR(C)XX)

n

> (#:Qg) (g (W)= Q9) (g7 ().

i,j=1

En notant x = Y1 | z;¢" "
la relation cherchée : HQ( )(z)]

1.b. Soit X € R™.

(u), par bilinéarité du produit scalaire, on a bien
2 =

(QO)X)*G(Q(C)X).

X"(G-C"GO)X = X'GX -X"'C*GCX
= X'GX - (CX)*GCX
= |lz||* = ||lg()||* d’apres a. avec Q(T) =T
> 0Ocar g€ B(E).
Donc G — C*GC € ST (R™).
1.c. D’apres b. et IV.5.c, il existe n polynomes Q1,...,Q, tels que

G = Z Qi(C)*QQ;(C).

Reprenons la formule établie au a. : [|Q(g)(2)||? = (Q(C)X)*G(Q(C)X). Elle
devient maintenant :

n

IR @)* = (QIO)X)* (D Q:(C)QQ:(C))(Q(C)X)

i=1
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3

X)"2(Q(C)Q:(C)X).

=1

On a utilisé au passage le fait que Q;(C) et Q(C) commutaient.

Comme f € Cyo(FE), P est son polyndme caractéristique, C' est la matrice
compagnon associée a P alors les résultats du III.C. peuvent s’appliquer. On
trouve alors une base V = (v1,...,v,) telle que Mat(f,V) = C et G(v1,...,vy)
satisfait ’équation G(vy,...,v,)—C*G(v1,...,v,)C = E,E*. Maintenant, rap-
pelons que Q a été choisie telle que Q@ — C*QC = E,E’ (au IV.5.) et par le
IV.2.a., on en conclut que G(vy,...,v,) = .

On vient juste de voir que la matrice du produit scalaire dans la base
(v1,...,vy) est égale & Q. Soit u; le vecteur de E ayant pour matrice colonne
Q:(C)X dans cette base, alors Q(f)(u;) a pour matrice colonne Q(C)Q;(C)X
et [|Q(f)(u)]]? = (Q(C)Qi(C)X)*Q(Q(C)Qi(C)X). A condition d’avoir choisi

1

0
au départ X = . |, cest a dire x = u, on a trouvé des vecteurs (uq, ..., uy)

0
tels que pour tout polynéme @ € R[T],

ZIIQ (ui)[I* = 1Q(g) ().

2. Soit uw € E. D’aprés l.c., il existe (ug,...,u,) € R™ tel que pour tout
polynome réel R, on a : [[R(g)(u)|[2 = S0y [R(f) ()P

Appliquons ce résultat & B =1: [jul|? = 31, [lu||*

Appliquons aussi ce résultat & R = Q) :

n

Q) (w)|* = ZIIQ w)|* < Z PPN

= Y IRUAIPI@)I? = QI D lusll
i1 i=1
= Q)2

On en conclut que pour tout u € E, ||Q(g)(w)|| < |Q(fF)| l|ull, ce qui assure que

1Rl < QA

A

3

2.3 Commentaires

Il s’agit d’un sujet d’algebre linéaire et bilinéaire qui met en ceuvre 1’essentiel
des notions et théoreémes relatif a la réduction des endomorphismes et a la
manipulation des normes en dimension finie. Il est abordable des le début de la
préparation a ’agrégation.

Nous nous proposons de démontrer les deux équivalences admises par I’énoncé :
pour tout endomorphisme f € L(F),

pf) <l lim fP=0=3IkeN: 7% < 1.
p——+0o0
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a. Commengons par établir la seconde équivalence :

Si liril f? =0, il est clair que, pour k assez grand : || f*|| < 1.
p—+o0

Réciproquement, soit k& € N tel que : || f*|| < 1. Pour tout n € N, la division
euclidienne de n par k s’écrit n = ¢,k + 7, ou 0 < r, < k.
On a alors « [|f"[| = I(f*)™ (1 < [IF*[7lf7™ ] < m]lf¥]|% en posant

myp = sup ||f’]] qui est indépendant de n. On remarque que lim ¢, = +00
OSJSk_l n—oo
donc, comme || f¥|| < 1, on a: lim |[f*||% = 0. Ainsi, lim |f"|| = 0.
n—oo n—oo

b. Nous nous intéressons maintenant & la premiere équivalence : commen-
gons par remarquer que le passage en complexe est inévitable dans la mesure
ou la définition méme de p(f) est en terme de racines complexes de x ;. Pour
éviter de complexifier 'espace réel E (le lecteur pourra consulter a ce sujet le
tome 2 du cours de Mathématiques spéciales écrit par Ramis-Deschamps-Odoux
édité chez Masson), nous allons transférer le probleme de la convergence dans
L(E) vers un probléme de convergence dans M,,(C). Plus précisément : L(F)
est un espace vectoriel réel de dimension finie donc toutes les normes sur L(E)
définissent la méme topologie.

Soit || - || une norme d’algebre sur M,,(C) et (e, ..., e,) une base de E.
Pour tout g € L(F), en notant My, = Mat(g;e1,...,e,) € M,(C), on définit
I'application N de £(E) dans R par N(g) = ||My]|. On vérifie alors que N est
une norme sur le R-espace vectoriel L(E).

On pose M = My et on a, pour tout k € N : M* = Mat(f*;e1,...,e,),
c’est & dire N(f*) = || MP*||. Ainsi, la convergence de f* vers 0 dans (L(E), N)
est équivalente & celle de M* dans (M.,,(C), ||.||).

Supposons p(f) < 1:

Le polynome caractéristique x ¢ est scindé sur C. Soient Ay, ..., Ag les racines
distinctes de x dans C, on a : x4(T) = [[;_,(Nj — T)% (avec aj > 1).

En notant m I’endomorphisme de C™ représenté par M dans la base canonique,
le théoreme de décomposition des noyaux et le théoreme de Cayley-Hamilton
(comme xf = X alors x¢(m) = 0) donne :

C" =ker(m — D) @ ... D ker(m — AJI)*.

Ainsi, M est semblable & une matrice bloc-diagonale M, ott chaque bloc est
de la forme A\;I+ Bj, avec B; nilpotente d’ordre a; (il suffit de considérer une
base de chaque sous-espace caractéristique ker(m— X;1)% ). Soit P la matrice de
passage correspondante, on a : M* = PM*P~1 et |MF*|| < || P||||[P~| || M*].
On remarque que MF est toujours bloc-diagonale. On peut en fait écrire M =
D+ Z;:1 A;, avec D diagonale (de termes Aq, ..., ;) et A; nilpotente d’ordre
aj. Ainsi, en tenant compte de la forme par bloc de D et des A;, on a la relation :

s aj—1

s k
T 3 W ITRITED o) yeTvn

j=11=0 j=1 1=0

s ()cj—l

Donc || M*|| < UZ Z CiIN P avec 0 = sup  sup X ||AéH qui est fini.

j=1 1=0 1<j<s 0<i<aj—
s Olj—l

On obtient [M¥|| <o > Cip(f)*'. Comme p(f) < 1, le terme de droite
j=1 1=0



36 CHAPITRE 2. SESSION DE 1990

converge vers 0 quand k tend vers Iinfini donc, M* converge vers 0 dans
(M (C), ||.I)- On en conclut que f* converge vers 0 dans (L(E), N).
Réciproquement : supposons que f* converge vers 0 dans £(E). L’endomor-

phisme f* est représenté par M* dans la base (ej,...,e,). Soit A\ une racine
de X7 et X un vecteur propre de M associé, appartenant & C" : M*X = Ak X,
En choisissant la norme d’opérateur sur C" comme norme || - || sur M,,(C), on
obtient : X
1M*]] = sup > |AF].
X 1]

Soit N la norme sur £(E) associée & cette norme d’opérateur alors N (f*) > |A¥|.
Par ailleurs I’hypothése impose que klim N(f*) =0 donc |A| < 1. On en déduit
— 00

que p(f) <1.

Signalons que p(f) s’appelle d’habitude le rayon spectral de f. Cette série
d’equivalence permet d’en obtenir la caractérisation usuelle suivante (indépen-
dante de la norme choisie) :

p(f) = lim | f"|It/.

D’abord la convergence de la suite (|| f"||'/")nen est un exercice classique.
Cette limite est alors I'inverse du rayon de convergence de la série entiere réelle
ST/ ]|z™. En appliquant le lemme d’Abel et la premiére équivalence, ce rayon
de convergence est aussi égal a ﬁ.
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3.2 Correction

A. Théoreme de Gauss-Lucas, séries lacunaires.

I. Le théoréme de Gauss-Lucas.
1. Enveloppe convexe d'une partie d’un espace affine réel E.

a. Soit (C;)ier une famille quelconque de parties convexes de E.
Si N;er Ci = 0 alors elle est évidemment convexe.
Sinon, pour tout x,y € [,c; C; on sait que pour tout i € I, x € C; et y € C;.
Comme C; est convexe alors

Vi EI, [1.73/] CCia

ou [x,y] désigne le segment reliant = & y. Ceci prouve que [z,y] C (,e; Ci et

que (;c; Ci est convexe.

icl

b. Soit C = {C C E tel que C convexe et A C C}. On a alors les deux
propriétés suivantes : C est non vide car E € C et pour tout C € C, A C C. On
définit alors C'(A) par :

c)=c.

ceC

D’apres la question précédente, on sait que C'(A) est convexe et par construction,
C(A) vérifie la propriété :

(P) pour tout convexe K C F, AC K & C(A) C K.

On a unicité de cet ensemble car si C1(A) et C3(A) sont deux convexes vérifiant
(P) alors : comme A C C1(A) et Co(A) vérifie (P) alors C3(A) C C1(A). De la
méme maniere C1(A) C C2(A) donc C1(A) = C2(A).

n
C. Soit B = {barycentres des systemes (\;, M;) tels que Z A # 0, > 0}.
i=1
Par propriété de transitivité des barycentres, B est un convexe de I'espace affine
E.

- Comme A = {M;,...,M,} alors il est évident que A C B.

- D’autre part, si K est un convexe de F contenant A alors par définition
de la convexité, K contient tous les barycentres des systemes (\;, M;) avec
S A #0et A; >0done BC K.

On a ainsi prouvé que B vérifie la propriété (P) donc B est ’enveloppe convexe
de A.

2. Le théoreme de Gauss-Lucas.
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P
a.0OnaP=c H(X —a;)™ avec n; > 1, ¢ complexe non nul, et les nombres
i=1
complexes o; deux a deux distincts. On en déduit que

P = CE ni (X — "7_1H — o )"

Jj#i
p

=Z o

et que

[T

P
S

—~ X —

=1
b. Soit z tel que P'(z) = 0 et P(z) # 0 alors par I’égalité précédente, on a

O:ZZ:”%.

i=1

Or —L— = 2=%_ ot n; € N donc en prenant le conjugué de cette expression,

z—ay |z—a;|?
- z— Q4
i
0= n——2_.
|z — ol

C.OnaZ(P)={z€C;P(z) =0} ={au, ...} donc par le 1l.c., C(Z(P))
est ensemble des barycentres des systémes (\;,q;) tels que >0 | A\, # 0 et
Ai > 0. Si z € Z(P’) alors distinguons deux cas :
si z € Z(P) alors z € C(Z(P)),
si z ¢ Z(P) alors par la question précédente, on sait que z est barycentre
du systeme (ozi, ‘2"7(;“2) (c’est la définition méme du barycentre). On a bien

|Zial|2>0etz| 5 # 0 donc z € C(Z(P)).

On a alors prouvé le theoreme de Gauss-Lucas : Z(P’) C C(Z(P)).
3. Application & la localisation des zéros dans un disque.

On suppose que Z(P)) C D(0, R), disque de centre 0 et de rayon R. Comme
D(0, R) est convexe alors C(Z(P)) C D(0,R). Le théoréme de Gauss-Lucas
assure que Z(P') C C(Z(P)) donc les zéros du polynéme dérivé sont aussi de
module inférieur ou égal a R.

11. Surjectivité des fonctions définies par une série la-
cunaire.

Comme tous les complexes aj sont distincts de 0, P; est un polynéme de
valuation ng = 0 et de degré ng, Q4 est un polynéme de degré ng et de valuation
0 et Ry est un polynome de valuation 0 et de degré ng — 1.

a. Comme Qq(X) = X" Py(+) et val(Qq) = 0 alors

Z2(Qq) = {z € cé € Z(Py)}.



40 CHAPITRE 3. SESSION DE 1991
Comme R4(X) = X"71Q/ (%) et val(Ry) = 0 alors

2(Ry) = {=€C, € 2(Ql)}.

Si Py n’a pas de zéros dans D(0, p) alors Z(Qq) C D(0,1/p). Par le 1.3. on en
déduit que Z(Q/;) € D(0,1/p) donc Ry n’a pas de zéros dans D(0, p).

b. Par définition de Q4 et de R4, on a clairement :

d
Qd(X) _ Zaandfmc’
k=0

d—1
LX) =) ak(ng —ng) X
k=0
d—1 d—1
Rd(X) = Zak(nd — nk)X”’“ =nNg — (nd — ].)X + Zak(nd - nk)Xnk~
k=0 k=2

C. Prouvons ce résultat par récurrence. Soit H(d) 'hypothese :
“+o00 d

pour toute série entiére lacunaire 1 — z + E arpz™, le polynéme Py = g apz"*

k=2 k=0
admet un zéro de module inférieur ou égal a pqy.

L’hypothese est vraie au rang 1 car dans ce cas, pour toute série entiere lacunaire
de ce type, on a P =1 — z donc P; admet une unique racine z = 1 de module
inférieur ou égal a 1.

Supposons H(d — 1) vraie et prouvons H(d). On considére une série entiére
lacunaire

+o0 d
1—2z+ E apz"™t et Py = E apz"k.
k=2 k=0

Dans ce cas, Rg =ng— (ng— 1) X + Zi;é a(ng —ng)X™. Comme (ng)ren est
une suite strictement croissante, n; = 1 et d > 2 alors ng > 2. Soit

d—1 na—n n ng
S:l*XJrZak d k( d > X"k
= ng ng — 1

ng — 1
de telle sorte que Rg = ngS ( d X > On définit la série entiere lacunaire,
ng
+o00o
1—2z+ Z bipz"™*, avec
k=2

— nk
Vo<k<d—1, by=ay 2 ”’“( 1t )

ng nd—l
Vk>d, bp=ag.

D’apres H(d — 1), on sait que le polyndme S admet un zéro de module inférieur
ou égal & pg_1 ce qui prouve que Ry admet un zéro de module inférieur ou égal
a pg = n:i 7pd—1- Par contraposée du a., P; admet un zéro de module inférieur

ou égal & pg donc H(d) est vraie.
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2. Existence d'un zéro de f.

a. On vient de voir que pour tout d € N*| il existe z € C tel que Py(z) =0
et |z| < pg. Or pour tout d > 2,

¢ 1
Inpg = In

Nk

Comme (ny) est une suite d’entiers strictement croissante, klim nE = 00 et
— 00

1 1 L. 1 R :
 ~ —. Lasérie ) | —- est convergente donc par critére de comparaison
nk

1_7171@ ng

In

des séries & termes positifs, Y In i est convergente ce qui prouve que (pq)q>2

k
est une suite bornée de C. Soit M = sup |pq| alors
d>1

Vd € N*,3z € C tel que P(z) =0 et |z| < M.

b. Par le a., pour tout d € N*, il existe zq € D(0, M) tel que P(z4) = 0. La
suite (z4)den a donc tous ses éléments contenus dans le compact D(0, M). On
peut en extraire une sous-suite convergente vers z € D(0, M). Comme f(zq) =

f(zq) — Pa(zq) alors

[f(za)l < sup  [f(z) = Pa(2)].

z€D(0,M)

Or P, converge uniformément vers f sur D(0, M) (le rayon de convergence de

la série entiere lacunaire est infini et on a méme convergence normale sur tous

les compacts de C) donc dlim |f(z4)| = 0. Comme f est continue et dlim 24 =%
— 0

alors f(z) = 0. o
3.0na -
9(2) = g(0) + g'(0)z + Y _ bz
k=2

Soit y € C. Si y = g(0) alors on a trouvé un antécédent de y
Siy # g(0) alors g(z) = y s’écrit (car ¢'(0) #0) :

g0 b (y=90)\"( g0z " _
1_y—g(O) Zy—g(0)< g'(0) ) (y—g(O)) b

k=2

(0 b —g(0)\ ™

En posant Z = M, ap = k (y /g( )> et en définissant f la
y—g(0) y—90)\ ¢(0)

série entiere lacunaire associée a cette suite :

f2)=1-2+ apZ"™,
k=2
on a

g9(z) =y <= <f(Z)—Oetz—ygl(‘%()0)Z>.
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Comme g est une série entiére lacunaire de rayon de convergence infini, il en est
de méme pour f et f vérifie les hypotheses du 1. et 2. ce qui permet de conclure
par le 2.b. que f admet un zéro dans C. On a alors trouvé un antécédent de y
par g.

B. Localisation des zéros d’un polynome.

1. Localisation des valeurs propres d’une matrice.

a. On suppose que o > 0. Soit ig tel que | X|| = |z;,| = maxi<i<yn |2;]. On
a alors [|[AX] > [(AX);,]. Or

[(AX)io| = 1Y Aigss| > [Aigioiol = D |Aig]5]

=1 i
et pour tout j # i, |z;| < || X|| = |z;,| donc
JAX| = [(AX)i| 2 |1 X[ Lig = | X

On en déduit que si AX = 0 alors || X|| = 0 donc X = 0 ce qui prouve que A
est injective. Comme la dimension est finie, A est inversible.

n C
b. Soit B = A — A avec \ € (UD(AZ-i,Z |Aij)> .Pourtouti=1,...,n
1 i
| Bii| = [X — Ais| > Z |Ayj| = Z |Bijl-
i j#i
Soit @« = min {|By| — Z |Bi;|} alors o > 0 (car le nombre d’indices est fini)
1<i<n vy
VED)
et par le a., on en conclut que B est inversible. Pour toute valeur propre A de
A, la matrice AI — A est non inversible donc par contraposée,

n

A E UD(A”, Z |A”|)
1

i

2. Application aux polynémes.
On établit par récurrence que P est au signe pres le polynéme caractéristique
de A (il s’agit méme du polynéme minimal, voir la question I.C. du sujet de
1990) donc par le 1.b., tout zéro de P est dans ’ensemble

n—2

D(O, 1) U D(_an—la Z |aJ|)

=0

3. Par le AL2.a. on a vu que lorsque P = ¢\, (X — o)™,
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Ainsi,

1 [P " ;
2im Jr P(z2) = 2w Jp 2z — o
Par le théoreme des résidus, on sait que si a; € D L fF dz_ — 1 et si a; ¢ D,

HYr z—a
1 dz_ — () donc

2im JT z—ay
1 P'(2)
— dz — N
2i77/p P(z) : Z "

j tel que a;€D

C. Le théoreme de Grace.

1. Action de GLy(C) sur la sphere de Riemann.

a. Soit ¢ le morphisme surjectif de GL2(C) sur H défini par ¢(A4) = Ha.
L’élément neutre du groupe multiplicatif H est lidentité et ¢p(A) = T si et
seulement si pour tout z € C, Ha(z) = z et Ha(oo) = oo. Par définition, en

a b
notant A = ( . d),onaHA(oo)z‘i:oo,HA(O)zgzoetHA(l):gig

donc b = ¢ = 0 et a = d. Réciproquement, il est clair que si A = ( 8 2 ) )

avec a € C*, alors ¢(A) = 1. On en conclut que

kerd){(g 2),&6@*}.

b.SoitM1:<(1) (1)>,M2:<(1) 1)etNk:(g ?)avecke(c*.

Par un calcul élémentaire sur les matrices 2 x 2, on constate que :

Multiplier la matrice A par la matrice M, revient a échanger les colonnes de la
matrice tandis que multiplier la matrice M; par la matrice A revient a échanger
les lignes de la matrice.

Multiplier la matrice A par la matrice My revient & garder inchangée la premiere
colonne de la matrice et a additionner les deux colonnes de la matrice tandis
que multiplier la matrice My par la matrice A revient & additionner les deux
lignes de la matrice et a garder inchangée la seconde ligne de la matrice.
Multiplier la matrice A par la matrice N revient a multiplier par k la premiere
colonne de la matrice et a garder inchangée la seconde colonne de la matrice
tandis que multiplier la matrice N par la matrice M revient a multiplier par
k la premiere ligne de la matrice et a garder inchangée la seconde ligne de la
matrice.

En multipliant par ces matrices, on peut effectuer toutes les opérations
élémentaires possibles sur les lignes et les colonnes. Or lorsque M € GLy(C), on
sait que M est transformée en 'identité apres une suite d’opérations élémentaires
sur les lignes et les colonnes (méthode du pivot de Gauss). L’ensemble des ma-

trices
0 1 1 1 k 0 N *
L 0) (o 1) (5 7)meeey
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engendre donc GLy(C).

c. Comme ¢ est un morphisme surjectif de GLy(C) sur le groupe des ho-
mographies alors I'image par ¢ de cet ensemble générateur de GLy(C) est une
partie génératrice de H, c’est & dire : {Hy, Ha, hy, ot k € C*} engendre H avec

1
Vz € 57 Hl(z) = ;’H2(Z) =z + 1,hk(2) =kz.

2. Géométrie de la sphére de Riemann. On rappelle que le birapport de
21, 22, 23, 24 ¢léments distincts de S est défini par

24 —Z2 [ 23— 22
[21722;23724} =
Z4 — 21 Z3 — 21

v venti % _ 1. Ainsi B L .
avec la convention que 22 1. Ainsi, un S—cercle I est caractérisé par trois

éléments z1, 2o, z3 de S tels que

I' = {z € C tel que [z, 21; 22, 23] € R}.

a. Le birapport d’éléments distincts de S est conservé par les homographies
Hy, Hy et hj donc le birapport est conservé par toute homographie (puisque
Hy, Hs et hy engendre H) ce qui prouve que l'image d’un S—cercle par une
homographie est un S—cercle.

D’autre part, Hy, Ho et hjy sont continues pour la topologie associée a la
sphere de Riemann (en particulier, une base de voisinages de 1’0o est constituée
des complémentaires des disques fermés de C) et elles sont bijectives sur S donc
il en est de méme pour toutes les homographies. La frontiere d'un S—disque
fermé est un S—cercle donc par continuité, I'image d’un S—disque fermé par
une homographie est incluse dans un S—disque fermé (car les propriétés de
connexité sont conservées) et par bijectivité, 'image est un S—disque fermé.

b. Si C est un cercle de C alors C est I'image de I'g par une similitude. Si
C est une S—droite alors par translation puis par rotation, on transforme cette
S—droite en la droite d’équation R(z) = 1/2. Cette droite est 'image par H;
du translaté de I'g par 1 : {z € C, |z — 1| = 1}. Ainsi, tout S— cercle est 'image
par au moins une homographie de I'y.

Il est clair que I'image par H; du disque unité est le complémentaire du
disque unité ouvert donc de la méme maniere, tout S—disque fermé est I'image
par une homographie du disque unité de C.

3. Action de GL2(C) sur les polynomes et sur la forme d’apolarité.

a. Soit A = ( Z Z ) et B = ( ; £ ) deux éléments de GLy(C). On a

AB — ( ae+bg af +bh

ce+dg cf +dh > donc pour tout polynéme P € C,[X],

(AB)(P) = ( (ce+dg)X+ae+bg)nP<(Cf+dh)X - (“th)).

—(ce+dg)X + ae+bg
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D’autre part, B(P) = (—gX +¢)"P(= gx+P) donc
dX —b nohAXsh
A(B(P)) = (cX+a)”<g+e> P(_°d+ab)
—cX +a g —c)g(—&-a +e

= (AB)(P).

Ce résultat prouve que 'on définit bien une action de GL2(C) sur C,[X]. En
particulier, comme {M;y, My, Ny, avec k € C*} engendre GL2(C), il nous suf-
fira d’étudier I’action de ces matrices sur C,,[X] pour obtenir des résultats sur
I’action de n’importe quelle matrice.

b. On a A;(P) = P(X +t) et A,(Q) = Q(X +t) donc

n

Gn(Ai(P), A(Q)) = Y (=1 PP (1) Q"M (¢).

k=0
Appelons f cette fonction de t : elle est holomorphe sur C et

n

F) = Z(—nk(ﬂ’“*”(t)@mk><t>+P<k><t>Q<"k+1><t>)

= PHOQUI() + (~=1)" P @)Q(1).
Or P,Q € C,[X] donc f'(t) =0 et pour tout t € C,

c. Soit P = ijXj eCp[X]et Q= quXj € C,[X], il est clair que
§=0 §=0

n

W(P,Q) = (=1)5(n = ) pjgn—;-

j=0

Par le a., il suffit de prouver le résultat pour les matrices My, Ms, Ni avec
ke C*.

On vient de voir que G, (P, Q) = G,,(M2(P), M2(Q)) car A_; = M.

De plus, pour tout polynéme P € C,[X], pour tout k € C* on a :

M(P) = (~1)"X"P( an X7
et Ny(P) = k”P(%):k i%x
§j=0

ce qui donne

Gn(My(P),My(Q)) =D _(-1)j! (n = §)! pn_jg; = (-1)"Gn(P, Q)
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n

et Gu(Ne(P), Ni(Q)) = k" Y (=1)j! (n — j)! LAt X
— GL(P.Q).

Le résultat est alors évident.
4. Effet de l'action de GL2(C) sur les zéros des polynomes.

a. Soit P un élément non nul de C,[X]. Par la théorie classique des po-
lynémes symétriques, on sait que x1,...,T,_; sont les racines de P comptées
avec leur multiplicité si et seulement si il existe ¢ € C* tel que :

|
B

n

P=cY (—1Yoj(x1,...,2p )X "9
J

Il
=]

Apres changement d’indice, on constate que P s’écrit
n
P = CZ(—I)]_kUj,k(Il, R ,xn,k)Xn_J.
j=k

Or la convention adoptée pour étendre les fonctions symétriques élémentaires a
S assure que :

n

P=(=1)%> (~1)o;(z1,...,n 1, 00,...,00) X",
j=0

ol 'co est un zéro de multiplicité k.

b. Comme précédemment, il suffit de prouver le résultat pour les matrices
My, Ms, Ni, avec k € C*. On a vu au 3.c. que pour tout polynéme P € C,[X],
pour tout k € C*,

Mi(P) = (-1)"X"P()
My(P) = P(X+1)
Ni(P) = KP(T)

donc il est clair que la famille des zéros de M; (P) dans S (respectivement My (P),
Ni(P)) est 'image par I’homographie Hy (respectivement Hs, hy) des zéros de
P dans S.

5. Le théoreme de Grace.

a. On note F le S—disque fermé contenant les zéros dans S de P et ne
contenant pas ceux de . Par le 3.a., il suffit de trouver une matrice A telle que
A(P) et A(Q) vérifient les hypotheses énoncées.

Supposons @) de degré n :
on considére H4 une homographie qui envoie un des zéros de @ sur 'co. Par
le 4.b., la famille des zéros dans S de A(Q) est I'image par I’homographie H 4
de celle des zéros dans S de @ donc A(Q) admet oo comme zéro d’ordre de
multiplicité 1 et le degré de A(Q) est strictement inférieur & n.

Par le 4.b., la famille des zéros dans S de A(P) est contenu dans I'image par
Hy de F. S’il existait z € Ha(F') zéro dans S de A(Q) alors en faisant agir par
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A=Y on trouverait un zéro de @) dans F ce qui est contradictoire donc H 4 (F)
ne contient aucun zéro dans S de A(Q).
Mais par le 2.a., H4(F') est un S—disque fermé et comme co est une racine de
A(Q) alors H4(F) ne contient pas I’oco. Il s’agit donc d’un disque fermé de C et
on a bien les trois hypotheses désirées.

Si @ est de degré inférieur strictement a n alors 'oo est zéro de @ et la
derniere partie du raisonnement montre qu’il n’y a pas & changer P et Q pour
avoir ces hypotheses.

b. Comme Q est de degré inférieur ou égal & n — 1 alors G,,_1(P’, Q) a un

sens et
1

S
|

Gn—l(P’, Q) _ (71)kp(k+1)(0)Q(n717k:) (O)

(]

b
Il

0
(—1)FPM(0)Q™"*)(0).

|
M-

=

=1
Or Q™ (0) = 0 donc Gy, —1(P',Q) = =Gy (P,Q) = 0.

C. Prouvons le théoreme de Grace par récurrence. Soit H(n) ’hypothese :
Pour tout P, Q € C,[X] non nuls tels que Gp(P,Q) = 0, tout S—disque fermé
contenant tous les zéros dans S de P contient au moins un zéro dans S de Q.

Aurang 1,ona P =aX + b, Q = ¢X + d non nuls et G1(P,Q) = 0 assure
que ad—be = 0. On en conclut que P et Q ont les mémes racines donc le résultat
est évident.

Supposons ’hypothese vriae au rang n — 1. Montrons la au rang n en rai-
sonnant par l'absurde (comme cela est suggeré au début de cette question 5.).
Par le a. et le b., on trouve deux polynémes P et () vérifiant :

(i) @ est degré inférieur ou égal & n — 1.
(if)
(i)
(iv) Gp_1(P',Q) =0.

Par le théoréme de Gauss-Lucas (A.1.3.), on sait que tous les zéros de P’ sont
dans D, disque fermé de C. Comme P’, Q € C,,_1[X] (cf (1)), et Gp—1(P',Q) =0
(cf(iv)), on peut appliquer 'hypotheése de récurrence et D contient au moins

un zéro dans S de Q. Ceci est contradictoire avec (iii) donc I’hypotheése de
récurrence est vraie au rang n.

D est un disque fermé de C contenant tous les zéros dans S de P.

aucun des zéros dans S de @ n’appartient a D.

6. Autre forme du théoréme de Grace.
Soit Q = Z?:O(—I)Jcrj(scl, ey ) X", Par le 4.a. on sait que x4, . . ., Z, sont
les zéros de @) comptés avec leur multiplicité. On peut alors exprimer ’hypothese
sur les a; en terme d’apolarité :

(=)™ Y (=15t (n = §)! Cha; (1) o(x1, . .., 2n)

Jj=0

= (=1)"n! Zajoj(xl, ooy xy) = 0.
§=0
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Comme D est un S—disque fermé contenant tous les zéros de @ alors par le
théoreme de Grace, le polynome P a au moins un zéro dans S, éventuellement
oo, appartenant a D.

7. Application.

n
L’égalité H(u) = 0 s’écrit Z Clabju® = 0. Soit Q; défini par Q; = X”Q(—%)
§=0

alors
n

Ql = Z(fl)JCflbjukX"ﬂ

Jj=0

On a alors H(u) = 0 <= G,(P,Q1) = 0. Comme tous les zéros dans S de P
sont de module inférieur ou égal a R; alors par le théoreme de Grace, il existe
un zéro z; de @ tel que |z1| < Ry.

Or 0 n’est pas racine de Q1 car @ est de degré exactement n et b, # 0 donc

u

Q1(z) =0 <= Q( Z)zO.

Comme les zéros de Q dans S sont de module inférieur ou égal a Ry alors
u
“ S R2 et ‘Z1| S Rl,
21

ce qui prouve que |u| < Ry Rs.

C. Le théoréeme de Biernacki sur les sommes des
séries lacunaires.

1. Préliminaire : zéros de la dérivée d’un produit.

a. Comme z est un zéro de II" alors IT; (2)TT5(2) + Iz (2)I;(2) = 0. Or

IM(z) = (—1)Jaj(a1,...,ap)zp_j

NE

LN
=]

M(z) = (p—j)(—l)Jg-j(Oél’”.7()[1))2,;>—1_j7

(]

Jj=0

donc I'égalité 11 (2)I15(z) + II2(2)II}(2) = 0. se traduit par
P
Zajaj(oq, s 0p) =0
=0

o pour tout 0 < j < p, aj = (—1)72P~177 (2114 (2) + (p — j)2(2)). Par le C.6.,
P
le polynome P = Z C’ganj a au moins un zéro dans S appartenant a Dy car
j=0
D, est un disque fermé complexe contenat tous les «;.
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D’autre part,
(z—X)P = ch(—wzp—ﬂ)(f
et p(z — X)P~t = chj Y 2P X,

Comme pC]gf1 = (p—J)Cj alors

(Z—XVW()+MZ—XV“Hﬂ@

= (—1)PIT,(2 Xuz PTIICI (21T (2) + (p — §)Ta(2)) X7
Y Ot
7=0

On sait alors qu’il existe a € Dy tel que P(a) = 0, c’est & dire :
(z — a)PIIL(2) + p(z — a)P M I (2) = 0.

Soit P1(X) = (X — )P alors z est racine de (IIoP;)’. De la méme maniere
que précédemment, on trouve 8 € Dy tel que

(z = B)IP{(2) +q(z — )T ' Pi(2) = 0,
c’est a dire
p(z— )P~z = B) 4+ q(z = B)" ' (z —a)? = 0.

Ce résultat est valable pour tout zéro de I’ (infini ou non). Maintenant, comme
z¢ Dy, p>1,q>1alors 2z — a # 0 et 8 ne peut pas étre I'co.

b. Soit z un zéro de I’ tel que z ¢ Dy U D,. Par le a., il existe o € Dy,
B € Dy \ {00} tels que
(=~ ) (= = )7 + gz~ Bz — @) =0,
Orz¢ DyUDsy donc z—a#0et z—3#0donc p(z— )+ q(z—a)=0et

_ PP +qo
pP+q

Ceci prouve que z est combinaison convexe de ((3,p/(p + q)), (o, q/(p + q)))

donc
pAz +qA; pRy + qR1>
p+q ' ptg
Comme D1, Dy, D3 sont des disques fermés disjoints alors il existe trois
cercles I'1, I'g, '3 tels que les disques de frontiere I'; contiennent strictement D;

et soient disjoints. Cette construction assure que II' ne s’annule sur aucun des
I';. Par le B.3., on a

#{z € D;,II'(z) = 0} = 2117'r /p Il?lil((j)) +

ZGDgD(
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Fixons f1,..., B, et faisons varier o, ..., ap : soit
¢'L : D]f — N
1 " (z)
a1,...,Q - .
(o ) 2im Jp, 1I'(2)

D’apres les propriétés de continuité des intégrales dépendant d’un parametre, ¢;
est continue. Or DY est connexe et ¢; est & valeurs entieres donc ¢; est constante

sur DY. On peut alors considérer que a; = ... = a;, = Aj.

De la méme maniere, en faisant varier les (3;, on peut considérer par propriété de
connexité et de continuité que f; = ... = B3 = Aa. Soit P = (X —A1)P(X —Ay)?
alors

#{z € D;,II'(2) =0} = #{z € D;, P'(z) = 0}.
Or P/ = (X — A1)P71(X — A2)7 1 (p(X — A2 + ¢(X — Ay)) donc

P p—1 n qg—1 N 1

P — — _ pAstqAi

P X - A X — Ay X s
pAz +q4s

Il est clair par hypothese que ¢ D1U Dy car Dy, Dy et D3 sont deux

. - p+a
a deux disjoints donc

1 P/l

DT (z) =0} = —— —p1
#{z € D1,1I'(2) } 2ir Jo, P’ p
1 P//
Dy, T (z) =0} = —— 01
#{ZE 25 (Z) } % r, P’ q
1 P//
D3, II'(2) = = — — =1.
#{ZE 3 (Z) 0} 2% Ty P!

c. Tout d’abord, il existe Ry < R tel que pour tout 1 <i < p, a; € Dy =
D(0, Ry). Soit Dy = (d(0, (p + 2¢9)R/p))* en notant par d(-) le disque ouvert
correspondant.

Montrons que I’ ne s’annule pas sur le cercle I'g de centre 0 et de rayon R. En
effet, supposons z zéro de II' :

Siz€ Dy UDag, |zl <Rou|z|>(p+29)R/p > R donc z ¢ T'g.

Siz ¢ D1UDs et z # oo alors par le a., il existe o € Dy, 8 € Dy \ {0} tels que

Pz =)z = B) + gz — ) (= - a) =0,

B+ qo
p+q

donc z = .Or |B] > (p+2q)R/p et || < R donc

5] > (P+29R  qR _
p+q  ptg

On en déduit que si z € II' alors soit z € Dy, soit z ¢ (d(0, R))c c’est & dire que
IT' ne s’annule pas sur I'g. Par le B.3., on sait alors que

H//
R H/

#{z € D(0,R),TT'() = 0} — L/F

2im
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De la méme maniere qu’a la question précédente, par connexité et continuité,
on seramene aucas ol oy = ... =, =0€ Dy et S =... =0, =0 € Ds
avec || > (p + 2q)R/p. Comme au b., on a

#{z € D1,1I'(2) =0} =p—1 avec D; = D(0, Ry) et Ry < R.

2. Application & la localisation des zéros dans un disque.
Montrons le résultat par récurrence descendante. Soit H(p) I'hypothese :
Pour tout polyndme de degré n et de zéros ay, ..., a, avec |ai| < ... < |ay)|, si
R € RY est tel que |op| < R alors P’ a au moins p—1 zéros de module inférieur

otk

ou €gal a R .

g ]]-:[) n—k

Cette hypothese est vraie pour p = n car dans ce cas, pour tout 4, |a;| < R
et par le théoreme de Gauss-Lucas (A.1.3), P’ a tous ses zéros contenus dans le
disque de centre 0 et de rayon R. Le degré de P’ vaut n — 1 donc P’ a (n — 1)
zéros de module majoré par R.

Supposons H(p + 1) vraie et montrons H(p) : on suppose que

P =

%

(X —ay) avec |a1] < ... <oy et |ap| < R.
1

n

On constate que P s’écrit P = 11,115 avec

p n
m=[[(X—ap)etT= J] (X—a)
k=0 k=p+1

Le degré de II; est p et celui de II5 est n —p. Comme |ay,| < R alors les zéros de
IT; sont dans le disque D(0, R) et comme les a; sont rangés par ordre croissant
en module, les zéros de Il sont de module supérieur ou égal & |oyy1].

Si|apg1| > WR = (2n—p)R/p alors d’apres le 1.c. (en remplagant R par
R+ & > R puis en faisant tendre € vers 0), on sait que P’ admet exactement

n—p
k
(p—1) zéros de module inférieur ou égal a R. Il est évident que R < R H nt .
n—
k=0
Si |apt1| < (2n — p)R/p alors P vérifie les hypotheses de la récurrence au rang
p+ 1 avec R = (2n — p)R/p. On en déduit que P’ admet au moins p zéros de

n—p—1
k
module inférieur ou égal & R’ H Zi— . Or R’ = (2n — p)R/p donc
k=0
n—p—1 n—p
, n+k n+k
R H n—k _RH n—Fk
k=0 k=0

On en conclut que dans tous les cas, P’ admet au moins (p — 1) zéros de module

n—p
e , . n+k
inférieur ou égal a R H
k=0

ce qui prouve H(p).
[ 5, co aui prouy (p)

3. Existence d'une infinité de zéros pour la somme d’une série lacunaire.
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a. Ecrivons Q sous la forme

Q ZC” i T—ni)...(nq+1 —’nJan

ng Cg;

Par le C.7., il suffit de localiser les zéros des deux polynoémes P; et P> ou

q

q
P = ZaiX”" et Py = ZCZ;(W/T —1ni) ... (Ngy1 —ng) X

=0 i=0

Par hypothese, les zéros de P = Py sont de module inférieur ou égal a R.
Normalisons le polynéme P, : Py = g,_4(ng) P avec

q T
) — Mg nj B ni ng
p=) on 11 o=
1=0 j=q+1 "7 4
Par le B.2., les zéros de P, (et donc ceux de Py) sont contenus dans

r —2 r
po.yun( - I monet e ] mom),
- g

j=g+1 7T =0 j=gt1

q Tq
Orn; >0 et ZCﬁq < ZC,]‘{Q = 2"« = 2P donc

q—2 r n n T n q—2
n; g — " J n;
Y o I = < II pes
- . n_] - nq . n_] - nq 3
=0 Jj=q+1 Jj=q+1 1=0
T
nj

< 2r

n; —ng
j=q+1 7 a

Comme > 1 et 2P > 1, les zéros de P» sont de module inférieur ou égal a

s
2p H 2 En appliquant le C.7., on en conclut que les zéros de @ sont

n;—n
j=q+1 7 q
de module majoré par

s
R(p,r)=R-2P J
; nj —MNq
J=q+1
b. Montrons par récurrence sur j que
r—j Jj—1
F; = E ay <H Ny —nk)> XMr=i =k,
k=0 1=0

Au rang 0, on a déja vu au A.IL.2.b. que

X" Py( Za X
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ce qui prouve I’hypothese au rang 0.
Supposons la vraie au rang j et montrons la au rang j + 1. Par définition,

XTLT_j—”Lr—j—l_leJ’_l(X) = F/(X)

J

et d’apres 'hypothese, on sait que
—J
Fi(X)= >
On en déduit que
J
F j+1 = Z

ce qui prouve I’hypothese au rang j + 1.
On constate que

J
Hnr z_nk: an Jo1T

q r—qg—1
Fr_q= Z Ak < H (nr—i — nk)>annk-
k=0 i=0

r—q—1

Mais XPQ(— X Zgr g(ni)ap X" ™ et gp_g(ng) = H (ny—; —ng) donc
k=0 1=0
FriglX) = X7Q(5).
r—q X

C. Raisonnons par I’absurde : soit j € {0,...,r — ¢} et supposons que F; a

au moins n,_; — ng + 1 zéros de module strictement inférieur a

n; +k\
;= (Rp.r) ==
ke{Uyli[,pfl} i = k
ic{q+1,....,7—j}

On a deg(F;) = n,_; car les complexes aj sont non nuls et par le 2., on sait que
F J’ a au moins n,_; — ng zéros de module strictement inférieur a

ng—1

= Rjt1.

Par définition X"r—i—"r—i-17 F, 4 = Fj’ et vu la formule obtenue pour les Fj,
on constate que si 0 est zéro de FJ’ alors n,_j —n,_j_1 —1=0et Fj 11 = FJ/
On en déduit que les zéros de Fj1; sont exactement les zéros de F]’ . De plus,
la suite (ng) est strictement croissante donc Np—j > Ny—j—1 +1et Fj11 aau
moins n,_;_1 — ng + 1 zéros de module strictement inférieur a R;1.

En réitérant ce procédé, on trouve que F,._, a au moins 1 zéro de module
inférieur & R,_,. Mais R,_, = 1/R(p,r) et d’apres le a. et le b., tous les zéros
de F,_, sont de module supérieur & 1/R(p,r) donc ceci est contradictoire.
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1
On a Fy(X) = X”TP,.(Y) donc P, a au plus n, — n, zéros de module

strictement supérieur & 1/Ry et comme deg(P,) = n, alors P. a au moins p
zéros de module inférieur ou égal a

1/Ro = R(p,r) H ni+k.

d. Pour tout p = ng, on va montrer que f admet au moins p zéros et comme
la suite (ng) est un suite d’entiers strictement croissante, cela prouvera que f
admet une infinité de zéros.

Soit p = ng fixé, R le plus grand des modules des zéros de P,;. On vient de
voir au ¢. que pour tout > ¢, P, admet au moins p zéros z{, ..., 2, de module
inférieur ou égal a

r k
1 1+ .5
. 9P - ni
B2 [l == II —%
Jj=q+1 nj ke{0,...,p—1} n;
i€{q+1,...,m}
La convergence de la série > n% assure que pour tout K = 0,...,p, le produit
o k - k
infini H (14 —) est convergent, ainsi que H (1 ——). On en déduit que :
. n; ) n;
i=q+1 i=q+1

IM e R, Vr >q,327,..., 2, tels que Pr(2]) =0 et || < M.

Comme les suites (z]);>4+1 sont contenues dans le compact D(0,M) alors
par un procédé d’extraction diagonale, on peut supposer que ces p suites sont
convergentes vers z;. La série entiere f a un rayon de convergence infini donc
P, converge uniformément vers f sur D(0, M) et de la méme maniére qu’au
A.I1.2.b., on conclut que pour tout i =1,...,p, f s’annule en z;.

4. Le théoréme de Biernacki.
On pose f(z) = g(z) —y et f vérifie évidemment les hypothese du 4. donc f
admet une infinité de zéros et 'équation g(z) = y admet une infinité de solutions
dans C.

3.3 Commentaires

Ce probléeme est typique d’une épreuve de mathématiques générales a ’agré-
gation. On y utilise des techniques d’algebre, d’analyse et de géométrie. Le début
du probleme peut étre considéré comme du cours sur la localisation des zéros
des polynomes, la géométrie de la sphere de Riemann ainsi que les homogra-
phies. L’étude d’une action de groupe de GL3(C) sur C,,[X] permet d’établir le
théoreme de Grace sur la localisation des zéros dans la sphére de Riemann d’un
polyndome. Enfin, la derniére partie demande de bien maitriser les différents
outils introduits dans les parties précédentes pour démontrer le théoreme de
Biernacki :
pour toute série entiere lacunaire g de rayon de convergence infini, I’équation
g(z) =y admet une infinité de solutions dans C.
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4.2 Correction

I. L’espace vectoriel Hy(A)

A. Préliminaires

1. L’application T est clairement linéaire. Pour tous a,a’ € A%, aa’ —a’a €
[A, A] donc T(aa’ — a’a) = 0 par définition de T. D’ou T'(aa’) — T(a'a) = 0,
donc T'(aa’) = T(a’a) : T est une trace.

2.0na A, Al Ckert car:
7( Z)\i(aia; —aja;)) = Z Xi(T(a;a}) — T(ata;)) = 0.
i=1 i=1

On en déduit que 7 se factorise & travers A/[A, A] = Hy(A). Précisons le rai-
sonnement, et pour cela partons de a@ € Hp(A). Prenons un représentant a
de o (i.e. T(a) = «) et posons 7(a) = 7(a). Cela définit bien 7 : en effet si
b € A est un autre représentant de « (i.e. T(b) = o) on a a — b € [A, A] donc
0=17(a—10b) =7(a) — 7(b). On a fait ce qu’il fallait pour que 7o T = 7. Il est
clair qu’alors 7 est linéaire car T est linéaire surjective et 7 est linéaire. Enfin
P'unicité de 7 est une conséquence triviale de la surjectivité de T ; soit en effet
a € Hy(A) et a un de ses représentants : 7(«) = 7(a) donc 7(«) est uniquement
déterminé.

Soit

w: L(Ho(A),V) — T(AV)
t — tol.

A priori ¢ est & valeurs dans L(A,V) mais si a,a’ € A :

toT(aa") —toT(a'a) =toT(aa’ —a'a) =toT([a,d']) =toT(0) =0,

donc toT(aa’) =toT(a'a) et toT est une trace : toT € T(A, V).
L’application ¢ est linéaire. L’existence de la factorisation précédente par 7
assure sa surjectivité et 'unicité de cette factorisation assure son injectivité : ¢
est un isomorphisme.

3.a. On note Ty et Ty les projections canoniques sur Ho(A) et Hoy(B).
Puisque f est un morphisme d’algebres il est facile de voir que f([4,A]) C
[B, B]. Or [B, B] = kerTp donc [A, A] C ker(Tp o f) : d’apres 2., application
linéaire T o f se factorise & travers le quotient A/[A, A] qui est Hy(A).

L’application linéaire quotient Hy(f) de Ho(A) vers Hy(B) ainsi obtenue
vérifie la relation Hy(f) o Ta = Tp o f. Compte tenu de la surjectivité de T4
cette derniere égalité détermine Ho(f) de fagon unique.

3.b. On est dans la situation de la question précedente avec B = A. Soit o €
Hy(A) et a un représentant de o dans A. Comme T est une trace, T(uau~1) =
T(au=tu) = T(a) et

(Ho(f))(a) = (Ho(f)(T(a))
T o f(a)

T (uau™1)

= T(a)
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Donc H()(f) = IdHU(A)~

B. Les algébres de matrices

1. L’application T o T'r est bien définie de M,,(A) vers Hq(A) et est linéaire
comme composée d’applications linéaires. Soient M et N € M,,(A) :

ToTr(MN)—ToTr(NM) = ToTr(MN - NM)
= T(Z(MN—NM)M)
j=1
= T<ZZmJ7n” ZZn“mm)
j=11i=1 j=11i=1
= T(szj iMg,5 — Z Z ni',j’mj’,i’>
j=1i=1 i'=15'=1
n n
= T(ZZTFLJ iMg,5 — ZZni,jmm)
j=1i=1 i=1 j=1
= T( Z[mj,i,nz,]o
ij=1

= 0 (car Z [mj.q, i ] € [A, A]).

ij=1
Donc T o T'r est bien une trace de M,,(A) vers Ho(A).
2.a.0na:

[Eij(a), Exi(b)] = Eij(a)Ex(b) — Er(b)Eij(a) = 61 Eq(ab) — 6 Ey;(ba).

2.b. Faisons  =4,j = k = 1,b = 1 et utilisons alors le calcul précédent. 11
vient :

[Ei1(a), E1i(1)] = Fi(a).

2.c. Soit m € M,,(A). Posons :

a= Z Ei;j(m; )+ Z Fi(mi;) + E11(Tr(m)).

1<i#j<n 2<i<n

Soient 1 < k,l <n:

Si k #£ 1 alors ag; = my;.

Si k = [ on distingue deux cas : si k # 1, apg = my, et si k =1, a;; =
— Z mgk + Tr(m) = ma;.

k#1

Donc a = m et on a démontré 'existence de I'écriture demandée.
Enfin on sait que si D, = {m € M, (A) ; m;; =0sii # j}etsiC, ={me
My (A) ; my; =0sii=]j}, onaM,(A) = C, D,. Comme il est clair que
Eij(1),,; est une base du A—module C, (donc & fortiori une famille libre sur
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k) et que Eq1(1) U{F;(1)}iz1 est une A—base de D,, (donc une famille libre sur
k) on a l'unicité de lécriture demandée.

2.d. Soit m € M/ (A) : on a Tr(m) € ker T i.e. Tr(m) € [A, A].

Sii#j, Eij(mij) = [Ei(myj), B1;(1)] d’apres a.. En particulier E;;(m;;) €
(M (A), My, (A)]-

D’apres b., F;(my;) € [M,(A), M, (A4)].

Tr(m ) [A, A] donc Tr(m) peut s’écrire sous la forme Z Ailai, a;r]. Alors

E11(Tr(m Z)\ E11([ai, air]). Mais le a. prouve que :

Eri([ai, ai]) = [Eri(ai), Eii(air)].

On en déduit facilement que E11(Tr(m)) € [My,(A), M, (A)].

Compte tenu de la décomposition de m obtenue au c. tout ceci assure que
m € [M,(A), M,,(4)]. On a donc prouvé que M, (A) C [M,(A), M,,(A)]. Enfin
M (A) étant défini comme un noyau, c’est un sev de M,,(A), que 'on peut voir
aussi comme un sev de [M,,(4), M, (A)].

2.e. D’apres a., T o T'r est une trace donc en appliquant A.2. on sait que
ToTr="1ToTroTy, (cette notation ayant un sens évident).

Les applications T et Tr sont surjectives donc T o Tr lest aussi et cette
factorisation prouve que T o Tr I'est également.

Soit € kerT' o T'r et m € My (A) un représentant de p : Thy, (a)(m) = p.
Il vient T o Tr(m) =T o Tr o T, (ay(m) =T o Tr(u) = 0 donc m € M, (A) et
d’apres d., m € [My(A), My (A)]. On en déduit que p = Ty, (ay(m) = 0 et cela
prouve l'injectivité de T o T'r.

Finalement il s’agit bien d’un isomorphisme.

C. L’algébre d’un groupe fini

1. Posons a € k[G] définie par o = Z f(g9)xg (somme finie). Pour tout
geG

ath) = > f(g)xg(h)

geG
= f(xa(h) + ) F9)xg(h)

g#h
= f(h)1+0
= f(h),

donc a = f. Ceci prouve que la famille {x4}4ec est une partie génératrice de
Pespace vectoriel k[G].

Supposons maintenant qu’on ait des Ay, € k tels que : deG AgXg = Ok[ay-
Prenons h € G quelconque et appliquons lui cette relation fonctionnelle : il vient
exactement A\, = 0. Comme h est choisi quelconque, la famille {x4}4ec est une
partie libre de 'espace vectoriel k[G]. C’est finalement une base.

2. Soit t € G 1 xgxg( ng R7). Sih =get h™ 't = ¢
heG
alors x4(h)xg4 et sinon x4(h)xge (h~'t) = 0. Donc quand ¢ = gg¢/,

(h™1t) =
Xg(R)xg (A~ 1t) =1 (si g)ouO (si h # g) et quand t # g¢’ on a

heGona:
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Xg(h)xg (h™1t) = 0 quel que soit h. Finalement x,x,(t) = 1 sit = gg’ et
0 sinon :

(*) XgXg' = Xgg'-

La bilinéarité de ce produit de convolution est évidente. On va vérifier son
associativité sur les éléments de la base :

(XgXg')Xg” = Xgg'Xg" = X(g9")9” = Xg(g'g") = XgXg'g" = Xg(Xg'Xg"")

(en utilisant la relation que nous venons de démontrer et 1’ associativité dans
G). On a ainsi muni k[G] d’une structure d’algebre. Il est évident que x. en est

I'unité (car xeXg = Xeg = Xg €t de méme XyXe = Xge = Xg)-
3. L’application T¢ est clairement linéaire. Soient f, f' € k[G] :

To(ff) = Y119

geC

= > > fwfe

geC heG

To(f'f) = DY Ffkh!

geC heG

= Y O ftg)f(h)

geC heG

- S s

geC teG

1) (avec t = h™1g)

Done To(ff') = Te(f'f) = D f()(Y_ f'(h7'g) = f'(gh™")) ou encore :

heqG gec
To(ff) =To(f'£) =D O F (g = > fgh™!
heG geC geC

Fixons h € G. Pour tout g € C il existe un unique ¢’ € C tel que h~'gh = ¢’
c’est-a-dire h=1g = g’h~!. Posons ¢’ = ¢(g) : ¢ définit une application de C
dans C.

Si p(g1) = ¢(g2) alors h™' g1 = ¢(g1)h = ¢(g2)h = h™" gz donc g1 = g : @ est
injective. C' étant finie, ¢ est bijective. Donc :

DI =D Flelgh™) =D f'(h ).

g'eC gel gel

En injectant cette égalité dans le calcul précédent on obtient enfin que To (f f') —
Te(f'f) = 0 et donc T est une trace.

4.a. Soit a € (k[G])* (espace dual de k[G]). Pour tout g € G posons a(g) =
a(xg). Ceci définit bien un élément a de k[G]. Pour tout f € k[G] on sait d’apres
Loque f=Y_ f(9)xg

geG

On a alors a(z fl9)xqg) = Z flg)alxy) = Z a(g)f(g)-

9eG geG geG
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4.b. En particulier une trace de k[G] & valeurs dans k est une forme linéaire
sur k[G]. Donc si « est une telle trace, il existe a € k[G] tel que pour tout

f € k[G] on ait a(f) = Z a(g) f(g) (en invoquant la question précédente a.).

geG
Considérons g; et g2 appartenant a une méme classe de conjugaison : il existe

ho € G tel que g1 = hogghal. On a:

Q

a'(gl) Xgl) = a(Xhng)hal)

(

(XhoXg2 Xpgt ) (d’apres *
(
(

a thl)(hoxg?) car « est une trace

a(xg,) (d'apres *

= a(g2)-
Donc en fait si C est une classe de conjugaison donnée il existe ac € k tel que
pour tout g € C on ait a(g) = ac. On a alors pour tout f € k[G] :

a(f) = Y alg)f(9)

geG

= Z Z a(g)f(g) (la premiere somme porte sur 'ensemble C des
CeCgelC
classes de conjugaison car celles — ci partitionnent G)

= > > acfly)

CceC geC

= > acy_ flg)

ceC geC

- ZGCTC(f)v

ceC
ce qui prouve le résultat.

9. Par le 3., {Tc}cec C T(k[G], k) et le 4.b. assure que cette famille est
génératrice de T'(k[G], k).

Supposons que Y~ AcTc = Opk(a),k)- Fixons une classe de conjugaison Cy
et f la fonction valant 1 sur Cp et 0 ailleurs. On a (3-. AcTc)(f) = 0, donc
Yo AcTe(f) = 0, soit Ag,card(Cy) = 0, et finalement Ag, = 0. Comme Cy
était choisie quelconque cela prouve que la famille est libre : elle forme bien une
base de T'(k[G], k).

On applique le résultat de la question A.2. avec A = k[G] et V = k. La
situation est la suivante :

¢ T(k[GLE) — (Ho(k[G]))"

T=T0T +— T.

Il s’agit d’un isomorphisme. Comme il transforme la famille des 7=, qui est une
base de T'(k[G], k), en la famille des T, cette derniére est a son tour une base
de (Ho(K[G]))"

6. Pour un espace vectoriel de dimension finie, on sait que : dimE =dimE*.
Donc dimHy(k[Sy]) =dim(Ho(k[S4]))*. Mais dim(Hy(k[S4]))* est le nombre de
classes de conjugaison de Sy d’apres la question 5.. Il y en a 5 : les 4-cycles, les
3-cycles, les produits de deux transpositions a supports disjoints, les transposi-
tions, I'identité. Donc finalement dimHy(k[S4]) = 5.
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I1. Indécomposabilité de z|G]

A. Idempotents

lLa.(e+f)=(e+flle+tf)=e+ef+fe+fP=e+04+0+f=e+f
donc e+ f € P(A).

1.b.(1-e?=1-¢e—e+e*=1-ec—e+e=1—edoncl—ece P(A).
e(l—e)=e—e?=e—e=0et(l—ele=e—e’=e—e=0donceet 1 —e¢
sont orthogonaux.

2. Soit e € P(A). Alors d’apres 1. 1 — e est idempotent et e et 1 — e sont
orthogonaux donc d’apres (R3) ona:r(e+1—e)=r(e)+r(l—e).
Mais r(e+1—e) =r(1) =1 (d’apres (R1)) donc r(e) + (1 —e) = 1.
Or r(e) e Net r(1 —e) € N donc r(e) =0 our(l —¢e) =0. Sir(e) =0 alors
d’apreés (R2) e = 0. Sinon r(1 — e) = 0 et pour la méme raison 1 — e = 0 donc
e=1.

3. Supposons que A ne soit pas indécomposable. Alors, par définition, il
existe deux anneaux A; et As non triviaux et ¢ un isomorphisme d’anneaux de
A sur Ay X Ay. Soit ¥ Uisomorphisme réciproque et posons o = (14,,04,).
04,x4, = (04,,04,) donc a # 04, x4, ce qui force (a) # 04.

Ta,xa, = (1a,,14,) done o # 14, x4, ce qui force ¥(a) # 14.

Mais (14,,04,)(14,,04,) = (14,14,,04,04,) = (14,,04,) donc « est idem-
potent. On a alors ¥ (a)? = (a?) = (a) ce qui prouve que 9(a) est un
idempotent de A. C’est absurde car les seuls idempotents de A sont 04 et 14.

4. Si e € M, (k) est idempotente alors e annule le polynome X2 — X =
X (X —1) qui est scindé a racines simples sur k. Donc e est diagonalisable et ses
seules valeurs propres possibles sont les racines de ce polynoéme : 0 et 1. Il existe
P € GL,(k) telle que P~teP = diag(1,...,1,0,...,0). Si m est le nombre de 1
dans cette matrice diagonale, on a rg(e)l = rg(P~'eP)1 = m1 et

Tr(e) =Tr(P'eP)=1+...+1=ml
—_——
m termes

donc on a l'identité voulue.

B. Indécomposabilité

1. Z[G] est clairement un sous-groupe additif de Q[G]. Il contient I'unité
Xe- 1l est clairement stable par multiplication (car si a et b sont des entiers
axgbxy = abyge : ab est un entier et on conclut par bilinéarité). Comme Q[G]
est un anneau, cela prouve que Z[G] en est un sous-anneau.

2. Soit z € Z[G]. Alors z s’écrit Z n(h)xn, les n(h) étant entiers.

heG
Pour tout g € G on a :
T(xg) = Xy
= (O n(h)xn)xg
heG
= nfe)xg + Z n(h)Xng

h#e
= n(e)xg+ »_ n(ug™)xu-
u#g



62 CHAPITRE 4. SESSION DE 1992

Rappelons que les x, forment une base de Q[G]. Ce petit calcul justifie donc
que Tr(Z) = Z n(e) = Nn(e). Mais par définition n(e) = 7(z) donc :
geG

Tr(z) = N7(x).

3. Soit z € P(Z|G]) et Z 'endomorphisme correspondant de Q[G]. Si y €

Q[G] on a
o &(y) = (ay) = a(zy) = 2y = zy = T(y).

Ceci prouve que & est un idempotent de anneau L(Q[G]). Comme Q[G] est
fini de dimension N on peut appliquer le A.4. en confondant & avec sa matrice
représentative (élément de M, (Q)) dans la base des x4. On obtient rg(Z) =
Tr(z). D’apres 2., N7(z) = rg(Z) ce qui assure 7(x) > 0. Or 7 est & valeurs
dans Z donc sa restriction & P(Z[G]) est a valeurs dans N.

Par définition 7(x.) =1 et 7(0) = 0 : (R1) est vérifiée.

Si ¢ € P(Z|G]) est non nul alors on a aussi & # 0 car Z(x.) = z. Dans ce
cas rg(&) > 0 et donc 7(x) > 0 : (R2) est vérifie.

T(z1 + x2) = n1(e) + nale) = 7(x1) + 7(x2) : (R3) est vérifiée.
On sait alors en utilisant A.2. que les seuls idempotents de Z[G] sont 0 et

1(= xe). On peut donc invoquer A.3. pour enfin obtenir I'indécomposabilité de
Z|G].

ITI. I’espace vectoriel H;(A)

1. Soit p la projection canonique X4 — C(A) = X4/Y4. Soient T € C(A)
et © € X4 un représentant de T : p(z) = 7.
Onax = Z Aa,b) X (a,p) avec une famille de A, ) nulle sauf pour un
(a,b)eAxA
nombre fini de termes.

5
|

p(x)

= p< > A<a,b>X(a,b>>

(a,b)eAxA

= P( Z )‘(a,b)X(u,b)> +p< Z 7(avba>‘(a,b))>

(a,b)eAXA (a,b)EAX AN (q,1)70
(car ’)/(CL, b7 A(a,b)) S YA)

= p Z Aap) X(a,p) +7(a,b, )‘(a,b)))
(a,b)EAXAN(q,b)7#0

— p( > X Aapa, b)>

(a,b)EAX AN (a.5) 70

- 3 P(X (Aa,pya, b))

(a,b)EAX A (4,570

= > [(Aapya) A O]

(a,b)EAX A (4,570
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On a donc exprimé tout élément de C'(A) sous la forme désirée.

2. Pour tout (a,b) € A x A on a afa,b) = X4 p) + Xp,q) € Ya. Donc :
0= p(a(a,b)) = p(X(ap) + Xp.a)) = P(X(@ap) + P(Xpa) =aAb+bAa,

ce qui prouve que a Ab= —bAa.
De méme ((a,b,c) = X (ab,c) — X (a,bc) + X (ca,b) € Y, et en projetant par
p, lindaire, sur X 4/Ya, il vient :

O0=abANc—aANbc+caAb,

soit la seconde identité cherchée en changeant de membre.
Enfin faisons b = ¢ = 1 dans cette derniere identité : il vient a A1 =0, et la
premiere force alors aussi 1 A a = 0.

3. La famille {X (44} (a,p)caxa constitue une base de Fjy, donc pour définir
une application linéaire de F4 dans V il suffit d’imposer arbitrairement des
valeurs sur ses éléments. Ainsi on appelle f I’application linéaire de F'y dans V'
définie par f(X(a,b)) = f(a,b) pour tout (a,b) € Ax A. Sia,b,c€ Aet A€k
on a :

f(a(a,b)) = f(X(a,b) + X(b,a)) = f(a,b) + f(b,a) = 0.

f(B(a,b,¢c)) =0 car f(a,bc) = f(ab,c) + f(ca,b).

( (a,b,N)) = ( (a b,c)) =0 car f est bilinéaire.
On a alors Y4 C ker f et d’aprés un théoréme de factorisation, il existe f €
L(X4/Y4,V) (cest-a-dire L(C(A),V)) tel que f = f o p. En appliquant cette
relation & X (a,b) on obtient f(X(a,b)) = f(aAb). Compte tenu de la définition
de f cela signifie que fla,b) = f(a A b). Enfin on sait depuis le 1. que les
a Ab engendrent I'espace vectoriel C'(A) donc cette derniére relation assure, par
linéarité, I'unicité de f .

4.a. On reprend les notations de la question 3. avec V = A et f le crochet
de A. Il est immédiat de constater que ce crochet de commutation est bien bi-
linéaire, antisymétrique, et satisfait a I'identité de Jacobi, comme ’application f
dans cette question. On en applique donc le résultat en appelant 84 I’application
f : 64 répond a la question.

4.b. 11 est clair, par définition de 04, que imfs = [A, A]. (Un argument
rigoureux pour le montrer invoquerait bien siir le 1. et le a.). Donc 04(C4) =
[A, A]. Alors par définition de Ho(A) on a A/04(C4) = Ho(A).

5.a.On a:

Tr'(Eij(a), Bu(®) = Y (Eij(@))ap A (Ew(b))sa
a,f=1
= aA(Er(D))ji
a N\ (6k]5lzb)
= 6kj§lia Ab.

5.b. 1l suffit d’appliquer le résultat de 3. avec V remplacé par C(A), A
remplacé par Mp,(A) et f remplacée par Tr'. Pour cela on constate d’abord
que Tr' est bilinéaire (ce qui est une conséquence de la bilinéarité du produit
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extérieur A). Ensuite pour vérifier les hypotheses de la question 3. on développe
Tr'(m,n) par bilinéarité suivant les E;;(a) et enfin, compte tenu du calcul du
a., on conclut & ’aide des deux premiéres relations obtenues au 2.

5.c. Montrons que 64 o Tr = Tro Onr,(a)- Pour cela partons de o €

C(M,(A)). On sait depuis 1. que a = Z mx A ny ol A est un ensemble fini.
AEA

p P
Ici my = Z Eij(my,;) et ny = Z Eyi(na,,)- On a:
ij=1 k=1

OaoTr')(a) = 04T (D mxAny))
AEA

= Z QA(TP(m)\ A n)\))
AEA

= Z QA(TT/(m)\, n)\))

AEA

p
= > 0a() ma, Anay)

AEA i,j=1

p
= Z Z 9A(m,\” /\n/\ji)

AEA i j=1
P
= Z Z [mAij’nAjz‘]‘
XEA i,j=1
On a aussi :
(TroOu,)(@) = Tr(0a,a)(d  manny))
AEA
= D Tr(Oa, ) (ma Ana))
AEA
= Z Tr([mx,ma))
AEA
= > Tr(many —nymy)
AEA
P
= Z(Z(mﬂb\)n — (nama)ii)
XEA i=1
P P
= Z( Z M MG — Z M, M)
XEA ij=1 Q=1
P P
= Z( Z X TG — Z Mg A )
XEA ij=1 Q=1
P
= Z( Z [m/\z'j”n‘)\ji])'
AEA ij=1

Donc on a 04 o ﬁ(a) =Tr o0y, a)(a) ce qui assure le résultat voulu.
Soit maintenant o € Hy(M,(A)) = ker 0y, (4). Grice a ce qui précede,

6.4 0T () = Tro by, (a)(a) = Tr(0) =0,
donc ﬁ(a) €kerfy = Hi(A) : Try est a valeurs dans Hy(A).
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n

5.d. Soit a € H{(A) : a = ZCL)\ A by. D’apres a., pour tout A on a :
A=1

ax Aby = Tr' (Evy(ay), E11(b))) = Tr' (Evy (ax) A By (by)).

Donc v = Y Tr'(Ey1(ax) A Ei1 (b)) = Tr' (> Eri(ax) A Eri (b))

A=1 A=l
On pose alors 3 = Z Eii(ax) A Eyi(by) : on a a = Tr(B).
A=1
O, ) (B) = Oar, ) (D Eri(an) A Enn(by))
A=1

- Z Onr,(a)(E11(ax) A E11(by))
A=1

n

= Z[Ell((l,\)7 Ell(b/\)]

A=1
= Y En(laxby]) (dapres LB.2.a.)

= ZEH(HA((I,\/\[))\))
A=1
= E11 Z a) A b)\
— Eu(0a(@)
= F11(0) (car o € Hi(A) =kerfy)
= 0.

Donc 3 € ker 0y, 4y = Hi(M,(A)) ce qui prouve que T'ry est surjective.

6.a. On pose P = ant" et Q = Z gnt™. On a alors :
neZ nez

P'=) (n+ Dpupat™ et Q' = (n+1)gn1t"™
nez neEZ

Par définition du produit dans I’algebre k[t,t~1] il vient :

PQ = Z( Z pig;)t" donc (PQ) = Z(n +1)( Z pig;)t".

n€Z i+j=n nez i+j=n+1
Ensuite :
P'Q= Z Z Dpiy1g)t" et PQ" = Z( Z pi(J + 1)gj+1)t"
ne€”Z i+j=n ne”Z i+j=n

On fait les changements d’indices k = ¢+ 1 et [ = j + 1 dans ces deux dernieres
expressions :

PQ=Y( > kpeg)t"et PQ' = ( > pila)t"

n€Z k+j=n-+1 ne€Z i+l=n+1
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Et en les additionnant on obtient :

PQ+PQ = Z( Z kprq; + Z Ipig)t"

n€Z k+j=n+1 i+l=n+1
= Z( Z ipiq; + Z Jipig;)t"
n€Z i+j=n+1 i+j=n+1

= > (> (i+ipig)t"

nezZ i+j=n+1

= > (n+D( Y. pig)t"

nez i+j=n+1
= (PQ).

Par ailleurs res(P’) = (n + 1)py41 pour n = —1, donc res(P’) = 0.

6.b. Encore une fois il suffit de vérifier que 'application de k[t, 1] x k[t,t 1]
dans k qui & (P, Q) associe res(PQ’) satisfait aux hypotheéses de la question 3.
(avec ici A = k[t,t7 '] et V = k).

Il est immédiat de vérifier la bilinéarité de cette application.

De plus :

res(PQ’) + res(QP’)

res(PQ" + P'Q)
= res((PQ)) (d'apres a.)
= 0 (toujours d’apres a.).

res(P(QR)") res(P(QR'+ Q'R))
= res(PQR') +res(PQ'R)

= res((PQ)R') +res((RP)Q’).

Donc les deux identités fixées au 3. sont bien démontrées dans ce cas et on
obtient en appliquant le résultat de cette question l'existence de f, que l'on
note ici Res, et qui possede les caractéristiques requises.

6.c. Montrons par récurrence sur n € N que pour tout P € k[t,t~!] on a
P At =nPt" 1At
Sin = 0 la propriété s’écrit P A1 =0 ce que 'on a démontré au 2..
Supposons la propriété vérifiée au rang n et étudions le rang n 4+ 1. D’apres
lidentité de Jacobi (la seconde relation du 2.),

P A" = PA(t") = Pt" At +tP A L™
Mais d’apres ’hypothese de récurrence au rang n appliquée a tP on a :
tP A" = ntPt" ' At =nPt" AL
Dongc il vient :

PAt" M = Pt" At +nPt" At = (n+1)Pt" At,

ce qui achéve la récurrence.
Pour montrer la propriété sur Z \ N, on constate d’apres 'identité de Jacobi
que
0=Pt " Al=Pt " At ™" =PAt "+ Pt 2" At™.
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Comme Pt~2" € k[t,t~1], on sait alors que pour n > 0, Pt 2" At" = nt "~ ' PAt
ce qui prouve que
PAt™ =—nt™"" 1P AL

On rappelle que le produit A est bilinéaire (en étudiant les classes de v et ¢ on
obtient la linéarité par rapport & la premieére variable, ce qui est suffisant par
antisymétrie.) Posons P = Z pat” et Q = Z gnt™. Alors :

nez nez

PAQ = Y guPAt"
neL
= Z ¢unPt" "t At (formule précédente)
nez
= P(Z ngnt™ N At
nez
= P()_ (0 + 1)gusat") At
n'€Z
= PQ At.

On a aussi Q AP = QP' At. Comme PAQ = —Q A P on a bien également
PANQ=-QP At.
Enfin on a :
PQ'ANt = —QP' At
PQ Nt+QP At = 0
(PQ'+QP )Nt = 0
(PQ) ANt = 0

En particulier si Q = 1 cela donne P’ At = 0.

6.d. 11 est clair que k[t,t!] est une algeébre commutative donc Ore,e-1] est
application nulle : Hy (k[t,t71]) = C(k[t,t~1]).

Res(t™! At) = res(t71(t)’) = res(t™1) = 1 donc Res est non nulle. Comme
c’est une forme linéaire elle est nécessairement surjective.

Intéressons nous maintenant a son éventuelle injectivité; pour cela on va
d’abord démontrer le résultat suivant :
Pour tout P € k[t,t71], il existe Q € k[t,t™!] tel que P = (resP)t~1 + Q’.
En effet si P = ant" il suffit de considérer Q = Z gnt" avec pour

neZ neZ—{—-1}

tout n # —1, gni1 = pu(n + 1)1 (ce qui est licite car dans ce cas n + 1 # 0
dans k, puisque k est de caractéristique nulle).

Maintenant si A et B € k[t,t"!] on a AA B = AB’ At d’apres c.. Avec ce
qui précede on sait donc qu'il existe C' € k[t,t71] tel que :

ANB = (res(ABWt '+ C') Nt =res(AB )t ' At + O At
Mais encore d’apres c., ¢’ At = 0 donc finalement A A B = res(AB')t™! A t.

n
D’apres 1., pour tout o € C(k[t,t7!]), a = ZAi A B; et il devient clair que
i=1
C(k[t,t71]) = vect(t~1 At). Ceci prouve que Hy(k[t,t71]) = C(k[t,t™]) est de
dimension 1. En particulier puisque Res est non nulle, Res est injective.
En définitive on a bien montré que Res est un isomorphisme de Hj (k[t,t1])
sur k.
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IV. Extensions

A. Généralités

1.a. Pour tous (u,z),(v,y),(w,2) € U x Eona < u,v >+ < v,u >=0
d’apreés (L1) et a(u,v) + a(v,u) = 0 d’apres (C1) donc :

{(u, ), (v,y)} + {(v,9), (uw,2)} = (Ku,v> a(u,v))+ (<v,u> alv,u))
(<u,v >4 <v,u> alu,v)+ a(v,u))
(0,0)

= Ouxe-

Donc { , } vérifie (L1).
(), {(0,9), (0,203} + {(0,9), {0, 2), (20} + {0, 2), L, 2), (0,9) 1)

~({( ))}(<v w >, a( sw)) P +{(v,y), (< w,u >, a(w,u)}+{(w, 2), (< u,v >
= (<u, < v,w>> au, < v,w >)) + (< v, < w,u>> a(v, < w,u >))

H<w, <u,v>> a(w,<u,v>))
:(<u,<v,w >> 4 < v, <w,u>>+ < w, < u,v>>,

a(u, < v,w >)+ alv, < w,u >) + a(w, < u,v >)).
Or < u,< v,w >> 4+ < v, < w,u >> + < w,< u,v >>= 0 d’apres (L2) et
alu, < v,w >) + a(v, < w,u >) + afw, < u,v >) =0 d’apres (C2) donc :
{(w,2),{(v,9), (w,2)}} + {(v,9),{(w,2), (u, )} + {(w,2),{(u,z),(v,y)}} =
(0,0) = 0yxg. Donc { , } vérifie (L2).

1.b. Clairement, p est linéaire. De plus si (u, ) et (v,y) €U x E on a :

<p(u, ), p(v,y) >=<u,v>=p(< u,v > au,v)) = p{(u, ), (v,y)}.
Donc p est un f-morphisme de L(«) sur L.

1.c. Supposons qu’il existe une application linéaire f de U dans E telle que
pour tous u,v € U on ait a(u,v) = f(< u,v >). Posons alors :

— UXEFE
= (u, f(u).

Il est clair que s est linéaire. De plus pour tous u,v € U on a :

{s(u),s(v)} = {(u, f(w)), (v, f(v))}
= (<u,v> 0a(u,v))
= (<u,v>, f(<uv>))
= s(<u,v>).

s U
U

Ceci prouve que s est un f-morphisme de L dans L(«).
De plus pour tout u € U, po s(u) = p(u, f(u)) =u:pos=Idy.
Réciproquement supposons que s soit un ¢-morphisme de L dans L(«) véri-
fiant pos = Idy. Si u € U posons (v,z) = s(u). Comme po s(u) = on a en
fait ¥ = u. On a donc montré que pour tout u € U il existait un unique x € FE
tel que s(u) = (u, ). Notons alors :
g U E
U x

—
—
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La linéarité de s entraine celle de g de facon évidente.
Enfin s est un /-morphisme donc pour tous u,v € U on a :

{s(w), s(v)} = (< w0 >) = (< uyv >, g(< w0 >)).
Comme on a également :

{s(u),s(v)} = {(u7g(u))7 (U,g(’l}))} = (< u,v >,0¢(u,v))7

on obtient en identifiant a(u,v) = g(< u,v >), donc g est application f
cherchée.

2.a. Pour tous a,b € A,
[a,b] + [b,a] = (ab — ba) + (ba — ab) = 0,

donc [, ] vérifie (L1) (Pantisymétrie).
Pour tous a,b,c € A, posons J(a,b,c) = [a, [b,c]] + [b,[¢,a]] + [¢, [a,D]]. On a :

J(a,b,c) = [a,bc— cb] + [b,ca — ac] + [¢, ab — ba)

= a(be — ¢b) — (bec — ¢b)a + b(ca — ac) — (ca — ac)b + c¢(ab — ba) — (ab — ba)c
= abc — acb — bea + cba + bea — bac — cab + acb + cab — cba — abe + bac
=0.

Donc [, ] vérifie (L2) (Iidentité de Jacobi). Comme elle est clairement bilinéaire,
c’est un crochet sur A.

2.b. Remarque : on utilisera librement les relations du IIL.2..
Pour tous a,b € A on a :

ay(a,b) + ap(b,a) =p(anNb) +e(bANa)=plaNb+bAa)=p0)=0.

Donc o, vérifie (C1).
Pour tous a, b, ¢ € A, posons

Jo (aa b7 C) = Oétp(aa [bv C]) + atp(ba [C, a]) + OQP(C, [a’ﬂ b])

@

On a:
Ja (a7 b’ C) =

@

Aoy + 90 A [ a]) + e A o, B])
A by +bA[c,a]l + ¢ Ala, b))

A (be — ¢b) + b A (ca —ac) + ¢ A (ab — ba))
ANbc—aANcb+bAca—bAac+cAab—cAba)
Abc—aNch—caNb+acAb—abAc+baAc)
(aNbc— (abAc+canb))+ ((acAb+baAc)—aAch))

a
a
a
a
a

(
(
(
(
(
(

|
O‘GG‘G‘G‘S‘G

Donc o, vérifie (C2). De plus on a déja dit que A était bilinéaire donc la linéarité
de ¢ entraine la bilinéarité de a, : finalement o, est un cocycle.

2.c. D’apres 1.c. L(A)(ow,) est triviale si et seulement si il existe une appli-
cation linéaire f de A dans E telle que ay(a,b) = f([a,b]) pour tous a,b € A.
Cela peut s'écrire p(a A b) = f([a, b]).
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Supposons qu’il existe une telle application f et considérons a € Hy(A) :
n

a= Z a; \'b; (toujours III.1.). On a :

i=1

pla) = @(ZaiAbi)ZZW(ai/\bi)
L i=1

= Zf azv Za’u 7
i= 1 i=1
= ZﬁAaz/\b f(0a( Zal/\b

= f(HA(oz)) f(0) (car « E Hl(A) =ker04)
= 0.

Donc la restriction de ¢ & Hi(A) est nulle.

Réciproquement si la restriction de ¢ & Hp(A) est nulle, on définit g sur
[A, A] comme étant application linéaire valant ¢(a A b) sur [a, b] quel que soit
le couple (a,b) &’ elements de A. Pour Justlﬁer cette deﬁmtlon il faut vérifier que

si Z)\ ai, b Zu] ¢;,d;) alors Z/\M (a; N b;) Z,u]cp ¢; A d;). Faisons

=1
le, pour cela on commence par écrire que :

D o Niplai Abi) = > (e Ady) = (Y Nilas Abi) = > yle; Ady)).
=1 j=1 3 Jj=1
Mais on a :

HA(i:)\i(ai/\b Z (c; Ndj)) :zn:,\ieA(aiAb ZugﬁAchd
i=1 j =

ZA b = ples )

j=1
= ().

n m
Donc Z)‘i(ai Ab;) — Zuj (¢; Ndj) € Hi(A) ce qui prouve que son image
i=1 j=1
par ¢ est nulle, ce que nous voulions démontrer. Donc g est bien définie sur
[A, A]. On 'étend & A linéairement (sans autre condition, par exemple nulle sur
un supplémentaire quelconque de [A, A] dans A) pour obtenir 'application f
voulue.

B. Extensions affines

1. 11 est clair que {t"},cz forme une base, donc en particulier une famille
libre, de k[t,t~!] sur k. On en déduit par un raisonnement d’extension classique
que {E;;(t") }1<i j<pnez est encore libre sur k; en effet supposons que :

Z ANijnEij (") = Onr, (a)-

1<4,j<p,n€Z
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Alors Z EW(Z Aijnt™) = Opr,(a) done pour tout couple (4, j) on a I'identité
1<4,j<p neL
suivante : Z Aijnt™ = 04. D’apres la remarque initiale cela force \;j, = 0 pour
ne”Z
tout triplet (i,j,n).
Montrons maintenant que {E;;(t") }1<; j<pnez est génératrice de Mp(A) sur
k. Pour cela considérons m € M,(A) quelconque : m s’écrit Z E;;(mg;).
1<i,j<p
Comme {t"} ez forme une base de k[t,t~!] sur k on peut écrire pour tout couple
imy; = Z Aijnt™. On injecte ces expressions dans celle de m et la linéarité

nez
donne le résultat.

En définitive tout ceci prouve que {E;;(t")}1<i j<pnez est une base de M,(A)
sur k. Il est alors évident que {c}U{e;; (t") }1<i j<pnez est une base de M, (A) x k
sur k. Vérifions les relations demandées :

{07 C} = {(07 1)7 (07 1)} = ([0 0] O‘LP(O O)) = (070)‘

[ e (")} = {0, 1), (B (%), 0)} = (10, By (£")], a0, E53 (¢%))) = (0,0).

{eij (™), c} = —{c,e;;(t™)} d’apres (L1), donc {e;;(t™),c} = (0,0).

Enfin on a :

feij(),ea™)} = {(Ei(t")),0), (Eri(t™),0)}
= ([B451"), BEu(@™)], ap(Ei;(t"), Ex(t™))).

Mais on sait depuis I.B.2.a. que :
[Eij(t"), Era(t™)] = 850 B ("™ ) = 613 B (£7t") = 80 B (") = 65 B (t"+™).
On a également :

ap(Eij(t"), Ep(t™) = @(Ei(t") A En(t™))
Res(Tr'(E;;(t") A Ex(t™))
Res(Tr'(E;;(t"), Ex(t™))
Res(0;0;,t™ At™) (IIL5.a.)
5il§ijes(t" A tm)

= ydres(mtmtm=1) (IIL6.b.).

Sin+m #0, res(mt"™™=1) = 0 et si n = —m, res(mt"*™=1) = m. Donc
finalement si n4+m # 0, {e;;(t"), ex(t™)} = dkeu(t"T™) — b5 (t"T™) et par
ailleurs {e;; (t™™), e (t™)} = 0jk€0(1) — diex;(1) + didjme.

2. D’apres Al.c., L(M,(A)) () est triviale ssi o(Hq(Mp(A))) = {0}.
Or ¢(H (My(A))) = Res(ﬁ(Hl(Mp(A)))) = Res(Hy(A)) (d’apres IIL5.d.)
=k (d’apres I11.6.d.). Donc L(M,(A))(c,) n’est pas triviale.

C. Opérateurs différentiels

1.a. Posons P = f(P) et prenons R dans A. On a :

FOP + uQ)(R) = (AP + pQ)R = APR + QR = Af(P)(R) + uf(Q)(R) =
(M (P) + pf(Q))(R). Comme c’est vrai quel que soit R € A, on a :

FAP 4 pQ) = Af(P) + pf(Q).
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f(PQ)(R) = PQR = P(QR) = f(P)(QR) = f(P)(f(Q)(R)) donc :
f(PQ) = f(P)o f(Q).

F()(R) =1R = R = Ida(R) donc f(1) = 1pnq(a)-
Il s’agit donc bien d’un morphisme d’algebres.

1.b. Montrons par récurrence sur ¢ € N que pour tous P,R € A on a :

q

di1(PR) = Z (?) PYRE=Y (ce qui correspond 4 la formule de Leibniz).
1=0

Quand g = 0 cette égalité s’écrit juste PR = PR.

Supposons 1'égalité vérifiée jusqu’au rang ¢ et étudions d9+1(PR) :

A" (PR) = d

N
I
o

|
[M]=

I
M=
e e N

Il
o

) PUFDRE=D 4 p) Rla=1+1))  ([11.6.a.)

P+ Rlla+)—(1+1)) +Z ( )P(l)R((q'H)—l)

3T
—o

>p<u ((a+1)-u) Z ( >p<u ((g+1)—w)
1

u
( ) q)) pw) pl(a+1)—u)
u—1 U
P

(Z) @D R 4 (1) PRG@+D

()
)

P+t R 4+ (qgl PR(a+D)

Or d’apres la formule du triangle de Pascal (,7,) + (1) = (qtl) Donc on a en
fait obtenu la formule souhaitée au rang g + 1.
Fixons maintenant R € A. On a :

(Ao P)(R) = d'(P(R))
= di(P



4.2. CORRECTION 73

Ceci étant vrai pour tout R cela signifie que :

g N
dlo P = Z <?> JORY i
1=0

2.a. Soit a € D. Par définition a = Z ﬁidi avec I fini. Posons pour tout
il
iel: P = Zpiltl (il s’agit de sommes finies). On a alors :
1eZ.

0= (3 pathd

el I€Z

Mais (Z pat!) = szﬁl d’apres 1.a. donc (Zpiltl) = Zpilul et finalement

leL lez lez leL
a= E E pau'd’. Cela prouve que {uPd?},ez gen est une famille génératrice
icl lez

de D.

Supposons maintenant que cette famille ne soit pas libre. On peut donc
exhiber une relation de liaison avec des coefficients tous non nuls de la forme
suivante : Z Ap,g)uPd? = Ogpgca) ot I est une partie finie de Z x N. Posons

(p@)€l
maintenant d’une part :

qo = inf{q € N tel qu'il existe p € Z avec (p,q) € I},

et d’autre part :
J ={p € Z tel que (p,qo) € I}.

Appliquons Z Ap,guPd? & t% : il vient ( Z Ap,gufd?)(t?) = 04. Mais

(p@)el (p@)el
par ailleurs on a :

( Z /\(p,q)updq)<tq0) = Z /\(p,q)up(dq)(tqo)
(p,q)el (p,q)el

= Z A(psao) U (d0")

peJ

= > Apan) D't
peJ

Donc Z A(p,q0)20't? = 04. Comme les tP forment une famille libre dans A tous

pEJ
les A(p,qo) sont nuls. Ceci est absurde donc notre famille initiale est libre. Comme

elle était aussi génératrice, c’est une base de D.

2.b. 1l suffit de le montrer sur les éléments d’une base (par exemple celle
du a.) puis d’étendre le résultat par bilinéarité du produit dans une algebre (ici
End(A)). Soient donc u”d? et uP d? deux éléments de cette base. On a :
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wdiu' d? = wP(dur’)d?

; u,,(z”: (?)Wﬁl))d‘”)dq' (1)
=0
- i(?)up((t;’\)/(l))dq+q’l.

=0

Mais ((t?")M)) est de la forme At" c’est-d-dire Au™ car ~ est un morphisme
d’algebres. En injectant cette forme dans le calcul précédent, et compte tenu
de uPu™ = uPT™, on obtient une écriture de uPdiu? d9 comme combinaison
linéaire de vecteurs de la base, ce qui acheve la démonstration : D est stable par
composition.

Comme D est un sev de End(A), il ne reste plus qu’a vérifier que 15,404y € D
pour établir que D est une sous-algebre de End(A) . C'est facile : 1gpqa) =
IA = uodo.

3. Sir =0, il est clair que ce commutateur est nul. Sinon (r > 1) [u,u4d"] =
wItd" — uld™u = udttd" — ud(ud” + rd"~!) en appliquant la formule du 1.b.
Donc [u, u?d"] = udttd" — udtd" — rudd™! = —rudd 1.

On en déduit que si (¢,7) € Z x N, on a : u?d"” = —(r + 1) " {u,udd" ). En
particulier u?d" € [D, D]. Comme les u?d"” engendrent D cela force D C [D, D],
donc D = [D, D] (puisque D est une sous-algebre de End(A)) : par définition
on a Hy(D) = {0}.

Enfin on sait depuis I.A.2. que si V' est un k—espace vectoriel, T(D, V) est
isomorphe & L(Hy(D),V), donc a L({0},V) : T(D,V) = {0}. Ceci signifie que
toute trace sur D est nulle car V' est quelconque.

D. Extenston de Virasoro

1. Compte tenu de la définition de W, on peut dire qu’il est composé des
éléments de D qui peuvent s’écrire Pd pour P € A. On peut tout de suite
préciser que les uPd pour p parcourant Z forment une base de W : c’est une
famille génératrice par définition de W, et libre d’apres C.2.a.. Ceci étant dit,
calculons le crochet [Pd, Qd]. On a :

PdQd — QdPd

= (PdQ — QdP)d

(P(Qd+ Q') — O(Pd + P'))d (C.1.b.)
(PQd + PQ' — QPd — OP')d.

[Pd, Qd|

Or PQQ = QP donc J/D\C/Q = Q:]/iet 13@~: @]5 puisqu’on a un morphisme
d’algebres. On en déduit que PQd = QPd. Le calcul précédent se simplifie
en [Pd,Qd] = (PQ' — QP')d. En invoquant encore une fois le fait que ™ est un
morphisme d’algebres on réécrit ﬁ@v’ - @ﬁ sous la forme (PQ’' — QP’) ce qui
donne la formule demandée.

La restriction de [, ] & W x W est donc a valeurs dans W. Sa bilinéarité
étant évidente, il suffit de vérifier les identités (L1) et (L2) sur les éléments de
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la base de W constituée des uPd pour en déduire que (W, [, |) est un l-espace.
Mais ceci est évident (il suffit de relire le A.2.a. pour s’en convaincre).

2. Pour tous P, Q € A, on a :

Oé(Pd7 Qd) + Oé(@d, pd) - %T@S(P/QH — Q/PN) + res(Q/PlI _ P/Q//)
= {57es(0) (par lindarité de res.)
= 0

Ceci prouve (C1).
Encore une fois il est clair que « est bilinéaire donc il suffit de vérifier (C2)
sur les éléments de la base. Soient donc p, q,r € Z et notons :

J(p,q,r) = a(uPd, [uld,u"d]) + a(uld, [u"d,uPd]) + a(u"d, [uPd, u?d)).

En utilisant la formule démontrée au 1., on obtient pour J(p, g, r) 'expression
suivante :

a(uPd, (r — q)uit"1d) + a(uild, (p — r)uP™" ") + a(u"d, (¢ — p)u?P~1a).

Il est clair que chacun des trois termes est de la forme ﬁres()\t”"’q”_‘l) avec
A € k. Donc si p4q+r # 3, c’est-a-dire si p+q+r—4 # —1, on a immédiatement
J(p,q,7) = 0. Reste a étudier le cas p+q+r =3 :

a(uPd, (r — quit™td) = a(uPd, (r — q)u?>~Pd)

= 5res(pt? 1 (r—q)(2 —p)(1 —p)t P — p(p — P~ 2(r — q)(2 — p)t'~7)
= ?TBS((p(T —92-pA—p)—pp—1)(r—q)2—-p)t ")

= ?(p(r —q)(2—=p)(1 =p) —plp—1)(r —q)(2—p))
=gp(r—q)(2—p)(1—p).

On calcule pareillement les deux autres termes et on additionne pour obtenir :
J(p,q,7) = §lp(r—q)(2-p)1—p)+a(p—7)(2—-q)(1—q)+r(g—p)(2—7)(1—7)].
En développant puis en simplifiant, il vient pour J(p, ¢, r) cette expression :
(p*r = 3p*r — pq+ 3p%q + ®p — 3¢°p — ¢*r + 3¢%r + 3¢ — 3riq — rp + 3r?p).
Mais cette derniere somme se factorise sous la forme suivante :
(p+aq+r—=3)(~¢* +p’r—p*q+¢’p+r’¢—1’p).

Puisque p+ g +r = 3, elle est nulle, et on a donc bien obtenu J(p, ¢,7) = 0 dans
tous les cas, ce qui démontre (C2). Finalement « est bien un cocycle sur W.

3. W(a)=W x k,{, }) avec {(w1, A1), (w2, A2)} = ([w1, wa], a(wy, ws)).
On pose ¢ = (0,1) et pour tout n € Z, L, = (u""1d,0). On sait déja que
{u"t1d}, ez est une base de W donc il est clair que {c} U{L,}nez est une base
de W x k qui est 'espace vectoriel sous-jacent a Vir.

Les bilinéarités de [, ] et de « assurent immédiatement que :

{¢,c} ={¢,L,} ={L,,c} =0.
Sin+m # 0 on a: D’autre part

{Ln, Ly} = (utid,u™*d], a(u"td, u™*1d))
= (((m+1) = (n+ D)ulm++ED=1g,
Lres((n+ 1)t"(m+ )mt™ = — (m + 1)t™(n + 1)nt" 1)
(en utilisant la formule du 1.)

= ((m—n)u"™™td, Lres((n+1)(m+ 1)(m — n)t" ™))
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Sin+m#0 alors {Ly, Ly} = ((m —n)u"t™1d,0) = (m — n)Lyym.
Sin+m =0, c’est-a-dire si n = —m,

(Lo, L} =2mLy — "¢

4.a. D’aprés A.l.c. on a 'équivalence : Vir est triviale si et seulement si
il existe une application linéaire f : W — k telle que a(wq,ws) = f([wy, w2])
pour tous wi,wy dans W. Supposons que cela soit vrai et appliquons ceci a
wy; = u~ ™ d et wy = u™d pour un m € Z quelconque. Le calcul effectué a la
question précédente (dans le cas n = —m) donne —msﬁ;m = 2mf(ud) quel que
soit m € Z. Cest évidemment absurde (un polyndéme non nul n’admet qu’un
nombre fini de racines) donc Pextension Vir n’est pas triviale.

4.b. D’aprés a., il n’existe pas d’application linéaire f : W — k telle que
alwy,ws) = f([wy,ws]) pour tous wy, wy dans W. A fortiori comme W C D,
il n’existe pas d’application linéaire g : D — k telle que a(dy,ds) = g([d1, d2])
pour tous dj,ds dans D donc L(D)(«) n’est pas triviale.

Si on admet que le cocycle « est de la forme o, avec ¢ une forme linéaire sur
C (D) alors on peut appliquer le résultat de A.2.c. avec A = D. Ceci implique
nécessairement que ’espace vectoriel H; (D) n’est pas nul.

4.3 Commentaires

Ce probleme exige une bonne familiarité avec les notions d’algebre linéaire ou
multilinéaire, notamment celle de base, celle d’application (multi)linéaire et celle
omniprésente de passage au quotient. Peu de connaissances théoriques sophis-
tiquées sont réellement mises en jeu, méme si ’on manipule groupes, algebres,
polyndmes ou matrices. On peut mentionner qu’il fallait par exemple connaitre
les classes de conjugaison de Sy ou savoir que le rang d’un projecteur est donné
par sa trace. Il est donc raisonnable de dire que ce probléme est plutét moins
difficile que la plupart de ceux traditionnellement posés lors de cette épreuve de
mathémathiques générales, tant du point de vue conceptuel que du point de vue
de I’érudition requise. A ce titre, il peut servir de base de travail deés le début
d’une année de préparation au concours. Toutefois il nécessite une habilité cer-
taine dans les calculs et méme parfois une bonne dose de persévérance! Ce sera
de toute fagon un excellent test.
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5.2 Correction

I. Exemples de fonctions vérifiant des équations
différentielles algébriques sur c.

1. L’application exponentielle réelle.

1.a. Soit P € C[Xy] tel que P(f) = 0. On a pour tout u € R, P(e*) = 0
donc le polynéme P s’annule sur ensemble infini R**. On en déduit que P est
nul.

1.b. Soit Q = X; — X, € C[X(, X1]. Le polynoéme Q est clairement non nul.
Comme Q(f, f') = f'— f =0, le polynéme @ convient.

Remarque importante. Dans la suite, on identifie A[Xy,..., X,4+1] et
AlXo, ..., Xn][Xnt1] ot A est un anneau commutatif intégre unitaire. On rap-
pelle d’ailleurs que si A est un anneau commutatif intégre unitaire, alors A[X]
aussi.

1.c. Fixons P € C[Xy, X1]. Supposons que P s’écrive (X; — Xo)R avec
R e C[Xo, X1). Alors P(f, ) = (f' — f)R(f. ') = 0.

Réciproquement, on définit V' = X7 —Xj. On remarque que P,V € C[X,][X1]
et le coefficient dominant de V' est 1 donc inversible dans C[Xy]. On peut donc
effectuer la division euclidienne du polynéme P par le polynéme V. Il existe
ainsi @, R € C[Xy][X1] tels que P = VQ + R et le degré de R soit strictement
inférieur a celui de V' donc V est nul ou de degré nul. Autrement dit R est un
polynéme constant (éventuellement nul) de C[X][X7] soit R = r ot r € C[X].
Ona: P(f,f)Y=V(f, QU f)+r(f). Comme P(f, f') = 0 par hypothese,
on obtient : #(f) = 0. Enfin, on applique la question l.a et r = 0 soit R = 0.
Finalement, P = (X; — X0)@.

1.d. Fixons P € C[Xy, X1, X2].

Supposons que P s’écrive (X1—X)R+(X2—X()S avec R, S € C[Xy, X1, X2]
alors P(f, ', ") = (f' — DR, J' ) + (f — DS £, 7) = 0.

Réciproquement, on définit V(Xy, X1, X2) = X2 — Xy € C[Xj, X1][X2]. On
a P,V € C[Xy, X1][X2] et le coefficient dominant de V' est 1 donc inversible dans
C[Xo, X1]- On peut donc effectuer la division euclidienne du polynéme P par le
polynome V. Il existe ainsi S, T € C[Xy, X1][X2] tels que P = V.S+T. De plus, le
degré de T est strictement inférieur a celui de V' donc est nul. On peut donc écrire
T = t € C[Xo, Xy]. Comme 0 = P(f, ', f") = (f" = [)S(f, ', ") + tf, /'),
on obtient t(f, f') = 0. D’apres l.c, le polynome t séerit (X3 — Xo)R avec
R e (C[Xo, Xl].

Finalement, P = (X3 — Xo)S + (X1 — Xo)R avec R, S € C[Xy, X1, Xo].

1.e. Soient P € J et Q € C[X,, X1, Xa].

Ona (PQ)(f, [, 1) =Q(f, ', )P(f, f',f7) =0car P € J. On en déduit
que QP = PQ € J. De plus, si P,@Q € J, on a clairement P — Q € J donc J est
un sous-groupe additif de C[X(, X7, X3]. On conclut que J est un idéal.

Supposons que J soit principal, il existe un polynéme P € J qui engendre
cet idéal, c’est & dire que J = P.C[Xj, X1, X2]. Comme J n’est pas réduit &
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{0} (par exemple X; — Xy € J), P n’est pas nul. Il est clair que X5 — Xj et
X1 — X € J donc il existe @y et Q2 € C[Xy, X1, Xo] tels que Xo — Xy = PQ>
et X1 — XO = PQI

En raisonnant dans C[Xy, X1][X32], le degré en X5 de X; — X est nul donc
celui de P aussi. De méme, en raisonnant dans C[Xy, X3][X1], le degré en X,
de X9 — X est nul donc celui de P aussi.

A fortiori, P = p € C[Xp]. Comme P € J, on p(f) = P(f,f',f") = 0.
D’apres l.a, p = 0. Ainsi P = 0 et J = {0}, ce qui est faux. On conclut donc
que J n’est pas principal.

2. L’application u +— sinu.

2.a. Soit P € C[Xy] tel que P(f) = 0. On a pour tout u € R, P(sinu) =0
donc le polynéme P s’annule sur I'ensemble infini [—1,1]. On en déduit que P
est nul.

2.b. Le polynéme Q(Xo,X;1) = X7 + X3 — 1 € C[Xo, X1] convient car
Q(f, f)(u) = cos? u + sin®u — 1 = 0. De plus, @ est non nul.

2.c. Soient U,V € C[X] tels que U(f)f +V(f) =0.

On a alors (U(f)f’)2 = (V(f))2 On a donc T'(f) =0 ou T est le polynéme
U?(1 — X2)— V2 Dapreés 2.a, T = 0 donc U? = U2X2 + V2.

En comparant les degrés, U?XZ et V2 ont nécessairement le méme, sinon le
degré de U? est le maximum des degrés de U?XZ et V2 donc est strictement
supérieur & celui de U?. Notons a (resp. b) le coefficient de plus haut degré de
U (resp. de V). On a: a® = a® +b% donc b= 0. Ainsi, V =0 et U?(1— X2) =0
donc U = 0.

(V]

2.d. L’ensemble J est clairement un idéal.

Soit Q(Xo, X1) = X7 + X§ — 1 € C[Xo, X1]. On a Q.C[Xy, X1] C J car
Q € J d’apres 1.b.

Réciproquement, si P € J, on effectue la division euclidienne dans C[X][X1]
de P par @ dont le coefficient dominant (c’est 1) est inversible dans C[Xj]. Il
existe donc S, T € C[Xp][X1] tels que P = QS + T. De plus, le degré de T
est strictement inférieur a celui de V. On peut donc écrire ' = UX; + V ou
U,V € C[Xy]. Comme P,Q € J qui est un idéal, on a T € J ie T(f, f') = 0 soit
U(f)f'+V(f) =0. Dapres 2.c, les polynémes U et V sont nuls donc T est nul.
Finalement, P = QS avec S € C[X, X;].

On conclut que J = Q.C[Xy, X1] donc J est un idéal principal de C[ X, X1].

2.e. L’ensemble L est clairement un idéal de C[ Xy, X1, X5]. On définit Q =
X2+ X2 —1et R= X5+ X, ce sont des éléments de L. Supposons que L soit
principal. On a alors Pexistence de P € L tel que L = P.C[X(, X1, X2]. Comme
L n’est pas réduit & {0} (par exemple R # 0), P n’est pas nul. Il existe T et
T, € C[Xo, X1, X5] tels que R = PT} et Q = PTh.

En raisonnant dans C[Xy, X;1][X3], le degré en X3 de @ est nul donc celui
de P aussi. De méme, en raisonnant dans C[Xo, X2][X1], le degré en X; de R
est nul donc celui de P aussi.

A fortiori, P = p € C[Xp]. Comme P € L, on p(f) = P(f,f',f") = 0.
D’apres 2.a, p = 0. Ainsi P = 0 et L = {0}, ce qui est faux. On conclut donc
que L n’est pas principal.
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3. L’application u — e,
3.a. Soit P € C[Xq, X1] tel que P(f, f’) = 0. On écrit

P(Xo,X1) = Y a;i; XpX].
i,7>0

Supposons que P soit non nul, on peut alors définir N = max{i+j| a; ; # 0}
et d =max{j| 0 <j <N, an—_;; # 0}
On a pour tout u € R, P(e“2, 2ue“2) = 0, ce qui s’écrit encore

. 2
E a; ;(2u)’e™ =0.

0<n<N

i+j=n

En divisant cette relation par u?.eN**, on obtient pour tout u € R*

d
ai7j2j.uj7de("7N)"2 + Z aN_M.Qj.uj*d =0.
0<n<N 7=0
1t+j=n
En faisant tendre u vers 400, il vient a N_d7d.2d = 0 ce qui contredit la définition
de d. Ainsi P est nul.

3.b. Pour tout u € R, on a f'(u) = 2ue®” et f”(u) = 2(2u 4+ 1)e*’. On a
alors ff" = (f")? + 2f2. Ainsi le polynéme Q = Xo X, — X? — 2X2 convient.

3.c. L’ensemble J est clairement un idéal.

Comme @ € J, on a Q.C[X,, X3, X2] C J. Réciproquement, soit P € J. On
considére I'anneau commutatif intégre unitaire : A = C[Xj, Y’Xl] (comme

0

sous-anneau de C(Xy, X7)). L’élément X est inversible dans A donc le coef-
ficient dominant de @ € C[Xy, X1][X2] (que on consideére de fagon naturelle
comme élément de A) est inversible dans A. On effectue alors la division eucli-
dienne de P (que l'on considere aussi de fagon naturelle comme élément de A)
par @ dans A[Xs)]. Il existe R, S € A[X>] tels que P = RQ + S ou le degré de

S est strictement inférieur & celui de @ soit S = s € A. Comme ? € Cy,0n a:

s(f, % ) =o.

1
Soit n le degré de S en l'indéterminé X On a Sy = XS € C[Xy, X1] et

0
on a Sy(f, f') =0. D’apres 3.a, Sy est nul donc S aussi.
Attention : ce n’est pas fini! On a montré P = R mais pour l'instant
Re A.

R
11 existe un entier n et Ry € C[Xy, X1] tels que R = X—g. On a donc PX{ =

RyQ et cette égalité a lieu dans C[ X7, X5][Xo]. La Valuatign de RoQ, val(Ro @),
est donc supérieure a n. D’autre part, val(RoQ) =val(Ro)+val(Q) or val(Q) =
0. On en déduit que val(Ry) > n i.e. X[ divise Ry donc P = TQ ou T €
C[X1, X2][Xo]

On aurait pu aussi raisonner de fagon plus théorique dans C[Xy, X1, X5] :
X divise RoQ, Xo ne divise pas @ et Xj est irréductible. Comme C[X(, X1, X2]
est factoriel, on applique le théoreme de Gauss et on déduit que X divise Ry.
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On conclut que P € Q.C[Xy, X1, X5].
Finalement, J = Q.C[Xo, X1, X2| et J est principal.

II. Solutions holomorphes d’une équation
fonctionnelle.

1.a. Soient p € [0,1] et n € N. Montrons par récurrence que :
" ooy 1—p¥

(Hy) H(1+P ):Tp.

k=0

1—p?
IL—p

(Hg) est clairement vraie : (1 + p) =

Supposons (H,,) vraie alors

n+1 n on+1

k ntl k net, 1 —p
[[a+s”) =0+ ) [[a+p) =0+, )— =
k=0 k=0 -r -r

1 _ p2n+2

Ainsi, (Hy41) est vrale.

Par récurrence, (H,) est vraie pour tout n.
2n+1
1—p 1

1—p _lfp.

Comme p € [0, 1], on conclut alors H(l + ka) =
k=0

1.b. Pour tout z € A, on a la factorisation suivante

n

0() = 0uia(2) = 22 T - 2.

k=0
d’ol la majoration en module :

2n+1

gn+1 a (1+ |Z|2k) < |Z .
1l ST

|0n(z) - 9n+1(z)| < |Z

ol la derniere inégalité provient de (H,,) avec p = |z| < 1.

1.c. Pour tout z € A et tous ¢ > p € N, on constate que

Ainsi, via 1.b,

- gn+1 1 ‘z|2p+1

qg—1 q—1

|
— < — < < . .
90(2) = 0a(2) £ 22 10n(2) —0as BN £ 3§y < gy T

o2

Fixons z € A et € > 0, comme |z| < 1, il existe ng € N tel que W <e.
— |z
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.

s < E.
(1 —1z))?

D’apres le critere de Cauchy, la suite (6,,(2))n est convergente vers une limite
0(z). Autrement dit, (0,,), est simplement convergente vers 6 sur A.

On a alors pour tous ¢ > p > ny, |0p(2) — 04(2)] <

2710+1

1.d. Soit r €]0,1[. Il existe ng € N tel que % <e.

Pour tous ¢ >p>mng et tout z€erA={z2€C; |z <r},ona:

|z
0,(z) —0,(2)] < < <.

|p() q( )|_(1—‘Z|)2_(1—T)2
Autrement dit, (6,,)n est uniformément convergente vers 6 sur rA. Comme pour
tout n, 6, est holomorphe sur rA, la fonction 6 est elle-méme holomorphe sur

r/A. Ceci est valable pour tout r < 1 donc la fonction 6 est holomorphe sur A.

ng+1 ng+1
2 7'2

2.a. Fixons z€ AetneN. On a

n n n+1

6.(=*) = [T - ") = [Ta-=") = [Ta-=*)
k=0 k=0 k=1
(on a effectué le changement d’indice k 4+ 1 — k).
n+1
Donc, (1 —2)0,(2?%) = H (1—22") = 0,.1(2). En passant & la limite quand
k=0
n tend vers +o00, on obtient : (1 — 2)0(2?) = 6(2).

2.b. Supposons que 6(z) = 0, ot z € A (en particulier z # 1). On a d’apres
2.a, 6(z%) = 0. Par une récurrence immédiate, pour tout p € N, 2% est zéro de
0. Comme (22"),, converge vers 0 (car |z| < 1), on a 6(0) = 0 par continuité de
6. Or 0,,(0) = 1 pour tout n, a fortiori, §(0) = 1. On a une contradiction donc
f ne s’annule pas sur A.

2.c. Comme 6 ne s’annule pas sur A, on peut définir h(z) = géz)) pour
z
z € A. )
On a pour z € A, h(z?) = ‘g((;)) = {;Eg = h(z). Par une récurrence

immédiate, pour tout p € N, h(z) = h(z*"). Comme f est continue sur A, h
est continue sur A et par passage & la limite sur p, on obtient h(z) = h(0). En
posant A = h(0), on a h(z) = A ie f(z) = A0(z).

3.a. Pour t € II, on a |e!| = ef®) < 1 car Re(t) < 0. De plus, 6 ne
s’annule pas sur A et ¢ est bien définie. Comme 6 est holomorphe sur A, 6’

1
aussi. Comme 6 ne s’annule pas sur A, ] est aussi holomorphe sur A. Enfin,

lapplication IT — A : ¢+ e? est holomorphe. On conclut que ¢ est holomorphe
sur II.

3.b. Remarquons que ¢ € II si et seulement si 2¢ € II.

D’apres 2.a, on a avec z = e, (1 — e?).0(e?*) = f(e?). En dérivant cette
relation, il vient 2e2(1 — e')0'(e?!) — etf(e*) = e'.0'(e!). Puis en divisant par
(1 —e)f(e?!), on obtient

N T R (CO N 10

0(ex)  (1—e) (1 —eh)o(e?) o)
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Finalement, cela s’écrit 2¢(2t) + —— =
e

3.c. Pour tout k € N, on pose
(Hy) Vt € T, ¢P)(t) = 2FH1p(F) (2t) + Sk (e?) avec Sky1(z) = 2.5, (2) ot Sy € C(2).

Pour k£ = 0, on définit Sp(z) = et 3.b montre que (Hp) est vraie.

z
G-1)
Supposons que (Hj) soit vraie et dérivons (Hy). Il vient pour ¢ € II,

D (1) = 262D (21) 4 .5 (e).

Donc (Hjy1) est vraie avec Si41(2) = 2.5(2).
Par récurrence, (Hy) est vraie pour tout k.

I1I. Quelques résultats sur les fractions
rationnelles et les polynémes.

A. Fractions rationnelles a une indéterminée.

1.a. Soit R € C(z). Si R s’écrit g et g oul,V,P,Q € Clz] (Q,V non nuls),
on a UQ = VP. On note deg(U) le degré de U. En égalant les degrés, il vient
deg(U)+deg(Q) = deg(V)+deg(P). Donc deg(U) —deg(V) = deg(P) —deg(Q).
Ainsi deg(R) est indépendant du choix du représentant 0 de R.

UQ+VP

P
Soient R, S € C(z). OnposeRz%etSzé. Ona R+ S = v

On a donc
deg(R+S) =deg(UQ+VP) —deg(QV) = deg(UQ + VP) — deg(Q) — deg(V).

Pour fixer les idées, supposons que deg(R) = max{deg(R), deg(S)}. On a donc
deg(U) — deg(V) > deg(P) — deg(Q) soit deg(UQ) > deg(V P). Ainsi, on a
deg(UQ + VP) < max{deg(UQ),deg(VP)} = deg(UQ). Dot :

deg(R+5) < deg(UQ)— deg(Q) — deg(V)
= deg(U) + deg(Q) — deg(Q) — deg(V)
= deg(U) — deg(V) = deg(R)
= max{deg(R),deg(5)}.

1.b. On sait que C(2) est un C-espace vectoriel.
Soient A € Cet F' = g € Co(z). On a A\F = % et deg(AF) = deg(AP) —

deg(Q) < deg(P) — deg(Q) = deg(F) < 0. Ainsi AF € Cy(2).

Soient R, S € Cy(z). D’apres l.a, deg(R + S) < max{deg(R),deg(S)} < 0.
Donc R+ S € Cy(2).

On conclut que Cy(z) est un sous-espace vectoriel de C(z).
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1
Pourtout*ye(CetneN,onadeg( ) )z—nSOdochethont

(z—7)"
inclus dans Cy(z). Par définition, V' et W sont des C-espaces vectoriels pour la
méme structure d’espace vectoriel (I’addition interne et la multiplication par un

scalaire) que Co(z). Ainsi, V' et W sont des sous-espaces vectoriels de Cy(z).

1.c. 1l suffit d’invoquer l'existence et 'unicité de la décomposition en élé-
ments simples, compte-tenu que, ici, la partie entiere est réduite aux polynomes
constants.

2. D’apres 1.c, pour tout F € Cy(2), il existe A € C et une famille (b ,,)~.n

presque nulle telle que
b
F=X+ —
Z (Z _ ,y)n

yeC
n>1

On note D l'opérateur de dérivation de Cy(z) dans C(z). On a alors

—nb
D(F) = F' = — " W
(F) 2 T
n>1
Donc Im(D) C W.
by n
Réciproquement, pour tout w € W, on a w = Z —2%__ = D(F) avec
~eC (Z - fY)n
n>2

=b
F = L € Co(2).
2 e =y S
n>2
Finalement, Im(D) = W.

3. L’application p est linéaire donc il suffit de vérifier que p(v) € V quand
1

(z—7)

v décrit une partie génératrice de V. Ainsi, pour v = ou v € C, il existe

a € C tel que v = a? et on a alors

1 | 1, 1 1
Q *

HE) =2 = sy " 2\me) T ra)

22 —7) >€V

Donc V est stable par pu.
Pour w € W, d’apreés 2, il existe F' € Cy(z) telle que w = D(F). On a alors

w(w)(z) = 2F'(2?) = %(F(ZQ))I € Im(D) = W car F(2?) € Co(z). Donc W est
stable par p.

4. Ici la partie entiere est nulle car le degré de R est strictement négatif.
n n
r(a, k) r(—a, k)
ST R I phuccL)
= (z —a) = (z+a)
En multipliant cette relation par (z — a)”, il vient

1 ) ) = 7 ( (z—a
Gror =(z—a)"R(z Zrak‘ z—a) k—i—z "
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En prenant la valeur z = a, on a finalement

1

r(a,n) = Ba)

B. Polynémes a (n+ 1) indéterminées.

1. Ordre sur N"!,
Il s’agit de l'ordre lexicographique lorsqu’on écrit de droite a gauche.

1.a. Montrons cela par récurrence sur n. Pour n = 0, c’est I'ordre usuel sur
N.

Supposons que R,, soit une relation d’ordre sur N**1. Soit a € N**2, On
a bien stir ay11 = apt1 et (aog, ..., an)Ry(ag,. .., an) car R, est réflexive par
hypothese de récurrence. Ainsi (g, - .., @nt1)Rns1(ao, ..., @pe1) done Ryyq
est elle-méme réflexive.

Soient o, 3 € N"2 tels que aR, 113 et BR,i1c. Comme aR, 13, on a
nt1 < Bpy1. De méme, R, 11 done Bhy1 < apyq. Ainsi, apy1 = Bry1. On
a donc (ag,...,@n)Rn(Bos---,0n) €t (Bo,- -, 0n)Ru(ao, ... ,an). Comme R,
est antisymétrique, on a (B,...,0,) = (ao,...,ay). Finalement, « = § donc
Rn+1 est antisymétrique.

Soient a, 3,7 € N"*2 tels que aR,113 et BR,.17. En particulier, on a
Ont+1 < Bnt1 €t Bng1 < Yng1- S apy1 < Ynt1 alors aRy,417y. Sinon, on a

Qpt1 = Bnt1 = Ynt1 donc on a les relations (o, ..., an)Rn(Bo, ..., 0n) €t
(Boy- -+, Bn)Rn(Y0s - -+ ,7yn). Comme R, est transitive, on en déduit alors que
(oy -y )R (Y0y -+ Yn) done aRp117y et Ry p1 est transitive.

Finalement, R, 41 est une relation d’ordre et par récurrence, pour tout entier
n, R, est une relation d’ordre.

1.b. L encore, on raisonne par récurrence sur n. Soit donc a n € N fixé,
(H,) Tout ensemble non vide £ C N*t! admet un plus petit élément.

Pour n = 0, il s’agit d’'un des axiomes de Peano qui caractérisent N donc
(Hp) est vraie.

Supposons (H,,) vraie et fixons E C N"*2. Comme E est non vide, on peut
définir

apt1 = min{a € N; Jag,...,a, €N, (ag,...,an,a) € E}

et
El = {(CL(), .. .,Cln) S Nn+1; ((Z()7 . ,an,Oén+1) S E}

E’ est une partie non vide de N**1 (par définition de a,,41) donc d’apres
(H,), admet un minimum (aq, ..., a,). On pose a = (ag,...,an, ap41). Pour
tout 8 € E, on a par définition de 11, Bpnt1 > Qnt1- 51 Bnt1 > any1, Rpt1 5.
Sinon 3,41 = ant1 et (Bo, ..., Bn) € E' donc par définition de (ayp, ..., ay), on
a (agy...,an)Ru(Bo, ..., 0n) soit aRy410.

Donc « est le plus petit élément de E et (H,+1) est vraie.

Par récurrence, (H,) est vraie pour tout n € N.



86 CHAPITRE 5. SESSION DE 1993

1.c. Soient a, 8 € N**1 on définit E = {«, 3} qui est non vide donc admet
un plus petit élément d’apres 1.b. 11 s’agit de a ou 3 donc aR,,3 ou fR,«. La
relation R,, est donc totale.

1.d. Ceci se démontre une fois de plus par récurrence. Soit donc & n € N
fixé,
(Hy) Tout ensemble fini non vide E C N**! admet un plus grand élément.

Pour n = 0, il s’agit d’un des axiomes de Peano donc (Hy) est vraie.
Supposons (H,,) vraie et fixons E C N**2 fini. Comme E est non vide et
fini, on peut définir

apt+1 = max{a € N; Jag,...,a, €N, (ag,...,an,a) € E}

et
E' = {(ag,...,an) € i (ag, .- san,ny1) € E}.

E’ est une partie finie non vide de N**1 (par définition de a, ;1) donc d’apres
(H,,), admet un maximum («p, ..., ay). On montre exactement comme en 1.b
(en remplagant min par max) que (o, ..., Qyp, Qpe1) est le maximum de E.

On pouvait aussi utiliser la question précédente. On raisonne alors par ré-
currence sur le cardinal. Soit E non vide fini, E = (a1,...,a.) ou ¢ =card
E. Soit E' = (a1,...,a.-1) et m = max E’ (par hypotheése de récurrence) et
max E = max{a., m} qui existe car R, est totale (le maximum de deux éléments
distincts est celui qui n’est pas le minimum!).

2.a. Soient P,Q € K[Xg, X1, ..., X,], non nuls, on définit : R = psQ — qs P.
Si R est non nul, on peut définir d = d(R). Le coefficient de X° dans R est nul
donc d # 6.

Si 0R,.d, en identifiant les coefficients de X dans la relation Q = pé_l(R +
—qsP) (par définition ps # 0), on obtient, comme § #d : 0 = pglrd # 0. Cette
impossibilité montre que dR,,d est faux soit dR,d (car R,, est totale).

Ainsi, si psQ — ¢s P est non nul, § # d(psQ — ¢sP) et d(ps@ — gsP)R 9.

2.b. On considére I'ensemble E = {d(P); P € J\ {0}}. L’ensemble E est
une partie non vide (car J # {0}) de N"*! donc admet un plus petit élément
d d’apres 1.b. Par définition, il existe M € J \ {0} tel que d = d(M). Soit
P e J\{0},si d(P)R,d(M) alors d(P) = d(M) par définition de d = d(M). Soit
R =mgP—paM, on aalors d’apres 2.a, R = 0 ou d(R)R,d(M) et d(R) # d(M).
Mais la seconde éventualité est impossible par définition de d(M) = d. Ainsi
R=0ie P= mglde. Finalement, P = ¢M ou ¢ € K.

3. Pour j € {0,---,n}, on définit
d; = max{aj €N; J(a;)ix; € N, pour a = (ag,...,an),Pa # 0}.

Comme P n’est pas constant, il existe j € {0,---,n} tel que d; > 1. Soit
1= (do,...,dj_l,dj — 1,dj+1,...,dn)

o'pP o'xe
On a alors X = Za:paﬁ or

o' X _ ( adkx;jk)adrl X

00X 0<k<n ank anjfl
k#j
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adk Xak 8dj—1Xa7
OﬁaTﬁzcakerOurk%],ﬁ:CajGKSIO{ydeflet
oxy e
O i X, £0siay=d
ox G-l o j # 0sia; =d;.

J
On a donc le résultat demandé.

IV. On se propose de montrer que la fonction ¢
définie a la question II.1.c ne vérifie pas
d’équation différentielle algébrique sur c(z).

/
1.a. On raisonne par récurrence sur k > 1. Pour k =1, ona — = g = Q1(g)

ot Q1(Zy) = Zy. Donc c’est vrai pour k = 1.
Supposons que le résultat soit vrai pour un entier kK € N, k > 1, ou on peut
écrire Q = Zr—1 + Rr(Zo, ..., Zr—2). En dérivant 6*) il vient :

k—1

0D = 0'Qulg,....g" ) +0.> gl Ok
p=0

o7, 9 L9,
On remarque que § = #.g. On en déduit que 0%+ = 0Q4.1(g,...,g™)
k—2
avec Qp+1 = Zr + ZoQk +Z Zp+1%. Le multidegré de Qg1 est (0,...,0,1)
et son coefficient dominan’f :egt 1. Le rgsultat est donc vrai au rang k + 1.
Par récurrence, le résultat est vrai pour tout k > 1.

1.b. Comme H est non nul, on peut considérer son multidegré d(H) = 6.
On pose § = (dg, . ..,d,). On note r < s pour rR,,_1s et r # s. On peut écrire

H =" h g1 .. T3 + > hag....cm) TEOTE . TE",
a 0 (arye., an)

(a1 n
(Q1,eeeyn ) <(61,..-,0n)

Par hypothese, le polynéme H est homogéne donc la premiere somme est
réduite & hsTOT ... TP, On a

H(1,Q1,...,Qn) = hsQ}" ... Q0 + > h(ag,.am) @1 - Q7
(1, ) G5 0)
Si tous les ¢; sont nuls pour i > 1, H = thO ou h # 0. On a alors
H(lana"'in) = h# 0.
Sinon, on peut définir j = max{k > 1; d; # 0}. D’apres la question 1.a,
5; 5;
QY =QY...QY =Z) ... Z7 + R(Zy,..., Zj)

ot d(R) est de la forme (r1,...,7;,0,...,0) avec ; < ¢;. Donc
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H(1,Q1,....Qu) = hsZ ... ZY + Ry(Zy,..., Z,) avec d(Rp) < 6.

Donc H(1,Q1,...,Qn) # 0.

2. L’hypotheése de 1’énoncé nous permet de considérer un entier n tel qu’il
existe P € C(2)[Zo, Z1,...,Zy], non nul vérifiant P(6,...,0) = 0. Cela
s’écrit, en notant |(ag,..., o) = ag + ...+ ap et N le degré total de P (au-
trement dit le plus grand || tel que p,, # 0) :

N
DD paQi(9) - (g, gTY) =0

i=0  lal=j

Notons A; = Z PaQ1 (Z0) ... Q" (Zoy ... Zn—1) et aj = Aj(g, ... g,
lee|=3
D’apres la question 1.b, on remarque que A; est non nul des que le polynéme
homogene Z P I ... Tt est non nul.
loe|=3

On a I’équation algébrique (ordinaire) sur le corps K,, = C(z)(g,...,g" V)
N .
(E) > a7 =0.
3=0

avec a; = A;(g,...,g™ V) ot A; € C(2)[Zo, Z1, - - -, Zn).

On considere d le plus petit entier N vérifiant une relation de type (E) avec
a; € Kou K =K est le corps C(2)(g,9’,9”,...) (en fait on veut la cloture par
dérivation de K,,).

Sid=0,o0naag=0et Ay est non nul donc le résultat est démontré.

Sinon, par définition de d, on a aq # 0 donc quitte & diviser par agq, on
peut supposer ag = 1. En fait, quitte & tout multiplier par un élément conve-
nable de C(z)[g,¢’,...], on peut supposer a; € C(z)[g,¢,...]. De plus, on
peut choisir m minimal pour que tous les a; sécrivent A;(g,... ,g(m=1) ou
Aj S (C(Z)[Zo, Ziyenn, Zm—1]~

En dérivant la relation (E), on obtient

d
> (jast7 10 +aj07) = 0.
j=1

Comme 0’ = g6, on obtient :

d
(E') > (jajg + a})6? = 0.

7=0
On opere (E') — dg x (E) et on obtient I’équation algébrique suivante qui
est encore a coefficients dans K

d—1

Z((J — d)a;g + a})87 = 0.

=0
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Par définition de la minimalité de d, pour tout j € {0,...,d — 1}, on a
nécessairement (j — d)a;g + a; = 0. Ainsi, pour tout j € {0,...,d — 1}, on a
iy 9A;
Bj(g,...,9™) = 0avec B; = (j —d)ZoA; + Z Zpy1- TZ; + A}, ot A} signifie
p=0
clairement que I’on dérive les coefficients de A; (qui sont dans C(z)).
Pour conclure, il suffit donc de montrer qu’il existe j € {0,...,d—1} tel que

J_ car les

Bj est non nul. Or le coeflicient dominant de B; en Z,, vaut
m—1
polynémes A; (i < d— 1) n’ont aucun terme en 7, d’aprés 1.a.

Si le degré partiel en Z,,—1 de tous les polyndémes A; non nuls (i < d — 1)
est nul alors ceci contredit la minimalité de m. On conclut donc qu’il existe

i < d—1 tel que le degré partiel en Z,, 1 de A; est non nul ie est non

0A;

(9me1
nul donc B; est non nul. Ceci achéve la démonstration du résultat demandé.

3. Comme g(e') = e '¢(e!), une récurrence immédiate donne pour tout
entier j : g oexp = A;(¢,...,0)) ou A; € L[Zy, Z1,...,Z;] et le coefficient
dominant de A; en Z; est exp i1

Si B(g,...,9"™) = 0 ot B € C(2)[Zo, Z1,...,Zy) est non nul, on a alors
B(¢,...,¢™) =000 B e L[Z, Z,...,Z,). Ennotant § = d(B), onad(B) = §
et Bs = Bs(exp)™? #0ou D = >_;(i +1)§; donc B est non nul.

¢ vérifie donc une équation différentielle algébrique sur L.

4. On considere l'ensemble J = {Q € L[Xy,...,X,]; Q(¢,...,6™) = 0}
ot n est tel qu'il existe B € L[Zy, Z1, ..., Z,] non nul avec B(¢,...,»™) =0.

J est clairement un idéal non réduit a {0}. D’apres III1.B.2.b, il existe M €
J\ {0} tel que pour tout P € J\ {0}, d(P)R,d(M) implique existence de
c €L tel que P =cM. M est non constant car un polynéme constant de J est
nécessairement nul.

On considere alors P = M *(
tell,on a

1

1
2(XO —Ro), .-, W(Xn — Rn)) Pour tout

g 0)0) = M (506~ Ro)oos oy (07 — Ra)) (1)

. 1 . .
car pour tout j et tout ¢t € II, on a W(gb(”(t) — R;(t)) = oY) (2t) (cf. TL.3.c).
Ainsi P € J\ {0} et clairement d(P)R,d(M). La définition de M implique
I'existence de A € L tel que P = AM ie

1

. 1
M (§(X0 — Ro)s- s gy (X fRn)) = AM.

5.a. Comme M ¢ L, d’apres la question IT1.B.3, il existe (ig, .. ., iy) tel que

= 78‘” fh 11 =ig+...+
= - — soit affine et non constant (on rappelle que |i| = t9+. . .4+%y).
Xyl ... 0Xm ( PP que i 0 )
On a alors
ol 1 1
N=— (M*fX—R sy, — (X — Ry, )
oOXr...0Xm (2( 0 o) 2”*1( ))
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Or
o L1 1
8X§ (M (§(XO_RO)7aF(Xn_Rn)))
1 M+ /1 1
= g (ox7) (G0 = Ro)ooo g (X = Ru)
donc
GO | ol M 01 1
AU = [UO zz‘s<s+1>} ' (3X30.,_5X¢;n) (i(XO*RO)""’W(X"*R”))
. 1 1 .
Finalement, U* (i(XO —RO),...,W(X,L — Rn)) =puU ou p €L.

n
5.b. Le polynéme U est affine donc U = ijXj + ¢. La relation de la
§=0
question 5.a s’écrit donc

n

1 * * "
Dot (X = R) +q" = p )y piX;+ .

Jj=0 Jj=0

Ainsi, pour tout j € {0,...,n}, up; = et

o5 +1Pi

n

1 * *
(E) > sl (—85) + ¢ = na.
i=0

On est amené a étudier une équation (E,) du type au = u*. On pose pour
t €Il : u(t) = v(exp(t)) ot v € M(A). L’équation (E,) s’écrit alors pour tout
t € I, av(exp(t)) = v(exp(2t)) soit pour tout z € A : av(z) = v(2?2). Supposons
u (donc v) non nulle, comme v est méromorphe, il existe a € Z tel que pour
z au voisinage de zéro, on ait v(z) = z%w(z) ot w(0) # 0 et w holomorphe
au voisinage de zéro. L’équation (E,) sécrit alors pour z au voisinage de zéro
azw(z) = z2%w(z?) soit aw(z) = 2*w(2?). Comme a est non nul (sinon u*
donc u est nulle), on a nécessairement (en regardant le comportement en zéro) :
a = 0 et a fortiori, en z = 0, cela donne a = 1 (car w(0) # 0). Ainsi, pour
2z € A, v(z) = v(2?) = ... = v(2?") pour tout entier r. Faisant tendre r vers
+00, on obtient v(z) = v(0), autrement dit v donc u est constante.

Pour tout j € {0,...,n}, 'équation (Ey;+1,) donne : soit p; = 0, soit u est
non nul, 27y =1 et p; est constante. On rappelle que le cas p = 0 implique
p; = 0.

On remarque donc que si p est nul alors tous les p; sont nuls et U est
constante ce qui est faux.

Ainsi 4 est non nul et pour tout j € {0,...,n}, p; =0 ou 291y =1 et p;
est constante. Il est clair qu’on ne peut avoir 271y = 1 et 27ty = 1 pour 4
et j distincts donc tous les p; sont nuls sauf exactement un (puisqu’ils ne sont
pas tous nuls), disons pour j = m. On a alors 2™+ = 1 et pour tout j # m,
p; = 0. De plus, p,, est constante.

L’équation (E) devient donc 2~ (m+Vp* (~R..) + ¢* = pq = 2~ (m*Vq. On
en déduit en posant p,, = C € C que R,, = 2"”‘1(%)* —

u € L tel que R, = 2™ 1u* —w.

. Ainsi, il existe
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5.C. On éerit R, (t) = Sm(e) et u(t) = p(e’) ou t € Il et Sy, u € C(2).
Le résultat de la question précédente donne alors S, (e?) = 2"+ i(e%t) — u(et).
Donc pour tout z € A, S, (2) = 2" u(22) — u(z).

z .
6. On commence par remarquer que, comme So(z) = 1— 1 est pole simple
—z

de Sy. Puis par récurrence immédiate, 1 est pole d’ordre k + 1 de Si.
1 admet donc nécessairement 1 pour pole. Notons n lordre de multiplicité
du podle 1 pour . On peut donc écrire :

_ V)

ou V € M(A) est holomorphe au voisinage de 1 et n’admet 1 ni comme zéro ni
comme pole.
Le résultat de la question précédente donne donc

Ve Ve
EE AN R Vo

(P) Sm(z) = 2™

On décompose — en ¢léments simples et II1.A4 donne

1
-1

e - e _11)n (zin +E-106)

ou C € C(z) et admet uniquement —1 comme pole.
La relation (P) s’écrit alors (en posant N(z) = V(22).C(2))

Sul2) = gy (277 V) - V) + (- DNG)),

Comme 1 est pole d’'ordre m + 1 de S,,, on a n = m + 1. En effet, si n #
m + 1, alors nécessairement n > m + 1 et il faudrait alors que 1 soit zéro de
2mHL=ny(22) — V(z) 4+ (2 — 1)N(2) donc zéro de 2™V (22) — V(2) ce qui
imposerait (2™ — 1)V (1) = 0 alors que V(1) # 0.

Comme V est holomorphe au voisinage de 1, on peut écrire V(z) = V(1) +
(z—1)h(z) ot h € M(A) est holomorphe au voisinage de 1 (donc n’admet pas
1 comme poéle). On obtient V(22) — V(2) = (2 — 1)[(z + 1)h(2?) — h(2)] donc

1

Smle) = =gy ((z F1)h(z2) — h(z) + N(z)).

donc 1 est pole de S, d’ordre inférieur a m ce qui est faux.
On a donc une contradiction qui ne peut provenir que de I’hypothese du

début de question IV.2. On conclut que € ne vérifie pas d’ équation différentielle
algébrique sur C(z).
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V. Généralisation.

1.a. Pour tout entier n € N et tout z €A (toutes les puissances de z sont
encore dans A), on définit 6, ( H R(2*).Onaf, € H(A) car R € H(A)

et 6,(0) = 1.

On écrit R(z) =1+ zr(z) ou r est holomorphe sur A.

Fixons p < 1. Etant continue, r est en particulier bornée sur I’adhérence de
pA (qui est strictement incluse dans A) par m,. Pour tout z € pA, on a la
majoration

\H 22 1_[1—|—|7= ||z|2 Hl—i—mpp
k=0 k=0 k=0

n
Comme p < 1, la suite (H(l + mprk)) est majorée (en fait, on a mieux :
n
k=0

comme cette suite est croissante, puisque (1 + mprk) > 1, le produit infini
o0

H(l + mprk) est convergent). En effet, en passant au log, il vient
k=0

n n n
k k k
0 <log H(l +myp® ) = g log(1 +m,p* ) < E m,p*
k=0 k=0
et le dernier terme est convergent (donc majoré) quand n tend vers +oco. On a
n

donc bien I'existence de M, € R tel que H(l + mprk) < M, pour tout n.

k=0
On a pour tout z € pA : 0,11(2) — 0,(2) = (1 —R(22"") ) H R(z
en déduit la majoration
n+1 n+1 n+1 n+1
0n11(2) = 0n(2)] < |1 = R M, < M, [ 12| < Mym,p?

Ainsi, la série de fonctions ), (65,+1 — 0,) converge uniformément sur pA
pour tout p < 1. On en déduit que (6,,) converge simplement vers une fonction
0 sur A et que (6,,) converge uniformément vers 6 sur pA pour tout p < 1. En
particulier 6 est holomorphe sur pA pour tout p < 1 donc 6 est holomorphe sur
A.

On remarque que pour tout z € A, ,,11(2) = R(2).0,(2?) et 6,(0) = 1. En
passant & la limite sur n, on obtient les relations 6(z) = R(2).0(2?) et 6(0) =

Il reste a établir I'unicité de . On ne peut malheureusement pas raisonner
comme au II.2 car R peut a priori s’annuler sur A. Soit 7" holomorphe sur A
telle que T(0) = 1 et T(2) = R(2)T(z?).

En 0, 6 et R sont non nulles. Par continuité, il existe « €]0, 1] tel que pour

T
tout z € aA : h(z) = 9((2)) est définie (en particulier § donc R est non nulle
z
sur ce voisinage) et on a alors h(z) = h(z2) = ... = h(2?") puis par passage a

la limite sur r vers +o0o : h(z) = h(0) = 1. Ainsi, T'(2) = 0(z) sur aA. D’apres
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le théoreme du prolongement analytique (7" et 6 sont holomorphes sur 1'ouvert
A et coincident sur 'ouvert aA) T' = 6 sur A. Ceci établit donc 1'unicité de 6.

1.b. On raisonne par récurrence sur k. Pour k = 0, on dérive la relation
O(et) = R(e').0(e?) ou t € II pour obtenir

et (') = e' R/ (e").0(e*") + 2e* R(e").0' (e*).

eta/(et) B etR/(et) 2€2t0/(62t)

Dot f(t) = 0 R D) = 2f(2t) + Sp(e").
avec Sp(z) = Zg(/g)

Supposons alors que le résultat soit vrai pour k € N. On dérive la relation
FE () =26 R (21) + Sp(et) ot Sy € C(z)
pour obtenir
FEHD() = 22 f D @21) + Spaa(€h) ot Spaa(2) = 25i(2).

Le résultat est donc vrai a l'ordre k + 1 et par récurrence, il est vrai pour
tout k.

2. On suppose qu'il existe m € N tel que
(Em) Sm(2) = 2™y (22) — v(2) ou v € C(z).

On remarque par une récurrence immédiate que .S, n’admet pas 0 comme
pole et que S, € Cy(2). La relation de récurrence sur Sy montre alors que 0 est
racine de Sy, (car 0 n’est ni pole ni racine de R). Nous affirmons que v n’admet
pas 0 comme pole.

1
En effet, si 0 est pole de v, disons d’ordre n > 1, v s’écrit — B(z) o B(0) # 0
Z’ﬂ

m—+1

B(:?) — ZinB(z).

Ainsi, ili% 22" 8, (2) = 2™ B(0) # 0 or S,,, n’admet pas 0 comme péle. Nous

et B est méromorphe sur A. On a la relation Sp,(2) = —
z

avons donc une contradiction et v n’admet pas 0 comme pdle.
Si m =0, le choix G = v convient.
Supposons que m > 1. On a 25/, _1(2) = Sp(2) = 2™ 1w (2%) — v(2) soit

v(z%)  v(z)

() () =2 B

v(z)

On remarque que nécessairement le degré de ——= est inférieur & —1. En
z

2
v(z v(z
(%) est différent de celui de Q des que le degré de v n’est
z z

effet, le degré de

v(z
pas 0. Comme le degré de S/, est inférieur & —1, le degré de =) est inférieur

a —1 sauf éventuellement si le degré de v vaut 0. Auquel cas, a posteriori, le

(2)

7 V . . ’ . N . . . Y ’
degré de ——= est aussi inférieur & —1. Ainsi, notre affirmation est vérifiée.
z

On peut donc écrire (cf. II1.A.1.c) v(z) =v(z)+wz)ounveVetweW.
z
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v(z)

Comme en particulier —= € Cy(z), on peut opérer p (cf. III.A.2) et on
z

obtient la relation

p()e) = 1) < amtmin (g4 1)

Donc  pu(v) + p(w) = 2= (S) | + v+ w).

Par définition, S/, _; € W. On rappelle que V et W sont en somme directe et
sont stables par u donc

plo) =27y et p(w) =27FD(S) ) +w).

En particulier, la premiere relation permet d’affirmer que si a est un pole
de v alors les deux racines carrées de a aussi. En particulier si a = te*® (0 <
s < 2w, t > 0) est un pdle non nul de v alors tous les complexes twen aussi.
Donc v admettrait une infinité de poles, ce qui est impossible. On en déduit
que v = 0 ou v n’admet que 0 comme poéle. Supposons v non nul, la relation

z
zv(2?) = 27y (2) implique que 0 est pole d’ordre 1 de v donc v(z) = p(z)

z
ol p est un polynéme qui vérifie la relation : p(z2) = 2~ ™+ p(z). Le polynome
p est donc clairement nul (pour des raisons de degrés, il est constant, égal & C
disons, puis C' = 2~ ("D impose C' = 0). Ainsi, v = 0.

On en déduit que M =w € W =ImD, c’est a dire qu’il existe une fraction
z
G (on la choisit telle que G(0) = 0) telle que G'(z) = M Comme 0 n’est pas
z

pole de @, 0 n’est pas pdle de G. De plus, la relation (x) devient

V(=)

) — @ =2mG(2Y) - G'(2).

z
Par intégration, S,,_1(2) = 2™G(2%) — G(z) (on rappelle que S,,_1(0) = 0)
et on a 'équation (E,,—1).
Enfin, par récurrence, on a les équations (E,,—1), (Em—2),...,(Fo). Le cas
m = 0 a déja été traité et le résultat est démontré.

3.a.

L _1(z) =2m(22

m—1

9(7,n)
G(z) = E(2) + L
Wg* (z=7)"
n>1
/
On commence par remarquer que la fraction i n’admet que des poles

simples.
Fixons v = a? un pole de G et notons n (resp. N, éventuellement nul) 'ordre
de multiplicité de ~ (resp. a) en tant que pole de G.

On a G(z) = (z/i(z))N ou A € C(z) et A(a) = g(a, N). De méme, G(z) =
z 22
% ot B € C(2) et B(y) = g(v,n) # 0 donc G(2?) = %
(z=7) (22 —a?)
L’équation (Ep) devient
ZRI(Z) _ 1 2B(2?) A(R)

R(z) (z—a)" (z+a)* (z—a)N’
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. Ainsi a est aussi

Sin > 2, il faut N = n sinon a est pole double de z R()
z
pole de G. Finalement, si v est pole de G d’ordre n > 2, ses racines carrées
sont aussi poles d’ordre n. On conclut comme dans la question précédente que
G aurait alors une infinité de poles ce qui est impossible.
Finalement, n < 1, ce qu’il fallait démontrer.

/!

3.b. Le degré de zR (2)
R(z

est négatif donc la partie entiére de G est constante.

En reprenant les calculs de la question précédente et compte-tenu que tous les
poles sont simples, on peut écrire pour tout a

Zg((j; _ e i 3 (g(aa, 1) — g(a, 1)) +Q(2) ou a n’est pas pole de Q.
On pose ()

R, z Nq

R(z) z-a 1)

ol a n’est pas pole de T et n, est un entier relatif (en fait, |n,| est I'ordre de
multiplicité de a comme racine ou comme pole de R).
On a alors, en identifiant les équivalents en a :

21
fig.0 = g9(a®,1) _ g(a,1)
a
21 1
et ceci est vrai pour tout a. Ceci s’écrit encore n, = 9la 2’ ) — 9(a.1) donc
a a

pour tout entier p

op+1

+.”+g(a2,1)_g(a,1) :g(a ,1)_g(a,1).

a? a a2t a

_ 9@ 1) e, 1)
png = a2p+1 - 2p

a

Fixons v un pole de G. Comme il y a un nombre fini de poles, le rziilsonnement
de la question 2 nous donne existence de p et a tels que v = a® et g(a, 1)
est nul.

Ainsi, pour tout pole v de G, on a

1
9%, 1) = ¢y € Z. On peut alors écrire
v

Gz)=E+ Yy L.
yeC* v

d’ou

R'(z) 2G(:*)-G(z) FE 20,y 4y
R(:) : SRy
R (z)
R(z)

€Z.Deplus,onaL:_—1+ L et

zz=7) =z z-nv

2G(2?) — G(2)
z

On remarque que E = lim 2z
oo

-1
% = 4+ % La fraction
z(22 —7) z ozt

F
dérivée logarithmique de zE*qF (22) ou F(z) = H (z—7) "9 et qg= Z 0y-
(Z ) yeC* yeC*

apparait donc comme la
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F(z)
F(z?)
racine de R, E — q = 0. De plus, ¢ = R(0) = 1. Finalement, F(z) = R(2)F(2?).

Pour utiliser 'unicité de 0 (cf V.1.a) et conclure § = F € C(z), il faut encore
établir le caractere holomorphe de F' sur A. Pour cela, il suffit de montrer que
F n’admet aucun podle dans A. Mais sinon, comme R n’admet aucun poéle dans
A, les poles dans A de F(z) et F(z?) sont les mémes. Mais le raisonnement du
V.2 (toujours le méme) montre que alors F admet une infinité de poles dans A,
ce qui est faux. F' est donc holomorphe sur A et on conclut 6 € C(z).

E—q

On obtient donc la relation R = cz ou ¢ € C. Comme 0 n’est ni pole ni

5.3 Commentaires

Le probléeme concerne surtout la fonction génératrice associée a la suite de
Thue-Morse. 1l s’agit de montrer qu’elle ne vérifie aucune équation différentielle
algébrique non triviale. Ce résultat est généralisé a d’autres types de fonctions
dans la derniere partie. L’épreuve est toutefois éclectique et les themes abordés
sont : 'algebre des polynomes a plusieurs indéterminées, leurs idéaux et leur
caractére éventuellement principal, les fonctions holomorphes (de fagon tres
élémentaire), la décomposition des fractions rationnelles en éléments simples.
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6.2 Correction

Partie 1. Préliminaires

1.1. Procédons par récurrence sur l'entier [ € N*.

Soit H; ’énoncé suivant : si Ay, ..., A; sont des parties infinies de k et si P est
un polynéme de k[ X1, ..., X;] dont la fonction associée s’annule sur A; x...x 4,
alors P est le polynéme nul.

Hj est vrai : un polynoéme & une indéterminée qui a une infinité de racines
dans k est le polynéme nul.

Supposons H; vrai et montrons H; . Soient Ay, ..., A;41 des parties infinies
de k et soit P € k[X7, ..., X;4+1] dont la fonction associée s’annule sur Ap x. .. x
Ay
d

On peut écrire P = ZQiniﬂ ol d est un entier et ot Q; € k[X1,...,X]]
i=0
pour 0 <4 < d. On a par hypothese :
d —
V(xl,...,xl,xl_H) €A x... X Al X Al+1 ZQZ‘(Il,...,Z’l)xL_l =0
i=0

(pour 0 < i <d, @ désigne la fonction associée a Q).

Fixons alors (z1,...,2;) € A1 X ... X A; et considérons le polyndéme :
d —~
R = ZQi(I'l,...,Z'l)X’L .
i=0

La fonction associée a R s’annule sur A;1; qui est une partie infinie de k : le
cas [ = 1 affirme alors que R est le polynome nul.

Ainsi, pour tout i € {0,...,d}, Qi(z1,...,2;) = 0. Ceci est bien entendu
valable pour tout (z1,...,z;) € A1 X ... x A; et on peut alors appliquer I’hy-
pothese de récurrence pour obtenir : ; = 0 pour 0 < ¢ < d et ceci entraine
clairement la nullité de P.

1.2. Les normes sont équivalentes en dimension finie. On peut donc supposer
que la topologie de k™ est celle induite par la norme ||.||o ol

”(xhvxn)”oo = Ssup |1’Z| .
1<i<n

U contient alors une boule ouverte de k™ qui est de la forme Iy x ... x I, ol I,
est un ouvert non vide de k pour 1 < p < n (si k = R, I, est un intervalle, si
k = C, I, est un disque). La question 1. entraine que P est le polynéme nul (il
est clair que les I, sont infinis).

1.3.1. 1l est clair que pour f € F(V) et pour g € G, g.f € F(V). 1l est
également clair que pour g € G, f,he F(V)et A€k, g.(A\f +h) = Ag.f + g.h.

On définit ainsi une application p : G — L(F(V)) par p(g) : f+— g.f.
Montrons que pour tous g, g2 € G, p(g1g2) = plg1) o plg2).
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Soient g1, g2 € G, f € F(V)etveV.On a:

p(91)(p(g2) () (@) = [p(g2)(H)l(g1 " v) = Flgz " -(91 ) = F(lg192] " 0).

D’ou lassertion.
D’autre part, on a clairement, si e désigne I’élément neutre de G et si f €
F(V):
YweV, (p(e)(/)(v) = flew) = f(v).
Donc p(e) est Papplication identique de F'(V'). Ces deux derniers faits mis en-

semble assurent que si g € G, alors p(g) € GL(F(V)) et [p(g)] ™! = p(g~!). Le
résultat en découle aussitot.

1.3.2. Soit g € G. Alors h(g.v) = (g~ .h)(v) = h(v) car h € F(V)%. Ainsi
h est bien constant sur O,.

Réciproquement, soit f € F(V) constante sur toutes les G-orbites. Soit
v € V, f est alors constante égale & f(v) sur O, (car v € O,). Donc pour tout
g € G, comme g-.v € O,, on a: (g.f)(v) = f(g~tv) = f(v). On a donc :
g.f=fpourgeGet fecF(V)C.

1.4.1. Précisons un peu Paction de p, sur k[X].
Tout d’abord, si P = )" a,X" € k[X] (la somme étant bien entendue finie),
on a par linéarité :

pW)(P) =Y anp(w)(X") = a,w"X" = P(wX).

Pour i € N*, on a alors pour n € N : p(w?)(X™) = w™X". Ceci se montre
par récurrence sur i.

C’est vrai si ¢ = 1 de par la définition de p(w)(X™). Supposons le résultat
vrai pour i. Soit n € N, alors :

P (X = p(@)[(p(w) (X)] = ple) (" X") = WM X7 = DX
11 revient au méme de dire que pour g € py, p(g)(X™) = g" X" et ceci entraine
par linéarité que p(g)(P) = Zang”X" = P(gX) pour g € p,.

Le résultat est alors clair.

1.4.2. Soit Q € k[X"] et g € py. On éerit Q@ = P(X™), ot P € k[X]. On a
alors :
p(9)(Q) = Q(gX) = P(¢"X") = P(X") = Q
car g" = 1. Donc Q € k[X]#r.
Réciproquement, soit @ = > a, X" un élément de k[X]#r.
On a Q(wX) = Q(X), ce qui donne en identifiant les coefficients :

YneN, a(w"—1)=0

Les hypotheses faites sur k et le fait que w soit une racine primitive r -iéme de
1 font que w™ =1 <= r divise n. Donc, si r ne divise pas n, a, = 0. Il en
résulte immédiatement que @ € k[X"].

1.5.1. Soient g € G et (21,...,7,) € k™. Notons y = g~ . Les coordonnées
de y sont des fonctions linéaires des z;. Il est alors immédiat que P(y) est une
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fonction polynomiale des z;. La fonction g.P est donc associée & un polynome
de k[zq,...,2,)].

1.5.2. Montrons que l'orbite de v par G est k™ \ {0}.

Tout d’abord, comme v # 0 et que tout élément de G représente une appli-
cation linéaire injective, g.v # 0 et O, C k™ \ {0}.

Donnons nous u € k™, u # 0. Soient e1,...,en—1, f1,..., fn_1 des vecteurs
de k™ tels que (v,e1,...,en—1) €t (u, f1,..., fn_1) solent des bases de k™. Soit h
l'unique application linéaire de k™ dans k™ définie par h(v) = u et par h(e;) = f;
pour 1 < i < n — 1. Transformant base en base, h est bijective. Si g désigne la
matrice de h dans la base canonique, alors g € G et g.v = u i.e u € O,.

1.5.3. Soit f une fonction polynomiale sur k™ invariante par G. Si v est un
vecteur non nul de k™, f est alors constante sur 'orbite de v par G, c’est a dire
sur k™ \ {0}. f étant une fonction continue, elle est alors constante sur k™. Il
est d’autre part clair que les fonctions constantes sont invariantes par G, d’ou
le résultat.

Partie II. Polynomes et actions sur les algebres

On remarque en toute généralité que si A est une algebre et fi,..., f, des
éléments de A, alors k[f1, . .., f,] est la plus petite sous-algebre de A qui contient
les f;.

1.1. Donnons nous une autre base (fi)i<i<n de V et notons (Y1,...,Y,)
la base duale. Les X? s’expriment lindairement en fonction des V; (1 < i <
n). Donc pour 1 < i < n, X? € k[Y1,...,Y,] qui est une sous-algebre de
A. Par conséquent, k[X?,..., X2 C k[Y3,...,Y,]. On a linclusion inverse par
symétrie : S(V') ne dépend pas du choix de la base de V.

1.2. Notons 7 ce morphisme. 7 est surjectif par définition de S(V'). Remar-
quons que pour P € k[X;,...,X,] et pour z = > x;e; €V, on a

m(P)(z) = P(z1,...,2n) ,

P désignant la fonction associée a P sur k". L’injectivité de 7 résulte alors de
I.1.

1.3. Soit (f;)1<i<n une autre base de V' et notons (Y1,...,Y,,) la base duale
associée. Pour 1 < i < n, on peut écrire X! = Zj a;Y;. Pour tout a € N, (X?)
est alors un polynome homogene de degré o en les Y; car X? est un polynome
homogene de degré 1 en les Y;. Il en résulte que tout polynome homogene
élémentaire de degré d en les X est également un polynéme homogene de degré
d en les Y}, puis que tout polynéme homogene de degré d en les X? (somme de
polynémes homogenes élémentaires de degré d) est un polynoéme homogene de
degré d en les Y.

Par symétrie, on a aussi que tout polynome homogene de degré d en les Y;
est un polynéme homogene de degré d en les X;. S(V')4 ne dépend pas du choix
de la base de V.
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2.1. Soit g € G et f1, fo € F(V). Pour v € V on a alors :

[p(9)(fLf)l(v) = [fifllg™tv) = filg~'v) f2(g™tv)
= [p(9)(f)I(@) [p(9)(f2)l(v)-

11 est d’autre part évident que p(g)(1) = 1. Donc p est aussi une action de G
sur lalgebre F(V).

2.2. Soit g € G. Pour 1 < i < n, on remarque que p(g)(X;) est linéaire. En
effet, si v, v € VetsiA€k,ona:

[p(g)<Xi)]<)\U1 + 'U2> = Xi(g_l-(/\’l)l + U2)>

Xi()\g_l.vl + g_l.UQ)

AXi (g7 o) + X (g7 )

= Alp(g9)(Xi)](v1) + [p(g9)(Xi)](v2).

Pour 1 < ¢ < n, p(g)(X;) est alors combinaison linéaire des X, i.e un polynéme
homogene de degré 1 en les X ;. Donc, pour « € N, (p(g)(X;))* est un polynome
homogene de degré a.

Soit alors aq, . .., a,, des entiers de somme d. D’apres la question précédente,
on a : p(g)( X7 ... X)) = [p(g)(X1)]* ... [p(g)(Xn)]*. Clest donc un po-
lynéme homogene de degré a; + ...+ o, = d.

Donc 'image par p(g) d’un polynéme homogeéne élémentaire de degré d est
dans S(V)4. Comme tout élément de S(V)4 est combinaison linéaire de tels
polynémes, on a le résultat par linéarité de p(g).

2.3. On sait que la somme Z S(V)q est directe.
d>0
A fortiori, Y ;50 S(V)a N S(V)C est directe et on a aussi I'inclusion évidente

P sv)ansyv)¢ c sv)©

d>0

Soit alors P € S(V) invariant par G. On écrit P = ), P; ou Py € S(V)q
pour tout d (la somme est finie, bien entendu).

Si g € G, on a alors p(g)(P) = P =), p(g)(Ps). D’apres ce qui précede,
p(9)(Pg) € S(V)q pour tout d. Par unicité de la décomposition de P, on a alors
pour tout d : p(g9)(P;) = Py. Donc, pour tout d, Py € S(V)9, ce qu'il fallait
prouver.

Partie I1I. Exemples

3. Groupe spécial linéaire.

3.1. Si r > n alors U, est vide, donc ouvert.

Supposons r < n.

Pour toute matrice A & n lignes et r colonnes a coefficients dans k, on note
Q(A) I'ensemble des matrices carrées d’ordre r extraitesde A (ilyena N = C7).
Les éléments de Q(A) seront notés wi(4),...,wn(A4).

Fixons une base e de V.
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Considérons I'application ¢ : V" — R définie de la maniére suivante. Si
(v1,...,v,) € V", on note M = Mate(v1,...,v,) et on pose :

o(v1,...,0.) = |dete(wr (M))] + ... + |dete(wn (M))]

L’application ¢ ainsi définie est continue (les déterminants qui interviennent
sont des fonctions polynomiales des coordonnées des v; dans la base e).

On a alors U, = Lp_l(Ri). Image réciproque d’un ouvert par une application
continue, U, est un ouvert de V.

3.2. Soient (u1,...,u,) et (vi,...,v,) des éléments de U,.. On peut consi-
dérer des vecteurs de V' : wpq1, ..., Uy €6 Upyr,..., 0, tels que u = (U;)1<i<n
et v = (v;)1<i<n solent des bases de V. Soit M = Mat,(v1,...,v). M est
inversible. Soit h 'unique application linéaire de V' dans V' définie par h(u;) = v;
pour i < n —1 et h(u,) = av, ol @ est un scalaire non nul & préciser. On
a: deth = awdet M. On prend alors « = 1/det M pour obtenir deth = 1 et
(v1,...,v,) = h.(u1,...,u,). U, est ainsi une orbite de G.

Il est clair que les constantes sont dans S(V")¢. Soit alors f € S(V")C. f
est constante sur U,.. Soit £ cette constante. Alors f — ¢ s’annule sur U, qui est
un ouvert non vide de V". On sait alors d’apres 1.2. que f — ¢ est nul. Dont
acte.

3.3.1. Soit g € G et (v1,...,v,) € V". On a, par définition du déterminant
d’un endomorphisme :

dete(g7 (v1),..., 97 (vn)) = (det gfl) (dete(vl7 .. ,vn)) = dete(v1,...,vp)
c’est & dire que (g.f)(vi,...,vn) = f(v1,...,v,) et f € S(V™)C.
3.3.2. Soit (v1,...,v,) € Uy, (v1,...,v,) est donc une base de V. Suppo-

sons l'existence de g € G tel que g.(vy,...,vn) = (€1,...,€n—1,@ey). g est alors
nécessairement 'unique application linéaire définie par ses valeurs sur la base
(v1,...,vy,) par g(v;) = ¢; sii <n—1 et par g(v,) = ae,. On a alors

o =dete(g(v1),...,9(vn)) = (det g) f(v1, ..., vn) = flv1,...,vp).

Ceci montre 'unicité, mais aussi 'existence : il suffit de définir g sur la base
(v1,...,0,) par g(v;) = e; sii < n—1 et par g(v,) = f(v1,...,0n)e€,. On a
alors

f(vla s 7Un) = dete(g(vl)a s ag(vn)) = (detg)f(vla s 7Un)‘

Donc det g =1 car f(v1,...,v,) #0.
On a bien entendu k[f] € S(V™)Y. Soit alors h € S(V™)%. Soit (vy,...,v,) €
U,. On sait que h est constant sur 'orbite de (v1,...,v,). La fonction

tek— hler,...,en—1,tey)

est une fonction polynomiale P de ¢ car h € S(V™).
On en déduit d’apres ce qui précede que :

h g(vl),...,g(vn))
h(e1,...,en—1, f(e1,...,€n) en) = P(f(v1,...,0n)).

h(’l}l,...,’l}n)
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Ainsi h — P(f) s’annule sur 'ouvert non vide U, c’est donc le polynéme nul
par 1.2. On a donc h = P(f) € k[f].

4. Quelques groupes finis.

4.1. L’algebre k[Xi,..., X,|*" est celle des polynoémes symétriques. Elle
est engendrée par les polynomes symétriques élémentaires o1,...,0, qui sont
algébriquement libres : c’est donc une algebre de polynomes.

4.2.1. T est clair que k[X?,..., X;X;,..., X2] C k[Xq,..., X,]9.

Soit P € k[Xy,...,X,] invariant par G, P est combinaison linéaire de
mondmes du type X' ... X%, L’action de G sur un tel monéme ne change
pas le n-uple (a1,...,a,). On en déduit que les monémes qui composent P

doivent étre aussi invariants par G. Cherchons donc a quelle condition un tel
mondéme est invariant par G.

On doit avoir (—1)*t+-Fan =1,

Ceci impose que le nombre d’éléments «; impairs est pair. On peut donc
grouper deux par deux les a; impairs. Donnons nous alors un tel couple (o, ;).
On peut écrire, si o; < o (par exemple) :

‘ i i j— 0 2
X X;" = (X;X;)” X]‘-)” e k[X5, X X
car a; — o est pair.

On voit donc qu’un tel mondme est élément de k[X7,..., X;X;,..., X2] et
ceci entraine ’assertion.

4.2.2. Commencons par prouver que k[X?, XY, Y?] n’est pas factoriel.

Les seuls diviseurs de X2 dans k[X, Y] sont les constantes, AX, et AX? ol
A € k*. On en déduit que X? est irréductible dans k[X?2, XY, Y?] : en effet, un
diviseur de X? dans k[X?, XY,Y?] est aussi un diviseur de X? dans k[X,Y].
De méme, Y2 est irréductible dans k[X?, XY,Y?

De méme, les seuls diviseurs de XY dans k[X, Y] sont les constantes, AX, A\Y’
et AXY ou A € k*. On en déduit que XY est irréductible dans k[X?2, XY, Y?].

Or, on a : X?Y? = (XY)? et il n’y a pas unicité de la factorisation en
produit d’irréductibles.

Donc k[X?2, XY, Y?] n’est pas factoriel.

Pour n > 2, il suffit de considérer de la méme fagon 'égalité :

(X1X2)? = X7 X3

pour s’apercevoir que k[X?,..., X;X;,..., X2] n’est pas factoriel.
On en déduit déja que pour n > 2, k[X1, ..., X,,]¢ n’est pas une algebre de
polynémes car k[X7,...,X,] est factoriel.

Pour n =1, on a k[X]% = k[X?] et k[X?] est isomorphe & k[X] via
P € k[X] — P(X?).

k[X]¢ est une algebre de polynomes.

4.2.3. Identifions k[U, V, W] et (k[U, W])[V]. L’anneau k[U, W] est commu-
tatif, unitaire et intégre et le polynome V2 — UW est unitaire. On peut donc
effectuer la division euclidienne de P par V2 — UW.
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On écrit P = Q(V? —UW) + R, avec deg R < 1. R s’écrit donc
R=S(U,W)V +T(U,W).

Or P(X?,XY,Y?) = 0 et cela donne S(X%, Y3 XY = —T(X?2,Y?). Mais
T((—X)?%,Y?) = T(X?,Y?). Ceci implique alors S(X?2,Y?) = 0 et S est nul.
Des lors, T est nul et R est nul. Donc V2 — UW divise P.

4.2.4. Considérons le morphisme ¢ : k[U,V,W]| — k[X2%, XY,Y?] qui &
un polynéme P associe le polynome P(X?2, XY, Y?). ¢ est bien siir surjectif et
d’apres la question précédente, le noyau de 1) est I'idéal engendré par V2 —UW.
Il suffit alors d’appliquer le théoreme d’isomorphisme : imw est isomorphe a
kU, V, W]/ ker 1.

5. et 6. Groupe orthogonal.

5.1. Soit v € V. il existe un élément ae; (avec a > 0) dans l'orbite
de v sous O(V), on peut trouver g € O(V) tel que g(v) = ae;. On a alors
lv]l = llg()|| = la] = a. Ainsi, a est déterminé de fagon unique. Montrons
Pexistence. Si v = 0, il suffit de prendre a = 0. Si v # 0, on pose €] = v/||v]|, on
complete €] en une base orthonormée (ef, ..., e),) de V et on considere g € L(V)
défini par g(e}) = e; pour 1 < i <mn. Alors g € O(V) car g transforme une base
orthonormée en une autre et on a : g(v) = g(||v]| €}) = ||v] e1.

5.2. Tl est clair que R[X? +... 4+ X?] c S(V)°V),

Soit f € S(V)°(V). Considérons le polynéme P € R[X] tel que pour ¢ € R,
P(t) = f(tey). Remarquons que ce polyndme est pair : pour v € V| —v est dans
lorbite de v car —Idy € O(V). Comme f € S(V)OV) P(—t) = f(~te)) =
f(te1) = P(t) pour t € R. On peut donc écrire P = Q(X?) ot Q € R[X]. Soit
alors v € V. D’apreés la question précédente, on a f(v) = f(||lv]le1) = Q(||v]|?).
Il en résulte que f € R[XZ + ...+ X2]. D’ot le résultat.

6.1. Soit g € G, et (x,y) € V. Comme g~! conserve la norme et le produit
scalaire, on a :

! H(g™H(x).97 ), lg™ @)II* g~ W)II*)

H(z.y, =% lylI*)
= L(z,y).

g-L(z,y) = L(g~ " .x,g7 ' y)

et L est bien G-invariant.

6.2. Considérons s la symétrie orthogonale d’axe Re;. Soient a,b,c € R.
On a : s(a,0) = (a,0) et s(b,c) = (b, —c). Par définition, F' est invariant par s,
il en résulte que K(a,b,c) = K(a,b,—c). Donc K est pair en la variable ¢ et on
peut écrire, pour a,b,¢ € R, K(a,b,c) =, Q;(a,b)c* ot Q; € R[X,Y]. F est
aussi invariant par —Idg, et ceci donne K(—a,—b,—c) = K(a,b,c) pour tous
a,b,c € R. On a donc pour tout i, Q;(—a,—b) = Q;(a,b) et d’apres 4.2.1, Q;
est un polynéme en a?, b?, ab. Ainsi K est bien un polynéme en a2, b2, ¢, ab.

6.3. Soit (z,y) € V. Si z = 0, n’importe quel élément de G fait I'affaire.
Supposons que x # 0. Soit f; = x/||x| et soit fo un vecteur de E de norme
1, orthogonal & u. Soit g € G tel que g(f1) = e1 et g(fz) = ea. On a alors
g(x) = ||z|| e1. Donc (x,y) a bien dans son orbite sous G un élément (u,v) tel
que u est proportionnel & e;. Avec les notations précédentes, on peut prendre
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u = ||z|]lexr et v = g(y). Le vecteur y s’écrit y = (y.f1) f1 + (y.f2) f2, donc
9(y) = (y.f1) e1 + (y.f2) e2. On a donc

F($7y) = F(’U,/U) = K(Hx||7yf17yf2)

D’apres 6.2., c’est donc un polynéme en ||z||? = z.z, (v.f1)%, (v-f2)%, ||z v-f1-
Or, on a :
(z.y)°

(y.f1)2: e et |z||y.f1 = z.y.

D’autre part, on a
yy=(uf1)’+ (-f2)?,

donc
(z.y)*

(y.f2)* = yy — o

1
On voit ainsi que F(z,y) devient un polynéme en z.z, y.y, .y, —. En mul-
T.x

tipliant par une puissance convenable de z.z, on obtient alors un polynéme en
z.x, y.y, v.y. Il existe donc M € R[U,V, W] et a € N tels que pour z # 0,

M(z.y,z.2,y.y)

6.4. Soit R = WPP(U,V,W) — VQ(U,V,W). Montrons que R s’annule
sur un ouvert de R3. Considérons = [~1/4,1/4] x [1/2,1] x [1/2,1]. On va
montrer que R s’annule sur 2, qui contient un ouvert de R3 : R est alors nul.
Donnons-nous (a, b, ¢) € Q. Remarquons que a/vbc € [~1,1], ce qui permet de
considérer ¢ € [0, 7] tel que cosp = a/vbe. Soit alors z € E de norme v/b. On
peut trouver y € E de norme /c tel que langle des vecteurs x et y soit ¢. On
a alors 2.y = Vbccosp = a. D'ott R(a,b,¢) = R(z.y,z.z,y.y) = 0 (x et y sont
non nuls).

6.5. D’apres 6.1., on a
R[X1Y) + XaYa, X7 + X3, Y7 + V5] C R[Xy, X5, V7, Y5]“.

Soit alors F' € R[X1, Xo,Y1,Y3]%. D’apreés ce qui précede, on peut trouver
M e R[U,V,W] et a € N tels que pour z # 0,

M(z.y, 2.2,y.9)

Flay) = (z.2)e

En raisonnant de maniére analogue, on montre qu’il existe N € R[U,V, W] et
6 € N tels que pour y # 0,

N(z.y,z.2,y.y)
(y-y)?

On montre tout d’abord que K (a,b,c) = F(a,b,0,c) est un polyndome en a?, b2,
c2, be en considérant la symétrie orthogonale d’axe Res, puis que tout élément
(z,y) € V a dans son orbite un élément (u,v) ol v est proportionnel a es.

F(l‘,y) =
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On a alors :

Vr,y € B\ {0} : (xy,:ca:,yy): (z.y,2.2,9.y)

(z.z)* (yy)°
D’apres 6.4., WOM(U,V,W) = VEN(U,V,W). Or V et W sont irréductibles
dans R[U, V, W] qui est factoriel. On en déduit que V' divise M. On peut donc
écrire M = VS et on en déduit que pour x # 0, F(z,y) = S(z.y,z.z,y.y) et il
y a égalité en 0 par continuité. F' est bien un polynome en z1y; + xoya, x5 + 13,
2,2
Y1t ¥

7. Conjugaison.

7.1. Pour tout f € V, on note Py le polynome caractéristique de f. On
désigne par C,[X] le C-espace vectoriel des polynomes de degré inférieur a n
& coefficients dans C. L’application ¥ de L(F) dans C,[X] qui & un endomor-
phisme f associe Py est continue (les coefficients de Py sont des polynomes en
les coefficients de la matrice de f dans une base de E). D’autre part Uapplica-
tion © de C,,[X] dans C qui & un polynéme P fait correspondre le résultant de
P et P’ est aussi continue (O(P) est en effet un polynéme en les coefficients
de P). Rappelons que si R(T,S) désigne le résultant des polyndémes T et S,
alors R(T,S) = 0 si et seulement si T" et S ont une racine commune. On a alors
U= (00W)"1(C*). U apparait ainsi comme image réciproque d’un ouvert par
une application continue : U est donc ouvert.

L’orbite de u est la classe de similitude de u. Ici, u possede n valeurs propres
distinctes. u est en particulier diagonalisable. Si v est dans lorbite de u, v
posséde les mémes valeurs propres que u. Réciproquement, si f € V possede
les mémes valeurs propres que u, f est diagonalisable car f admet n valeurs
propres distinctes. Il est clair que u et f ont mémes matrices dans des base
convenables. u et f sont donc semblables. L’orbite de u est ainsi I’ensemble des
endomorphismes v de V' qui ont les mémes valeurs propres que u.

7.2. Ceci résulte immédiatement du fait que deux endomorphismes sem-
blables ont méme polynoéme caractéristique.

7.3. La question qui précede assure que k[ry,...,7,] C S(V)%.

Soit alors F' € S(V)%. Fixons une base B = (ey,...,¢e,) de E. Une base de V
est alors la famille d’endomorphismes (f;;)1<; j<n définie par : pour tous i, j, k
dans {1,...,n}, fij(ex) = dixe;. Soit P le polynome de C[Xq,...,X,] tel que

P(zy,...,z,) = F(Z x; fii) (ce polynoéme ne dépend que de F). P est en fait un
i=1
polynéme symétrique. En effet, soit (z1,...,2,) € C" et soit 0 une permutation
de {1,...,n}. Les endomorphismes v = Y7 | ; fi; et w = > 1" | To(;) fii sont
tous les deux diagonalisables : pour 1 < i < n, on a v(e;) = x;¢; et w(e;) =
Tg(i) €~ La matrice de v dans la base (eg(l), .. .,eg(n)) est la méme que celle
de w dans la base B, v et w sont donc semblables et P(z1,...,2,) = F(v) =
F(w) = P(25(1),- -+ To(n))- On peut alors exprimer P comme un polynéme en
les polynoémes symétriques élémentaires 71, ..., m,. On écrit P = Q(71,..., 7).
Maintenant, si v € V est diagonalisable de valeurs propres (distinctes ou
non) i, ..., T, u est semblable & v =>"" | z; fi;, donc

Flu)=F@)=Q(m(x1,...,&n)y.. s Tn(T1,...,2n)) = Q(11(w), ..., 7 (u)).
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F et Q(m1,...,7,) coincident en particulier sur ouvert U, donc partout et on
a bien :
Fe (C[Tl,...,Tn].

PARTIE IV Les formes binaires

8. Un exemple (d=2)
8.1. Par définition, on a (m2(g)P)(u,v,w) = P(g~".[uX? + vXY + wY?]).
Il s’agit donc ici de calculer
g L uX? +uXY +wY =u(g . X)) ug L X g LY +w (g Y)?
Lancons-nous donc dans les calculs sans rechigner. On a :

(g71.X)? = (aX + BY)? = a?X? + 32Y? + 2a8XY
(g7LY)2 = (/X +6Y)? =92X2 + §2Y2 + 296 XY
(g LX) (¢71Y) = ay X% + (b + By) XY + B6Y2.

On en déduit que :

“LuX? +0XY +wY?] = (@Pu+~y w+ayv)X?
+(2afu+2v5w + (b + By)v) XY
+(BPu+ 82w+ Bsv) Y2

Le résultat demandé en découle immédiatement.
Montrons maintenant que A(u, v, w) = v> — 4uw appartient & S(Ry)®. Soit

g= ( : g ) € SLs(k). Montrons que

Al u+y2 w+ayv, 2aBu+278 w4 (ad+F7)v, B2 u+62 w+35v) = A(u, v, w).
On a:

(2aBu+2y5w + (ad + By)v)? = 4a?B%u® + (ad + B7)%*0? + 49252 w?
+2[203 (b + 57)] uv
+2 (276 (ad + )] vw
+2 [2a0 2yd]uw.

D’autre part :

(@Pu+ayv+92w) (BPu+ 82w+ Bov) = a?B2u?+ afydv? + 4262 w?
+aB(ad + By)] uv
+[04252 + ’7262] W
+[yo(ad + By)] vw.

Il vient donc :

(m2(9)A)(u,0,w) = v*[(ad + §7)° ~ dafyd] + uw [Bafyd — 4’3 — 4y 7]
~ (ad- 57 (02 — 4wu)
= (det g)?A(u,v,w) = A(u,v,w) car detg=1.
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D’ou le résultat.

8.2. Comme k est algébriquement clos, le polynome X2 — u possede une
racine z € k. Comme u # 0, on a z # 0 et z est inversible car k est de
caractéristique nulle. On peut alors écrire :

uX?+v XY +wY? = (zX—l—%YP-MY?

422

= (2X+2Y)? - Altu)y2

A

W}ﬂ) en posant

A(u,v,w)
4

On voit alors que u X?+v XY +wY? = my (g~ 1) (X? -

g= ( S 2z ) et on a bien g € SLy(k). Donc, X2 — YZet uX?+

=1
z

v XY +wY? sont dans la méme orbite.

Montrons alors que S(Ry)% = k[A]. D’apres 8.1., on a déja k[A] C S(Ry)C.
=T

Soit alors P € S(R2)“. Soit Q € k[T défini par Q = P(1,0, T) D’apres

ce qui précede, P et Q(A) coincident sur k* x k x k. On en déduit alors que
P = Q(A) grace a la partie I. Ceci entraine bien entendu le résultat.

9. Cas général.

9.1. Soit (i,5) un couple d’entiers de {0,...,d} tels que i + j = d. Par
définition de pg, on a :

(pa(92))(XY7) = (a7 ' X)" (aY) =/~ XYY,

Il en résulte que la matrice de (pg(ga)) dans la base (X9, X971y, ... Y?) est
diagonale, le i-eme coefficient diagonal valant a~%*2* pour 0 < i < d. On a
alors :

d _ _
1= q2d+1)  g—d _ gd+2  gd4l _ —(d+])

tr(palga)) =a 4> a¥ = a _ _ -

: 1—a2 1—a? a—a
1=0

9.2. On a Ry = k (un polynéme homogene de degré 0 est constant) et il est

clair que les fonctions constantes sont invariantes par G, donc RS; =k.
d

Soit alors d > 0. Donnons-nous P € Rg. On écrit P = Z ANXY9 ' Ona
i=0
en particulier pour tout a € k*, (pa(gs))(P) = P, c’est a dire que

d
P=> a'?)\XYI
1=0

Donc pour 0 <4 < d, on a \;(1 — a2 = 0.

Ceci impose \; = 0 deés que 2i # d : en effet, le polynéme non constant
X4=2il _ 1 p’a qu'un nombre fini de racines dans k et k est infini car de ca-
ractéristique nulle ; on peut donc trouver une infinité de scalaires non nuls a tels
que 1 — a?=2" £ 0. Reste & examiner le cas ol d est pair. On écrit d = 2I, et P
s’écrit alors P = N X'Y" (tous les autres \; son nuls par ce qui précede). Soit
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g= (1) _11 ) Onag.P=X\NX+Y)Y!=\X'Y! Ceci impose clairement

A; = 0. P est bien le polynome nul.

9.3. Considérons pour tout i € I une base B; de V; et soit d’autre part ¢;
I'application de V; dans @, . ; Vi définie par ¢;(z) = (0,...,z,...,0) (zest ala
i-eme place). Il est clair que B = J;.; :(B;) est alors une base de @, Vi. La
matrice de w(h) dans cette base est diagonale par blocs, les blocs diagonaux étant
les matrices de 7;(h) dans B;. Il en résulte alors que trm(h) = ), trm;(h).

9.4.1.0n a

trA(ga) = t1f(9*10)\(ga)09)
= u @)
d>0
= Ztrpd ga)
d>0
= Y _n(d)trpa(ga)
d>0

d+1 _ ,—(d+1)
a a
= D nld)—————
d>0
On a utilisé deux fois la question 9.3. : une fois pour écrire que

d d
@0y P (ga) = > 05 (ga)

d>0 d>0

, et une autre pour écrire
n(d)
trp, " (9a) = n(d)trpa(ga)-

9.4.2. Soit N € N tel que n(d) =0 si d > N. Pour tout a € k* on a donc

N
(@ —a 1)trA(gq) Zn adtl — g~ (d+)y
d=0

et donc
N

a¥a—a " Htr\(ga) = Z n(d) (e a2 — gV =),
d=0

Ainsi n(d) est le coefficient de a™¥ 912 dans le polynome

N
P = n(d) (aN+d+2 _aN—d)
d=0
qui ne dépend que de A d’apres I’égalité précédente. Donc A\ détermine les entiers
n(d) de fagon unique.

9.4.3. V est isomorphe & @ R"(d .

d>0

V¢ est alors isomorphe & (@ Rn(d)>
d>0
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Par définition d’une somme directe d’actions, on a clairement un isomorphisme

G
entre (@iel Vi) et @,c; Vi avec les notations de la définition 11. Ici, V& est

”(d)]G

isomorphe a @ ;- [R, , et on a encore pour tout d > 0, (Rs(d))G isomorphe

a (RG)™4) (action de G sur RZ(d) est encore la somme directe des actions py

sur Ry). Or on a vu que si d > 0, RdG = 0. Finalement, V& est isomorphe &

RS(O) = k™0, La dimension de V& est donc n(0) qui est bien le coefficient de
N

a dans le polynome de Laurent (a —a™')trA(g,) = Z n(d)(a?tt — g~ (d+D),
d=0

9.5.1. On sait que les inversibles de k[[T]] sont les séries formelles dont
le premier terme est non nul (en fait inversible dans k). Ici, si P désigne le
polynéme det(I,, — B~'T), P(0) = det I,, = 1. D’ou I'existence de l'inverse de
P dans k[[T7].

9.5.2. B est triangulaire supérieure, il en est donc de méme de B~ ; de
plus, les coefficients diagonaux de B~ sont bfll, ..., b1 La matrice I,, — B~1T

est également triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont 1 —
b 'T,...,1—0b,T. On a donc

det(I, — B7'T) = [ [ (1 - b;;'T).
i=1

Tk
Soit 1 < i < n, 1 —b;;'T est inversible dans k[[T7]], d’inverse Z " (il suffit
k>0 i

1
d’utiliser U= Z U*). On en déduit alors I'inverse de det(I,, — B~'T) dans
k>0
KI[T1).
(det(I, — B7'T) ™" =Y " ¢T*
k>0

ou pour k € N, par définition du produit de séries formelles :

1 1

Cr = E —_— .. T
bOtl ban

a1+...ta,=k 1 nn

Soit alors e € N. Une base de k[ X1, ..., X,]. est donnée par les éléments du type
X X2 ou (ag,...,qn) décrit Pensemble des m-uplets d’entiers vérifiant
a1 +...+a, =e. Notons B! =[a;;] (a;; =1/b;). On a

B'(Xftl cee Xg") = (b1_11X1 + a2 Xo + ...+ alan)O‘l
X (byy Xo + ags Xz + ... + a2, X,)*?

X (byp X))

1
La composante de B.(X{" ... X%") suivant X' ... X% est alors TR
11 nn

il suffit de développer le produit précédent : on retrouve le produit X ... Xg»
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en gardant (b7 X;)® dans le premier facteur, puis (by5 Xo)® dans le second,
et ainsi de suite jusqu’au dernier facteur. On a alors

1 1
tr.B = Z lle'“b%;;'

a1+...+a,=e 11

D’ou I'égalité des séries formelles Z tr.(B)T° et (det(I, — B~'T))~".
e>0

9.5.3. k est algébriquement clos, donc le polyndme caractéristique de B
est scindé sur k. On sait alors que B est semblable & une matrice triangulaire
supérieure A. D’apres la question précédente, les séries formelles ) o tre(A)T*
et (det(I, —A™'T))~"! sont égales dans k[[T]]. Comme B~ est semblable & A~
les polynomes det (7, — A7'T) et det(I,, — B~T) sont égaux (pour tout A € k,
I, — MA~1 et I,, — AB~! sont semblables, donc ont méme déterminant). On a
donc Pégalité des séries formelles (det(I,, — A™'T))~! et (det(I, — B~'T))~*.

D’autre part, changeons légerement de notation et notons pour toute matrice
D € GL,(k) : p(D) Pautomorphisme de k[X1,...,X,] induit par D. En fait,
on a immédiatement que p(D1Ds3) = p(D1) o p(D3) (VDy, Dy € GL,(k)) (p
est donc une action de groupe). Soit C' € GL, (k) tel que B = C~tAC. Alors
p(B) = p(C)~1 o p(A) o p(C). Ainsi les automorphismes p(A) et p(B) sont
semblables. Il en résulte alors que pour tout e > 0 tr.(A4) = tr.(B). D’ou le
résultat.

9.6. D’aprés ce qui précede, on a Z Xd.e(@)T¢ = (det(I,, —[pa(ga)]*T)) .
e>0
Or, on a vu que la matrice de pg(g,) dans la base (X9, X971y, ..., Y?) est

a—d
a7d+2

a?

donc la matrice de [p4(g.)] ™! dans cette base est

a?

On a donc tout de suite

det(I, — [pa(ga)] " 'T) = (1 —aT)(1 —a2T)...(1 —a~2T)(1 —a=9T)
(1—a=9T)(1 — a=9*2T) ... (1 — a’T).

D’ou le résultat.

9.7. Le terme constant de Fy (W) (obtenu pour W = 0) est 1 qui est
inversible dans Z[U]. Fy (W) est alors inversible dans Z[U][[W]], d’ou lexistence
des polynémes My .(U) € Z[U] tels que

[Fu(W)]™h =" My (U)W".
e>0
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9.8.0na:
> Xael@We = [(1—a™W)1—a"2W)...(1—a W)
e>0
= [(1-a"T)(1-a?B) .. (1 (a®) B!
= ZMd,e(az) —d
e>0
D’ou :

Xde(a) = a~*My.(a?)

9.9. D’apres la question 9.4.3., mg,. est le coefficient de a dans le polynome
de Laurent (a —a~!)xa.(a). Or on a :

(@a—aMxaela) = (a—aa "My, (a®)

= (a—ah) Z c(d, e, i)a*

i>0

Z C(d, e, i)a%—de—i—l _ Z C(d, e, i)a%—de—l

>0 >0

I1 vient donc si de est impair, mg. = 0 et si de est pair, mq,. = c(d,e,de/2) —
c(d, e, (de/2) +1). Il y avait donc une petite erreur d’énoncé.

PARTIE V. GROUPE SYMETRIQUE

10. Polarisation.

10.1. L’application ) est dérivable et
N(t) = ;Yi(ﬁ(m + 1Yy, ..., U, + 1Y)

On a donc bien X(0) = Dy y f.

On en déduit que f — Dy y f est une dérivation de B[U] dans B[U, Y]. Pour
f € B[U], notons A(f) I'application t € R +— f(Uy+tY1,...,U,+tY,). Il est clair
que f € B[U] — A(f) est linéaire et que si f, g € B[U] on a A(fg) = A(f)A(g).
Soient alors a, b € R, f, g € B[U]. On a

Duy(af +bg) = [Maf + bg)]'(0) [aA(f) + bA(g)]'(0)

a[A(f))'(0) + b[A(9)]'(0)
= aDyy(f) +bDuy(9).

et d’autre part

Duy(fg) =[\fg)'(0) =

[
==
=
=
/—:/—\
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10.2. f est combinaison linéaire d’éléments du type h$*' ... hy,". Par linéa-
rité, il suffit donc de montrer le résultat pour ces derniers éléments. On procede
par récurrence sur p.

Le résultat est vrai pour p =1 : soit oy € N* (le cas a3 = 0 est clair). Dy y
est une dérivation, on a donc immédiatement (il suffit d’effectuer une récurrence
sur Ozl) DU,y(h?l) = (011 — 1)h?1_1DU7y(h1) € B[hl, Dmyhl].

Supposons le résultat vrai pour I’entier p — 1. Soient o, ..., a, des entiers.
On a alors :

Doy (5 .. h3#) = Dy (S .. B3 ) hGe 4 (S . B2 ) Dy (hS9).
Or par hypothese,
Dyy (h{' .. ha” 1) € Blhi,...,hp—1,Dyyhi,...,Dyyhy_1]
et d’apres le cas p =1, Dy .y hy” € Blhy, Dyyhy]. On voit donc que

DUyy(h(ft1 S hgp) € B[hl, ey hp, DU_’yhl, Cee DU7yhp].

10.3. Donnons-nous F' € k[U] et g € G. Exprimons ¢g.Dy y F.
Notons [a;;] la matrice de g=' (plus précisément de p(g—') si p est action de
G sur k™) dans la base canonique de k™. On a par définition de laction de G
sur k[U,Y] :

n
OF
.DyyF =DyyF g LY) = (97"Y)) —Lu).
9-Duy vyF(g™ ; kaUk (9=".U)
Or,onapour1<k<n: (( -1 Y Zalel On en déduit donc que :
1=1

g DyylF = i<8Uk Zalel>
Z(Zakl g LU ))Yl

=1 k=1

Soit alors H = g.F = F(g~1.U). On a , par composition :

OH N0((g ' .Uy) oF , |
1,... — = _ .
VZ € { ’ 7n} aUl ; aUl aUk (g U)

Or,pour 1 <k <n: ((gil.U))k = ZakpUp. On a donc :

p=1

(g~ .0)x)

(Vke{l,...,n}) (Vle{l,...,n}) au,

= Qakj.-
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Finalement,
g. D F = E =D H=D g. F
Uy 9[ Tl Uy U, Y( )

11 en résulte immédiatement que si f € k[U] est invariant pour laction de G
sur k[U], alors Dy y f est invariant pour l'action de g sur k[U, Y.

10.4.1. P est un polynéme homogene de degré d en les indéterminées UM =
(Ulm,..., 7[11]), donc on a

pxutM ul .y = xipwl, . . . UM
o X UM = (X U[l], X Ur[bl]). Dérivons cette relation par rapport a X :
ZUP]%(X vyl yVly = axdt pol, L UiV,
oU;

On spécialise alors en X = 1 pour obtenir

Comme

QUM ... uN+i) ZUN+1] @M, ... U™y,
=1

U[l]
on a bien le résultat annoncé :

QuM, ... uN gty =qpwit . Ul

10.4.2. Remarquons tout d’abord que si F' € B[U] est homogene de degré d,
alors Dy y F' est homogene de degré d—1 vis-a-vis de U. En effet, par linéarité, il
suffit de prouver ceci lorsque F est de la forme Uy ... U2 avec ag+. ..+, = d.

Or, dans ce cas, on a pour i € {1,...,n},
oOF urT U st s> 1
- = Jj#i
OUs 0 si a;=0
Donc est soit homogene de degré d — 1, soit nul. Si F' n’est pas constant

oU;
, oF . N . R

(d > 1), 'un des ETiA est non nul et ceci entraine bien que Dy y F' est homogene
de degré d — 1 vis-a-vis de U. Appliquons cette remarque a f, qui est homogene
de degré r : on obtient tout de suite par récurrence que si p € {1,...,r + 1},
fp est homogene de degré r — p + 1 vis-a-vis de UM, En particulier, f,,1 est
homogene de degré 0, donc constant vis-a-vis de U (1. 11 en résulte tout de suite
quesip>r+1, f, =0.
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Démontrons a présent le résultat demandé. On se donne un entier p dans
{1,...,N}.
Supposons dans un premier temps p < 7.
fr 1 est un polynéme homogene de degré 2 vis-a-vis de U et on a par définition

fr = Dy gt fr—1.

D’apres la question précédente, on a
~ 1~
froq = ifT(U[l], B .’U[rfl]’U[l])'

ﬁ,g est un polynéme homogene de degré 3 vis-a-vis de Ul et on obtient de
méme :

Fre Q—ff, (ot oA gy,

D’ou
1

3 X2

On réitere alors cette méthode r — p fois pour obtenir :

fr = f(Um,...,U[T72],U[1],U[1]).

—~ 1 —~
=—— i, . ok ghl gl
fp (T _ p + 1) 'f ( ’ bl ) I )
L’existence de la suite (a, ..., a,) vérifiant les conditions en découle aussitot.

Pour p = r (ce qui suppose N > r), le résultat est évident.

Pour p > r + 1 (ce qui suppose N > r +2), on a fp =0 et la suite (aq,...,ar)
telle que a; = 1 pour tout i fait I'affaire. R

Reste le cas p =1+ 1 (ce qui suppose N > r+ 1). On sait que f, est homogene
de degré 1 vis-a-vis de UMM, On peut donc écrire :

fT_ZP oty gt
ot les P; sont des polynémes en (UPl, ... U, On a alors tout de suite :

Fra @, oty = ST o, oty o,

i=1
Ainsi
Fra1 = Ut g gl
La suite (r +1,2,...,r) convient donc.

11 Action diagonale du groupe symétrique.

11.1. Soit 7 un entier fixé dans {1,...,n} et soit (i1,...,%,) des entiers
vérifiant 1 < i1 < iy < ... < i, < . Soit fu, iy = UM UM T est
clair que la polarisation totale de ¢, est la somme des polarisations totales
des f(i,,...i,y lorsque (i1,...,4,) décrit I'ensemble des r-uplets d’entiers vérifiant
1< <ig<...<1i <n.
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Fixons un tel r-uplet (i1, ...,4,) et étudions la polarisation totale de f;, . ;)
que nous notons provisoirement f par commodité. Montrons que si p est un
entier compris entre 1 et » — 1, alors :

Dy g+ - - Dy pie  f = Z (U][‘f] Uj[:+1] H U}El])'
(J15-:3p) k

La somme précédente porte sur tous les p-uplets d’entiers distincts de ’ensemble
{i1,...,ir}. Lorsqu'un tel p-uplet (ji,...,J,) est fixé, le produit qui apparait

porte sur les k appartenant au complémentaire de {j1, ..., jp} dans {i1, ..., }.
Montrons cette formule par récurrence sur p. pour p =1, on a :
n
of
Dy g f = Z Ui[Q]il.

= " o)

Or. il . ‘di of . .. . 1 Do vl .
r, il est immédiat que o 0siié {i1,...,ir}. Deplus,sike{l,...,r},
i

on a: of
_ 1]
U H U;.
g F€{i1, i P\ {in}
Ceci entraine la véracité de la formule pour p = 1.

Supposons la formule vraie pour I’entier p et montrons la au rang p + 1. En
utilisant I’hypothese de récurrence et la linéarité de Dy gyip+21, on obtient :

Dy e - Dymoem f= > (US .U Dy o HU,E”).

(j17'~~)jp)

Fixons (j1,...,Jjp) un p-uplets d’entiers distincts de {i1,...,¢,}. Notons I I’en-
semble I = {i1,...,4,} \ {j1,...,Jp}. D’aprésle cas p =1, on a :

Dy e (H U’E]) _ Z Ui[p+2] H U]£1]
kel i€l JEN\{i}

Ceci entraine le résultat.
En particulier, on obtient :

r_ (2] (7] 1]

= X (Uj1 U TTon )
(J1seensdr—1) k

Lorsque (j1, - .., jr—1) est fixé dans {i1, ..., i, }, le produit qui apparait est réduit

au facteur Uj[i] ou {jrt = {i1,...,ir} \ {j1,- -+, Jr—1}- On a donc

= Y vl v,

(J1seeesdr)
et la somme porte sur toutes les suites (ji,...,J.) d’entiers distincts de l'en-
semble {i1,...,i,} (il y a r! termes dans cette somme : autant que de permu-

tations de {i1,...,%,}).

On obtient alors le résultat en sommant les polarisations des fe;, . i)

11.2. G agit sur k" via 0.(x1,...,2n) = (To-1(1)s - - - To-1(n)). G agit alors

sur k™Y via g.(u1,...,un) = (g.u1,...,g.un), ce qui définit une action de G
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sur k[U[l], ey U[N]] : c’est 'action qui est proposée par 1’énoncé. En 10.3., on
a vu que si f € k[U] est invariant pour l'action de G sur k[U], alors Dy y f
est invariant pour l'action de G sur k[U,Y]. On généralise alors facilement au
cas de p dérivations successives pour en déduire que pour tout p < N, fp est

invariant pour ’action de G sur k[U[l], ceey U[”]]. En particulier, ﬁ est invariant
pour l'action de G sur k[UM, ... U]

Dans la présente situation, ¢, est invariant pour 'action de G sur k[U!]. Donc
@, est invariant pour Paction de G sur K[UM, ... U] pour 1 <r < n. Il en

résulte immédiatement que les 9, sont invariants pour l'action de G sur A si o
est dans M.

11.3. La polarisation totale de o, (U) est la somme des polarisations to-
tales des polynémes (U;)” pour 1 < j < n. La polarisation totale de (U;)” est
immédiate a calculer : c’est

N 1 v
Uy =viv. U,

On a donc N
— v 1 v
gt oty =y ol o,
j=1
Siv1,...,7, sont des entiers entre 1 et N, on a :

—~ BINENIIE o W Ry
Fy U, Uty =y oo
j=1

On prend alors par exemple les a; premiers v égaux a 1, les as suivants égaux
a 2, jusqu'aux apy derniers égaux a N, ce qui est possible par définition de v.
Avec cette suite v1,...,7,, on obtient :

1__
P, U = ﬁay(Uhl], oy,

On sait que 0, est un polynéme en @1, ..., ¢, ( 0, est symétrique). Il est clair
que grace aux propriétés des dérivations, o, est un polynome en les ; ainsi
qu’en les diverses dérivations des ;. D’apres 10.4.2., chacune de ces dernieres
fonctions est proportionnelle & un certain ¢, pour un o € M. 7, est donc un
polynéme en les 14, et il en est ainsi de méme de P,.

11.4. La relation g1 (U) = ¢1(U) — Uy est bien claire. Pour r entre 2 et
n—1,ona:

1<i1<...<ip<n

= Z Ui1 e Uir + Z Uil cee Ui,,.

2<i1<...<1r<n 1=i1<i2<...<ir<n

= %/(U)+ U5 (0).

Montrons que les polarisations totales des P, peuvent s’écrire comme des po-
lynomes en les 1, avec des coefficients dans k[Ul[l], cee {N]].

Cette assertion est vraie de visu pour @1. Supposons que ’assertion soit vraie
pour l'entier 7 — 1 et montrons qu’elle est vraie pour r.

D’apres ce qui précede et la linéarité de la dérivation, on a tout de suite :

o~

or =or — (Uipr—1(0)).



118 CHAPITRE 6. SESSION DE 1994

Comme @, est I'un des 1, (& un coefficient pres), tout revient donc & montrer

que (U1,—1(U)) est un polynome en les 1o & coefficients dans k[U[l] ce Ul[N]].
Or on montre facilement par récurrence sur k (on vous conseille d’effectuer les
calculs pour 1 < k < 4) que :

Dy yw - - - Dy pan (Uh1er—1(U)) = UrDyw g - - Dy per@r—1
k
- [ —
+ 1 U,y Pr—1-
=2 k22

En particulier, on obtient

—

(U1 7=(U)) = Dy yinPr_1 + Z Ul H Dy ya@r—1-
Jj=2 r>i>2,i#j

Fixons j € {2,...,7}, Hr>i>2’i# Dy yiapr—1 est alors le polynome

e 1( g, pb-u gl gty

qui est par hypothése de récurrence un polynome en les ¥, a coeflicients dans

k:[Ulm, . U1 ] On a aussi vu que Dy g %1 est le polynome
Gty oy

qui est aussi un polynéme en les 1), & coeflicients dans k[Ulm, ce Ul[N]]. Le
résultat en découle tout de suite.

11.5. Pour n = 1, le résultat est trivial.
Supposons le résultat vrai pour 'entier n—1. Nommons B la k-algebre engendrée
par les polynomes 1, ou a prend toute les valeurs possibles dans M et soit Sy,
le groupe symétrique d’ordre n.
D’apres 11.2., on a B C AS". Soit alors P € A% . On peut écrire de facon
unique :

P= Z oihe oMy,

ouT, € {k:(Ui[j]); 1<j< N ,2<i<n}. Notons S,_1 le groupe des per-
mutations de {2, ...,n}. P est invariant par S,_; et chaque (Ulm)a1 .. (U{N])‘“"
est invariant par S,_1. Il en résulte que pour tout a, T, € A%»~1. Donc T} est
par hypothese de récurrence un polyndme en les a pris en U[all, e ,U[ar]
et d’apres la question 11.4., T,, est un polyndme en les 9, a coefficients dans
1 N
koM, ot
On peut donc écrire

pP— Z U[N])bNQ
b

ou pour tout b, @ est un polynéme en les 1, a coefficients dans k. @ est en
particulier invariant par S,. Pour tout 2 < j < n, écrivons que P est invariant
par la transposition qui échange 1 et j. On obtient :

P=> (Uit (M,
b
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On en déduit alors que

n

=L e

Jj=1

Or d’apres 11.3., pour tout b, Z(Ujm)bl e (UJ[N])Z’N est un polynoéme en les ¥
j=1
a coefficients dans k. Il en est donc de méme de P.

12. Application
12.1. On a:

1 i N I N
J(u[l],...7u£-],...,u£,,]) = EZJ(’U,E-I],...,UB ])
j=1
1 n
j=1

i
— J().

On a utilisé que J est invariant en écrivant J(g;.u) = J(u) pour 1 < j < n.

12.2. Soit 0 € 5,,. On a:

o] = —ZUJ LUy

] N]
-~ ZJ Usiyr -2 Us (i)

= Z JoM, ..o

:J.

Donc J est invariant par S,.

12.3. v est une bijection de ¥ sur ’ensemble des monémes non constants
de k[X1, ..., Xn] de degré total inférieur ou égal & n. En effet donnons-nous un
tel monéme P. On peut écrire P = X{* ... XN ol ay,...,an sont des entiers
positifs ou nuls tels que 1 < r =ay + ... +any < n. Au plus r entiers a; sont
non nuls. Appelons-les a;,,...,a;, : les entiers aj, sont distincts non nuls, de

somme 7 et P s’écrit P = Xaj1 Xjaq” avec j1 < ... < jq. Si o est un élément
de X tel que y(a) = P, alors nécessairement la taille de o vaut r (en effet le
degré de y(a) n’est autre que la taille de ). On voit alors que les aj, premiers
éléments de o doivent étre pris égaux a ji, les a;, suivants égaux a jo, et ainsi
de suite jusqu’aux a;, derniers égaux a j,. Ceci montre I'injectivité de v, mais
aussi la surjectivité sans trop de fatigue.

Soit alors r un entier compris entre 1 et n. Comptons le nombre de monoémes

de k[X1,..., Xn] de degré r. Se donner un tel mondme revient & se donner un
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N-uplet d’entiers (ai,...,an) tels que a1 +...+ay = r. Il est classique que le
nombre cherché est

N=CNjro1= Cﬁ;{l.
Redémontrons ceci. Pour voir plus facilement les choses, on va associer un code
a chaque N-uplet d’entiers (ay,...,ay) tels que a1 +...+ay = r. Les codes sont
formés de traits et de croix. On se donne N — 1 traits verticaux qui déterminent
N places (une & gauche du premier, une & droite du dernier et N — 2 places
entre les deux traits extrémaux). On met alors a; croix a la i-eéme place. Il y a
donc 7 croix.
Par exemple, pour N = 6 et r = 7, le sextuplet (1,0,3,2,0, 1) est représenté par
le code

X[ | xx x| xx|]x

Il est clair qu’il y a une bijection entre les N-uplets d’entiers (ay,...,an) tels
que a1 +...4+ay = r et les codes correspondants. D’autre part, un tel code est
entierement déterminé dés que l'on s’est donné la place des N — 1 traits (ou des
r croix) dans la succession des r + N — 1 symboles qui constituent le code. Il y
a donc Cﬁ;Ll tels codes. D’ou le résultat. Cette démonstration se trouve par
exemple dans le livre d’Alain Combrouze, Probabilités /1, PUF.

On en déduit que le nombre de mondémes de k[X1,..., Xn] de degré inférieur
ou égal a n est :

n

f= ZCII\\;J;}fl = Z(CJJ\\TI+T - C%Jrrfl) = erlerN -1
r=1

r=1
Le cardinal de X est donc

(N+1)...(N +n)

o -1

ﬁ:Cﬁ-N*l:

12.4. Via 12.1., Papplication qui a J € S(V) associe J € AS» est injective.
On sait d’apres 11.5. que A" est engendrée par un nombre fini d’éléments, il
en est donc de méme de S(V)%. On sait que A" est engendrée par les o Ol
« € M. Mais d’apres l'expression de @, trouvée en 11.1., Pensemble des 1, ot
a € M est le méme que celui des 1), ot a € ¥ : si (aq,...,a,) et (B1,...,5)
décrivent le méme ensemble, alors on a

pr(ull, Uty = grotd, L ol

Le nombre de générateurs de A% est ainsi majoré par le cardinal de ¥. Le
(N+1)...(N+n) y
n! '

nombre de générateurs de S(V)% est ainsi majoré par

6.3 Commentaires

Le sujet est, c’est une tradition, excessivement long et deux bonnes dizaines
d’heures de travail ne seront pas de trop pour en venir a bout. Cela dit, prati-
quement toutes les questions seront a la portée du candidat qui aura fait 1’effort
de bien comprendre les définitions (ce qui réclame parfois une bonne capacité
d’abstraction). Les connaissances requises restent a un niveau élémentaire. En
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vrac, groupes, polyndmes a plusieurs variables (il faut absolument savoir traiter
la premiére question!), polynoémes homogenes, symétriques, algebre linéaire et
bilinéaire de base, faits élémentaires sur les séries formelles et un brin de com-
binatoire vous attendent au détour de ce sujet. C’est la 'occasion d’éprouver
la solidité de vos connaissances de base en algebre. Ce sujet est a ce titre un
excellent test, que nous ne pouvons que recommander.
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Chapitre 7

Session de 1995

7.1 Sujet
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7.2 Correction

I. Spectre des matrices positives

Y1
1. Notons A = (a; ;) 1<i<n €t y =

1<j<n

yn

a. Chaque coordonnée de z s’écrit z; = 2?21 a; ;yj +y;- Comme A et y sont
positifs, il est clair que z est un vecteur positif de C™. Pour tout vecteur positif,
soit Z(y) ={ie{l,...,n},y; =0}. On a

2 = Z aijyj +yi 2 yi = 0.
i¢Z(y)

Si z; = 0 alors nécessairement y; = 0 donc Z(z) C Z(y).

Supposons que Z(y) # 0 alors Z(y) = {k1,...,k} ou [ est le cardinal de
Z(y). Si Z(z) = Z(y) alors pour tout i € Z(y), 3¢z, @i;¥; = 0. Or pour
tout j ¢ Z(y), y; > 0 donc nécessairement,

Vi € Z(y)a VJ §é Z(y)a Aij = 0.

Soit o la permutation de {1,...,n} telle que (1) = ky,...,0(l) = k; et P la
matrice de permutation associée a o dont les coefficients sont définis par p; ; =
bo(i),; (0i,; désigne le symbole de Kronecker). On a alors P~1 = (8; ,(j)) 1zi<n

1<j<n

donc pour tout 1 <1i,5 <n,
—1
(PAP™Y)i5 =Y oty k0o(i)k = Go(i).0()-
k=1

Ainsi, pour tout i = 1,...,0, j =1+1,...,n, (PAP™!');; = 0 puisque o(i) €
Z(y) et 0(j) ¢ Z(y), ce qui contredit le fait que A soit irréductible. On en
conclut que si Z(y) # 0, cardZ(z) < cardZ(y) — 1.

b. Si Z(y) = 0 alors y est strictement positif . On vient de voir que Z(z) C
Z(y) donc (I+ A)y est strictement positif d’ott 'on déduit que (I + A)" 1y est
strictement positif.

Sinon, Z(y) # 0 donc cardZ(y) > 1. Comme y est positif, il est clair que
(I + A)"~ 'y est positif. Par une récurrence évidente, on sait par la question
précédente que cardZ((I + A)"'y) < max(0,cardZ(y) — (n — 1)). Or y est
un vecteur non nul donc cardZ(y) < n — 1 ce qui prouve que (I + A)" 1y est
strictement positif.

C. Les vecteurs e;, i = 1,...,n de la base canonique de C" sont des vecteurs
positifs non nuls. Ainsi, d’aprés la question précédente, pour tout ¢ = 1,...,n,
(I+ A)"~le; est strictement positif donc la matrice (I + A)"~1 est strictement
positive.

2.a. Soit R = sup{p tel que Vi, pz; < (Az);}. Prouvons que R = r(z).
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Pour tout ¢ € I, r(z)x; < (Ax);. D’autre part, si i ¢ I, x; = 0 et comme A
et x sont positifs, pour tout i ¢ I, (Az); > 0. On en déduit que r(z) < R.

De plus, par définition du supremum, pour tout € > 0, il existe p. € [R—e¢, R|
tel que pour tout i = 1,...,n, p.x; < (Az);. Donc p. < r(z) et en faisant tendre
e vers zéro, on obtient R < r(x).

Ax);
b. Par définition, si 2 € Qt, r(z) = min (Az)

. Or les applications
=1,...,n  T;

définies sur QT par z % sont continues. En utilisant la relation suivante

i
permettant de determiner le minimum de deux nombres réels quelconques,

. a+b—|la—>b
min(a, b) = #,
2
on montre facilement par récurrence que le minimum de n fonctions continues en
un point est continue en ce point. L’application 7 : QT — R est ainsi continue.

C. (i) En tant qu’intersection d’un fermé borné et d’un fermé de C", E est
un fermé borné de C™. L’application (I + A)"~! est linéaire donc continue sur
C™. L’image de E par cette application est alors une partie compacte de C™.
D’autre part, pour tout x € E, x est un vecteur positif non nul puisque z; > 0 et
S @7 =1. Par le 1.b., on en déduit que pour tout z € E, (I+ A)" 1z € Q*.

(#4) D’apres le 2.a., pour tout € E, pour tout ¢ = 1,...,n, on a r(x)z; <
(Az); donc le vecteur 2z = ((Ax);—r(x)x;)1<i<n est positif. Comme (I+A)" 1 est
un polynéme en A, les matrices A et (I+A)"~! commutent. Soit y = (I+A)" " 1x
alors

(ASC)l
Ay=(1+A)"! :
(Ax),

Mais la matrice (I+ A)"~! est positive donc (I+ A)" 1z est positif ce qui donne
pour tout : =1,...,n,

(Ay)i —r(z)y: = ((1+ A" (Ax)), — r(@)y; = (T+A)" " (Az - r(2)2)), > 0.

K2

Ainsi pour tout i = 1,...,n, (Ay); > r(z)y; Lot r(y) > r(z).
(74) Comme F' est un compact de C*, F' C Q7 et r est continue sur Q7 alors
r est bornée et atteint son maximum sur F'. Soit yo € F' tel que r(yp) = max r(y).
ye
Par la définition de r, on constate que pour tout A > 0, r(Az) = r(z). Comme
Yo est strictement positif, ||yo]| # 0 donc z¢ = uZiﬁu € E et vérifie r(xo) = (yo)-
Ainsi, max r(x) > max r(y). Mais d’apres le (i%), on sait que pour tout = € F,
T ye
r(z) < r(y) ony = I+ A)" o € F ce qui prouve que pour tout z € E,
r(z) < max r(y). On a donc
ye

max r(z) = max r(y)

(iv) Comme F C Q*, r = 0 si et seulement si pour tout y € F, Ay a au
moins une coordonnée nulle. Or F = {(I+ A)"'z; z € E} donc

r=0< {Vo € E,(I+ A)" ' (Az) a une coordonnée nulle},
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car A et (I+A4)"~! commutent. Or A est positive et irréductible donc par le 1.c.,
(I+A)"~1 est strictement positive ce qui prouve que r = 0 & {Vx € E, Az = 0}.
Comme les vecteurs de la base canonique appartiennent a F, on en conclut que
r=0< A=0. Ici A est irréductible donc elle est non nulle et r > 0.

d. Soit z tel que r(z) = 7 et t = (I + A)""'z. Par définition de z et r,
Az — rz est un vecteur positif. Supposons que Az — rz soit non nul. Comme A
et (I+A)"~! commutent, At —rt = (I+ A)""1(Az —rz). Par le 1.b., At —rt est
un vecteur strictement positif, donc r(t) > r ce qui n’est pas possible car t € F'
et r = max r(y). On en conclut que z € ker(rI — A) # {0} puisque z € E..

€. Si Z(z) # 0 alors comme Az = rz, pour tout i € Z(2), (Az); = 0. Mais
(Az); = Z a; ;2 et pour tout j ¢ Z(z), z; > 0 donc
J¢Z(2)
Vie Z(z),Vj & Z(z), a;; = 0.

Comme dans le 1.a., on prouve alors que la matrice A est réductible ce qui est
contradictoire. Ainsi, si z € E vérifie r(z) = r alors z est strictement positif.

f. Comme ¥ est vecteur propre de A associé & la valeur propre o alors pour
tout i =1,...,n, ay; = Z?Zl a; ;y; et par I'inégalité triangulaire, on en déduit
que |ally;| < Z?Zl |a; ;||y;]- Or A est positive donc |a; ;| = a;; et Ay; — |a|yy
est positif.

Un vecteur propre est par définition non nul. Soit z = ﬁ’T* alors z € E et
on vient de voir que pour tout i = 1,...,n, (Az); > |a|z; donc r(z) > |al. Cela
prouve que r > |a.

g. Par le 2.c., on sait que ker(rI — A) # {0} donc dimker(rI — A4) > 1.
Soit ¢y un vecteur propre de A associé a la valeur propre r. Par la question

précédente, on sait que Ay, > ry4 donc r(y4) > r. Mais ﬁ € F et on a vu

au 2.c.(iii). que r(ﬁ) = r(y4) donc, par définition de r, r = r(y). D’apres le
2.d., on sait alors que yy € ker(rI — A). Par le 2.e., y; est strictement positif
donc pour tout i = 1,...,n, y; # 0. On en conclut que si y € ker(rI — A) alors
soit y = 0, soit toutes ses coordonnées sont non nulles.

D’autre part, soient v, w deux vecteurs propres de A associé & la valeur
propre r. Par le résultat précédent, les coordonnées de v et de w sont non
nulles. Posons A = & alors v — Aw € ker(rI — A) et sa premiére coordonnée est
nulle donc nécessairement v = Aw et dimker(rI — A) = 1.

3. Soient y et z deux vecteurs propres positifs de A associés respectivement
aux valeurs propres A et u. Comme A est positive, A et  sont deux réels positifs.
On peut supposer que A < p. Comme y > 0, y # 0, on sait par le 1.b. que
(I+ A)"~1y est strictement positif. Or (I+ A)" "ty = (1+ )" "1y et A > 0 donc
y est strictement positif.

z
Soit @ = max - alors ay — z est positif et il existe ig tel que ay;, — z;, = 0.
1<i<n Y;

Si ay — z # 0 alors par le 1.b., (I + A)" ! (ay — 2) est strictement positif. En
particulier, (14+X)""tay;, > (1+p)" " 1z;,. Mais ay,;, = z;, et A < p donc cette
inégalité est impossible. On en conclut que y et z sont colinéaires et A\ = p.

Remarque : on a vu au 2. qu’il existe un vecteur propre strictement positif
associé a la valeur propre r. Cette question établit que seul le sous-espace propre
ker(rI — A) contient des vecteurs propres positifs.
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4.a. Soit y un vecteur propre de B associé & la valeur propre «y. Pour tout

i=1,...,n, yy; = 2?21 b; jy; et par 'inégalité triangulaire, on a
n
IV[lyi| < Z|bi,j |y;l-
j=1
Comme |b; ;| < a;; alors Ay, > |y|y+. En posant z = \%I’ on constate que

z € E et que r(z) > || ce qui prouve que r > |7|.

b. Supposons que |y| = r. Soit y un vecteur propre de B associé & la valeur
propre y alors comme B est positive, on a

Ay+ > Byt > |ly+ = ry+.

On en déduit que r(y4) = r et par le 2.d. que Ay; = ryy. Par le 2.e., on sait
alors que y4 est strictement positif. On a aussi pour tout i = 1,...,n,

n n
rlyil < byl <D aglyil =l
j=1 j=1

et 0 < b;; < a;; donc nécessairement A = B ce qui est contradictoire et prouve
que |y| <.

5. Soit « une valeur propre de A telle que || = r et y un vecteur propre de A
associé & la valeur propre a. On a Ay = ay donc Ay = ry car |of < r(yy) <.
Par le 2.e., tous les y; sont non nuls. De plus, on a aussi pour tout i =1,...,n

n n
|Zai,jyj| = [(Ay)i| = |owi| = rlyl: = Zai,j|yj|'
j=1 j=1

Comme A est strictement positive, tous les y;,7 = 1,...,n ont le méme argu-
ment (cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire pour les complexes) et pour tout
i=1,...,n,y; = |y;| €0 € [0,27 [. L’égalité Ay = ay s’écrit alors Ay, = ayy
ce qui prouve que o = r. On en conclut que si « est une valeur propre de A
autre que celle de module maximal 7, on a |a| < 7.

6.a. Répondons & cette question par contraposée. Si A est réductible, il
existe une matrice de permutation P telle que

. (B 0
par= (20

avec B, D matrices carrées. Pour tout p € N, il existe une matrice C) rectan-

gulaire telle que
BP0
pp—1 _
PAPP™ = ( c, Dr )

On en conclut que la matrice PAPP~! ne peut étre strictement positive pour
aucun entier p et comme P est une matrice de permutation, pour tout p € N,
AP n’est pas strictement positive.

b. D’apreés le 2.d., ker(rl — A) # {0}. Comme on travaille sur le corps
des complexes, toutes les valeurs propres de AP sont de la forme of ou « est
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valeur propre de A (il suffit pour cela de trigonaliser A). En particulier, r? est
la valeur propre positive de module maximal de AP et par le 2.g., on sait que
dimker(r?T — AP) = 1. Or ker(rI — A) C ker(rPI — AP) donc ker(rI — A) =
ker(rPI — AP) .

Soit o une valeur propre de A (c’est a dire ker(al — A) # {0}) et supposons
|| = 7. Comme ker(al— A) C ker(a?I— AP) et AP est strictement positive alors
le 5. assure que a? = rP. De plus dimker(r’T — AP) = 1 donc ker(al — A) =
ker(rPT — AP). On en déduit que ker(al — A) = ker(rI — A) et que a = r. Toute
valeur propre o # r de A satisfait alors || < 7.

7. Commencons par donner une caractérisation “ensembliste” des matrices
réductibles, redondantes, décomposables.

On a déja vu au l.a. que C' € My(C) est réductible si et seulement s’il existe
une partition non triviale (I, J) de {1,...,£} telle que

Viel,VyeJ, Cij = 0. (71)

Par définition, B est décomposable s’il existe des matrices de permutation
P e M,(C) et Qe My,(C) telles que

B 0
PBQ:(O B//)a

ou B € M, ,(C), B" € My_p,—r(C) sont rectangulaires. Soit o € S, telle
que P = (05(),j) 1zi<n €t T € Sy, telle que Q@ = (J;7(;)) 1<i<m , alors on a

12520 1252
PBQ = (bs(s),(j)) 1<i<n et on trouve que B est décomposable s'il existe o € S,,
<
et T € S, telles que

{ Vie{o(1),...,0(p)}, Vje{r(r+1),...,7(m)}, b;; =0
Vie{olp+1),...,0(n)}, Vje{rQ1),...,7(r)}, b;,; =0.

Soit I1 = {o(1),...,0(p)}, I = {oc(p+1),...,0(n)}, J1 = {7(1),...,7(r)},

Jy = {7r(r+1),...,7(m)}, alors on conclut que B est décomposable s’il existe

des partitions non triviales (1, I2) de {1,...,n} et (J1, J2) de {1,...,m} telles
que

{ Viel, Vj€ Jo, bi,j:O (72)

Viely, Vje€Jy, bi,j =0. ’

D’autre part, B est redondante lorsqu’une des deux partitions est triviale
dans la caractérisation précédente.

a. Montrons que C réductible implique B non indécomposable.
Par la relation (7.1), on sait que C' est réductible lorsqu’il existe une partition
non triviale (L, K) de {1,...,¢} telle que VI € L, Yk € K, ¢, = 0. Or par
définition de C,

bik—n sile{l,....n}etke{n+1,...,¢}
k=14 bpi—n sile{n+1,...,}etke{l,...,n}
0 sinon.

Soient I; = LN{l,...,n}, Lh=Kn{l,....n}et s ={l—-n;leLn{n+
1L,...,0}, o ={k—n; ke Kn{n+1,...,£}}. Comme (L, K) est une partition
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de {1,...,¢}, (I1,I2) (respectivement (Jy,Jz)) est une partition de {1,...,n}
(respectivement de {1,...,m}).

De plus, pour tout i € I1,j € Jo, il existel € LN{1,...,n} et k€ KN{n+
1,...,¢0} tels que i =l et j = k —n donc b;; = b x—p = ¢ = 0. De méme
pour i € Ip,j € Jy,ilexiste k € KN{l,....ntetl € LN{n+1,...,¢} tels
que i =ket j=1—ndoncb;; =bri—p = c = 0. On a donc trouvé deux
partitions (dont l'une est non triviale car (L, K) est une partition non triviale
de {1,...,¢}) telles que la relation (7.2) soit vérifiée ce qui prouve que B est
décomposable ou que B est redondante.

Montrons que B non indécomposable implique B réductible.
Par la relation (7.2), on sait que B est non indécomposable lorsqu’il existe
des partitions (dont l'une est non triviale) (Iy,Iz) de {1,...,n} et (J1,J2) de
{1,...,m} telles que

Vi € I1, V] € J27 bi’j =0
Vi e Iy, Vj € Jq, biJ‘ =0.

Soient K = {]+n,] € Jl}, Ky = {j+7’l,] (S J2}7 L211UK17 K =1, UK,
alors (L, K) est une partition non triviale de {1,...,¢}. On distingue trois cas
pour déterminer la valeur de ¢; ; lorsque [ € L, k € K :

1. Si(lLbk)ye L x I C{1,...,n}? ousi (k) € K1 x Ko C {n+1,...,0}>
alors par définition de C, ¢; = 0.

2. Sileletke Kyalorsilexistei € I, j € Jotelsquel=iet k=n+j
donc ¢ 1, = ¢; pt+j = b;,; = 0 par définition de I; et Js.

3. Sile Kyetkelyalorsilexistei € Iy, j€ Jytelsquel=j+net k=1
donc ¢k = Cjin,; = b;; = 0 par définition de I; et Js.

On en conclut que (L, K) est une partition non triviale de {1,. .., ¢} et que pour
tout | € L, pour tout k € K, ¢, = 0 ce qui prouve d’apres (7.1) que C est
réductible.

b. Le raisonnement s’effectue par contraposée.

Si B'B est réductible, il existe une partition non triviale (I, Iy) de {1,...,n}
telle que pour tous i € Iy, j € Iy, Zz;l bi kb = 0. Or B est positive donc
Vi e ,Vj € I,,Vk € {1,...,m}, b xb;r = 0 ce qui permet de définir une
partition (Jp,J2) de {1,...,m} telle que

Vi € Ih Vk € JQ, bi,k =0
Vi e ly, Vk € Jq, bi7k =0

Par la relation (7.2), on sait que B est non indécomposable.
On constate que si ‘B est non indécomposable, B 'est aussi donc de la méme
maniere, !BB réductible implique B non indécomposable.

D’autre part, BB est symétrique et positive (au sens euclidien) donc elle est
diagonalisable et ses valeurs propres sont positives. Ainsi toute valeur propre «
de B'B distincte de la valeur propre maximale vérifie 0 < a < r. On remarque
aussi d’apres le 2.g. que dimker(rI — B'B) = 1 donc 'ordre de multiplicité de 7
est égal & 1. Il en est de méme pour ‘BB.
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II. Algebres de matrices

1.a. Soit z € J non nul, c’est & dire qu’il existe k,1 € {1,...,n} tels que
x,; # 0. Comme J est un idéal bilatere, pour tout i, j € {1,...,n}, E; yxE) ; €
J.Or E; yxE); =z F; j et xp; # 0 done E; ; € J. L’idéal J contient tous les
éléments d’une base de M donc J = M.

b. Comme {E; ;;i,j € {1,...,n}} engendre M, on a
Z(M)={x e M;V¥i,je{l,...,n},zE; ; = E; jz}.

Or tout élément = de M s’écrit x = Z Tp,qlp,q donc
p,q

n n
vk = E zpiLp; et B jx = E zjqliq.
p=1 q=1

Comme (E; ;)1<i j<n est une famille libre de M, x € Z(M) si et seulement si
pour tout ¢ # j, z; ; =0 et ; ; = z; ;. On en conclut que

Z(M) = {\I;\ € C}

ou I désigne l'identité de M.

2.a. Soit p; = p(E; ;). Comme p est un morphisme d’algébres avec unité,
P1,- .., Pn sont des idempotents orthogonaux et vérifient

Y opi=p(d Eis)=p0) =1y
=1 1

1=

ot Iy est I'unité de End(V).
Soit V; = Imp; alors il est facile de constater par la relation précédente que pour
tout v € V, v =", p;i(v) donc

V:Zm—.

D’autre part, si z € V; N (Zj# V;) alors il existe y1 € Vi,...,yn € V,, tels que
z = pi(yi) = 2,4 Pi(y;)- Or les (p;)1<i<n sont des idempotents orthogonaux
donc p;(2) = 2 = 32, pipj(y;) = 0 ce qui prouve que V; N (32, V;) = {0}.

On a donc
V=
i=1

b. Par les propriétés de morphisme d’algebres de p, on sait que pour tout
1,5,k 0€{l,...,n}
P(Eij)p(Ek.e) = 051p(Eie)-

Si j # k on a donc p(E; j)p(Eyx) = 0 ce qui prouve que p(£; ;)|v, = 0. On
en déduit que p(E; ;) agit non trivialement uniquement sur le sous-espace V.
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On sait aussi par cette relation que p(E; ;)p(E; ;) = p(E;;)p(E; ;) donc
Imp(E; ;) C Vi et comme p(E; ;) = p(E; ;)p(E;,;) alors on peut écrire que

Ly, = (p(Ei ) v, (p(Eji)v; -

De méme on a
Ly, = (p(E;.0)) v, (p(Eij))v,
donc la restriction de p(E; ;) & V; définit un isomorphisme de V; sur V;.

C. Par la question précédente, il existe d tel que pour tout j = 1,...,n,
dim V; = d. Soit Wi, = Vect{p(E1 1)ek, ..., p(En1)ex}

(¢) Parle b., pour tout j = 1,...,n, on a p(Ej1)er € V;\{0} car e # 0. Par
le a., V =@)_, V; donc la famille {p(E11)e, ..., p(En1)ex} est libre. Comme
elle engendre Wy, elle forme une base de Wy, et dim Wy = n.

(7i) D’apres les propriétés de morphisme d’algebres de p, il suffit de prouver
que pour tous ¢,j,¢ = 1,...,n, on a p(E;;)p(Ee1)er € Wi. Ce résultat est
évident car p(E; j)p(Ee1) = 0;.0p(E; 1) donc p(E; j)p(Ee)er = 0;.0p(Eiq)er €
W}, par définition, donc pour tout x € M,

p(x)Wk C Wg.

(#4i) La question précédente assure que pour tout z € M, p(x) définit un
endomorphisme sur Wp,. En notant z = Z z; ;E; j, le £°™M€ vecteur colonne de
,J
la matrice représentative est

p(x)p(Eeq1)er = Z ziep(Eiq)ex

i=1
ce qui prouve que la matrice de pi(x), endomorphisme induit par p(x) sur Wy,
dans la base décrite au (7) est x.

(iv) Par le b., p(E; 1) définit un isomorphisme de V4 sur V; donc la famille
(p(Eiq)er,...,p(Ei1)eq) est une base de V;. D’apres le a., on sait que V =
@?:1 V; donc la famille B = (p(E;,1)er) 1<i<n est une base de V. Par le (i),

1<k<d

(p(E11)ek,-..,p(En1)er) est une base de W, alors

V= Wi.

P-

k=1

(v) Par le (i) et (iv), on sait que la matrice de p(z) dans la base B est une
matrice diagonale par blocs ol chaque bloc est la matrice de p, dans la base de
W}, introduite au (¢). D’apres (i4i), on en conclut que la matrice de p(x) dans
la base B est égale a
0 ... 0
x

T
0 0
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d. Soit p : M,,(C) — M,,(C) un morphisme d’algebres avec unité. On
applique les résultats de la question précédente avec M = M,,(C) et V = C™.
Par le 2.c.(iv) on a dim V = m = nd donc m est un multiple de n. Par le 2.c.(v),
la matrice de p(z) dans la base B est une matrice diagonale par blocs, tous
égaux & x donc si p(z) = 0 alors = 0 ce qui prouve que p est injectif.

3.a. On étudie dans cette question p(M)’. Le fait que A commute avec tous
les p(x),z € M s’écrit dans la base B :

A11 Ald z ... 0 z ... 0 A11 Ald

Adl Add 0 ... =z 0 ... x Adl Add

ce qui prouve que pour tout 4,5 € {1,...,d}, pour tout x € M, A;jz = zA;;.
D’apres le 1.b., le centre de M est ’ensemble des matrices scalaires ce qui prouve
que A;; = A\i;L, avec A;; € C. Réciproquement, il est clair que toute matrice de
ce type est dans le commutant de p(M) donc

Al o0 Al
p(M)" = LT Aij €C o,
Aailn o0 Aaadn

cette écriture se faisant dans la base B.

b. L’application

¢:p(M)" — Ma(C)
ijIn)1gisa = (Aij) 15ize

est clairement un isomorphisme d’algebres de p(M)" sur M4(C) ce qui prouve

que p(M)" est une sous-algebre de EndV isomorphe & M (C).

On a évidemment p(M) C p(M)"”. Soit A de matrice (Ags)1<k e<a dans la
base B ot Ay € M,,(C). Si A € p(M)" alors elle commute avec les matrices de
la forme Eye = (0ix0;¢ln)1<i j<a- En effectuant le produit matriciel par blocs,
on constate comme dans le 1.b. que AEy, = Ey¢A pour tout k, ¢ € {1,...,d} si
et seulement s’il existe € M tel que pour tout k # £, Ay = 0 et Agp = x. Par
le 2.c.(v), p(z) admet la méme matrice que A dans la base B donc A = p(z) €
p(M). On en conclut que p(M) = p(M)".

4.a. Comme p; = (0,...,0,1;,0,...,0), il est clair par définition du produit
dans l'algebre N que p;p; = 0sii # j et p;p; = p;. 1l est tout aussi évident que

Zpl—h,..., ):IN

b. Si z € Z(N), en écrivant z = (z1,...,2,) avec z; € A;, on constate que z
commute avec tous les éléments a € N si et seulement si z; € Z(A;) pour tout
i=1,...,n. Or par le L.b., Z(4;) = {\L;; \; € C} donc

Z(N) = {111, AmIm); Aty oo, A € CF
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C. Soit z un idempotent central de N alors z = (A1l1,..., Al et 22 = 2.

Donc pour tout i, A2 = \; ce qui prouve que \; € {0,1}. Réciproquement, si
m

z= Z Aip; avec \; € {0,1} alors z est un idempotent central de V.
i=1
m

. doit p un idempotent central de NV, c’est a dire p = iPi avec \; €
d. Soit id tent central de N, c’est & di A A

i=1
{0,1}. Pour tout j = 1,...,n, on a pp; = pjp = A;p;. Comme p; est un
idempotent central de N alors, si p est minimal, pour tout j = 1,...,n tel

que A; # 0, on a p = p;. On en déduit que soit p = 0, soit p = p;, pour un
jo €4{1,...,m}.

Réciproquement, {0,p1,...,pn} sont des idempotents centraux de N, mi-
nimaux. L’élément nul est évidemment un idempotent central de N, minimal.

m
Supposons p = p;. Pour tout ¢ = Z)‘ipi’ A € {0,1}, on a pg = \;p; donc
i=1
pq # 0 lorsque \; = 1. Dans ce cas, on a bien pg = qp = p ce qui prouve que p
est minimal.

5.a. D’apres le 4.a., p1,...,pm sont des idempotents deux & deux ortho-
gonaux et Y p; = Iy. Comme p est un morphisme d’algébres avec unité alors
o(p1),- .., p(pm) sont aussi des idempotents deux & deux orthogonaux et vérifient
> p(pi) = Liv. De plus, p est supposé injectif donc p(p;) est non nul. Comme
W; = Imp(p;) alors en copiant le raisonnement du 2.a., on prouve que

b. Soit y = p(a;) avec a; € A;. Par définition de p;, on a
j j j j
pja; = a;jp; = a;
et par les propriétés de morphisme d’algebres de p, on en conclut que si j # k,

yp(pr) = plajpjpr) = 0 et yp(p;) = p(pja;p;) = p(pj)y =y
ce qui prouve que y envoie W; dans lui-méme et est nul sur Wy pour k # j.

c. Comme A; = M,,;(C), W; est un espace vectoriel de dimension finie et
p(p;) = Ly, alors p : M,,;(C) — End(W;) est un morphisme d’algebres avec
unité. D’apres le 2.d., on sait que ce morphisme est injectif et par le 2.c. qu’il
existe une base de W; telle que pour tout z € A;, la matrice de p(x) dans cette
base est

x 0 ... 0
0 =x 0
0 0 T

d. Comme p; est un idempotent central de N, on a

p(p;)C(N)p(p;) C C(N).
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On a aussi Iy = ) p(p;) donc pour tout u € End(W), v = Z;”Zl up(p;)-
Lorsque u € C(N), up(p;) = p(pj)u = p(p3)u = p(p;)up(p;) donc

m
Z p(pj)up(p;)

ce qui prouve que C(N) = 1" p(p;)C(N)p(p,).

D’autre part, si sz = 0 avec z; = p(p;)ujp(p;),u; € C(N) alors comme

j=1
(p(p1),- .., p(pm)) sont des idempotents deux & deux orthogonaux,

) 2)0(pi) = =

Jj=1
ce qui prouve que la somme est directe et que

m

C(N) = B p(p;)C(N)p(p;)-

j=1

€. Soit By la base de W obtenue en écrivant les bases de W; a la suite
les unes des autres. Dans cette base, tout endomorphisme u € End(W) a pour
matrice v = (ui;)1<i,j<m OU les u;; sont des matrices rectangulaires représentant
un morphisme de W; dans W;. Dans cette base, la matrice de p(p]) n’a que des
blocs nuls sauf le j€ bloc diagonal égal a Iyy,. Il ne reste plus qu’a travailler en
effectuant des calculs matriciels. On constate que p(p;)up(p;) a pour matrice
dans la base By,

O ... 0 ... 0
0 ujj 0
0O ... 0 ... 0

Comme pour tout u € C(N),u = Zp(pj)up(pj) alors la matrice de u est
j=1

diagonale par blocs, chaque bloc u;; définissant un endomorphisme sur W; ap-

partenant au commutant de p(A;) dans End(W;). Cette écriture matricielle

montre que p(p;)C(N)p(p;) = (p(4;))’, le commutant de p(A;) dans End(Wj).

Or par le 3.b., C(p(A;)) ~ Mg, (C) donc

N) = P Mq, ()
j=1

f. On a évidemment p(N) C C(C(N)). Soit u € C(C(N)) alors pour tout
j=1,...,m, up(p;) = p(p;)u donc W; est stable par u. On en déduit aussi que
I’endomorphisme u; induit par uw sur W; appartient au commutant de (p(A4;))’
dans End(W;). On sait par le 3.b. que (p(4,))” = p(A;) donc u; = p(a;),a; €
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A; ce qui prouve que u = p(ai,...,am) € p(N). On en conclut que C(C(N)) =
p(N).

6.a. (i) Tout d’abord, il est clair que qAq est une sous-algebre non nul
de A car ¢ est non nul. Comme ¢ est un idempotent de M,,(C) alors ¢ est un
projecteur de C™ et C"™ = ker ¢®imgq. A partir de cette décomposition en somme
directe, on définit une base de C™ . Montrons que gAq ~ M,.(C) ot r = rggq.
En effet, soit ¢ le morphisme défini par

¥ Mp(C) — qAq
0 0
v~ (5 0)

I’écriture matricielle s’effectuant dans la base de C™ associée a ker g et img. Ce
morphisme est bien défini car

(00N (0 0N_ (00N _
={o 1 )%\Vo v )~9 0o v )i=9

Par construction, 1 est évidemment un isomorphisme d’algébres avec unité
('unité de qAq est q) donc gAq ~ M.,.(C).

Comme p : M, (C) — M,,(C) est un morphisme d’algebres avec unité alors
on sait d’apres le 2. qu’il existe une base de C™ dans laquelle on peut écrire

pour tout z € A,
z ... 0

0 ... z
cette écriture matricielle comportant d colonnes, c’est a dire m = dn. Cela

permet de conclure que dans B, rgp(q) = drg(q) = dr. De méme que précé
demment, on montre que ¢Bq ~ M, (C).

(71) Comme gAq est isomorphe & une algebre de matrices, on sait par le 3.b.
que C(A) = p(A) ~ My(C) et que C(qAq) = p(gAq)’ ~ My4(C).

Soit @ défini par

6:C(4) —qC(A)q
T qrq.
Comme g € A et ¢> = ¢ alors pour tous a,a’ € C(A),
0(aa’) = qaa’q = qaqqa’q = 6(a)f(a’)

donc € est un morphisme d’algebres avec unité. On sait alors que ker 6 est un
idéal bilatere de C'(A). Comme C(A) ~ My(C) alors d’apres le 1.a., ker 8 = {0}
puisque 6 est non nul. On en conclut que dim gC(A)q > dim C(A) = d>.

D’autre part, gC(A)g C C(qAq). En effet, pour tout b € C(A4), ¢b = bg.
On a alors (gbq)(qaq) = gbaq = qabq = qabq® = (qaq)(gbq). Cela prouve que
qC(A)q € ClqAq).

Comme dim C'(¢gAq) = d? alors on en conclut que ¢C(A)q = C(qAq)

b. Soit ¢ un projecteur non nul de p(A4) = C(A) C B.

(7) On définit 'application © par

0:A — qAq
x> qp(r)q.
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Comme g € C(A) et ¢> = ¢, on a pour tous a,a’ € A,

O(aa") = qp(a)p(a’)q = qp(a)qqp(a’)q = ©(a)O(a’)

donc © définit un morphisme d’algebres avec unité surjectif. On sait alors que
ker © est un idéal bilatere de A = M,,(C) et par le 1.a., © est injectif. On en
conclut que gAq ~ M, (C).

(it) Comme gAq est isomorphe a une algebre de matrices, on sait par le 3.b.
que C(A) =~ My(C) est une algebre de matrices incluse dans B. Comme ¢ est
un idempotent de C'(A) alors d’apres le a., on a :

. qC(A)q est une algebre de matrices isomorphe a M., (4)(C),
. le commutant de ¢qC(A)q dans gBq est égal a ¢C(C(A))q.

Ceci peut encore s’écrire C(qC(A)q) = qC(C(A))gq. Or A et qC(A)q sont des
algebres de matrices donc par le 3.b. (théoréme du bicommutant),

C(C(A)) = A et C(C(qC(A)g)) = qC(A)g.

Ainsi gAq = C(¢qC(A)q) et C(C(gC(A)q)) = ¢qC(A)g donc on en conclut que
C(gAq) = C(C(qC(A)q)) = qC(A)q.

III. Normes des matrices a coefficients entiers
1.a. Soit P € U. D’apres les relations liant les coefficients d'un polynoéme et
ses racines, fi1, . . ., fi¢, on sait que pour tout k = 1,... ,0—1, ap = op(u1, ..., o).

14
Si|u;] < 1 alors on a |ag| < ox(1,...,1). Or ox(1,...,1) = k) donc pour

tOutk—l,...,f—l,
Ia‘<
k k '

b. Par la question précédente, on sait que pour tout k=1,...,0 —1, a; <
(f;) Comme ap € Z, il n’y a qu’'un nombre fini de valeurs possibles pour

chaque ay, ce qui prouve qu’il n’existe qu’'un nombre fini de polynémes vérifiant
ces hypotheses.

C. Soit P € U tel que

0
P=]](X —m) et VI<i<l |m|<1.

i=1
(7) On a
¢
Pe(X) = Yk ) X X
i=1
Soit 0; ) = 0;(X LA ¢ f) alors o; 1 est clairement un polynéme symétrique a

coeflicients entiers. D’apres le rappel énoncé au début de la partie III, il existe
un polynoéme S a coefficients entiers tel que

oik(X1,..., X)) = S(0o1,...,00).
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Comme P € U alors o;(u1,. .., ue) € Z done

oi(py, o) = ok, ) = S(ou(p, o), o, ) € Z

ce qui prouve que P € Z[X1,..., X,

(i¢) On a méme prouvé que pour tout entier positif k, Pj est un polynome
satisfaisant les hypotheéses du a.. Comme il n’existe qu’'un nombre fini de tels
polynoémes, on trouve deux entiers distincts j, k tels que P; = P.

On remarque que si j = 0 alors P;(X) = X et comme P; = Py avec j # k
alors pour tout ¢ = 1,...,¢, u; = 0 ce qui veut dire que pour tout j, k € N,
P; = Py.

On en conclut qu'il existe deux entiers distincts strictement positifs tels que
P; = Py
(14¢) Comme P; = Py avec j # k alors par unicité de la décomposition en
polynémes irréductibles, il existe une permutation o de {1,..., ¢} telle que

Vi<i<l{, p; :ui(i).
On peut supposer k > j > 0 donc pour tout ¢ = 1,..., 4, py;) = uf_j. Or &
est d’ordre ¢! donc ¢! (i) = i ce qui donne

V1 SZSK, i :ugk—j)fz.

On conclut que les racines de P sont soit nulles soit des racines de I'unité.

d. On considere Q(X) = X*P(X ++). Comme P € U peut s’écrire P(X) =

¢
X4 Z(—l)iaiXé_i alors
i=1

L
QX) Xé(Z(_l)iai(X + %)“ +(X + )1()@)

i=1
y4

= X+ D ) (D'a(X )X

i=1

Le coefficient dominant est X2¢ donc Q € U de degré 2¢ et comme Q(0) = 1
alors 0 n’est pas racine de Q. Cette derniere constatation permet de dire que «
est racine de @ si et seulement si o + i est racine de P. Soit p une racine de
P et résolvons Iéquation du second degré a® — ap + 1 = 0. Comme p € [—2,2)]
alors les racines sont

A in/4 — p? etalz'u_i‘%_’lﬂ.

@o = 2 2

Ces deux racines sont de module 1 donc toutes les racines de @ sont de module

1 et Q vérifie les hypotheses du a.. D’apres le c., les racines de () sont des racines
de l'unité (car 0 n’est pas une racine de @). Ainsi a@ = ™7 avec D, q € Z et
comme [t = a + é alors p =2 cos(%Tp). On en conclut que si toutes les racines
de P sont réelles, contenues dans [—2, 2] alors pour toute racine p de P, on peut

trouver un rationnel r tel que p = 2 cos(2nr).
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€. (i) On sait que @, est irréductible sur Z donc il est irréductible sur Q.
Soit w une racine primitive n° de 1'unité alors @Q),, est le polynéme minimal de
wsur Q et L D Q est un corps de rupture de @),,. De méme si p est une autre
racine primitive n¢ de I'unité, Q[p] est un corps de rupture de @,,. Comme Q,
est irréductible sur QQ, son corps de rupture est unique a isomorphisme pres et
on a méme l'existence d’un unique Q-isomorphisme ¢ de L sur Q[p] tel que
p(w) = p.

(49) Soit A =2 Cos(z%p) une racine de P. Par définition de @, e™7" est une racine
de Q. Comme p A ¢ = 1 alors w est une racine primitive ¢° de I'unité. Par la
question précédente, comme 7" est aussi une racine primitive ¢¢ de I'unité, il
existe un automorphisme Q-linéaire ¢ qui envoie w sur ¢, Comme Q € Z[X]
alors QQ o ¢ = ¢ o @Q donc

247

Qw) = 0 = Q(e*F) =0.

2im . P 2im _ 2im
Ainsi e« est une racine de @ et par définition de Q, e« +e” ¢ = 2cos(2F)

; q
est une racine de P.

(791) On établit de la méme maniere qu’au (ii) un résultat plus précis :

sil<p <qg—1esttel quep’ ANg=1¢et = QCOS(%TP) est racine de P avec
2imp’ ’

p Aq, alors e 7 est une racine primitive ¢¢ de lunité donc 2 cos(2ZE-) est

encore une racine de P. !

D’apres le d., toutes les racines de P sont de la forme \; = 2008(?) avec
pi A q; = 1. On peut supposer p; et ¢; positifs et que 0 < p; < ¢g; — 1 apfés avoir
effectué une division euclidienne entre p; et ¢;. Comme \; €] — 2,2 alors on a
en fait 1 <p; <¢q; — 1.

Distinguons alors deux cas selon g; pair ou impair.

Premier cas : si ¢; = 2¢} est pair alors d’apres (i), 2005(%) est une racine
de P. Comme p; Ag; =1 alors p; # ¢} et 1 < p; §q§floqu~lkl§pi <qg-1.
En étudiant les variations de la fonction ¢ +— | cost|, on en déduit que

/

TD; T (g, — 1) s
| cos( nsmw(wm%meatdn> )l

/

[ [ 7

Deuxiéme cas : si ¢; = 2¢;+1 est impair alors g; Aq; = 1 donc par la remarque
2mq,
qi

effectuée au début de cette question, 2 cos( ) est encore une racine de P. De
plus, | cos(2%)

i

= |cos(7-)| et a nouveau d’apres I'étude des variations de la
fonction ¢ — |cost|, comme 1 <p; < g —loug,+1<p<qg-—1alors

2mp; YA
|cos(Z0)] < [eos( )] = | cos(ZL)].
q’L ql (3
L’étude de ces deux cas permet d’établir que
max{|\;|, j=1,..., ¢} = 2COS(E)
q
avec ¢ > 2. D’autre part, si ¢ = 2 alors P = X* ce qui est exclu donc g > 3.

2.a. Montrons tout d’abord que || B|| = ||'B||. En effet

[Bl|= sup | Bz|= sup sup (B, y),
w€R™ ||z =1 oeR™ [|z]|=1 yeR™, yl|=1
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par définition de la dualité dans I’espace euclidien R™. Par définition de la trans-
position, on en conclut que

1B = sup sup ~ (Bwz,y) = sup (x,'By)=|'BJ|.
z€R™, ||z||=1 yeR™, |lyl|=1 s€ER™, ||all =1
vern Jlyli=1
Ensuite on prouve que ||B|| = ||'BB||*/?. Comme ‘BB est symétrique alors
I'BB|| = sup ('‘BBz,r)= sup (Bz,Bxz)
c€R™ 2] =1 c€R™ ||z]|=1

sup ||Bz|* = || B|*.
zeR™, o] =1

En échangeant les roles de B et ‘B, on a aussi ||'B|| = || B'B||'/?.
Enfin, prouvons que ||C|| = ||B||. On a
ICll=" sup  (IIBz|*+[I'By|*)"/>.
z€R™ yeR™
=2 +lyl2=1

Comme || B|| = ||'B|| alors il est clair que ||C]| < ||B]|. D’autre part, en prenant
y = 0 dans 'expression précédente du supremum, on a ||C|| > || B|| ce qui prouve
le résultat annoncé.

b. Soit B € M, ,(Z) alors on vient d’établir que ||B|| = ||C|| ot

c—(t% €>€MZ(C).

Comme C' est symétrique alors elle est diagonalisable dans une base orthonormée
de vecteurs propres et ses valeurs propres sont réelles. Donc ||C|| = max{|\;|,j =
1,...,0}, les \; représentant les valeurs propres de C' ou encore les racines du
polynéme caractéristique de C. Or B € M,, ,(Z) donc C' € My(Z) et Pc €
Z[X]. On en conclut que soit ||B|| > 2, soit | B| < 2 auquel cas max{|\;],j =
1,...,0} < 2 et Po vérifie les hypotheses de 1.e.(iii). On sait alors que

max{|\;],j=1,...,0} = 2005(%)

ouq>2.

IV. Indices d’inclusions

1. Comme p(A) C B alors 7o p(A) C 7(B) donc
7(B) C (70 p(A))".

On a vu au I1.3.b. qu’il s’agissait d’algebres de matrices.
On sait que 7 : B — C est un morphisme d’algebres avec unité donc par le
11.3.b.,
dim C = dim B dim(7(B))".

De méme, 70 p: A — C est un morphisme d’algebres avec unité donc

dim C' = dim A dim(7 o p(A))".
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On en conclut que

di op(A)’
[(Top(A): (r(B))] = Spreelst
dim B .
= Sea=[B:A
2.a. On a vu au IL4. que {p1,...,ps} sont les idempotents centraux mini-
maux non nuls de S et comme R C S, on a pour tout j =1,...,r,

pig; =i et (pig;)® =piq; = pig;.
On en conclut que p;q; : S — S définit en fait un endomorphisme de B; et qu’il
s’agit d’un idempotent de B;.
b. Si p;q; # 0, d’apres la relation précédente, on a

Sij = piq; Bipiqj et Ry = piq; Ajpig;.

Or d’apres le a. p;q; est un idempotent de B;. Il s’agit aussi d'un idempotent
du centre de A;. Il est non nul par hypothese donc de la méme maniere qu’au
I1.6.a.(i) et I1.6.b.(i), on démontre que

Sij ~ Muig(p,q;)(C)
est une algebre de matrices et que

Aj — Ry
T~ piEp;

est un isomorphisme d’algebres avec unité (car pour tout « € A;, gjxq; = x).

C. Si une ligne de A% est identiquement nulle alors il existe ig € {1,...,s}
tel que \;,; = 0 pour tout 7 =1,...,7. Ainsi, on a

V1<j<r piq =0.

T
Comme Z q; = s alors p;, = 0 ce qui est contradictoire.

=1
S

Il en est de méme si I'une des colonnes est nulle car Z p; = Is.

i=1

d. On vient de voir que la matrice A3 est non redondante. Ainsi, A% est
indécomposable si et seulement si elle n’est pas décomposable.

Montrons que si A% est décomposable alors Z(R) N Z(S) n’est pas réduit
aux multiples de 'identité. Par le 1.7. (voir la caractérisation (7.2)), on sait qu’il
existe des partitions non triviales (I, Iz) de {1,...,s} et (J1,J2) de {1,...,7}
telles que

Vi € 1, VJ € Js, piq; = 0
Viely, Vje€Jy, Piq; = 0.

Soit P, = Zpi, P, = Zpi, Q1 = Z g5, Q2 = Z gj- On a alors

i€l i€l JjE€J1 JEJ2

Pi+P=Q1+Q2=1Iset PQ2=PQ1 =0.
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D’apres ces relations Py = P1(Q1 + Q2) = PiQ1 et Q1 = (P + P2)Q1 = P11
donc P; = Q;. D’autre part, il est clair que Q1 € Z(R) et P, € Z(S5) car ce
sont des combinaisons linéaires d’idempotents centraux. Comme les partitions
ne sont pas triviales, Py = Q1 € Z(R)NZ(S) n’est pas un multiple de I'identité.

Montrons que si Z(R)NZ(S) n’est pas réduit aux multiples de I'identité alors
A% est décomposable. Soit z € Z(R) N Z(S) avec z non multiple de I'identité.
Par le I1.4.b., on trouve des complexes ay,...,a,, B1,..., s tels que

ks S
2= aq,=> Bipi.
j=1 i=1
Quitte & multiplier z, on peut supposer que max |o;| = o, = 1. Soit
Ji={je{l,....;r};o; =1}

On a J; # () puisque jo € Jy et J; # {1,...,r} puisque z n’est pas un multiple
T

de l'identité. Comme qu = Ig alors
j=1

z+1 a; +1
Y e+ e
Jje€J1 j¢Ja

Comme Z(R) et Z(S) sont des algebres, on sait que pour tout n € N,

<Z+215)n e Z(R) N Z(S).

<z+215>" S <O‘j2+1>nqj

JjeJ1 J¢J

et comme pour tout j ¢ Ji, a; # 1 et |a;| <1 donc |aJT+1| <1let

lim (ZJ;ISY =" 4 € Z(R) N Z(5).

n—oo £
JEJ

Ainsi on a prouvé que Q = Z g; est un idempotent central de S donc par le
j€J1
II.4.c., Q s’écrit aussi

Q= Zpi-

i€l

Comme J; # Qet Jy # {1,...,r} alors nécessairement, Iy # @ et I; # {1,...,s}.
D’autre part, Vi € I1,p;Q = p; et Vj ¢ J1,Qq; = 0 donc

Vie I,,Yj ¢ Ji,pig; = 0.

De la méme maniere,
Vi ¢ Ilvvj € Jl»pij = 07

ce qui prouve que A}% est décomposable.
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T s t
e. Soit R-5-5T avec R = @Aj, S = @Bk, T = @C’i. On note

j=1 k=1 i=1
u1,...,u les idempotents centraux minimaux non nuls de 7" et on pose AL =
)\" 1<i<t AS — )\/ ) 1<k< AT - )\H 1<i<t «
( ”)12}2# 7= ’W) 12520 (Adk) 1Sk<e

D’apres le 2.b., on sait que lorsque p;q; # 0,
Aj ~ Rij

et Si; est une algebre de matrices donc en considérant le morphisme d’algebres
avec unité

q)kj : Aj — Skj
T — Prq;TPr4;j

on sait par le IL.2.c.(v) que la matrice de ®;(z) est une matrice diagonale par
blocs avec )\gj blocs diagonaux :

0 ... =z
De la méme maniére on considere les morphismes d’algebres avec unité
\I/ij : Aj — Tij
2= Uiq;2Uiq;
et
Oik: Br — Uik
Y = UiPEYUiDk-
On sait par le I1.2.c.(v) que la matrice de ¥;;(z) est une matrice diagonale par

blocs avec \;; blocs diagonaux égaux & z et que la matrice de ©;;(y) est une
matrice diagonale par blocs avec A, blocs diagonaux égaux a y.

S
Mais S; C By, Zpk = I7 et u;, pr, q¢; commutent deux & deux donc
k=1

S S
> OinoOpj(2) = > wiprgieprgiui = Vij(2).
k=1 k=1

La matrice de ©;; 0Py, (z) est une matrice diagonale par blocs avec \;, A}/ ; blocs
diagonaux égaux a z. Comme {p1, ..., ps} sont des idempotents orthogonaux de
T, il est clair que la famille des algebres U;;,1 < k < s est en somme directe

S
dans T donc la matrice de Z O 0 Py (z) est une matrice diagonale par blocs

k=1
avec

S
I 1
E ik Akj
k=1

blocs diagonaux égaux & z. En égalant avec la matrice de ¥;;(2), on trouve

S
_ 1o\
)‘ij = E Aik kj
k=1
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f. Comme R C S, il est clair que C(S) C C(R) et que C(S) est une sous-
algebre de C'(R). Ces sommes directes d’algebres de matrices s’injectent dans
une algebre de matrices F' donc on peut appliquer les résultats du I1.5.. Par le
11.5.d. et I1.5.e., on a

C(R) =P q,C(R)q; = P 4
j=1 Jj=1

et

() = PriC(S)p = P B,
=1 i=1

ou A;- est le commutant de A; dans ¢;Fgq;, B] est le commutant de B; dans
piFp;.

D’apres le I1.4., on déduit de ces écritures que {qi,..., ¢} (respectivement
{p1,...,ps}) sont les idempotents centraux minimaux non nuls de C(R) (res-
pectivement C(S)).

Par définition de la matrice d’indice, on a ACH) — (i) 1<j<r avec

c(s) TP iz

115; = lg;p:C(R)q;pi : 4;piC(S)q;pi)

lorsque g;p; # 0 et 0 sinon.
Si pig; = 0 alors pj; = Ayj.
Si gjpi # 0 : on a évidemment q;p;C(R)q;pi = piA)pi et ¢;piC(S)q;pi = q; Biq;
donc

, dim piA)pi
Hii = dimg;Blg;"
A ce stade, rappelons le résultat établi au I11.3.b. : si A et B sont deux algebres
de matrices telles qu’il existe un morphisme d’algebres avec unité de A dans B
alors
_ dim B
~ dimA
ot A’ est le commutant de A dans B.

On a clairement 'injection A; — ¢;Fq; et A; est le commutant de A; dans
g;Fq;. Comme p;, € Z(S) et R C S alors p; € C(R) donc g;p; est un idempotent
non nul de A%. D’aprés le I1.6.b.(ii) le commutant de p;q; A;piq; dans piq; F'piq;
est égal & p;q; A’pig;. Or q;A;jq; = Aj et qjAlq; = A’ done

[B: 4] = dim A’

dim(piq; Fpiq;) = dim(p; A;p;) dim(p; A)p;).

On a aussi injection B; — p;Fp; et B est le commutant de B; dans p; Fp;.
D’apres le 2.b., ¢;p; est un idempotent non nul de B; donc d’apres le I1.6.a.(ii), le
commutant de ¢;p;B;q;p; dans q;p;F'q;p; est égal a quiBzqupi. Or p;B;p; = B;
et p; Bip; = B} donc

dim(p;q; F'piq;) = dim(g; Big;) dim(q; Big;)-

Comme p;A;p; = R;j et ¢;Biq; = Sij, on a

2, = dmeAip) _ dimSy
7' dim(q;Big;)  dimRy
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ce qui permet de conclure que Aggg)) = tA}%.
3.a. On vérifie facilement que A est un morphisme d’algebres injectif avec
unité, que p est un antihomomorphisme d’algebres injectif avec unité et que

Vo, z € S, Mz)p(z) = p(2)A(z).

b. Par la relation vue au a., il est clair que A(S) C Endg(S).
On définit un morphisme d’algebres avec unité par

7: S — End(S)
=@ 7~ (D, wi)

Comme R est une somme directe d’algebres de matrices, 7(R) est isomorphe a
une somme directe d’algébres de matrices. Comme 7(R) = p(R), Endg(S) est le
commutant de 7(R) dans End(S) donc d’apres le I1.5.d., End g (S) est isomorphe
a une somme directe d’algebres de matrices.

C. Montrons que A(S) est le commutant de 7(S5) dans End(S). Tout d’abord,
il est clair d’aprés la relation établie au a. que A(S) C (7(S5))’. Ensuite, si
f e (r(S)) alors

¥s € 5, o pls) = pls) o f.

En appliquant cette égalité a I’élément I, on en déduit que pour tout s € S,
f(s) = f(I)s ce qui prouve que f = A(z) avec = = f(I) et que f € A(5).

On a alors R — S — End(S). On vient de voir que A(S) = C(S) et on a
vu au b. que Endg(S) = C(R) donc d’apres le 2.f.,

Endgr(S) S
ABIR(S) _ tpg,

4.a. Par le 3.c., on a Agzz“ =Aet Ag;iil =t A et d’apres la relation de
transitivité des matrices d’indice pour l'inclusion établie au 2.e., on constate
facilement que

A = AE A
(AA)F,
et que
AGHH = (A'A)FA.

b. Comme on suppose que Z(R) N Z(S) est réduit aux multiples de I'iden-
tité alors d’apres le 2.d., la matrice A est indécomposable. Par le 1.7.b. on en
conclut que les matrices A ‘A et AA sont des matrices positives irréductibles et
diagonalisables & valeurs propres positives ou nulles.

c. Comme A est diagonalisable a valeurs propres positives ou nulles alors
pour tout vecteur y, on a

Ay =" \Py

ou P; désigne le projecteur orthogonal sur le sous-espace propre associé a la
valeur propre A; et Ag la valeur propre de module maximal. Comme A est
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symétrique alors ||A]| = Ao et on a Aky = 3" APy, Par le L.7.b., on sait que
pour toute valeur propre « de A distincte de celle de module maximal, |a| < A,
donc on en conclut que
k Ak
lim ——y = —y = Pyy.
koo TARTY T kB NF Y T

d. On a vu au 1.2.g que le sous-espace propre associé a la valeur propre de
module maximal est de dimension 1 et que imFP; = Vectz ol z est un vecteur
strictement positif. Comme y est un vecteur positif non nul, Poy = (z,y)z est
non nul.

D’apres la question précédente, on a

Jim (A y[VE = Tim (AN Y]V = A

D’apres le b., A est irréductible et on a vu au I11.2.a. que dans ce cas || A]| = [|A||?
ce qui établit le résultat.

€. On a un morphisme injectif avec unité de Sy = R = @;zl M, (C) dans
S =8 =@;_, My, (C) et la matrice d’indice pour cette inclusion est définie

par
aij =0 sipig; =0

ij = [Sij + Rij]2  sipigy #0.
On sait que par le 2.b. que lorsque p;g; # 0,

Mg, (C) >~ Ryj et (dimSij)l/2 = 18(pig;)-

Or {q1,...,q-} sont des idempotents orthogonaux dont la somme vaut 'identité

donc
T

ng(pin) =1g(pi) = b;.

j=1

Par la définition des oy;;, on en déduit que

T
E aijaj = bl
j=1

Soit y =

QA
Dans le cas pair : kK = 2p. On a d’apres le a.,

dim(Sy,) = Zb? = |[(A'A)Py|2
Dans le cas impair : k =2p+ 1, on a

dim(Sap41) Zzﬁ = [[(A'A)PAy|2.
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Or y et Ay sont des vecteurs positifs non nuls donc par le d., on en conclut que
lim (dim(Sx))"/* = [|A]]>.
k—o0

Comme A est une matrice a coefficients entiers, on peut appliquer les résultats
du IIL.2.b.. Ainsi ||A]|? > 4 ou ||A|* = 40052(3) avec ¢ entier supérieur ou égal
a3 (car A #0).

7.3 Commentaires

Comme l'indique clairement 1’énoncé, les trois premieres parties de cette
épreuve sont indépendantes. Il est donc important le jour du concours que le
candidat les lise et choisisse celle par laquelle il préfere commencer.

La premiere partie traite d’algebre linéaire et de réduction de matrices a
coefficients positifs autour du théoréeme de Perron-Froebenius. Les parties 11
et III, bien qu’indépendantes, établissent les premiers résultats de la théorie
des représentations des algebres associatives, la troisieme partie demandant de
maitriser la notion de corps de rupture d’'un polynéme. Enfin, la derniere partie
traite d’indices d’inclusion des algebres semi-simples et demande d’étre prét a
utiliser tous les résultats établis dans les parties précédentes.
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8.2 Correction

Partie 1. Partitions d’un entier

1. v’ est le nombre de lignes du diagramme A’ associé & X', c’est-a-dire le
nombre de colonnes du diagramme A associé & A, on a donc 1’ = Aj.
Soit k € N* : r}. est le nombre de lignes de A’ qui contiennent k carrés, i.e le
nombre de colonnes de A qui contiennent k carrés. Or, la j-éme colonne de A
contient k carrés si et seulement si A\ > j > Ag41 @ les k premieres lignes de
A contiennent au moins j carrés, donc la j-éme colonne contient au moins k
carrés ; les lignes suivantes de A contiennent strictement moins de j carrés, donc
la j-éme colonne de A contient exactement k carrés.
On a donc

’I";c = A\ — >‘k+1 (]C € N*)
On en déduit que pour i € N* :

i i

M= =Y (k= Megn) = D rhe

k=1 k=1

et tenant compte du fait que \; =’ = Z 7., on obtient :
k>1

)\i:ZT;C (’LZI)

k>i

! .
Comme (A') = A, on a aussi :

=Y (i>1).

k>i

2. Tl est clair que A C p si et seulement si le diagramme de A est contenu dans
celui de p. Le diagramme de A transposé est alors évidemment inclus dans celui
de p transposé et donc A C p/. De méme, si X' C ¢/, alors A = (X)) C (¢/) = p.

3. 1l est clair que :

Ao p) =X+

et
A+ =XNaou.
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Partie 2. Quelques lemmes

4.a. On développe le produit et on regroupe suivant les puissances de T
Pour k > 1, le terme facteur de TF est :

Z Xt tik

0<iy <...<ip<n—1

Or, si (i1, ...,4x) est un k-uplet d’entiers tels que 0 < i1 < ... < i <n—1, on
a:
. . k(k—1
it i 20+1+...+(k—1):%.
(k=1 ‘ , , .
X5 est done facteur de XutTi donc de Z Xattie ot

0<i1 <. .. <1, <n—1
lautre facteur est & coefficients entiers positifs (ses coefficients valent 0 ou 1).
On peut donc bien écrire pour k > 1 :

k(k—1)

> Xt = X775 P, (X)),

0<ir <...<ipy<n—1

avec P, i a coefficients entiers positifs.
Cette écriture est valide aussi pour k = 0 avec P, o = 1. D’otu le résultat.

n—1

4.b. Soit n > 1. On éerit [[(1 + X'T) = 1+ X"T) [[(1 + X'T). On a
1=0 1=0
donc :
[Ta+x7) = +x7) (3 X" P(x)T")
=0 k=0
n k(k—1) k
= ZX72 P 1 (X)T
+ S X P ()X TR
Or, on a :
ZXL?” Pop(X)X"TH = X, (X)X T

+ Y X, (X)X T
j=1
et pour 1 <j<n:

G-V (G—=2) FACEEY)
2

X = X"=X

Xnoitd

Il en résulte que :

3

n

[[a+xT)

=0

k(k—1)

T (Pyn(X) + X" MR, 11 (X)) T

B

=1
n (n+1)

+ PuoX)+ X7 P (X)T"
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On a donc par identification (la famille {T%};>¢ est une base de (Q(X))[T]) :

Pn+1,O(X) == Pn,O(X)
Pn—i—l,k(X) = Pn,k(X) + Xn_k+1Pn,k:—1(X) sil<k<n
P7L+1,n+1(X) = Pn,n(X)

On en déduit immédiatement que Vn € N, P, o(X) = P, o(X) = 1.
5.a.SineN* etsil<k<n,ona:

Fn,k + Xn7k+1Fn,k—l
LX) LA X e (1= XRR) (- X7
EETE I S O =X (= X0
- (1 _ Xn—k+2) o (1 _ Xn)[(l _ X7L—k+1) + Xn—k+1(1 _ Xk)]
1-X)...(1—XF)
(= XnTR) (1 - XM (1 - X
(1-X)...(1—-X¥k)

= I'n+1k

Il est d’autre part clair que F), ,,(X) = 1, et I’énoncé pose F, o(X) = 1. Donc les
F,, ;. satisfont a toutes les conditions qui définissent en 4.b. les P, ;; de maniere
unique dans Q[X], mais en fait aussi dans Q(X) : les F,, ;. sont en réalité les
P, i, donc d’apres 4.a. des polynémes a coefficients entiers positifs.

5.b. Le degré sur Q(X) défini par degU/V = degU — degV prolonge le
degré sur Q[X] et possede des propriétés identiques. Il vient donc :

k .
1— Xn7k+z
deg Fn7k- = deg(H _7)(1)

i=1

_ Zdeg 1— Xn k+1

— Z(n—k):k(n—k:)

i=1

5.C. Si k =0, il suffit de se rappeler que F,, o(X) = F,, »(X) = 1.
Si k € {1,...,n}, on multiplie numérateur et dénominateur de F, j par le
produit (1 — X)...(1 — X"*) pour obtenir

1-X)...(1- X"

Bl = iy i) (- %) (- %)

expression sur laquelle il est évident que F), , = Fj, n—k.

6.a. Comptons tout d’abord le nombre N, de systémes ordonnés libres

(e1,...,e.) de r vecteurs que I'on peut choisir dans F (qui compte p™ éléments).
On a p™ — 1choix possibles pour le premier vecteur e;. Une fois que I'on a choisi
€1,...,64, €;+1 doit étre choisi dans E privé de 'espace engendré par eq,...,e;,

qui compte p* éléments : on a donc p"™ — p* choix possibles pour ;.
Il vient donc :
.

Nr:H(pn_pi_l):H n—i+l sz 1
i=1

i=1
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Si F' désigne a présent un sous-espace vectoriel de E' de dimension r, un calcul
analogue au précédent montre que le nombre N/ de bases ordonnées de F est

T T

N =]J@ - =] -1 1:[1pi‘1-

i=1 i=1

Or, un sous-espace vectoriel de E de dimension r est déterminé par un systéme
libre de r vecteurs, et deux tels systémes engendrent le méme sous-espace si et
seulement si ils sont deux bases d’un méme sous-espace : le nombre de sous-
espaces de dimension r de F est donc

N i e 1)

~ - - Fn r .
NI o )

6.b. Les sous-espaces G de E, de dimension r et contenant F' sont en bi-
jection avec les sous-espaces G de E/F de dimension r — [ via la surjection
canonique de E sur E/F. Mais E/F est & son tour un espace vectoriel de di-

mension n — [ sur Z/pZ, donc d’apres a. :
Cn,lr = nfl,rfl(p)’
On a donc, en utilisant ce qui précede et 5.c.,

Cn,ln+r—1 = Fn—l;ﬂ—r(p) = anl,nflf(nfr) (p) = Cn,l,r-

6.Cc. Le cas n = [ est évident : la somme vaut ¢, c’est-a-dire 1.
Sin > [, on applique la formule du 4.a., avec X spécialisé en p, T en —1 et n
remplacé par n — [. On obtient :

n—I+1 n—I

i k(k—1)
I a-p)=>p"7 Pis@)(-D"
i=0 k=0

Or, d’une part le produit est nul (son premier terme est nul), et d’autre part :
Po_1k(p) = Fuik(p) = cnypasn  d'apres 5. et b.

Donc on a bien
n—I1

k(k—1)
Z(*l)kp 2 Cn,ll+k = 0.

k=0

6.d. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors :

S NPT e = YU T (Y gn)

GCF GCF HCG
RIS
= E (=1)'p" = gm
HCGCF

= Z( Z (_1)129@)911.

HCF HCGCF
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Pour calculer la deuxiéme somme (o H est fixé et G varie), on regroupe les
sous-espaces G de F tels que H C G C F suivant leur dimension. On a donc :

dim F'

ourT= X (Y )

HCGCF k=dim H HCGCF,dim G=k

Or le nombre | = lp(G) ne dépend que de la dimension de G, donc si
dimH <k <dimF:

S )T = (D TN

HCGCF,dim G=k

ou N est le nombre de sous-espaces G de F tels que H C G C F' de dimension
k, c’est-a-dire que Ni = Cdim F,dim 7,k D’autre part, si G est un sous-espace de
dimension k de E tels que H C G C F,on al =[p(G) = dim F — k. La somme
totale cherchée vaut donc :

dim F'

dim F—k) (dimF-k)(dim F—k—1)
S (ST Cpame g,

HCF k=dim H

ou encore :

dim F—dim H

G-1)
Z( Z (-1 )(])PJ B CdimF,dimH,dimH+j)gH

HCF

di F dim H N dG—1) .
D’aprés c., la somme 5" T (=) DT Caim Fodim H.dim 55 est nulle si

dim F' > dlmH et Vaut 1 si dim H = dim F'. La somme précédente se réduit
donc a g, ce qui est le résultat demandé.

7. Remarquons que puisque G est commutatif, tous les sous-groupes consi-
dérés ici sont distingués, et les quotients que I’on envisage sont bien munis d’une
structure de groupe compatible avec la surjection canonique.

7.a. Soit 7 la surjection canonique de G sur G/K. On a bien str H/K =
m(H). Comme 7 est un homomorphisme de groupes, H/K est un sous-groupe

de G/K. Considérons alors 7’ la surjection canonique de G/K sur ainsi

H/K
que ¢ = 7’ o . Le théoréme d’isomorphisme nous dit que

imy ~ G/ ker p.

Comme 7 et 7’ sont surjectives, ¢ Pest aussi, i.e
m G/K
YTHIK

Onakerp={ge€ G/ w(g) € H/K}. 1l est alors clair que H C ker ¢.

Sig € G est tel que 7(g) € H/K = w(H), alors il existe h € H tel que
m(g) = w(h), ce qui signifie que g —h € K. Donc g € h+ K C H car K C H.
Donc ker ¢ = H et on a bien 'isomorphisme annoncé.

7.b. K est bien sir un sous-groupe de H + K, et on peut considérer 7 la
surjection canonique de H + K sur (H + K)/K. Soit ¢ la restriction de m & H.
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On a keryy = HNkerm = HN K. ¢ est d’autre part surjective : si g est dans
H+ K, gsécritg=h+kaveche Het ke K eton a

7(g) = w(h) + 7(k) = w(h) = (h) € imp.
11 suffit d’appliquer le théoréme d’isomorphisme & v pour obtenir le résultat.

7.c. 7 est maintenant la surjection canonique de G sur G/H et on considére
0 la restriction de 7 a ¢gG.
On a kerf = kerm N gG = H NqG.
D’autre part, si g € G, 0(qg9) = 7(qg9) = qn(g) € q(G/H). Réciproquement, si
x € ¢(G/H), x s’écrit x = qm(g) avec g € G, i.e x = 7(qg) = 0(qg) € im . Donc
imf = q(G/H).

On applique alors le théoréme d’isomorphisme a 6.

Partie 3. Les p-groupes commutatifs finis

8.a. Si G est de type \, G ~ Z/pMZ x ... x L/p*Z.
Si H est de type p, H ~ Z/p"Z x ... X L/p"Z.
G x H est alors isomorphe a

ZIpML % ... X LIpM L x LIpMTL x ... x L)pM L.

On peut réarranger le (r + I)-uplet (A1,..., A\, pi1,.-., ) en un (r + I)-uplet
(V1. Vryr) tel que 1 > ... > vy, Il est clair que v est le type de G x H.
Montrons qu’en fait v = A @ p. On procede pour cela par récurrence sur r + .
Sir=1=1, c’est évident.

Supposons que r + 1 > 2 et que le résultat soit vrai pour r + 11 — 1. Il est
clair que la premiere ligne de A @ p est max(\q, pu1) = v1. Pour fixer les idées,
supposons que v; = A; et considérons 7 qui est A privée de A;. Il est clair que
le réarrangé (&1,...,&+1—1) associé a la paire (1, u) est (va,...,Vp4q), done il
suffit d’appliquer I’hypothese de récurrence pour obtenir que

(Vay.o V) =0 B p

et donc que v = A P p.

8.b. Puisque Card (G/H) = Card & on a pl(G/H) = pl(G)—I(H)

" CardH’
Dot I(G/H) = I(G) — I(H).

G/K

8.c. On a vu au 7.a. que G/H =~ K

: la définition du cotype entraine
alors immeédiatement le résultat.

9. Supposons gﬁﬂ (p) # 0. 11 existe alors H un sous-groupe de G,(p) tel que
H ~ G\(p) et G,(p)/H ~ G,(p). Dans ce cas, on a d'une part

Card H = Card G(p) = p"!

et d’autre part
Card G, (p)

H =
Card Card G, (p)

_ plplf\#\.
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Donc ||+ || = pl. Ainsi, si |\ + ] # |ol, 6§,.(p) = 0.

Pour montrer que la multiplication sur A(p) est bien définie, il suffit de voir que
pour tous A, i, gﬁﬂ (p) est nul sauf pour un nombre fini de p € A, ce qui est le
cas puisqu’il n’existe qu’un nombre fini de p qui vérifient |p| = |A| + |p|.

10. Fixons (A, 1, v) dans A3 :

(G@Cm)em) = (3 R.6)60)6.0)

peEA

= > . 0G0)G.(p)
peEN

= Y B.0(X w6y m)
pPEA p'eEA

= Y (X e ®) o).
p'EN peEA

Par un calcul analogue, on obtient d’autre part :

Gx(p) (Gu(p)Gu(p)) =3 (Z gZu(p)gilp(p)) Gy (p).

plEN peEA

Comme pour vérifier 'associativité de la multiplication de A(p), il suffit de le
faire sur les éléments de la base des G,(p), il suffit de montrer que pour tout
(\, i, v, p') dans A%, on a :

SRt =S ghw)gh, (v

pEA pEA

Pour cela, calculons de deux manieres différentes gﬁ/ _(p). Par définition, gf\’;w (p)
est le nombre de couples (H1, H2) de sous-groupes de G, (p) tels que Hy C Hy,
H; est de type A\, Ho/H; est de type p et G,/ (p)/Hsz est de type v.

D’une part, pour chaque p € A, ily a gg; (p) sous-groupes Hy de G, (p) de type
p tels que G,/ (p)/Ha est de type v. Pour chacun de ces Hs, il y a par définition
gﬁu (p) sous-groupes Hj, de type A et de cotype (dans Hs) p

Il vient donc

gk;w Z g)\ﬂ gPV
pEA

D’autre part, pour chaque p € A, il y a gﬁ;’(p) sous-groupes H; de G (p)
de type A et de cotype p. Donnons-nous un de ces Hy : G/(p)/H; est donc
isomorphe a G, (p), donc le nombre de sous-groupes de G,/ (p)/H; de type p et
de cotype v est g1, (p). Mais I’ensemble de ces sous-groupes est en bijection via
la surjection canonique avec I’ensemble des sous-groupes Ha de G, (p) contenant
H; et vérifiant Hy/H, de type p et G, (p)/Hs de type v (d’apres 8.c., le type

1. Go(P)/Ha
de G Hy est lui de —2-7"2).
e G (p)/Hs est aussi celui de o) H, )
En conséquence,
g)\l“’ ngp g,“,
pPEA

D’ou le résultat.
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11.a. Tout d’abord, remarquons que si Gyp,...,G, sont des groupes com-
mutatifs, alors les groupes G x ... X Gy, et Gi X ... X Gy, sont isomorphes :

si ¢ € Gy x...x Gy, on lui associe en effet f;(¢) € a défini par la relation
fil@)(z) = #(0,...,2,...,0) (z est & la i-éme place).

L’application ¢ — (f1(@), ..., fn(@)) est 'isomorphisme annoncé.

D’apres cette remarque, il suffit donc de montrer le résultat pour chacun des
facteurs cycliques de G : on peut supposer que G est cyclique. Soit n le cardinal
de G et g un générateur. Considérons l'application

@:@—><C*
o — o)

Il est clair que ¢ est un homomorphisme de groupes. Comme g engendre G, il
est injectif. R

D’autre part, si ¢ € G, ((b(g))n = ¢(ng) = ¢(1) = 1. Ceci montre que I'image de
¢ est contenue dans Uy, le groupe des racines n-1‘emes de 1. Réciproquement, si
¢ € U, en posant ¢(pg) = (P on défini un élément de G et ¢ € im . L’image de
p est ainsi Uy, et G est isomorphe & U, donc & G (U, et G sont deux groupes
cycliques de méme ordre).

11.b. 1l suffit une fois encore de faire la démonstration dans le cas de G\ (p).
Si & # 0 dans Gx(p), cela signifie en posant x = (z1,...,x,) qu'il existe un i
tel que x; est non nul (dans Z/p*Z). Soit g un générateur de Z/p*Z, on peut
écrire x; = jg avec j € {0,...,p* — 1}. Soit ¢ une racine primitive pti-ieme
de 1 et soit ¢ I'unique élément de Z/p*Z tel que ¢(g) = ¢. On définit alors

0 € Gx(p) par 0(y1, .-, yn) = O(yi)-
On a alors 0(z) = ¢(jg) = (7 # 1.

Intéressons-nous maintenant a ®. Soit x € G. Pour ¢, ¢ € @, on a
D(z)(pd) = (v9)(x) = p(x)p(x) = (z)(p)®(x)(®)

donc ®(z) € G.
Considérons ensuite z,y € G. Pour ¢ € G, on a :

(z+y)(0) = oz +y) = d(x)d(y) = ©(z)(¢)2(y)(#)

donc ®(z + y) = ®(z)P(y), ce qui prouve que ® est un homomorphisme de
groupes. R
L’injectivité de ® résulte de ce qui précede (si x # 1, il existe ¢ € G tel que
O(x)(¢) # 1, donc (x) # 1 et x ¢ ker ).

Mais on sait que G et G sont isomorphes, ainsi que G et G : ces trois groupes
ont mémes cardinaux, et ® est alors bijective.

11.c. Remarquons tout d’abord que H® = [, . ker ®(x), c’est donc un
sous-groupe de G.
Soit 7 la surjection canonique de G sur G/H.
Soit ¢ € H°. Si g et g’ sont deux éléments de G tels que g — ¢’ € H, alors
onag(lg—g)=1=0¢(g9)/d(q), i.e d(g) = ¢(¢'). Ceci permet de définir sans
équivoque une application 6(¢) de G/H dans C* en posant 0(¢)(7w(g)) = ¢(g).
De plus, si g,¢' € G, on a

0(¢)(m(g)m(g") = 0(6)(m(99")) = ¢(g9g") = (9)(g") = 0(8)(7(9))0(6)(m(g"))-
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Donc 6(¢) est dans G//}I

On a donc défini une application § de H°® dans G//T-I . Montrons que c’est un
isomorphisme de groupes.
Soient ¢, € H® et soit g € G :

0(¢)(m(9)) = (¢9)(9) = d(9)¥(g) = [0(2)0(¥)](m(9))

donc # est un homomorphisme de groupes.

Si 1) € ker 0, alors pour tout g € G, ¥(g) = 0(¢)(w(g)) =1, donc ¥ = 1 et 0 est
injective./\

Si ¢ € G/H, posons pour g € G, ¢(g) = ¢(7(g)). Il est clair que ¢ € H® et on
a 0(p) = v et 0 est bien surjective.

11.d. Considérons T : G — H définie par I'(¢) = ¢g. Il est clair que T’
est un_morphisme de groupes et que kerI"’ = H°. On a donc un isomorphisme
entre G/H° et imI'. On a en particulier

~

. _ Card (G)  CardG
Cardim[’ = Card H°  Card H°'

Or d’apres c., on a

Card G
Card H'

Card H® = Card(G//?I) = CardG/H =

Donc CardimI' = Card H = Card f[, et imI = ﬁ, ce qui répond a la question.

11.e. Montrons que pour tout sous-groupe H de G, H = (H°)* .
On a l'inclusion évidente H C (H°)*. Réciproquement, si = ¢ H, alors dans
G/H,on am(x) # 0 (7 désigne toujours la surjection canonique de G sur G/H).
On peut donc considérer d’apreés b., x € G/H tel que x(n(z)) # 1. Il est clair
que Yo € H°. Ainsi z ¢ (H°)*, ce qui prouve ce que nous voulions.
Il en résulte que I'application proposée est injective car si Hy = H3 alors

Hy = (H7)* = (H3)" = H>.

Mais comme on sait depuis le a. que G et G sont isomorphes, ils ont méme
nombre de sous-groupes, et la surjectivité en découle. L’application réciproque
est K — K+,
11.f. Soit (A, p, p) € A3.

Considérons H un sous-groupe de G' = G,(p) de type X et de cotype p. H® est
isomorphe & G/H, lui-méme isomorphe & G/H, donc H® est de type p. @/HO
est isomorphe a H, donc a H et H® est de cotype A.

On en déduit grace a e. que g§ L (p) < gﬁ 1(p) et il y a en fait égalité en échangeant
les roles de A et p1. La commutativité de la multiplication dans A(p) en découle.

12. On sait que G ~ Z/pMZ x ... Z/p*Z.
Il est alors évident que

VieN piG zpj(Z/p)‘l)Z ... ij(Z/p)‘TZ).
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Soit jeNetie {1,...,r}.
11 est clair que si j > \; alors p/ (Z/p’\iZ) = {0}.
Si j < A, on applique 7.c. avec ¢ = p’, G = Z et H = p*Z. On obtient :

v (Z/pAiZ) ~ (P2))(PNZ NP Z).

Comme j < A;, on a (pAiZ ﬂij) = p*Z. Le cardinal de p’ (Z/pAi Z) est ainsi

l'indice de p*Z dans p?Z, c’est-a-dire que

Card p/ <Z/p)‘iZ) =phiI.

Finalement, on a pour 1 <i <r,
Cardpj (Z/p)\iz> _ pmax()\ifj,o)

et ainsi,

Card (ij) _ Hpmax()\i—j,()) _ p(zzzl max(/\,-—j70)).
=1
On en déduit que

I(pPG) = Zmax()\i —4,0).

D’apres 8.b., on a p; =I(p? 'G) — I(p’G), Aol
.,

i = Z(max(/\i —j+1,0) — max(); — j,0))

i=1

Mais max(A; —j+1,0) —max(A; — 4,0) vaut 1 si A; > j et 0 sinon. On en déduit
que
K = Card{i / )\i > j} = )\;

Ainsi g = N.

13. G est un groupe de type p donc p} = l(piflG/piG) en appliquant le
résultat de 12.
H est de cotype p dans G donc p) = l(pi_lGl/piGl) ou (G; désigne le groupe
G/H.
Notons 7 la surjection canonique de G sur Gj.
p'Gy est un sous-groupe de p~!Gy, on notera m; la surjection canonique de
p~1Gy sur (pi’lGl)/(piGl). On notera G4 ce dernier groupe.
Remarquons que si g et ¢’ sont deux éléments de G' qui vérifient p'~1g = p*~1g’,
alors on a 1 (p' 17 (g)) = m1(p* 7w (g’)) et ceci permet de définir sans ambiguité
I’application :

o PTG = Gy
Pty = mpin(g)

Il est clair que ¢ est un homomorphisme de groupes surjectif. D’autre part, on
a p'G C ker ¢. il en résulte que

Card (pi_lG) Card (pi_lG)

Card Gy = .
ard e Card kerp  — Card (plG)

= Card (pi_lG/piG)
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et par suite

I(p'™'G/p'G) 2 U(Go).

On a donc p} > ! pour tout i, Le w C p' et ceci équivaut d’apres 2. & u C p.
Enfin, H° est de cotype A dans G qui est toujours de type p car isomorphe a G,
on a donc aussi A C p.

Partie 4 Dénombrement de sous-groupes

14. Soit ¢ lapplication de G dans G définie par p(z) = px. 1l est clair que
@ est un morphisme de groupes. Si on note S = ker ¢, S est un sous-groupe
élémentaire et comme tout sous-groupe élémentaire est contenu dans ker ¢, S
est le socle de G. R
G/S est isomorphe & im ¢ = pG. X est ainsi le type de pG. 1l est clair que

T (2 /pmaxi-1.0)
pG_}:[l(Z/p A 102).

On a donc \; = max()\; — 1,0).

15. G est déja muni d’une structure de groupe commutatif, il suffit donc de
trouver une multiplication externe compatible avec cette structure. Il suffit de
poser, si § € Z/pZ et x € G, gz = qx (cette définition est licite car si ¢ = ¢/,
qg— ¢’ est un multiple de p et comme G est élémentaire, (¢ —¢’)z = 0). On vérifie
aisément que G devient alors un Z/pZ-espace vectoriel.

16. Comme G/H est fini et élémentaire, c’est un Z/pZ-espace vectoriel de
dimension finie (disons n). On a alors Card (G/H) = p" et n = I(G/H) =
(G)—I(H).

Rappelons que le nombre de familles libres {Z1,...,Z;} dans G/H est, comme
on ’a expliqué au 6.a.,

D’autre part, chaque élément de G/H admet Card H = p'(#) antécédents dans
G, le nombre cherché est donc

l

H(pl(G) _ pl(H)—&-i—l).
i=1

17.a. Il est clair que H' ¢ G' N H.

Réciproquement, soit ¢ € G’ N H. Puisque g € G’, on peut écrire g = h' +
2521 nix; ou h' € H' et n; € Z pour 1 <4 <. Soit 7 la surjection canonique
de G sur G/H. Alors w(g) =0 car g € H. Comme H' C H, on a aussi 7(h') =
0, et par suite 2221 n;m(z;) = 0, et 22:1 mm(z;) = 0 dans le Z/pZ-espace
vectoriel G/H. Par hypothese, la famille (7(z1),...,7(x;)) est libre dans cet
espace vectoriel, donc tous les 17; sont nuls. Tous les n; sont donc des multiples
de p, et comme G est élémentaire, Zézl n;x; = 0. Ainsi, g = ' € H'. Donc
G'NH=H'
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D’autre part, considérons 7’ la surjection canonique de G’ sur G'/H’, et
posons x; = 7' (z;) (1 <i<lI).
Puisque G/H’ est élémentaire (quotient de groupe élémentaire), il en est de
méme de G'/H' qui en est un sous-groupe et la question 15. permet de le voir
comme un espace vectoriel sur Z/pZ. Montrons que (2], ..., z]) en est une base.
Soit ¢’ € G'. ¢’ s’écrit ¢’ = h' + Zi:l nix; ou h' € H et n; € Z pour 1 <i <.

Donc :
l l l

'(g") =n'(h) + Z n' (x;) = Z n;x, = Z )
i=1 i=1 i=1

ce qui prouve que la famille est génératrice.
Supposons maitenant que 22:1 72, = 0 dans G'/H'. On a donc 22:1 nz; =0
dans G'/H', i.e Zi:l n;x; € H'. Comme H' C H, on a W(Zizl n;x;) = 0, puis
22:1 m;m(z;) = 0 dans G/H. On en déduit comme plus haut que les n; sont
nuls, et la famille (zf,...,z]) est libre.
La dimension de G’/H’ est donc [, et son cardinal est p!. Ce cardinal est par
ailleurs p!(G"/H") il en résulte que I(G'/H') = 1.
On a montré que G’ vérifie bien la condition (C').

17.b. On conserve les notations 7 et 7’ de la question précédente.
Supposons que G’ vérifie la condition (C). De I(G'/H') = I, on déduit que

G'/H' est de dimension [ sur Z/pZ. Considérons-en une base (x},...,]), puis
une famille (x1,...,2;) d’éléments de G’ telle que pour tout i, 7' (x;) = .
On montre que la famille (z1,...,2;) est libre modulo H : si 22:1 mm(x;) =0,

cela signifie que 22:1 n;x; € H. Comme par ailleurs Zfi:l nix; € G, on a
22:1 n;z; € H = G' N H. Donc 71’(2211 n;x;) =0, et 22:1 7 x; = 0 et tous

les 77; sont nuls du fait de 'indépendance de la famille (zf,...,]), ce que nous
voulions.

Montrons ensuite que G’ est engendré par H' et cette famille :
si ¢ € G’, on peut écrire 7'(g') = 22:1 n;x; car la famille (24, . .., z]) engendre

G'/H'. cela signifie que 7’/ (g" — 22:1 n;z;) = 0, donc que ¢’ — 22:1 nx; € H',
et le résultat en découle.

17.c. D’apres les deux questions qui précedent, se donner un sous-groupe
G’ de G vérifiant la condition (C), c’est exactement se donner une famille
(x1,...,2;) d’éléments de G, libre modulo H.
Depuis 16., on sait que le nombre de telles familles est Hézl (pl(G) fpl(H)“*l).
Cherchons a quelles conditions deux telles familles donnent naissance au méme
sous-groupe G’. Supposons donc que (z1,...,2;) et (y1,...,y;) sont deux fa-
milles libres modulo H donnant naissance aux sous-groupes G} et G qui vé-
rifient (C). Soit Fy le sous-espace vectoriel de G/H' engendré par la famille
(7" (x1),...,7"(x;)) et Fy celui engendré par (7" (y1), ..., 7" (y)) (ici, 7" désigne
la surjection canonique de G sur G/H").
Si G1 = G, alors pour tout j, x; € Gy et x; séerit x; = b/ + 22:1 n;y; ol
W e H et n; € Z. Dou n"(z;) = 22:1 ;" (y;), ce qui prouve que Fy C Fs.
On a de méme Fy C Fy, et F} = F5.
Réciproquement, si F» = Fi, alors pour tout j de {1,...,l}, n’(x;) s’écrit
(z;) = 22:1 ;" (y;) et ainsi (xj - 22:1 niyi) € H', ce qui prouve que
zj € GY, donc que G C G4, et par symétrie on a G4 C G, puis G} = G5.
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Donc deux familles libres modulo H engendrent avec H’' le méme sous-groupe
G’ vérifiant (C) si et seulement si leurs images dans G/H’ engendrent le méme
sous-espace vectoriel. En définitive, comme ces images sont évidemment libres
dans G/H' (car H' C H), deux familles libres modulo H engendrent avec H' le
méme sous-groupe G’ vérifiant (C) si et seulement si leurs images dans G/H'
sont deux bases d’'un méme sous-espace vectoriel de dimension [. D’apres un
calcul déja effectué au 6.a., il y a (p! —1)...(p' — p'~1) bases pour un tel sous-
espace. D’autre part une telle base provient via 7" d’exactement (Card H')!
familles d’éléments de G. Donc, le nombre de familles d’éléments de G qui
donnent naissance au méme sous-groupe G’ est :

PE 1)),

Finalement, le nombre cherché est :

l i—
_ M, (pl(G) — plE)+ 1)
pl(H) Hé:l(pl —pi1)

1
H(pl(G) _pl(H)+i71) _ pl(H’)><l H(pl(G)fl(H’) _pl(H)fl(H’)+i71).
i=1

i=1
Dautre part,

l l
H(pl(G)—l(H’) _pl(H)—l(H’)+i—1) _ pl[l(H)—l(H’)] Hpi—l(pl(G)—l(H)—i+1 _ 1)

i=1 i=1

et

Il vient donc :

N = pltHE)=IEHD] Fyey—imy, i (p)-

Ceci est une fonction polynomiale de p d’apres 5.b. (le polynéme est méme a
coefficients entiers).

Partie 5. Précisions sur g,(p)
18.a. On sait d’apres le 7.c. que (p'G)/H; ~ p'(G/H). En particulier, on
| l(pi(G/H)) - l((piG)/HZ) - z(piG> fl(Hl-) :
(1) =1(p'6) ~1(p'(G/H)).

D’autre part, d’aprés 12., on sait que pour tout j >4, [(p?"'G) — I(p?G) = p).
Comme & partir d'un certain rang p’G = {0}, on a

S = YUy 6) - 1P 6) = 1),

Jj>i j>i

et
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Le type de G/H est «, donc de la méme facon,

> o =1(p'(G/H)).

j>i

On a donc bien

1) = Y - o).

j>i

18.b. Si K est de cotype 3 dans G, alors pour tout 4, [(K;) = Zj>i(p3 - ;)
d’apres a., et on a bien

WKi—1) — U(K;) = pf — B;.

Réciproquement, supposons que pour tout 4, I(K;_1) — I(K;) =
le cotype de K, on a d’apres la partie directe I(K;—1) — I(K;) = p
résulte que pour tout i, v, = G;, donc que v’ = ', puis v = 3.

18.c. Montrons que l'application K — (K; = K ﬂpiG)i>o réalise une
bijection de I’ensemble des sous-groupes de G contenus dans H et de cotype [
dans G et I'ensemble £ des chaines décroissantes (L;);>1 de sous-groupes de H
vérifiant pour ¢ > 1 :

Li,1 n HZ = Lz et Z(Llfl/LZ) = p; — ﬁ,ﬁ
Cette application est bien définie : si K C H est de cotype 3 dans G, alors pour
1 >1:
K,.1NH;=(KNH,_1)NH;=KnNH; =K,

et I(K;—1/K;) = p;, — B, d’apres a.(condition nécessaire).
Elle est injective car K = Kj.
Enfin, elle est surjective car si une chaine (L;) vérifie les conditions imposées,
alors en posant K = Lo, K est un antécédent de (L;) toujours grace & a.(con-
dition suffisante).
Le nombre cherché est donc Card L.

Mais, pour tout ¢ € N* :

U(H) = 1(H) = Yy ((He) — U(Hy))
= Vi (T = a)) = Tyl — )
= Yook —ah)-

Or o C B C pdonc o/ C 3 Cp,donc pour tout k, af, < 35, < p}.

En particulier, >, _, (p}, — ) > p;— 3., donc I(H) —1(H;) > p,— (3] si K est de

cotype 3. Donc, puisque H est élémentaire, on peut appliquer 17.c. pour affirmer

que si L; C H; est donné, le nombre des sous-groupes L;_1 de H vérifiant
Li—l N HZ = L1 et Z(L1_1/Lz) = p; — ﬂz/

est polynomial en p (le polynéme ne dépend que de «, 8, p et 7). D’autre part,

si ¢ > p1, p'G = {0}. Il en résulte immédiatement que si (L;);>1 appartient &

L, alors L; est nul des que ¢ > p;.

Pour compter le nombre de chaines : on a un seul choix pour L,, et au-dela, et
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si Ls,..., L, sont fixés, le nombre de fagons de choisir L;_; est polynomial, et
donc le nombre final cherché est un produit fini de polynémes en p (le processus
s’arréte quand on atteint Lg). On obtient ainsi un polynéme en p qui ne dépend
que de a, 3, et p.

19. La premiere formule est immédiate : elle résulte du fait que ’ensemble
des sous-groupes K de G de cotype « tels que pK C L C H C K est 'union
disjointe, lorsque T' décrit les sous-groupes de L des ensembles des sous-groupes
K de G de cotype « tels que pK =T C H C K.

Lorsque H est élémentaire, on peut considérer H comme un Z/pZ-espace vecto-
riel et ses sous-groupes comme des sous-espaces vectoriels : la seconde formule
découle alors de 6.d.

Lorsque H est quelconque, on le “rend ” élémentaire en quotientant G par pH.
Plus précisément, soit 7 la surjection canonique de G sur G/pH. 1l est clair que
m(H) = H/pH est un sous-groupe élémentaire de G/pH. D’autre part, 7 induit
une bijection croissante au sens de l'inclusion entre les sous-groupes de G qui
contiennent pH et les sous-groupes de G/pH. Soit L un sous-groupe de H. Soit
K un sous-groupe de cotype « dans G tel que pK C L C H C K (notons que
pour qu’un tel sous-groupe K existe, il est nécessaire que pH C L car pH C pK
puisque H C K). Alors le cotype de K/pH dans G/pH ne dépend que de « :
nommons-le a;. On a, par croissance de 7 :

m(pK) =pr(K) C w(L) C n(H) C 7(K).

Réciproquement, si K’ est un sous-groupe de G/pH de cotype a3 tel que pK’ C
(L) C w(H) C K’, alors 7~ !(K’) est un sous-groupe de cotype o de G qui
vérifie pK C L C H C K.

On a donc : f(H,L) = fi(w(H),n(L)) et de méme g(H,L) = g1(n(H),n(L))
ou f1(w(H),m(L)) est le nombre de sous-groupes K’ de G/pH de cotype «; tel
que pK' C n(L) C n(H) C K’ et g1(w(H), (L)) le nombre de sous-groupes K’
de G/pH de cotype a; tel que pK' = n(L) C n(H) C K'. Comme 7(H) est
élémentaire, il vient

gr(H),m(L) = S ()™ fi(x(H),T").

T'Cw(L)

Dans cette formule, m = I(7(L)/T") = I(L/T) o T = 7~ Y(T"). Le résultat en
découle.

20.a. Soit S le socle de G/L. Considérons S; I'image réciproque de S par
la surjection canonique 7 de G sur G/L. Alors S;/L = S est le socle de G/L.
Si S =51+ L, on aégalement 7(S) = S car (L) = 0. D’autre part, puisque H
est élémentaire, on a pour h € H :

pr(h) = m(ph) = 7(0) = 0.

Donc 7(h) € S = 7(S1) donc h € S; + L et S contient H.

20.b.Ona:K/HCS/H < K+HCS+H +— KCS+H.
Supposons que K/H C S/H, et considérons k € K. On écrit k = s + h ou
s€ Sethe H. Comme H est élémentaire, pk = ps. On a, avec les notations
précédentes : m(pk) = pr(s) =0 car 7(s) € S. Ainsi, pk € L et pK C L.
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Réciproquement, supposons que pK C L. Soit kK € K, alors pk € L, donc
7(pk) = pr(k) =0et w(k) € S = n(S). Ainsi, k € S+ LC S+Het K C S+H,
ce que nous voulions.

Appelons F(H, L) 'ensemble des sous-groupes K de cotype o dans G tels que
pK C L ¢ HC K. Alors, d’apreés ce qui précede :

KeF(H,L) <= K estdecotype adansGet K C S+ H
<= K est de cotype aw dans G et K C S (car H C 5).

Comme S est élémentaire, on peut appliquer le 18.c. avec H = S pour évaluer
le nombre de K vérifiant cette derniere propriété. Le cotype de S dans G est
d’apres 8.c. le cotype de S/L dans G/L. Le type de G/L est v; le cotype de
S/L dans G/L est donc 4 d’aprés 14. car S/L est le socle de G/L.

On a donc f(H, L) = Card F(H, L) = hya3(p).

20.c. 1l est clair que le nombre cherché est

g(H,H) = > (~1)"p™ 5 f(H,T).

TCH

D’apres b., si T C H est de cotype v, alors f(H,T) = hjas(p) : c’est donc
d’apres 18.c. un polyndme en p a coefficients entiers, et il en est alors de méme
de g(H, H).

21. Soit (p@,..., p(")) une RL-suite telle que p(® = p et p(™) = p : elle est
obtenue a partir d'un groupe G de type p et d’un sous-groupe H de G de type
A et de cotype p. On a les inclusions évidentes :

{0})=p"HcCp'HC...CH.

De plus, les inclusions précédentes sont strictes : supposons qu’il existe ¢ dans
{0,...,7 — 1} tel que p'H = p"*'H. On a i < r — 2 par définition de r. Alors
p 1 H = pit2H. En effet, si x € p't1 H, on peut écrire z = p*tly = pp'y. Alors
ply € ptH = p't' H, donc p'y s’écrit p'y = p'Tlz et finalement z = pt2z ¢
p*t2H. On montre alors facilement que pour j > i, p’ H = p'H, et ceci entre en
contradiction avec la définition de 7.

On a donc en particulier pour i € {0,...,r — 1} : Cardp™'H < Cardp'H, et
par voie de conséquence [(p"™ H) < I(p'H), i.e [(p"™*H) + 1 < I(p*H). On en
déduit alors que

I(H) > 1(p"H) + .

Donc r < I()A). Mais comme Card G = Card H Card G/H, on al(p) = l(A)+1(p)
et on en déduit que r < I(p) — ().

D’autre part, on note que p(9 c pl+1) pouri € {0,...,r—1} : en effet, d’apres la
question 8.c., le cotype de p' H dans G est le cotype de p' H/p'*1 H dans G/p*t'H
et d’apres la question 13., ce cotype est contenu dans le type de G/p'*1H, qui
est pU*t1) par définition.

L’entier r ne peut donc prendre qu’un nombre fini de valeurs, et lorsque r est
fixé, il est clair qu’il n’y a qu’un nombre fini de partitions p1, ..., pr—1 telles que

nwCpr C...Cpr—1 Cp.

0) —

L’ensemble des RL-suites (p(), ..., p(") telles que p et pt") = p est bien

fini.
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22.a. Notons A I'ensemble des RL-suites (p(?), ..., p(") telles que p(® = p
et p") = p. Pour U dans A, il y a gu (p) sous-groupes H de G de type A et de
cotype u tel que U(H) = U. De plus, si H est un sous-groupe de G de type A
et de cotype p , alors il est clair que U(H) € A. On obtient donc :

9.(0) = gu(p).

UecA
Si chaque gy est polynomiale, il en sera donc de méme de g4 u (p).

22.b. On a tout de suite pour tout i, p’ H = p'*1 H. Il en résulte immédia-
tement que
UH') = (p", ..., p").

22.c. Suivons I'indication de 1’énoncé et considérons 7 la surjection canoni-
que de G sur G/pH’. On sait que 7 induit une bijection entre les sous-groupes
de G qui contiennent pH' et les sous-groupes de G/pH'. Notons U I'ensemble
des sous-groupes H de G tels que U(H) = U et pH = H'. Notons que si H € U,
alors pH' = p?H C H et la restriction de m & U/ est une bijection entre U/ et
w(U).

Soit H € U et soit K' = n(H) = H/pH'. Le cotype de K’ dans G/pH' est (cf
8.c.) celui de H dans G, soit p(*). On a pK’ = n(pH) = n(H') = H' /pH’.
Réciproquement, si K’ est un sous-groupe de G/pH’ de cotype p(® tel que
pK' = H'/pH', alors n=Y(K') € U : en effet soit H = 7 }(K’). Le cotype
de H dans G est celui de 7(H) = K’ dans G/pH’, i.e p(®. De plus, on a
m(pH) = pK’' = n(H'), donc pH = H' (ce sont deux sous-groupes de G qui
contiennent pH' et qui ont méme image par 7). Ceci entraine évidemment que
UH)=U.

U est ainsi en bijection avec ’ensemble des sous-groupes K’ de G/pH’ de cotype
P9 tels que pK’ = H'/pH'. Or H'/pH' est élémentaire de cotype le cotype de
H' dans G, soit p™") et G /pH' est un groupe de type p® puisque U(H') = U’.
D’apres 19.c., le nombre de sous-groupes K’ de G/pH’ de cotype @ tels que
pK' = H'/pH' est précisément F 0,0, (p) : c’est donc le cardinal de U.

Il y a gy (p) sous-groupes de G tels que U(H') = U’. Pour chacun de ces H’,
on peut trouver CardU sous-groupes H de G tels que U(H) =U et pH = H'.
De plus, si U(H) = U alors U(pH) = U’. 1l vient donc

gu(p) = F,0 ,m 2 (p) gur (p)-

22.d. En itérant la méthode précédente, on obtient pour r > 2 :

gu(p) = Fy0 5 (D) Fp) p2) p) (D) - - - Fpr=2) pir—1) 50 (P) gv (D)

ot V.= (p=Y, p(")). g (p) est ainsi le nombre de sous-groupes H de G de
cotype p" 1 tels que pH = {0}, donc le nombre de sous-groupes élémentaires
de G de cotype p"=1) de G, donc le nombre de sous-groupes élémentaires de
G contenus dans le socle de G (qui est élémentaire) de cotype p"=1) dans G :
d’apres 18.c., ce nombre est une fonction polynomiale de p, et il en est de méme
de gy (p). Pour r = 1, gy(p) est le nombre de sous-groupes H de G tels que
UH) = (p©, p(M) et on vient de voir que c¢’est un polynéme en p.

D’ot le résultat.
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8.3 Commentaires

Dénombrer : tel est le theme majeur du sujet de 1996. La premiere partie est
assez facile, bien que déroutante. Les parties suivantes mélangent avec un certain
bonheur groupes commutatifs finis et espaces vectoriels de dimension finie sur
un corps fini. A ce sujet, les questions 6.a. et 6.b. sont des calculs classiques
que tout candidat sérieux se doit de maitriser. De méme, il faut savoir résoudre
la question 11., qui concerne des faits classiques sur les caracteres des groupes
commutatifs finis.

Une certaine familiarité avec les quotients de groupes est indispensable pour
étre a l'aise tout au long du sujet, notamment le fait capital que les sous-groupes
de G/H sont en bijection via la surjection canonique avec les sous-groupes de G
qui contiennent H. La plupart des questions sont abordables, mais certaines sont
véritablement ardues du point de vue combinatoire, et il faut de la persévérance,
voire de I'entétement pour arriver au bout!

Bref, voila un sujet assez long et pas toujours tres facile qui testera a fond
vos qualités de dénombreur, ainsi que votre volonté. Bon courage !
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Chapitre 9

Session de 1997

9.1 Sujet
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9.2 Correction

I. Fonctions polynomes a valeurs entieres.

1. On va démontrer le résultat demandé par récurrence sur p € N* :
Si p =1 il s’agit juste de la définition de Of.
Considérons p > 1 et supposons que pour tout n € Z on ait :

o ) = S0 ("3 )r-m.

k=0

Alors pour tout n € Z on a :

i) = 00" f)n)
= P - )
= S (P TN fe - -SSR (P T f -1 k)
Sar( Y-S )

Comme (”;1) + (zj) = (z) on obtient :

9 1(n) = kﬁ(l)’“ (5} st

0

Ceci achéve la récurrence.

2.a.

P est un sous-ensemble non vide (prendre 0) de 'anneau Q[T'] ; pour montrer
qu’il en est un sous-anneau, il suffit de montrer qu’il est stable par addition,
passage a 'opposé, multiplication. Comme Z est lui-méme un sous-anneau de
Q, cela résulte immédiatement de la définition des opérations dans P.

2.b. 1l est évident que 'application en question est un homomorphisme
d’anneaux (ceci est une conséquence évidente des structures d’anneaux de P
et F(Z,Z)). Pour montrer qu’il s’agit d’'un homomorphisme injectif, il suffit de
considérer P € P tel que pour tout n € Z, P(n) = 0 et de montrer qu’alors
P = 0 : ceci est vrai car un polynéme non nul n’admet qu'un nombre fini de
racines.

3.a. Fixons k > 0 (pour Py il n’ y a pas de probleme).
Sin € [0,k — 1], il est clair que Py(n) = 0 donc Py(n) € Z.
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-1...(n— 1 !
Sin >k, P.(n) = nn—1)...(n—k+1) = n = (Z) En particulier

k! El(n — k)!
Pk(n) e 7.
On montre de méme que si n < —1, on a Py(n) = (fl)k(k_(zﬂ)) et donc a
nouveau Py(n) € Z.

3.b. D’abord on a par définition pour tout k € N, 9°f, = fx.
Ensuite fixons k& > 0.

OP(T) = Pyo(T)— Po(T —1)
T 1) (T-k+l) (T-1)(T-2)...(T k)
_ rey ok :
- =l T~ (T~ b)
L (m=1). (T—k+1)
N (k—1)!
- P(T—1)

Pe1(T) = [Po—1(T) = Per (T — 1)
= Py 1(T)— 0P, (T).

Donc pour tout £ > 0,on a: 8fy = fr—1 — Ofn_1.
A T'aide de cette formule on va démontrer par récurrence sur k € N que :

k—1

Ofi =Y (-1

Jj=0

(Par définition une somme sur un ensemble vide d’indices est nulle).
11 est bien évident que dfy = 0, ce qui prouve la formule pour k& = 0.
Fixons k > 0 et supposons que : dfp_1 = Z?;g(—l)(k_Q_j)fj.
Alors on a :

Ofc = fr-1—0fk—
k—2
= fp1— Z(fl)(k*%j)fj

Jj=0

Ceci acheve la récurrence.
Cette nouvelle formule nous permet de démontrer par récurrence sur p € N*
que pour tout k € N :

k—p
O fi =y (~1)PHHH (k - l) fi

1=0 p-1

(Par convention () =0 si m > n.)
Pour p =1 cette formule s’écrit :
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k—1

ofy = E(—l)kHHﬂ
=0
k-1

= Y (=)

1=0
C’est justement la formule précédemment démontrée.
Fixons maintenant p > 1 et supposons que :

k—p+1
P = Z (—1)p ikt (k - l) i

1=0 p—2
Alors on a :
fr. = 09" fr)
A k—1-1
— 8( Z (_l)p—l-‘rk:-‘rl( b ) fl)
kfpizlo E_1_1
= Z (1)p1+k+l< 5 >8fl (O est linéaire.)
_ p—=
ki}(}rl N '
— Z (_1)p1+k+l< b ) )[Z(_l)llyfj]
1= j=
k—pg-l -1 7=
= Z Z(_l)p71+k+l+lflfj <k —1- l> fi
=0 j=0 p—2
k—p+11-1
— Zp: Z(il)p+k+j k—1-1 1
. p—2 J
=0 j=0
k—p k—p+1
. k—1-1
= Z(,l)p+k+J[ Z ( .y )]fj
§=0 I=j+1 p
k—p A k—j—2 I
= Z(,l)pwﬂ[ Z < i 2>}fj
§=0 1=pea \P
k—p .
k—j5—1
_ _1\ptk+j )
> ("7

s . . . - . m q\ _ (m+1
On a utlh?e pour finir la formule combinatoire bu1var}te D) gen (= (T +1)'
Ceci termine cette récurrence et donc la démonstration de la formule générale

annoncée. En particulier on note que p > k implique 9 fi, = 0.

4.a. Si f € F(Z,Z) provient du polynome P, il est clair que df provient
du polynéme OP. 1l est alors évident que df € P, lorsque f € P. De plus pour
tout k € Non a:

aT*) = TF— (T - 1)k
k
_ k _ k k—jrpj
-7 Z(j>( DT
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En particulier deg(9(T*)) = k — 1 ou 9(T*) = 0 si k = 0. On en déduit
immédiatement que pour tout P € Q[T on a deg(0P) = degP — 1, ou 9P =0
si degP = 0. Il est alors évident que deg(df) = degf—1,0u df = 0sidegf = 0.

4.b. Une récurrence évidente & partir du a. prouve que pour tout f € P
on a 9deef+1f — 0. Posons p = degf + 1 : on a 9”f = 0 donc pour tout n € Z,
P f(n) = 0. D’apres 1. cela s’écrit exactement :

P
Pour tout n € Z, Z(—l)k (z)f(n —k)=0.

k=0

4.c. Puisque pour tout k € N, degPy, = k, la famille { Py }ren est une base
du Q-espace vectoriel Q[T]. Soit maintenant P € Q[T] tel que f = fp et soit
p = degP. 1l existe (ag,...,a,) € QP! tel que P = >7_,arPs. 1l est alors
clair que f = Y7_, ax fx. Supposons que 'on n’ait pas (ag,...,a,) € ZP*! et
considérons alors kg = max{k € [0,p] tel que ar, ¢ Z}. Alors il est clair que
> hko+1 @k fr € P d’apres 3.a., donc que E:O:O arfr € P. D’apres a. (et une
récurrence évidente) cela prouve que 9k (Z:"ZO aifr) € P. Or en utilisant la
conclusion mentionnée a la fin du 3.b. on obtient :

ko ko
Fo (> arfi) =Y ard* () = ax, fo.
k=0

k=0

Donc en fait ag, fo € P et ak, € Z. Ceci est absurde donc (ag,...,a,) € ZP*! :
f admet bien une écriture de la forme demandée.

Supposons maintenant que > y_o n fr, = 0. Alors d’apres 2.b., Y0 _ npPr =0
dans P, donc a fortiori dans Q[T]. Comme { Py, }ren est une famille libre du Q-ev
QI[T7], les ny sont tous nuls : {fx}ren est une famille libre du Z-module P. Ceci
prouve qu’une écriture sous la forme f = Y7 ny fi est nécessairement unique.

4.d. On sait déja depuis le a. que si f € P alors 9f € P.
Réciproquement considérons f € F(Z,Z) telle que f € P. D’apres c. il existe
(o, ... ,nyp) € ZPT! tel que Of = > ¥ _ynifr. On a démontré au 3.b. que fj, =
Ofx + 0fr+1 donc on a :

p

Of = nk(0fx + 0fwr1) = 00> mk(fi + frr)):

k=0 k=0
On en déduit que :
P
Of =Y nk(fx + frp1)) = 0.
k=0
Ceci prouve qu'il existe mg € Z tel que pour tout n € Z on ait :

p

F) =Yk (fe(n) + frpa(n)) = mo.

k=0

Mais pour tout n € Z on a mg = mg fo(n). Donc en fait :

F=Y mlfu+ frr1) = mofo,
k=0
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cest-a-dire f = mofo+ > h_o k(f&+ fr+1). D’apres 3.a. cela prouve que f € P,
ce que nous voulions démontrer.

On a déja démontré au b. que si f € P alors il existe p € N tel que 9P f = 0.
Réciproquement supposons qu’il existe p € N tel que 0P f = 0. En particulier
0P f € P. Comme on sait déja que si dg € P alors g € P, une récurrence finie
triviale assure que f € P.

5. Il est évident que P C P'.
Appelons F(Z,Q) 'ensemble des fonctions de Z dans Q. L’opérateur 9 est défini
de la méme maniere sur F(Z,Q). Si f € F(Z,Q) le résultat du 1. reste valide
et on a pour tout p € N* et pour tout n € Z :

9 1(n) = ki(l)’“ (5} st

0

D’autre part on montre comme au 4.a. que si P € Q[T], 948+ P = 0. Soit
P € Q[T]. On vient d’expliquer pourquoi il existe p € N* tel que pour tout

n € Z on ait :
zi:(l)k (Z) P(n—k) =0.

k=0

Supposons alors que P € P’ mais que P ¢ P. Puisque P € P’ il existe ng € Z

tel que pour tout n > ng on ait P(n) € Z. Donc {n € Z, P(n) ¢ Z} est majoré.

De plus comme P ¢ P cet ensemble n’est pas vide. Nous pouvons donc en

considérer le plus grand élément, que nous notons n,. Spécialisons la relation
b o(=1)*E)P(n —k) =0 pour n =ny + p. Il vient :

i(-gk (2) P(ny +p—k) =0.

Soit :

Pm) = (-1 () s - )

Mais par définition de ny on a P(ny +p — k) € Z pour tout k € [0,p — 1]. Donc
cette relation assure que P(ny) € Z également. Ceci est absurde donc si P € P’
on a aussi P € P : P/ C P. Finalement P = P’.

6.a. Si f € P, il existe g € P et ng € Z tels que f(n) = g(n) si n > ng.

De cette égalité on déduit que 9f(n) = dg(n) si n > ng + 1. Comme d’apres
4.a. on sait que dg € P ceci prouve que Jf € P.
Réciproquement supposons que Of € Py, : il existe g € P et ng € Z tels
que df(n) = g(n) si n > ng. Comme g € P on sait d’aprés 4.c. qu'il existe
(mo,...,mp) € ZPT! tel que g = Y 7_my fi. Puisque fi, = 0k + Ofrs1, ceci
peut se rééerire : g = (X h_omi(fr + frt1)). Donc en fait on a lidentité
suivante, valable dés que n > mng + 1 :

5<f—§mk(fk+fk+1)>(n) —o.
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Ceci prouve qu'il existe gy € Z tel que pour n > ng + 1 on ait :
P
(f = m(fi+ fk+1)>(n) = qo-
k=0

Puisque pour tout n € Z, qo = gofo(n) on a en fait :

F) = laofo+ Y mu(fs + frr1)l(n),

k=0

et ceci dés que n > ng + 1. Comme [go fo + D h_o mu(fe + fre+1)] € P (3.a.), on
a montré que f € Py

6.b. Si f € P, il existe g € P et ng € Z tels que f(n) = g(n) si n > no.
Une récurrence évidente assure que pour tout p € N on a 9P f(n) = dPg(n) si
n > ng + p. Mais on sait (4.d.) qu’il existe py € N tel que 9P°g = 0. On a alors
OP0 f(n) = 0 pour n > ng + po.

Réciproquement s’il existe p € N et ng € Z tels que 0” f(n) = 0 pour n > ny,
on a en particulier 0P f € P,,. Le résultat du a. et une récurrence finie triviale
assurent alors que f € Po.

7. On va montrer par récurrence sur k € N que Y-, (t) = t*[(1 — )"~
Pour k=0: 3", (t) =3 "gt"=(1—-t)""
Soit k > 0 et supposons que >,  (t) = th=1[(1 — )k~ L
Alors (1—t)* 3", (t) = t*. Mais :

£ () =ty feoa(n)t”

Il
~
v
i\
—_
R
N
>+
—_
N——
I
Y
> 3
N——
=
3

n' n’ n\ n
-5
n’'>k n>k

£ (6) =32, (1) (formules du 3.a.)
(L=1) >, (1)

Donc (1 — ¢)k+1 Yo ()= t*, ce qui achéve la récurrence.

II. Dimensions des composantes homogénes
d’anneaux de polynomes.

1. 11 est clair que S, est un k-espace vectoriel : il suffit pour le voir de
constater que c’est une partie du k-espace vectoriel S, stable par addition et
par multiplication par un scalaire (car alors ce en sera un sous-espace vectoriel).
Ceci est évident.
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Il est également clair que {X{' ... X Y7 | a;a; = n} en est une base. Puis-

qu’il s’agit d’une partie finie, S,, est de dimension finie.

2.a. Dans ce cas on a, compte tenu de la question précédente, pour tout
newr:

dimS,, = card({(v1,..., ) € N, Z a; =n}).
i=1

On va montrer par récurrence sur r € N* que pour tout n € Z :

card({(ar, ..., a,) € Nr,gai —n)) = (”” - 1).

r—1

Sir =1, c’est évident : ce nombre vaut 1 si n > 0, et 0 sinon.
Soit r > 1, et supposons le résultat vrai pour r — 1. Pour tout n € Z on a en
posant N(n,r) = card({(a1,...,a,) e N, 3" a; =n}):

N(n,r) card( U {(a1,...,p—1) GN’”*l,iai:n—ar})

a,-€[0,n]

n r—1
= Z card({(ay,...,ap_1) € N7 Z o =n—aort)

a,=0 i=1
(car 'union est disjointe)

n
— -2
= Z (n artr ) (par hypothese de récurrence)

r—2
ap=
N r—2
k=0
= ("7 (formule combinatoire utilisée au 1.3.b.).
Ceci acheve la récurrence donc pour tout n € Z, hg(n) = ("ji;l)

2.b. Dans ce cas il est clair que hg(n) = 1 si a; divise n, et hg(n) = 0 sinon.

3. En reprenant la base exhibée & la question 1. on obtient que ’on a pour
tout n e Z:

T
hs(n) = card({(a1,...,q,) € N7 Zaiai =n})
=t r—1
= card( U {(a1,...,0p_1) €eNTTH Zaiai =n—a.a.})
aren i=1
0<n—arar
r—1
— Z card({(az,...,0p_1) € N"TH Z Qia; =M — Qpay}).
ar€eN i=1
0<n—arar
Mais {X{" ... X277, S0 aza; = n—aya,} est une base de S,_, , donc pour
tout n € Z :

hg(n) = Z hs (n — ara;).

ar-eN,0<n—a,a,
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/4. SY(t) = 30 hs(n/)t" donc le terme général d’indice m du produit
S(t) x D007t est donné par la formule :

Z (hs/(n') x 1).

(n,n")ENZ n’+nar,=m

Mais E hs/(n') peut se rééerire sous la forme suivante :

(n,n")EN2,n'+na,=m

Z hg'(m — na,).

neN,0<m—na,

On a justement montré a la question 3. que cette somme valait hg(m) donc le
terme général en question est celui de Y :ona > x 300 ¢"r = 3" Multi-
plions les deux membres de cette égalité par (1 — ¢%") qui est la série formelle
inverse de Z?:o t"% . Nous obtenons apres simplification :

Z /:Zx(l—t‘”).

Une récurrence finie sur r, triviale, assure alors que :

1:Z><H(1—t‘“).

Ceci signifie que :

(1— o))

-

> =

[

(1 —t%)~L,

I
=

i=1

III. Idéaux homogenes et relations.

1.a. Débutons par une remarque générale dont nous ferons par la suite un
usage constant sans plus de commentaire. Pour tout n € Z, m,, est un opérateur
linéaire, et vérifie la propriété suivante : si P est homogene alors m,(PQ) =
Pﬂ-nfdegP(Q)

Supposons que toutes les composantes homogenes de P appartiennent a I.
Alors P, qui est la somme de toutes ses composantes homogenes, appartient
aussi a I car une somme d’éléments d’un idéal est encore dans cet idéal.

Réciproquement supposons que P € [ :

Puisque I est homogene, il admet un systéme fini de générateurs homogenes,
que nous notons (P, ..., Py). Il existe (Fi, ..., Fy) € S* telque P =)_!_, F;P,.
Soit maintenant n € N. On a :

T (P)

an(FiPi) (m, est linéaire)
i=1

Z?Tn_degpi (F;)P; (les P; sont homogenes).
i=1



176 CHAPITRE 9. SESSION DE 1997

Pour tout ¢ € [1,8], Tp_degr; (F;)P; € I puisque P; € I, donc m,(P) € I.
Ceci est vrai pour tout n € N, donc toutes les composantes homogenes de P
appartiennent a I.

1.b. Soit (P, ..., P;) un systéme fini de générateurs de I. Par hypothese
les composantes homogenes des P; sont des éléments de I, et il est clair qu’en
les regroupant toutes on obtient un nouveau systeme fini de générateurs de I.
Mais celui-ci est composé d’éléments homogenes, donc I est homogene.

1l.c. 1l est clair que X; + Xa et X7 + Xo(X; — 1) sont des éléments de
< Xp, X9 > donc :

<X+ X, X7+ Xo(X; — 1) >C< X, Xo > .

Réciproquement
Xo = Xi(X1+X2)— (X2 + Xa(X; — 1))
et X1 = (1—X1)(X1+X2)+(X12+X2(X1—1))

donc en fait :
<X, Xy >C< X1+ Xo, X2+ Xo (X, — 1) >

Ceci prouve que < X7 + Xo, X7 + Xo(X; — 1) >=< X1, Xo >, qui est un idéal
homogene par définition, car X; et X5 sont bien évidemment homogenes.

2.a. S, est un sous-espace vectoriel de S. (IL.1.)
I est un idéal de S, donc en particulier un sous-espace vectoriel de S.
Donc I, = I NS, est encore un sous-espace vectoriel de S. Il est dans le sous-
espace vectoriel S,, donc on peut le voir comme un sous-espace vectoriel de
Sn-

2.b. Soit I un idéal homogene de S et (Pi,...,P) un systeme fini de
générateurs homogenes de I. Un polynéome homogene en une variable est un
monome donc pour tout ¢ € [1,s], il existe p; € N tel que P, = XPi. Soit
alors p = min{p;,i € [1,s]}. On a pour tout ¢ € [1,s], P, = XP"PXP donc
P, e< XP >. Ceci prouve que I C< XP >. XP étant I'un des P; 'inclusion
réciproque est évidente d’out I =< XP >. Comme par ailleurs il est clair que
pour tout p € N, < X? > est un idéal homogene de S, les idéaux homogenes de
S sont tous les < XP >, pe N.

2.c. Soit I =< XP > (voir b.).
Si0<n<p, I, ={0}, donc hg/;(n) = dimS, /I, = dimS, = 1.
Sin>p:

I, = {XPP, PcS, ,}
= {XP(A\X""P), A€k}
= {AX™ \ek}
= Sy

Donc hg/r(n) = dimS,/I,, = dim{0} = 0.

3. A appartient au sous-module de relations engendré par A, ..., A,,, donc
il existe (Pp,...,Py) € SM tel que A = Z]]Vil PjA;. De méme on sait qu’il
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existe (Q1,...,Qn) € SM tel que B = Z]J\il Q;A;. 1l est alors évident que :

M
A+ ZP+Q]

et que :

PA =

V-

(PPj)A;.

<
Il
—

Ceci prouve le résultat demandé et justifie donc la terminologie employée (i.e.
le terme de ”sous-module”, 'anneau de base étant S.)

4. Soit A = (Ay,..., Ay) une relation quelconque entre Fy, ..., Fi. Notons
pour tout j € Z :

Aj = (Tj—degr (A1), -, Tj—degrn (AN))-

I est clair que seul un nombre fini des A; sont non nulles.
Montrons d’abord que pour tout j € Z, A; est une relation :

N
ij_ngFi (A)F;, = ij(AiFi) (les F; sont homogenes)

=1
N

= m;(0) (A est une relation)
= 0.

Il est ensuite évident que pour tout i € [1, N|, 7j_degr, (4;) est homogene avec
deg(7;j—degr, (Ai) Fi) = j, qui est indépendant de 4, ce qui prouve que A; est une
relation homogene.

Enfin on a :

Sa -

JEL

Z Tj—degFy (A1)7 L) Z T j—degFn (AN)>

JEZ JET

S (A, Y ij(AN))

J1€EL JINEZ
A1, A)

I

Donc A est la somme des Aj, (toutes les sommes en jeu dans ce calcul sont bien
str en réalité finies), ce qui prouve que A est somme de relations homogenes.

5.a. Soient A; et By deux éléments de p1 (R r) et P un élément de S. 1l existe
(Ag,...,An) € SN~V et (By,...,By) € SV1 tels que A = (Ay,...,AN) et
= (B1,...,Bn) soient des éléments de R . Il est clair qu’alors A+ B € Rp et
que PA € Rp (ce que I’énoncé admet implicitement en parlant de “la relation
A+ B” ou de “la relation PA” et en employant le terme de module). Donc
p1(A+ B) € pi(Rr) et pi(PA) € p1(Rr). Comme pi(A+ B) = Ay + A et
p1(PA) = PAy, cela prouve que p1 (R ) est un idéal de S. Supposons de plus les
F; homogenes. Alors d’apres 4., on peut écrire A comme une somme de relations

%
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homogenes A; = (Aj1,...,A;n) pour j € J (J ensemble fini d’indices.) Pour
tout j € J, Aj1 = pl(Aj) € p1(Rp). D’autre part Ay = ZjeJAj,l‘ Puisque les
A; sont homogenes, les A;; également, donc les composantes homogenes de Ay
sont chacune des sommes de certains des A; ;. En particulier les composantes
homogenes de A; sont dans p;(Rp) puisque c’est un idéal. D’apres 1.b. cela
prouve que p1(Rp) est un idéal homogene.

5.b. D’apres a., pi(Rp) est un idéal de S. Notons-en (A1, .. A1) un
systeme fini de générateurs. Puisque les A;; sont des éléments de p1(RF) on
peut trouver {A;;} ;e mix[2,n] tels que pour tout j € [1, M], (A;1,..., A N)
soit une relation que ’on notera Aj. Soit également R; le sous-module de re-
lations qu’elles engendrent. Considérons alors A = (A, ..., Ax) un élément de
Rr quelconque. A; € pi(Rr), donc il existe (P, ..., Py) € SM tel que A; =
Zj]\il P;A; ou encore Ay — Zjle PjA;; =0. Cela prouve que A — Zj\il PjA;
est une relation dont 'image par p; est nulle. De plus Z]J\il P;A; est un élément

de Ry1. Comme A = Z;Vil PjA; + (A - Z]A/il PjAj), les relations A;,..., A4,
répondent a la question posée.

5.c. Montrons par récurrence sur N € N* que R peut étre engendré par
un nombre fini de relations :
SiN=1etsiA=(A;) € Rp,alors A1 F; = 0. Comme F est non nul I'intégrité
de S assure que A; = 0 et Rp est constitué uniquement de la relation nulle :
celle-ci engendre donc Rp.

Si N > 1, et si le résultat est vrai pour N —1 :

Appelons R le module des relations entre Fs,. .., Fy. Par hypothese de ré-
currence on peut l’engendrer avec un nombre fini de relations, par exemple
B!,...,Bs. On pose pour tout k € [1,P], B, = (Bkya,.-.,Bkrn). Il est alors
clair qu’en posant pour tout k € [1, P], B, = (0, By2,..., Bg,n) on définit P
éléments de Rp. Soit maintenant A un élément de R dont 'image par p; est
nulle : A = (0, As,...,An). Il est clair que (Ag,...,Ayx) € R’ donc il existe
(Py,...,Pp) € ST tel que (Ag, ..., Ax) = Ekpzl Py B).. On en déduit que : A =
Z,I::l Py B,,. En invoquant le b. (dont on reprend également les notations), on a
obtenu un systeme fini de générateurs pour Rp : c’est A,,..., Ay, By, ..., Bp-
Ceci acheve la récurrence.

5.d. 1l suffit d’utiliser c. pour exhiber un nombre fini de relations généra-
trices, puis d’invoquer 4. pour décomposer chacun de ces générateurs en une

somme finie de relations homogenes : on obtient ainsi un systéme générateur de
R, fini, composé de relations homogenes.

IV. Etude des relations dans le cas r = 2.

1.a. D’abord par définition Rx C S™. Ensuite si (A4y,...,Ay) € SYN ona:
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N
(A1,...,AN) ERp < ZAiFi =0
i;l
<— ZAiQO(ei) =0
i=1

N

w(z Aje;) =0 (v est K — linéaire)
i=1

(p((Al, [N ,AN)) =0

(Ay,...,AN) € ker .

11

Donc Rp = SN Nker ¢.

1.b. D’apres a., {A;,..., A} C kero.

Considérons réciproquement (Ay, ..., Ay) € ker ¢ : d’aprés a., (A1,..., Ay) est
un élément de Ry que l'on note A. Par hypothese il existe (Py,..., Py), un
élément de SM tel que A = Zjle PjAj. Les éléments de S sont a fortiori dans
K, donc A est combinaison K-linéaire des A;, pour j € [1, M].

Ceci prouve que {4, ..., A} est un systeme générateur de ker ¢ (dans Pespace
vectoriel KV). En particulier card({4,,...,4,,}) > dimker ¢. Mais d’une part
évidemment card({4,,...,4,,}) = M et d’autre part dimker p =dimK?" —1 =
N — 1 d’apres le théoreme du rang. Donc finalement M > N — 1.

2.a. Fixons j € [1, M]. Considérons les polynémes Ay, ..., Ay;. Comme A;
est une relation homogene, ils sont tous homogenes et les polynémes Ay, Fi, . ..,
AnjFn sont également homogenes, qui plus est de méme degré que 1'on note d;.
Puisque pour tout ¢ € [1, N|, degA;; F; = degA,;+degF; on a 6; = degA;; + d;
soit degAij = (5]' — dl

2.b. Soit A une relation homogene. A = (Ay,...,Ay) avec pour tout i €
[1, N], A; homogene. Notons A; son degré; il existe d € N tel que pour tout
i € [1,N], A; +d; = d, car les A;F; sont tous de méme degré (justement ce
d). 1l existe (Q1,...,Qu) € SM tel que A = Zj\il QjA;. De cette égalité on
déduit que pour tout i € [I,N] on a : A; = ZJM:1 QjA;;. En particulier pour
tout n € Non a:

M
T (4i) = WH(ZQinj>
T
= ) m(Q;A)
j=1

M
= D (-0 (@) Ay

Jj=1

car les A;; sont homogenes de degrés d; — d; d’apres a.. Donc si n = A, cela

donne A; = Z;Vil A —(8;—dy) (Q4)Aij = Zjle mq—s,(Q;)Ai;. Posons donc pour
tout j € [1,M], P; = m4_5,(Q;). En particulier les P; sont homogenes. La

formule précédente assure que pour tout i € [1,N], 4; = Z]A/i1 P;A;; cest-a-
. M
dire que A =377, PjA;.
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3.a. Notons pour tout j € [1, M], Ay; = 2”;;11 a1 YFX0i=d)=k ce qui
est possible car d’apres 2.a., A;; est homogene de degré §; — di. Choisissons
alors jo € [1, M] tel que §;, =inf{d;,j € [1, M] tel que a; (5,-4,) # 0}. Posons
ensuite pour tout j € [1, M] différent de jo, \; = —(aj07(5j0,dl))_laj’((;j,dl). On
a la relation :

@j,(5;—dy) T )‘jajo’(fsjo*dl) =0.

Posons également A;- = Aj + AjY(5J_6JO)AjO. (Ceci est licite car par définition

de §j,, Y% =%0) est bien un élément de S.) Posons enfin A = A, .
11 est clair que les A;- pour j € [1, M], sont des éléments de Ry car c’est un
S-module comme il I’a été remarqué au I1I.

On a d’apres 2.a., degA;; = 6; — d; et :
deg(A\;Y %) Ayjy) = (65 — 85) + (85 — di) = 6 — ds.

Donc Aj; est homogene de degré d; — d; et les A}, F; (pour i € [1, N]) sont tous
homogenes de méme degré ¢;, ce qui prouve que chacune des A; est en fait une
relation homogene.

Sij#joona:
Al = A+ Y000 Ay
(65—d1)
= Z a; kYkX(‘sj*dl)*k
k=0
(5.7'0_d1)
+ Z [_(ajm(‘sjo—dl))_laj7(5j—dl)]ajmk’yk H(05=030) X (050 =)=k
k'=0
(6;—d1)
= D apYRXOTTE gy G
k=0
(6.70_d1)_1
> o —an) T s age e Y000 X G0 m )k
k'=0
((sjfdl)*l
= Z aj kYkX(é]fdl)ik
k=0
(6.70_d1)_1

+ Z [_(ajo,(5j0—d1))_1aj,(5j—d1)]a‘jo,k"yk/+(5j_6jO)X(6j0_dl)_k/,
k’=0

Ceci prouve que A} ; €< X >, donc est divisible par X.

Enfin si A est un élément quelconque de R : il existe (P, ..., Py) € SM tel que
M C y
A=>37_, PjA; Posons sij # jo, Q; = Pjet Qjo = Pj,—> .4 A Y ©Ci=%0) p;.
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Alors :
M
Y QAL = DT PiA+ A YA
j=1

J#3jo
+(Pj — Y A Ym0 PA,
J#jo
= Y PA+ (D Ny A
J#3jo J#Jo
+Pj,A;, — (Z )\jy(érém)pj)éjo
J#3jo

PiA,

Il
e

/ . sz
Cela prouve que les A; sont bien encore des générateurs de Rr.

3.b. Soit ig € [1, N] et appelons P;, la propriété suivante : Rp peut étre
engendré par des relations homogenes By, ..., B, telles que pour tout ¢ < ig et
pour tout j > i, la i-éme composante B;; de B; soit divisible par X. Il faut ici
démontrer Py, ce que nous allons faire en procédant par récurrence sur iy pour
montrer qu’en fait P;, est vraie pour tout ig € [1, N].

Siig = 1 : il suffit de considérer la famille {A],..., A),} construite au a. et de
la réordonner pour placer A;U en premiere position.

Siig € [1, N —1] et si P, est vérifiée : alors Ry est engendré par des relations
homogenes By, ..., B, telles que pour tout i < iy et pour tout j > i, la i-eme
composante B;; de B; soit divisible par X. Siig > M — 1, il est clair que
P; 41 est aussi vérifiée (en prenant la méme famille de relations car en réalité
on n’ajoute pas de conditions supplémentaires). On peut donc supposer que
ip+1 < M. Intéressons-nous au sous-module de R des relations engendrées par
B, +1,---, By et notons le R. En appliquant la méme technique qu’a la question
a., il est clair que 'on peut trouver EQOH, ..., BYy, générateurs homogenes de
R, et possédant de plus la propriété suivante : la (ip + 1)-éme composante de
B/ est divisible par X, pour tout j € [ig + 2, M]. De plus si j > ig + 1 et
i < 19 alors la i-eme composante Bzfj de E} ”reste” divisible par X car c’est
une combinaison S-linéaire de polynémes divisibles par X (car la technique de
construction est celle du a.). La famille {B,,...,B; ,Bj |1,---,B);} possede

o g £24

donc les propriétés requises pour pouvoir affirmer que P; 4 est vraie.

3.c. Il y a ici une erreur dans 1’énoncé :

considérons en effet F; =Y et Fy = X. (Cas N = 2). Soit alors (P, Q) € Rp. On
aPY+QX =0.Dou QX = —PY et en particulier Y divise QX . Du théoreme
de Gauss on déduit que Y divise @ : Q@ = Y'S. On montre de méme que P = X R.
On a alors (R+ S)XY =0donc S=—-R: (P,Q) = (RX,—RY) = R(X,-Y).
Ceci prouve que (X, —Y") est un générateur (homogene) de R . Donc en posant
B, = B, = (X,-Y) on obtient un systéme générateur de relations homogenes
de Rp (M = 2). Ce systeme vérifie les conditions du b. car B1a = X est divisible
par X. Pourtant Boy = —Y n’est pas divisible par X, donc B, ¢ XRp.

Cependant on peut corriger ’énoncé, au prix d’accepter éventuellement une
permutation préalable dans le systéme {F},..., Fy} (ce qui ne modifie pas la
nature des relations de R, mais juste 'ordre des facteurs dans une relation) :
en effet posons k = max{p € N tel que pour tout i € [1, N], XP|F;}. Alors il
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existe ig € [1, N] tel que X**1 ne divise pas Fj,, et pour tout i € [1, N], X*
divise F;. Réordonnons le systeme {F1, ..., Fx} de sorte que F;, devienne le der-
nier. C’est & présent ce nouveau systéme que nous appelons {F1, ..., Fx} (nous
supposerons que ce choix a été opéré au début de cette partie, ce qui ne pose
aucun probléme comme pourra tres aisément le vérifier un lecteur pointilleux).
Intoduisons & présent le systeme {FY, ..., F } ot pour tout i € [1, N|, F désigne
le quotient de F; par X*. Par choix de k, {F},...,Fyx} C SN et X ne divise
pas Fj. Il est clair que Rp = Rl :

N N
> PF=0 si Y P(FX")=0
i=1 i=1
N
= (O _PRF)X"=0
]1\’:1
= Y PF/=0.
i=1

Montrons que pour tout j € [N, M], on a B; € XRp:

Sij > N, c’est facile : d’apres b. pour tout ¢ € [1,N], B;; est divisible par
X : By = XBl; avec Bj; € S. On a X(Y | B,F;) = Y.L, XB,F; =
Zﬁvzl BijF; = 0 car B; € Rp. Comme S est integre, Zf\il Bi;F; = 0 ce qui
prouve que (Bj;,...,By;) € Rp. Or B; = X(By;,...,By;) donc B, € XRp.
Sij = N : toujours d’apres b. pour tout i € [1, N — 1], B;n est divisible par X.
11 suffit alors de prouver que By est également divisible par X pour conclure
comme dans le cas j > N. Comme By € Ry, By € Rl : Zfil B;nF! =0, soit
BynFy = — Zi\;l B;nF]. Puisque pour tout i € [1, N — 1], B;ny est divisible
par X, on en déduit que X divise Byy F}. Comme X ne divise pas Fy;, X est
premier avec F'j;, donc X divise By par le théoréme de Gauss (S est factoriel).
CQFD.

4.a. On va montrer ce résultat par récurrence sur n € N* :
Sin=1:A¢cRp doncil existe (Py,...,Py) € SM tel que :

M N—-1 M
A=) PB;=) PiB;+} FPiB;
_ 2

Par définition de R’, Y27\' P;B; € R". D’aprés le 3.c., pour tout j € [N, M],
il existe B; € Rp tel que B; = XB. On a :

M M M
> PiBj=) PXBj=X(} PBj).
Jj=N Jj=N Jj=N

Or Y23\ PB) € Rp puisque B} € Rp, done Y1\ P;B; € XRp.

Sin > 1 et sile résultat est vrai pour n alors A = A’ + X"Bou A’ € R et
B € Rp. Puisque B € Ry le cas n = 1 permet d’affirmer qu’il existe B’ € R’
et C € Ry tels que B =B’ + XC. Alors :
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Comme B’ € R', X"B' ¢ R don A’ + X"B' € R’ : le résultat est vrai pour
n + 1, ce qui acheéve la récurrence.

4.b. On va démontrer que Rr C R’ (ce qui est suffisant car I'inclusion
réciproque est évidente, et alors By, ..., By_; engendrent Ry). Pour cela con-
sidérons A dans R quelconque et montrons que A € R’'. D’apres I11.4., A est
somme de relations homogenes : A = Zszl A, ou A, est une relation homogene.
Comme R’ est un sous-module, il suffit de vérifier que chaque A, € R’. Fixons
donc k € [1, K] et étudions A, = (Aig,..., Ank). Puisque A, est une relation
homogene les A;j sont tous homogenes et il existe Dy € N tel que pour tout i €
[1, N], A F; soit homogene de degré Dy. On a alors degA;, = Dy — d;. D’autre
part en utilisant 2.a. il existe (87, . .., d%,) tel que pour tout (i, 5) € [1, N]x[1, M],
degB;; = 5} —d;. Alors degA;,—degB;; = (D —d;) — (6; —d;) = Dy, —5}. Posons
n =max{deg(A;x) + 1,7 € [1, N]}. D’apres a. il existe 4}, € R’ et B € Rp tels
que A, = A + X"B. On pose A} = Z;V;ll P;B; et B = Z;w:l Q;B;. Alors
pour tout ¢ € [1,N] on a :

N-1 M
A=Y PiBy+Y X"Q;By.
j=1 j=1

Comme A;j, est homogene on a :

Aik = Tdega,, (Air)
N-1 M
= ) Taeaay (PiBij) + Y Taeaa, (X"Q;Byj).
j=1 Jj=1

Chaque terme de la seconde somme est nulle par choix de n donc en fait :

N-1
Ain = ) maegan (PiByj)

J
N

== WdegAik—degBij (P])B'U
—

ar les B;; sont homogenes.

-1

= T, —8 (F)Bij-

Tl
—

ZOQ

<.
I
—

Posons alors pour tout j € [1,N — 1], R; = TDy—6 (Pj). Le calcul précédent
prouve que pour tout ¢ € [1, N|, A = Zj\f:_ll R;B;;. Cela signifie exactement
que A, = Z;V:_ll R;B;, donc AL R

.y . N .
5.a. Considérons I'espace vectoriel @;_; Sn—q, (somme directe ”externe”
d’espaces vectoriels). Considérons également ’application ¢ suivante :

N
PDSwa — S
i=1

N
(Pi,...,Py) — ZPiFi.
=1
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Il est clair que ¢ est une application linéaire.

Puisque les F; sont des éléments de I, on a forcément imp C I. De plus si
P, e S,_q4;,, BF; € S, donc imp C Sy, ; Ceci force imp C I NS, = I,.
Réciproquement si F' € I,,, alors en particulier F' € I. Comme les F; en forment
un systéme générateur il existe (Pp,..., Py) € SV tel que F = Zfil PF;. F
appartient également & S,, donc F' = m, (F). Cela donne :

N

F = m()_ PF)
o
= Zﬂ—n(PiFi)
iﬁl
= Y mua,(P)F,
i=1

car les F; sont homogenes de degrés d;.
Posons alors pour tout ¢ € [1, N], Q; = mp—g,(Pi) : Q; € Sp—qg,. De plus F =
Zil\il Q;F;. Donc F = ¢(Q1,...,Qn) ce qui prouve que I,, C img. Finalement
imp = I,.

Appliquons le théoréme d’isomorphisme & ¢ : imp ~ (@fil Sn—d;)/ ker ¢
c’est-a-dire I,, ~ (EBivzl Sn—d,)/ ker p. Intéressons-nous donc maintenant au

sas . N—-1 N
noyau de . Pour cela considérons les espaces vectoriels B, Sn—c; et ©;—; S
(toujours des sommes directes ”externes”) et I’application % suivante :

N—-1
D -
Jj=1

N—1
(Pi,...,Px_1) ZPClj,...,ZPjCNj).

@2

i=1

Il est clair que % est une application linéaire.

Soit (P1,..., Py_1) € @, Sne,. Si (i,j) € [LLN] x [L,N — 1], P;Cj; est
homogene avec degP;C;; = degPj+degCi; = (n—¢;) + (¢; —d;) = n—d;. Donc
en fait im1y) C @f\il Sp—d;-

De plus :
N N-1
o(W(Pr,...,Py_1)) = Z P;Ci;)

i=1 ]:1
N-1

= P; ZOUF
j=1
N-1

= P;0 (car [OFRS Rr)
j=1

= 0.

Donc imy) C ker .
Réciproquement soit (Q1,...,Qn) € kerp: (Q1,. .., Qn) définit donc un élément
de RF que l'on peut noter Q. Puisque les C; forment un systeme de générateurs

de Rr on peut trouver des polynomes Ry, ..., Ry_1 tels que Q = ZN ! R;C;.
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En particulier pour tout ¢ € [1, N], Q; = Z;\Sl R;C;;. Puisque (Q1,...,Qn) €
ker o, on voit que pour tout i € [1, N], Q; est homogene de degré n — d; ce qui
s’écrit Q; = Tp—q,(Q;). On en déduit que :

N—-1
Qi = 7u-a() RCy)
j=1
N-—1
= Y mna,(R;Cij)
=1

N—1
= Zﬁn—di—(aj—di)(Rj)Cij
i=1

car les C;; sont homogenes de degrés €; — d;.
Mais n — d; — (¢; — d;) = n — €; est indépendant de i donc on peut poser pour
tout j € [I,N — 1] : Pj = m_q,—(c,~a,)(1};)- On note d’abord que P; € S, ;.
Ensuite le calcul précédent donne pour tout i € [1, N|, Q; = Z;V:ll P;C;;. Cela
prouve que (Q1,...,Qn) = ¥(P1,...,Py_1) donc que (Q1,...,Qn) € imy :
ker ¢ C ime) d’ou finalement ker ¢ = im.

Appliquons le théoréme d’isomorphisme & ¢ : im1) ~ (@j\;l Sn—e,)/ kery
donc en fait ker o ~ (@Y ! Sn—c,;)/ ker.

Jj=1
Il suffit donc maintenant d’établir que ker ¢ = {0} pour répondre & la ques-
tion posée. Soit alors (Py,...,Py) € kerty. On obtient immédiatement que

Z;v:_ll P;C; = 0 dans KN. Mais comme C,...,Cy_; engendrent Rp, ils
forment un systéme générateur (dans le K-espace vectoriel K) du noyau de la
forme linéaire considérée au 1.. Ce noyau était de dimension N — 1, donc cette
famille en est en fait une base. En particulier c¢’est une famille libre sur K, ce
qui force la nullité de tous les P; : effectivement ker = {0}.

5.b. On sait que dimE/F = dimE—dimF donc d’aprés a. :

N N—
dimI,, = dim(@ Sn_a,) — dim(@ Sn—c,)

d’apres I1.2.a..
Or hg/r(n) = dimS, /I, = dimS,—dim/I,, = ("Tl) —dimI,,. Donc on a :

hs)1(n) = (”Jlfl>_i<n—?+1>+g<n—?+1>.

i=1 j=1

5.c. Posons ng = max{max{d;, —1,i € [1, N]},max{e; — 1,5 € [1, N — 1]} }.
Alors pour tout n > ng, on a :
pour tout i € [1, N], ("7?“) =n—d; +1;
pour tout j € [1, N —1], (”_61""’1) =n—¢g;+1.
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Donc sin > ng :

N N-1
hg/r(n) = (n+1) Zn—di—&— +Z n—e;j+1)
=1 j=1
N ! N-1
= n+l1-Nn+>» di-N+(N-1n—->» &+ (N-1)
i=1 j=1

N N-1
= E dz - E €j.
i=1 j=1

C’est une constante (i.e. c’est indépendant de n). Il est donc clair que hg/; € Poo
car il suffit de prendre pour g cette constante, dans la définition de P, donnée
au I..

V. Idéaux monomiaux.

1.a. Précisons tout de suite que l’ensemble des monomes de S forme une
base de S. Ce fait revét une importance capitale dans cette partie.

Si m est divisible par I'un des monémes my,...,mg, il est clair que m € I car
I est un idéal.
Réciproquement supposons que m € I : il existe (P1,...,Ps) € S tel que m =

S . . 7 . 7’ .o .
> i—1 Pim;. Fixons i € [1,s] et écrivons Py = 3, 1 Apir, la décomposition de
P; en somme de ses termes (i.e. on décompose P; suivant la base des monomes).
Puisque m; est un mondéme, il est immédiat que >, . At (pir,mi) est la dé-
composition de P;m; en somme de ses termes. On a :

m — Z Z At, (pit,;mi) =0

i=1t;€T;

Mais pour tout ¢ € [1, s], pour tout t; € T;, pi,m; est un monoéme, donc cette
relation est en fait une combinaison linéaire nulle de monoémes. Supposons que
pour tout ¢ € [1,s], pour tout t; € T;, pir,m; # m. Alors cette combinaison
linéaire est non triviale (le coefficient affecté & m vaut 1) : c’est absurde car
puisque la famille des monomes est une base de .S, elle est en particulier libre.
Donc il existe ig € [1, 5] et t;, € Ty, tels que iy, mi, = m. En particulier m est
divisible par le monéme m;,,.

1.b. Si chacun des termes de P appartient & I, alors il est clair que P € I
car I est un idéal.
Réciproquement supposons que P € I : il existe (Pi,...,Ps) € S® tel que
P = 377, Pim;. Ecrivons encore que P; = Y7, . Ay, pir, comme au a.. Alors
P =37 > er At (pir;mi) est une écriture de P comme combinaison linéaire
de termes (mais pas forcément les “siens”) car les m; sont des mondémes. Si
dans cette somme on regroupe les termes qui ont méme monoéme associé, alors
on obtient la décomposition de P comme somme de ses termes. On voit donc que
chacun des termes de P est une combinaison S-linéaire des monomes my, ..., ms,
et est donc un élément de I.
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1.c. D’abord puisque I est un idéal, il est clair que J est également un idéal.
En effet si (P,Q) € J? alors (P + Q)m = Pm+ Qm € I car (Pm,Qm) € I? et
si (P,Q) € S x J alors (PQ)m = P(@Qm) € I car Qm € 1.
Ensuite posons M; = {p tel que p est un mondéme avec pm € I}, et soit
J’ l'idéal engendré par les éléments de Mj. C’est un idéal monomial car il
admet le systeme de générateurs M, qui est formé de mondmes. (Le lecteur
s'inquiete peut-étre du fait que ce systéme soit infini ; mais la définition donnée
ici d’un idéal mondémial ne suppose pas qu’il doive s’agir d’un systeme fini, et de
toute manieére il peut toujours en étre ainsi car S est noethérien.) Par définition
M C Jdonec J' CJ.
Réciproquement soit P € J et écrivons sa décomposition comme somme de ses
termes : P = ), . Ayp;. Alors puisque m est un monéme, P =, .. Ai(pim)
est la décomposition de Pm comme somme de ses termes. Comme P € J,
Pm € I et donc d’apreés b., A;(pym) € I pour tout ¢ € T. Cela signifie que
pour tout t € T, pym € I, et donc que p; € M;. Ceci prouve que P € J', donc
JcJ.
Finalement J = J’ donc J est mondémial.

2. D’abord il est clair que I NI’ est un idéal.
Posons ensuite pour tout (i,7) € [1,s] x [1,#], m;; =ppem(m;,m}) et soit J
I'idéal engendré par tous les monémes m;;. C’est bien str un idéal mondomial.
Soit m un monoéme de J. Il est divisible par un m;,;, d’apres 1l.a.. Donc il est
divisible par m;, et par m}o puisque my,j, en est un multiple commun; on en
déduit qu’il appartient & I et & I' : m € I NI'. Mais puisque J est monomial,
il est engendré par les monoémes qu’il contient. On vient donc de montrer que
INI' contient un systéme générateur de J, ce qui assure 'inclusion J C I NI’
Réciproquement soit P € INI" et P =}, ., \ip; sa décomposition en somme
de ses termes. En particulier P € I qui est monomial, donc d’apres 1.b. pour
tout t € T, p, € I. Fixons tg € T : p, € I. Alors d’apres 1.a. il existe ig € [1, 5]
tel que m;, divise p;,. De méme puisque P € I’ py, € I’ et il existe jo € [1,¢]
tel que m/ divise py,. Donc py, est un multiple commun & m;, et m/; . Or m;;,
est leur ppcm donc py, est également un multiple de m;;, : pt, € J. Comme %
est quelconque, ceci prouve que P € J, donc INT' C J.
Finalement I NI’ = J, donc I NI’ est bien mondémial.

3.8Sin <0,ilest clair que I, = {0} donc hg/r(n) = 0sin < 0et hg/;(0) = 1.
Si n > 0, étudions lespace vectoriel I, : la famille des X7 ... X% ol les
(a1,...,a,) sont les éléments de N” qui vérifient > ., a; = n et il existe iy €
[1, s] tel que a;, > 0, en est une base. Pourquoi ?
D’abord cette famille est évidemment incluse dans I,,.
Ensuite c’est une famille de monoémes distincts donc elle est libre.
Enfin considérons P € I, et écrivons P = ), A\sp; sa décomposition en
somme de ses termes. I est monomial par définition donc d’apres 1.b. on a
pour tout t € T, \ypy € I, donc p, € I. Comme pour tout ¢t € T, p; est un
monodme on a d’apres 1.a. : pour tout ¢ € T, il existe i(t) € [1, s] tel que X;¢)|p;.
Donc p; s’éerit X7 ... X ol (a1,...,0p) € N” et il existe ig € [1, s] tel que
@, > 0 (prendre ig = i(t)). De plus A\¢p; est un terme de P qui est un polynéme
homogene de degré n, donc le degré du mondme p; est n : Y ;_, a; = n. Donc
notre famille est aussi génératrice de I,.
Comme par ailleurs la famille {X7" ... X%} ou (a1, ...,a,) est un élément de
N" qui vérifie Y ;_, a; = n, est une base de S,,, alors en prenant le complémentai-
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re de notre base de I,, dans cette famille on obtient une base d’un supplémentaire
de I,, dans S, : la famille { X" ... X2} ou (ay,...,q,) € N" vérifie Y, o =
n et pour tout ¢ € [1,s], a; = 0 est une base d’un supplémentaire de I,, dans
Sp. Ce supplémentaire étant isomorphe & S, /I, la dimension de S, /1, est le
cardinal de cette derniere base. Mettant & part le cas s = r qui est évident

(hs/1(n) = 0), on constate donc quen posant S’ = k[X.71',...,X2"] on a
hg/r(n) = hs/(n). Or d’apres I1.2.a., hg/(n) = (”jﬁ:f;l) Donc hg/r(n) =

(”:fi;f;l . En utilisant les formules établies au 1.3.a., ceci prouve que sin > 1,

hs/r(n) = fr—s—1(n +r — s — 1). Toujours d’apres L.3.a., f,_s_1 € P donc
hS/I € Poo-

4.a. Considérons P € S,_4. Comme m est un mondme, donc homogene, de
degré d, Pm € S,,. Cela a donc un sens de considérer I’application ¢ suivante :

Sp—a — L/In
P — Pm.

Il est clair qu’il s’agit d’'une application linéaire.

Si P € Jy_q (donc P € J) on a immédiatement Pm € I par définition de J,
donc p(P) =0 : J,_q C ker .

Réciproquement si P € ker¢ alors Pm = 0 donc Pm € I : cela prouve que
P e J, donc ker ¢ C J,,_4 et en définitive ker p = J,,_q4.

Si P €S,_q, alors Pme<m>nNS, CI,donc p(P) €1, /I, :imp C I} /I,.
Réciproquement soit Q € I, /I, (Q € I/,). Puisque Q € I’ il existe (Q”, P') €
IxStelque Q=Q"+Pm.Ona@=m,(Q) =7m,(Q") + mn_a(P')m puisque
Q et m sont homogenes de degrés n et d. Posons Q' = m,(Q") et P = m,_q(P’).
Comme [ est un idéal homogene, Q" € I,,, et il est de plus évident que P € S,,_g.
La premiere remarque prouve que Q' = 0 et la seconde que cela a un sens de
considérer ¢(P); ¢(P) = Pm=Pm+ Q = Pm+Q = Q. Dou I,/I,, C imyp
et en définitive imp = I/, /1,,.

Appliquons a présent le théoréeme du rang a ¢ :

dimS,,—4 = dimkery+rgp
= dimJ,_q +diml} /I,.
On a donc :
dimS,,_4 —dimJ,_4 = dimlI} —dimI,

= (dimI}, — dimS,,) + (dimS,, — dimI,).
Ceci peut se réécrire de la maniere suivante :
dim(S,_gq/Jn_q) = —dim(S, /1) + dim(S,, /I,,).
C’est-a-dire :
hsyj(n—d) = —hg,p(n) + hs/r(n).

4.b. Appelons Zn I’ensemble des idéaux monémiaux L qui peuvent s’écrire
L=<mj,...,m}>avec Y.._, degm/ < N. En particulier I € IZL
va démontrer par récurrence sur N € N, que pour tout N € N et pour tout
L €I, hs/, € P ce qui prouvera le résultat.
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Si N=0:siL € Zy, alors forcément L =< 1> donc L = S et hg/;, =0 € P.
Si N > 0 et si pour tout L € Zn, hg/r € P : considérons L € Iyy1; L =<
m},...,m, > avec Y.r_, degm/ < N + 1. Deux cas peuvent se présenter :

dans le premier on a degm} < 1 pour tout 4 € [1,¢]. Il suffit alors d’invoquer le
3. pour conclure que hg;y, € Poo.

Dans le second il existe ig € [1,¢] tel que degm;O > 1. Quitte a réordonner les
m}, on peut supposer que ig = 1 : degm} > 1. En particulier il existe j € [1,7]
tel que X;|m). Posons Jr, = (L : X;) et I}, = L+ < X; >. On est donc dans la
situation du a. avec : I remplacé par L, m par X; (icid = 1), J par Jy, et I’ par
I . Donc en appliquant ici le résultat de cette question on obtient la relation :

(*) hs/L(’I’L):hS/JL(TL—l)+hs/]£(n).
Puisque X;|m/} il est clair que I} =< X,;,m4,...,m; >. De plus on a en fait :
degX; =1 < degm/, donc :

t t
degX; + Zdegmé < Zdegmg < N+1,
i—2 i1

soit :

t

degX; + Zdegmg < N.

i=2

I1 suffit donc d’appliquer '’hypothese de récurrence pour prouver que hg, €
Poo- /
Pour tout ¢ € [1,¢] on pose m} = % si Xj|m} et m! = m/ sinon. On considere
ensuite J' =< mf,...,m; >. Il est clair que J' C (L : X;) = Jr. Réciproque-
ment considérons P € Jy, et ZteT Atpe sa décomposition comme somme de ses
termes. D’apres 1.c., Ji, est monémial donc pour tout ¢t € T', p, € Jr : Xjp; € L.
Fixons tg € T. D’apres 1.a. il existe i; € [1,] tel que m; |X;py,. Si X;|m;, alors
cela signifie exactement que X;m; |X;ps, donc mj |ps,. Sinon X et mj sont
premiers entre eux donc mj [ps, (théoreme de Gauss) c’est-a-dire exactement
(dans ce cas) mj [ps,. Quelle que soit la situation on a donc montré que py, € J'.
Puisque tq était quelconque cela assure que P € J’ ce qui prouve que Jy, C J’
et finalement J;, = J'.
Mais pour tout ¢ € [1,t], degm! < degm/ et méme degm/ < degm/, car X,;|m].
Donc Zle degm} < 22:1 degm] < N + 1. 1l suffit d’appliquer & nouveau
I’hypothese de récurrence pour obtenir que hg,j» € P c’est-a-dire hg/j, € P
Il est clair que n — hg, 7, (n — 1) est alors aussi dans Pe.
De la définition de P,, donnée au I. et de 1.2.a. on tire facilement que P, est
un sous-anneau de F(Z,Z) donc () prouve que hg/;, € P, ce qui acheve la
récurrence.

5.a. On va d’abord montrer le lemme suivant : si I et J sont deux idéaux
homogenes alors :

hs/r+hsyy = hsyann + hsyav-
En voici la preuve : si n € Z on considére I'application linéaire ¢ ainsi définie

(P,Q) — P+Q.
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Il est clair que img C (I+J),, et réciproquement si R € (I+J),, alors R = m,(R)
car R € S, et R = P+Qavec (P,Q) € IxJcar Re€ I+J.Ona R = m,(P+Q) =
Tn (P) 4+ 7, (Q). Comme I et J sont homogenes, 7, (P) € I, et m,(Q) € J,,. Ceci
prouve que R € imy : (I + J), C imp. Finalement imp = (I + J),, donc
dim(im(y)) = dim(I + J),. Soit également I’application 1) :

INJ)y — LD
P — (P,—P).

Il est évident que v est linéaire, que kert = {0} et que imy) C ker ¢. Prenons
donc (P, Q) dans ker ¢ ; P+@Q = 0 donc il existe R € S tel que (P, Q) = (R, —R).
Puisque P et @ sont homogenes de degré n, R € S,,. Puisque (P,Q) € I x J,
R e InJ.Donc R € (INJ),. Enfin puisque (P,Q) = (R,—R), (P,Q) =
¥(R), ce qui prouve ker ¢ C imy et donc imey) = ker . Finalement 1 réalise un
isomorphisme de (I N J), sur ker ¢ donc dimker ¢ = dim(I N J),.

Comme dim(I,, @ J,,) = dimI,,+ dimJ,,, Papplication du théoréme du rang & ¢
donne :

dimI,, + dimJ,, = dim(I N J),, + dim( + J),.

On en déduit immédiatement que (dimS,, — dimI,) + (dimS,, — dimJ,,) vaut :

(dimS,, — dim(I N J),) + (dimS,, — dim(I + J),,).

Cela est exactement 1’égalité que nous avons annoncée, spécialisée en n. Le
lemme est donc démontré.
Posons a présent :

Iy = <Xi,...,X, >,
L = <Xyp,...,Xs> et
I, = <XS+1,...,XT>.

D’une part il est clair que I1 + I = Iy et d’autre part si (i,5) € [1,s] x [s+1,7],
on a ppem(X;, X;) = X;X,; donc en reprenant la démonstration effectuée au 2.
on constate que I = I N Is.

Notre lemme appliqué a I et Is nous permet donc d’écrire que :

hs/r, + hsyr, = hs/r + hsy1,s
soit :
hs/r =hs/1, +hs/r, —hs/1,-

On utilise le résultat de 3. pour estimer les trois termes de cette expression de
hs/r;sin€N* ona:

hs/r, (n) (M,

n+r—(r—s)—1
hS/Iz(n) = ( j‘_—(r(—s)—)l ) et
hs/jo(n) = 0

On obtient donc, avec les notations du I.3.a. :

hs/r(n) = fr—s—1i(n+r—s—1)+ fo_1(n+s—1).
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5.b. Introduisons r = Z?zl(kj + 1) et pour tout j € [1,p], posons :

j—1 J
=[O (k+1)+ 1,0 (ki + 1))
=1 1=1
On considere alors 'anneau de polynoémes S’ = k[Xy,...,X,] et pour tout

J € [1,p], I'idéal monémial I; engendré par les monémes X; pour i ¢ Z;. On
définit enfin pour tout j € [1,p], I'idéal I = nj_,I;. Alors on a pour tout
j € [1,p] et pour tout n >1:

J
Z hs/]l(’n) = hs/[; (’I’L)
=1

Montrons le par récurrence sur j :
Sij=1iln’y arien a démontrer.
Soit j € [1,p — 1] et supposons que pour tout n > 1 :

J
> hsy(n) = hsyr(n).
1=1
Appliquons le lemme démontré au a. aux idéaux I} et ;1. On obtient :

hsyr 4 hsyr, o = hsyaynn ) + hsy1,.0)-

En utilisant I’hypothese de récurrence et en remarquant que par définition on a
IiNIjyq = I}, il vient pour tout n > 1 :

Jj+1
Y hsyn(n) =y, (0) + sy 41,40 (0)-

Pour obtenir la propriété au rang j + 1 il suffit d’avoir hs/(1;+1j+1)(n) =0
c’est-a-dire (IJ’ + Ijt1)n = Sp pour tout n > 1. Clest le cas car clairement
<{Xi,i € Iy} >C I} done < {X;,i € [1,7]} >C I} + I;11. La récurrence est
achevée.

Posons maintenant en particulier I’ = I;). Ce qui précede prouve que pour tout
n>1:

hs/r(n Z hs/1;(n
Mais en utilisant 3. on peut calculer hg/r;(n);sin >1:

hsyr,(n) = fr_(r—card(z;)—1(n + 17— (r —card(Z;)) — 1)
fcard(l'j)fl(n + Card(Ij) - 1)

Comme card(Z;) = k; +1 ce nombre est fi, (n+k;). L'identité souhaitée ici sera
donc vérifiée : il ne reste plus qu’a montrer que I’ est monomial. Pour cela on
constate d’abord que par définition I; est monémial pour tout j € [1,p]. On en
déduit par une récurrence finie évidente basée sur le résultat de la question 2.
que ﬂﬁ-’:lf ; est encore mondmial. Mais cet idéal n’est autre que I’ par définition,
donc on a le résultat.
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Le sens du mot ”construire” n’est pas forcément tout a fait clair et peut-étre
attendait-on un systéme explicite de générateurs monémiaux pour I’. Le lecteur
se convaincra facilement qu'un tel systéme est (par exemple) I'ensemble des
X, X vérifiant cette propriété : si j est tel que ¢ € Z;, alors ¢ ¢ T;.

6.a. Remarque : on suppose dans toute cette question que ’ordre lexico-
graphique est en effet un ordre, ce que semble admettre implicitement ’énoncé
par le choix de cette terminologie.

Puisque m = m on a m > m, et donc > est une relation réflexive.

Soient m et m’ tels que m > m' et m’ > m. De m > m/ on tire degm >
degm/, et de m’ > m on tire degm’ > degm, donc degm = degm’. On obtient
alors (aq,...,a.) > (af,...,al) et (of,...,al) > (aq,...,q,) pour Pordre
lexicographique. L’antisymétrie de cet ordre prouve alors que (ai,...,q.) =
(af,...,al) Aot m = m/ ce qui prouve que > est une relation antisymétrique.
Soient m,m’, et m” tels que m > m’ et m’ > m/". Si degm > degm’ alors on
a bien m > m/. Sinon degm < degm’. Mais on sait que degm > degm’ (car
m > m’) et de méme degm’ > degm”. Donc dans ce cas degm = degm’ =
degm”’. 1l suffit alors d’invoquer la transitivité de ’ordre lexicographique pour
obtenir celle de >.

Tout ceci prouve que > est une relation d’ordre.

Pour montrer que cet un ordre total, on prend deux monomes m et m’ et il
s’agit de montrer qu’ils sont comparables :

Si m = m' alors m > m/ (par exemple). Donc on peut supposer m # m/’.

Si degm # degm/, alors degm > degm’ ou degm’ > degm. Dans le premier cas
m > m/, et dans le second m’ > m. On peut donc supposer que degm = degm’'.
Puisque m # m’, {i € [1,7],a; # &} est non vide. On peut donc en considérer
le plus petit élément ip. On a alors a;, > aj, ou a; > a;,. Dans le premier cas
m > m/, et dans le second m’ > m. (On vient juste de réexpliquer pourquoi
Pordre lexicographique est total.)

6.b. Supposons que mm” = m’m”. Alors (m—m’)m” = 0. Comme m” # 0,
m = m'. Absurde car m > m’. Donc mm” # m/m/. Supposons que m'm” = m/.
Alors m/(m” — 1) = 0. Comme m' # 0 et m” # 1, ceci aussi est absurde, et
m'm” # m/. 1l suffit donc de montrer que mm” > m'm” > m’ :

(i) Comme m” # 1, degm” > 1 d’ott deg(m'm’") = degm/+ degm” > degm’.
Cela prouve que m'm” > m/.

(ii)) On a m > m’, donc deux cas peuvent se présenter : soit on a degm >
degm/, soit on a degm = degm/ et si i9p =min {i € [1,7],q; # o)} (qui
existe car m # m’), o, > o . Dans le premier cas deg(mm') = degm+
degm” > degm/+ degm” = deg(m’m’’), donc mm” > m/m”. Dans le se-

;. ar+al! ar+ta ol 4ot ol +a
cond on écrit mm” = X' L X T T et m/m” = X7 L X

On a deg(mm”) = deg(m'm”) et :
io = min{i € [1,7],; + o # o} + o},
avec o, +aj > o +aj . Donc mm” > m'm”.

6.c. Soit M un ensemble non vide de monoémes. Considérons ’ensemble
suivant :

Dy = {degm, m € M}.



9.2. CORRECTION 193

Dy est un ensemble non vide d’entiers naturels donc on peut en considérer
le plus petit élément dp; : pour tout m € M, degm > dpr et M' = {m €
M, degm = djs} est non vide. On définit ensuite récursivement My, ..., M, de
la maniere suivante : My = M’ et :

Mi+1 = {m € MZ', Qi1 = min{agﬂ, m' € Mz}}

11 est facile de vérifier (récursivement) que l'on a ainsi construit une suite
décroissante d’ensembles non vides. Soit m,. € M,.. On note :

m, = X x e,

Alors m,. est un (donc le) plus petit élément de M. En effet si m € M, il suffit
de montrer que m > m,.. Deux cas peuvent se présenter : soit m ¢ M’', et donc
degm > dy; = degm,., ot m > m,., soit m € M’. Si dans ce cas m = m,., il n’y
a rien a montrer, donc on peut supposer que m #* m,. Alors il existe g =min
{i € [1,7],a; # ()i }. Puisque degm = dp; = degm,., il suffit de vérifier que
@i, > (ay)i,. Pour cela on montre (récursivement) que m € M;,_1. (m € M’ =
My, puis si m € M; avec i € [1,i9 — 2] alors i + 1 < ig — 1 donc a;11 = () it1-
Comme m, € M;,1, cela prouve que m € M, également.) Maintenant comme
my € M;,, m € M;,_4 force o, > ()i, Puisque oy, # (ay)ig, @i > (0 )iy -

6.d. Fixons un monéme m. Alors m > m’ entraine degm > degm’ donc
{m/;, m > m'} C {m/, degm’ < degm}. Mais il est clair qu’il n’y a qu'un
nombre fini de monémes qui ont un degré n donné (ce nombre vaut dimsS,,),
donc seul un nombre fini de monémes ont un degré inférieur a celui de m, ce
qui assure le résultat demandé.

8.a. Soit m € J un monoéme. Puisque m € J, il existe (Py,...,Ps) € S*
et (Q1,...,Qs) € I° tels que m = >_7_, P;in@;. Quitte & multiplier les P; par
des constantes on peut supposer que les in(@; sont des mondémes. Posons donc

m; = in@;. Alors m €< myq,...,ms >. D’aprés l.a., il existe ig tel que m;,|m.
/I _ m f 14 ’_ 1 ) : ) /
Posons mj = my Ct considérons Q) = m] Q;,. Puisque Q;, € I, Q; € I.

Montrons que son terme initial est m (ce qui prouvera le résultat demandé) :
. , A vz . ) Qo
soit m’ un mondme de Q;, différent de m;, : alors m;, > m'. Si mj # 1, on
tire de 6.b. que m; m;, > m; m’. Comme I"ensemble des monomes associés aux
termes de @ est {m! m’,m' mondme associé & un terme de Q,, }, on en déduit
0 0

que m; m;, est le terme initial de Q] . Il est clair que ce résultat est encore vrai
si m; = 1. Enfin mj m;, = m, donc on a le résultat.

8.b. Remarque : en notant in(P—inP) < inP, Pauteur du probléme confond
abusivement termes et monomes associés. Il a raison de le faire, et a partir de
maintenant nous ferons de méme le cas échéant! Ceci dit cette question est
facile : en effet (P—inP) est non nul; si m est un terme quelconque de (P—inP)
c’est aussi un terme de P, donc on a inP > m. De plus inP n’est pas un terme de
(P—inP) donc inP # m. Ceci prouve que inP > m. Il suffit alors de considérer
m = in(P—inP), qui est en particulier un terme de (P—inP).

8.c. Supposons que M’ ne soit pas un systéme libre du k-espace vectoriel
S/I. On peut donc trouver une combinaison linéaire nulle mais non triviale
entre éléments de M’ : il existe (A1,...,As) € (k*)%, (mf,...,m}) € M’® (tous
distincts) tels que Y7 | A;m} = Ogy;. Soit (mi,...,ms) € M? tel que pour
tout i € [1,s], m} = m; ou P désigne la classe de P € S, dans S/I. On a alors
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S ml = >0 N = Y0 Aymy done Yo7 Aym; = 0g/;. Ceci prouve
que P = Zle Aim; € 1. 1l est facile de montrer récursivement, en utilisant
6.c., que 'on peut réindexer les m; de maniere a avoir mg > ms_1 > ...myq (on
commence par choisir le plus petit d’entre eux, qui deviendra m,, puis a chaque
étape on choisit le plus petit de ceux qui restent). De plus puisque les m/ sont
distincts, les m; le sont également. Donc en fait mgs > ms_1 > ... > my. Ceci
prouve que Agmgs =inP. Or puisque les m; (qui sont libres dans .S) sont distincts
et les A; non nuls, P # 0. Donc Agms € J, d’ou mg € J. Mais ms; € M donc
ms ¢ J. C’est absurde donc M’ est un systeme libre de S/I.

8.d. Montrons par I’absurde le résultat suivant : pour tout monéme m € S,
il existe (my,...,ms) € M®, (A1,...,As) € (k)® et P € I tels que :

m:zs:)\imi—i—P.

i=1

Si c’est faux on consideére le plus petit élément mg, de ceux qui ne vérifient
pas cette propriété (ce que 'on peut faire grace au 6.c.). On ne peut pas avoir
mg € M sinon il suffirait d’écrire my = mg pour obtenir une décomposition de
myg de la forme voulue. Donc mqg € J. D’apres a., il existe Q € I tel que mg =
in@. On peut encore écrire que my = —(Q— inQ)+ Q. Si Q = inQ alors mg = Q
ce qui est absurde car c’est une décomposition de la forme voulue. Donc Q) #
in@ et d’apres b., in(Q— in@Q) < in@. Donc in(Q— in@Q) < mg. Par définition de
myg cela prouve que tout mondme associé & un terme de in(Q— inQ) admet une
décomposition de la forme voulue. Il suffit alors de reporter ces décompositions
dans I'expression —(Q— in@) + @ pour en obtenir une de mq ce qui est absurde.
Donc pour tout monéme m de S, on peut écrire m = >_°_; X\;m;+P ol pour tout
i€[l,s),m; € Met P el Onendéduit quem=>;  \m;+P =3  \my;

car P = 0. Ceci prouve que le systéeme M’ engendre la famille suivante :
{m, m monoéme de S}.

Or la famille {m, m monéme de S} est une base de S donc {7, m mondme
de S} est une famille génératrice de S/I. Donc le systeme M’ est & son tour
générateur de S/I. En joignant ce résultat & celui du c., on obtient que M’ est
une base de S/I.

8.e. Fixons n € Z et introduisons les notations suivantes :

M, = {m € M tel que degm = n}, P désigne la projection de P € S, sur I,
et M ={m", m € M,}. Montrons que M/, est une base de S,,/I,,.

C’est une famille libre : si 7", ..., ;" sont des éléments distincts de M/, et
si (Ary-..,As) € (k)® vérifie Y7 \im™ = O¢g, /1) alors >0 \im; € I, C 1
donc Y i_, A\, = 0s/r- Mais les 7m; sont distincts dans M’ : sinon il existe
i # j avec m; = m;, donc m; —m; € I. Puisque m; # m; (car m;" # m;")
in(m; —m;) est m; ou —m;, et appartient & J. Donc m; € J ou m; € J. Ceci
est absurde car ce sont des éléments de M. On est donc en position d’appliquer
le résultat de c. pour obtenir la nullité de tous les A;.

C’est une famille génératrice ; pour le montrer nous partons d’un élément quel-
conque de S, /I,. Il peut s’écrire P" avec P € S,,. Nous considerons P € S/1.
On sait que P = Y7, \;im; olt les m; € M, car d’aprés d. M est génératrice
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de S/I. Cela signifie que P = >;_, \im; + Q avec Q € I. Donc :

T (P) = Z)\ﬂrn(mi) + T (Q).

=1

Comme P € S,, on a en fait P = 7, \im,(m;) + m,(Q). De plus I est un
idéal homogeéne donc d’aprés II1.1.a., 7,(Q) € I,,. Notre égalité passe donc au
quotient de la maniere suivante :

Fn = i )\ﬂd’n(ml)n
i=1

Or pour tout ¢ dans [1, s], m,(m;) = 0 ou m;. Donc les ﬂn(mi)n sont soit nuls,
soit des éléments de M!, ce qui prouve la propriété annoncée.

On déduit de tout ceci que dim(S,,/I,,) = card M;,, donc hg,;(n) = card(M;,).
Considérons maintenant (m,m’) € (M,)? tel que " = m/". Alors m —m’ €
I, C I.Sim # m' on a déja expliqué qu'on obtient une absurdité, donc m = m/.
Ceci prouve que card(M,,) = card(M,), dont on tire qu'en fait hg/;(n) =
card(M,,).

M, est 'ensemble des monémes de degré n qui n’appartiennent pas a J. Nous
appelons alors M/ I’ensemble des monomes de degré n qui appartiennent a J. Il
est clair que M,, UM est une base de Sy, et qu’il s’agit d’une union disjointe.
Donc card(M,,)+ card(M) = dimS,,, c’est-a-dire qu’en fait on dispose de 1’é-
galité : card(M,,) = dimS,,— card(M)).

Montrons que M!' est une base de .J,,.

D’abord c’est une famille libre car elle est composée de monomes.

Ensuite c’est une famille génératrice : soit P € J, et ZteT Aepe sa décom-
position en somme de ses termes. Pour tout ¢t € T, degp; = n car P € S,,. De
plus P € J donc pour tout t € T, p, € J d’apres 1.b. car J est mondmial.
(Remarque : en toute rigueur pour appliquer les résultats de 1. ou 4., il faudrait
que J soit engendré par un nombre fini de monémes, mais on sait qu’en fait
c’est le cas car S est noethérien.) Donc pour tout t € T, p; € J,,, d’ott py € M.
En particulier on en déduit que card(M?)) = dim.J,.

Donc en fait card(M,,) = dimS,— dimJ,, = dim(S,,/J) = hg/s(n).
Finalement on a obtenu que hg/;(n) = hg/;(n). Comme cette relation est
vraie pour tout n, hg/; = hg/;. On conclut en remarquant que puisque J est
monomial on a d’aprés 4.b. (cf remarque précédente), hg/; € Peo.

9.3 Commentaires

Ce probleme se fixe 'objectif de démontrer un célebre théoreme de Hilbert
apres avoir familiarisé le candidat avec les notions relatives a son énoncé et a sa
signification :

Si I est un idéal homogéne de K[X1, ..., X,] et si pour tout entier n, hr(n)
désigne la codimension de I, (i.e. les éléments homogénes de degré n de I) dans
(K[X1,..., X ])n (i.e. les éléments homogeénes de degré n dans K[X1,...,X,])
alors la fonction hy est polynomiale pour n grand.

Précisons que le polynome en question est appelé traditionnellement polynéme
de Hilbert de I’idéal I par les géometres algébristes.
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En conséquence, cette épreuve est a la fois longue et difficile. Si dans un
premier temps une certaine aisance dans les calculs et le raisonnement par
récurrence peut suffire face a des polyndémes en une variable et a valeurs entieres
(premiére partie), trés vite (surtout a partir de la troisiéme partie) une bonne fa-
miliarité avec les anneaux de polynomes a plusieurs variables devient nécessaire.
Le maniement des idéaux et des “relations” dans de tels anneaux est mis en jeu
a chaque question, parfois de fagon assez technique. On notera aussi une uti-
lisation intéressante et variée des outils d’algebre linéaire autour de la notion
de dimension (base, théoréeme du rang,...). En résumé, il s’agit d’un beau sujet
d’algebre (commutative) qui ravira les amateurs en testant leurs connaissances,
les poussant a plusieurs reprises a une véritable recherche et vraisemblablement
en les instruisant, spécialement dans les deux dernieres parties. Un petit re-
gret tout de méme en forme d’avertissement pour le lecteur : une erreur subtile
(déstabilisante le jour du concours) s’est glissée dans I’avant-derniére partie du
sujet.
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10.2 Correction

I.

1. Construisons la suite (i, )nen par récurrence.

On prend iy quelconque dans [.

Supposons avoir construit g, ..., %, : soit O le centre de C;_ . Comme (C;);cr
est une partition de &, il existe un unique j € I tel que O € Cj;. On a alors
C; C D;,. Eneffet C;NC;, =0 cest a dire C; C € — C;, et comme C; est
connexe, C; est inclus dans I'une des deux composantes connexes de £ — Cj,,.
Puisque O € Cj, on a C; C D;,, ce qui entraine D; C D;,. Soit O le point de
C; diamétralement opposé a O : ||O — O'|| = 2r; <r;, car O’ € D;,. On prend
alors t,4+1 = 7.

2. Tl s’agit d’une intersection décroissante de fermés non vides dont le
diametre tend vers 0 (on montre facilement par récurrence que pour tout n > 0,
r;, < 27"r;) dans un espace complet. D’apres le théoréme des fermés emboités,
on sait que NypenD;, est un singleton {P}.

Remarque : on utilisera dans la suite le résultat élémentaire suivant : soient
deux cercles distincts C et C’, de centres respectifs O et O’ et de rayons respectifs
R et R'. Tls sont d’intersection non vide si et seulement si

IR-R|<|0-0|<R+R.

Dans le cas ot C N C’ # (), cette intersection est réduite & un point si une des
deux inégalités précédentes est une égalité et cette intersection est réduite a
deux points si les deux inégalités sont strictes.

3. Soit j I'unique élément de I tel que P € C;. On peut considérer n € N tel
que 75, < rj. Soit O, le centre de C; et O;, le centre de C;,. On a ||O; —O;, || =
|O;—P+P—0;,| et comme |[P—0O;, || <1, <r;(onsesouvient que P € D; )
alors

rj =T, <1105 = Ou, || <7+ 74,

D’aprés la remarque, C; N C;, # 0, ce qui est absurde car j # iy,.
Finalement, on conclut qu’on ne peut pas recouvrir £ par une famille de
cercles disjoints.

II.

1.
p P
= q

Distinguons deux cas.
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Si p et ¢ sont diamétralement opposés, on considere les cordes de longueur non
nulles de D perpendiculaires & la droite (p,q). Tout point M de D — {p, ¢} est
dans une telle corde (il suffit de considérer la droite passant par M perpendicu-
laire & (p, q)). De plus, deux telles cordes distinctes sont strictement paralleles
donc disjointes d’ou le résultat.

Si p et ¢ ne sont pas diamétralement opposés, les tangentes en p et ¢ a C sont
sécantes en un point w. Considérons I'ensemble £ des cordes de D non réduites
a un point supportées par des droites passant par w. Cet ensemble est une
partition de D — {p, ¢} car :

- il ne contient ni p ni g car (wp) et (wq) sont tangentes au cercle C,

- sim € D —{p,q}, la droite (wm) coupe C en deux points distincts donc
la corde D N (wm) appartient & L,

- deux éléments distincts de £ sont disjoints car supportés par des droites
distinctes sécantes en w ¢ D.

2. Considérons IT un plan contenant le centre de S, p et ¢ (ce plan est unique
lorsque p et ¢ ne sont pas diamétralement opposés). On projette orthogonale-
ment S — {p,q} sur II : on obtient un disque D de centre O de diameétre le
diametre de S, privé des points p et g. Grace a 1., on trouve une partition de
D en segments de droite de longueur non nulle (contenus dans IT). Les images
réciproques de ces segments par la projection orthogonale tracent sur la sphere
des cercles et il est clair que la famille formée par ces cercles convient.

3. L’énoncé suggérait de choisir une famille indexée par Z, comme, par
exemple la famille de cercles de rayon 1 centrés en 1 + 4n ou n € Z. Nous
proposons une autre solution, nécessitant également un nombre dénombrable
de cercles.

0,00 A
I
Soit II un plan qui contient A et w un point de A tel que |lw — O| = L.

Considérons la famille (C,,),en suivante : C,, est le cercle de centre w, de rayon
rn = 1+ 2n, inclus dans II.

Soit > 0. Il existe un et un seul n € N tel que 2n < r < 2(n + 1). Distin-
guons deux cas.
Si2n <r <2(n+1):sii <nousii>n+1,ilest clair que |r—r;| > 1 = |Jw—0]|
donc S(O,r)NC; =0. Sii=mn, |r—r,| < 1donc S(O,r)NC,, est un doubleton.
Sir=2(n+1):sii<nousii>n+1,ilestclair que |r —r;| >1=|w—0]|
donc S(O,r)NC; = 0. Sinon |r —r,| =1 et |r — ryy1| = 1 donc S(O,r) N C,,
est réduit & un point appartenant a C,, et S(O,r) N C)41 est réduit & un point
appartenant a Cj 1.

Dans tous les cas, on en conclut que S(O, ) ﬂ ( U C’n) est un doubleton.
neN

4. Conservons les notations de la question 3. Pour tout r > 0,

S©O,n (U cn) = {pra}-

neN
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D’apres 2., on peut recouvrir S(O,r) — {p,q-} par une famille C, de cercles
disjoints. Les cercles de C, sont disjoints des C,, (m > 0) car p, et ¢, sont les
deux seuls points d’intersection de S(O,r) et de U,enCy,. De plus, pour r # 1/,
C, et C, sont disjointes car S(0,r)N S(O,r") = 0. Enfin, on note que O € Cy
et que &€ — {0} = U, S(O,r) donc £ est recouvert par la famille de cercles

r>0
disjoints
U u(l o).
r>0 neN
I11.
On notera €& = (e1,...,e,) la base canonique de R™; Matg(z1,...,z,) la
matrice dont les vecteurs colonnes sont les coordonnées des vecteurs x1,...,Z,

dans la base 8; Mat(f,3,5) la matrice représentative de I’applicaton linéaire
f dans les bases 3 et 3.

1. Pour 1 < i < n, notons Me; = e,. Comme M € GL,(R), & =

(el,...,el,) est une base de R™. Orthonormalisons cette base pour le produit
"

scalaire usuel sur R™ : on obtient une base orthonormée £” = (ef,...,ell) et
on a immédiatement par récurrence Vect(ef,...,e) = Vect(el,...,e}) pour
tout ¢ = 1,...,n. Il en résulte que T3 = Matgr(e],...,€l,) est triangulaire

supérieure. Comme & est orthonormée, les coefficients diagonaux de 77 sont
égaux a (e}, e/) > 0. On a alors

M =Mat(I,E,E) = Mat(I,E",E)Mat(I, &, E")
Mat(I, £, ) Ty.

Soit K = Mat(I,£",€) : K est la matrice de passage d’une base orthonormée
de R™ vers une autre base orthonormée donc K est orthogonale. D’autre part,
si les t;; désignent les coefficients diagonaux de Ty et D = diag(t11,---,tnn)
alors on peut écrire Ty = DT donc (la ligne i de T est i fois la ligne ¢ de Ty)
M = KDT ou T est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale.
Montrons "unicité d’une telle décomposition. Supposons disposer de K1, Ky €
0,(R), D1, Dy diagonales & éléments diagonaux strictement positifs (en parti-
culier inversibles) et T, T» triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale
telles que K1 DTy = KoD>T5 alors on a

K;'Ky = DT T7 DY

avec K, 'K orthogonale, et on remarque que DyToTy 'Dy! est triangulaire
supérieure a éléments diagonaux positifs. Comme la seule matrice orthogonale
et triangulaire supérieure a éléments diagonaux positifs est I'identité, K5 'Ky =
DQTQTlefl =1 ce qui prouve que K1 = K5 et D117 = D>T5. Les coefficients
diagonaux de D177 sont ceux de Dq, les coefficients diagonaux de DsT5 sont
ceux de Dy donc Dy = Dy. Comme D1 est inversible, on a T = T5.

2. Si M € GL,(Z) alors det M € Z et det M~ € Z car M et M~! sont &
coefficients entiers. Or det M det M~ = 1 donc det M est inversible dans Z et
nécessairement, det M € {—1,1}.
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Réciproquement, si M € M, (Z) et det M € {—1,1} alors les cofacteurs
de M sont entiers et comme det M est inversible dans Z, la matrice M~ =

f‘comM est & coefficients entiers et M € GL,(Z).

det M

3. 1l existe une structure de groupe sur H,, faisant de 7, un homomor-
phisme de groupes si et seulement si GL,,(Z) est distingué dans GL,,(R). C’est
clairement le cas si n = 1 mais ce n’est plus vrai pour n > 2 comme le montre
I’exemple suivant : pour n = 2, on a

(20) (2)(3 )= (2 ) vous

Pour n > 3, il suffit de considérer les matrices définies par bloc :

2 0 0 1
0 1 0 et 1 0 0

0 In—? 0 In—2

4. Appelons 1 cette application. Pour M € GL, (R), il est clair que M (Z")
est le réseau dont une base est (Mey, ..., Me,) car

M(ah e 7%) = M(Z aiei) = Z%‘M(ez‘)-
i=1 i=1

SiT est un réseau de base (f1,..., fn), il suffit de considérer la matrice M dont
les colonnes sont les f; pour obtenir (M) =T : ¢ est surjective.
On sait aussi qu’en définissant la relation R sur GL,,(R) de la fagon suivante :

MRM’ si et seulement si M(Z") = M'(Z"),

on peut factoriser 1) en une injection ¥ de GL,(R)/R qui a méme image que 1)
définie par ([M]r) = ¥(M).
11 suffit donc de montrer que GL,,(R)/R = GL,,(R)/GL,,(Z), c’est & dire

M(Z") = M'(Z") <= 3A € GL,(Z), M = M'A.

Mais M (Z™) = M'(Z™) si et seulement si M'~1 M (Z"™) = Z" car M’ est bijective.
11 suffit alors de prouver que si A € GL,(R), A(Z™) = Z" si et seulement si
A € GL,(Z).

Supposons que A(Z™) = Z" avec A € GL,,(R). Alors il est clair que A € M,,(Z) :
en effet, les vecteurs colonnes de A sont les images de vecteurs de Z" donc
sont dans Z". D’autre part, on a aussi Z" = A71(Z") donc A~! € M,(Z) et
A € GL,(Z).

Réciproquement si A € GL,,(Z), il est clair que A(Z") C Z™. De méme, A~! €
GL,,(Z) donc A=Y(Z™) C Z™ d’ou Z™ C A(Z™).

5. Pour tout M € GL,,(R), pour tout A € GL,(Z),
|det MA| = |det M||det A| = |det M|
car d’apres 2., det A € {—1,1}. On peut donc définir

f:H, — R
[M] +— |det M]|.
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Comme H,, est en bijection avec R, d’apres 4., on en déduit une application
v=fo @71 :
v:R, — R
L=M(Z") +— |detM]|.

Siuq,...,u, est une base du réseau I', on a u; = Me; donc
v(T) = |det p(ur, ..., un)|

C’est donc le volume du parallélotope défini par les vecteurs uq,...,u, (ce
volume ne dépend pas de la base choisie).

6. Soit B(c,r) une boule de R™ et M € GL,(R) telle que I' = M(Z™). On a

#{x €Tz € B(c,r)} #{x € M(Z™);x € B(e,r)}

= #yeZ'yye MY (B(c,r))}

L’application M ! est linéaire et continue (nous sommes en dimension finie)
donc M~Y(B(e,r)) est une partie bornée de R™ incluse dans un cube de la
forme [—a,a]™ avec a € N. Un tel cube contient au plus (2a + 1) éléments de
Z™ ce qui entraine le résultat.

7. Soit A = M(Z™) le réseau défini par la classe M (cf. 4.). Pour M € M,
Me est un élément de A donc p(M) est la norme d’'un élément de A pour
M € M. Soit My € M. D’apres la question 6., il n’y a qu’un nombre fini de
points de A de norme inférieure & p(Mpy). En particulier, (M) N B(0, ¢(My))
est fini dans R donc ¢ atteint son minimum sur M.

8. On a clairement

(M) = ||Me|| =||KDTe| = |DTe| car K est isométrique
— |[Dell = llds (M)el| = |d (M) = i (M) via Te =e.

9. Posons t = t1 2(M) et choisissons p € Z tel que —1/2 <p+t <1/2. On
a (p+1t)? < 1/4. Posons

(13) o
A= 1 ) € GL,(Z) (cf 2.).

1

On a alors Ae = pe+eq, T Ae = pe+te+eg et DT Ae = dy(M)(p+t)e+da(M)es
d’ou

©(MA)? = |[KDTAe||* = | DT Ae||* = di(M)?(p + ) + da(M)?

car la base canonique est orthonormale.
Comme M est minimale, p(M)? < (M A)? ce qui donne, d’apres la question
8., d1(M)? < p(MA)2. On obtient

di(M)*(1 = (p+1)?) < do(M)?



10.2. CORRECTION 203
et comme 1 — (p+1t)? > 3/4, on a

2
di(M) < ﬁﬂb(M)-

10.a. La matrice DT est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux
sont les d;(M). Elle peut s’écrire par blocs sous la forme suivante :

di(M) L
0
DT = .
0

olt T est une matrice triangulaire supérieure inversible d’ordre n — 1 et L une
matrice ligne de taille (n — 1). Puisque 7,—1(7n—1) = Hn—1, on peut trouver
A" € GL,_1(Z) telle que T'A’ € T,,_;. Posons

1 0...0

: A’

0

11 est clair qu’on a aussi A € GL,,(Z) car det A = det A’ (cf 2.). On a

dy(M) by...b,
0
DTA = : T E
0

donc A répond a la question posée.

b. Soit (K’, D', T") la décomposition d’Iwasawa de M’. Posons

1 0...0 di(M) 0...0
. 0 - 0
K=K v D= o |
0 0
1 be/di(M)...by,/dr (M)
. 0
et T = : T
0

[Test clair que Keo0, (R), que D est diagonale & coefficients strictement positifs
et T est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux égaux a 1. De plus,

KDT = K(DTA) = (KDT)A = MA.

Par unicité (cf 1), la décomposition d’Twasawa de M A est donc (K, D,T).
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11. On procede par récurrence sur n € N*.
Sin =1, c’est évident car 7; = GL1(R).
Supposons que 7,_1(7,-1) = Hn—1 ce qui nous permet d’appliquer 10. Soit
M € H,. D’apres 7., on peut trouver M € M minimale. D’apres 10.a., il existe
A€ GL,(Z) et M' € T,,_1 telles que

di(M) bg...by
0
DTA = : IYe
0
On a bien sir MA € M. Le 10.b. prouve que di(MA) = d;(M) et d;(MA) =
d;—1(M’) dés que ¢ > 2. En particulier, d’apres 8., o(MA) = p(M) donc M A
est minimale et d’apres 9.,

dy (MA) < % do (M A).

D’autre part, puisque M’ € 7,,_1, dés que i > 2,

di(MA) = di_y (M) < % di(M') =

Ceci prouve que M A € 7, et achéve la récurrence.

2
—dia1(MA).
\/g +1( )
12. D’apres 4., tout réseau I' s’identifie & un élément M de H,,. D’apres

11., on peut considérer M € M N7T,.
Remarquons que ¢(M) = ||Me|| > m(T) car Me € I' —{0}. On a ainsi m(I")? <

di(M)2.
D’autre part, comme M € 7,,, pour tout i =1,...,n,
V3ot
di(M) > (7)z di (M)

Comme v(T') = |det M| = | det(K DT)| = | det D| car |det K| = |det T| = 1, on
en déduit que

o) = T[40 > diary TL(2)" = (L)%, (arye.

, . 2 2
i=1 =1
On obtient donc

) s — 200 (2

> dl(M)Q(é)n_l - %

Pour montrer que v(I') > 0, il suffit de montrer que m(I') > 0. Pour cela,
nous allons montrer que la borne inférieure définissant m(I") est atteint en a €
I' — {0}. Si ce n’est pas le cas, pour tout a € I' — {0}, il existe a’ € T" — {0}
tel que ||a’|] < ||al|. On peut donc trouver une suite (a,)nen bornée d’éléments
tous distincts de T' ce qui contredit le résultat de 6.

13. Si (p1,---,pn) € Z™ — {0}, l(p1,---,p0)|* = sz > 1et || =

donc m(Z™) = 1. D’autre part, il est clair que I,, est dans Iélément de H,,
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correspondant a Z™ (I,, correspond a la base (eq,...,e,) de Z™). Ainsi v(Z") =
|detI,| =1 et on en déduit immédiatement que y(Z™) = 1.
On appelle T le réseau
1 V3
Z(1,0) & Z(5, g)

Soit a = p(1,0) + ¢q(1/2,4/3/2) € T — {0}. On calcule
2 o, 3o 1 2, 3o
=+ Ip2e = 2.
lall® = (p+3)" + 74" = 720+ 0)" + q
Si ¢ = 0, clairement ||a]|? > 1.
Siq#0,o0na|al®>> % + %. En effet, si 2p + ¢ est non nul, c’est trivial. Si
2p + q est nul, p est alors non nul (car g # 0), g est pair donc ||a|? > 3.
3
Dans tous les cas, ||a|| > 1 et le minimum est atteint en (1,0) et en (5, %)
Ainsi, m(T) = 1.
D’autre part, si M est ’élément de H,, correspondant a I,

1
L3
M = eM
3
0

donc v(I") = |det M| = v/3/2.
Finalement, v(T') = 2/v/3 et I'on constate que l'inégalité obtenue en 12. est
optimale dans le cas des réseaux de dimension 2.

14. Soit M un élément quelconque de H,,. D’apres 11., on sait qu’il existe
M € 7, telle que m,(M) = M. Soit (K,D,T) la décomposition d’Iwasawa
de M et A une matrice triangulaire supérieure a coefficients entiers dont les
coefficients diagonaux valent 1 : il est clair que A € GL,(Z) donc m,(MA) =
M. D’autre part, T'A est triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux
valent 1 donc (K, D, T'A) est la décomposition d’Iwasawa de M A. En particulier,
Dpra = Dy = D donc on a encore MA € 7T,,.
11 suffit donc de montrer que ’on peut ajuster les coefficients hors diagonale de
A de fagon & ce que ceux de T'A soient de valeur absolue inférieure & 1/2.

J J
On a: (TA)ZJ = Ztikak]‘. Si ] > i, (TA)ij = Q45 + Z tikakj.
k=i k=i+1

J
Fixons j > 2. Supposons choisis @;41,j; - . .;a;; donc le réel Z tikar,; est
k=it+1
fixé. On choisit alors a; ; € Z tel que
J
-1/2 < a; 5 + Z tikak,; < 1/2.
k=it+1

Comme a;; = 1, cela définit par une récurrence décroissante les coefficients de
la j-ieéme colonne de A qui permettent de satisfaire aux conditions posées pour
la j-iéme colonne de T'A. On fait bien str ce travail pour tout j = 2,...,n. Pour
la matrice A obtenue, MA € S, et m,(MA) = M.
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IV.

1. Soit V un ouvert de R,,. Il existe U un ouvert de GL, (R), tel que V =
Tn(U). On a
™ (V)

n

{M € GL,(R); m,(M) € m,(U)}
{M € GL,(R); MA=wvB, ou A,B € GL,(Z), ve U}

U uva

AeGL,(Z)

On remarque que pour tout A € GL,(Z), UA est un ouvert de GL,(R) car
c’est un translaté de 'ouvert U. L’ensemble m, 1 (V) est donc une intersection
d’ouvert donc c’est un ouvert de GL,,(R). Ceci est valable pour tout ouvert V'
donc m,, est continue.

Supposons R,, non séparée. Il existe I', IV € R,, tels que I # I’ et pour tous
ouverts U, V de GL,(R) tels que I' C m,(U) et IV C 7, (V), on a

mn(U) N 1 (V) # 0.

Soient M, M' € GL,(R) telles que m,(M) =T et m,(M') = I'. Pour tout
p € N*, on a donc

™ (B(M, 1/p)) N7n(B(M',1/p)) # 0,

ou B(M,1/p) est la boule ouverte de centre M et de rayon 1/p dans GL, (R). On
peut donc trouver M, € B(M,1/p) et M, € B(M’',1/p) telles que 7, (M) =
Tn(My). On a donc M, ' M) € GL,(Z). 1l est clair que M, converge vers M
et que M, converge vers M’ dans GL,(R). Comme l'application (A4, A")
A~' A est continue donc M, ' M/ converge vers M~'M’'. Or GL,,(Z) est fermé

dans GL,,(R) car on peut le voir comme z* (fermé dans an) intersecté avec
det ' ({~1,1}) (fermé dans GL,, (R) car det est continue). On a donc M~ M’ €
GL,(Z) c’est a dire 7, (M) = 7, (M’) ce qui est absurde.

2. Soit O un ouvert de R. Supposons avoir montré que
v~ 10) = m,(|det |71(0)).

Comme |det| est continue sur GL,(R), |det|~1(O) est ouvert dans GL,(R).
Puisque 7, est ouverte, m,(|det|~1(O)) est ouvert dans R,,. Ceci prouve que
v~1(O) est ouvert d’ot la continuité de v.

Montrons ’égalité annoncée.

Considérons T' € v=1(O0) et soit M € GL,(R) telle que I' = m,(M). Par
définition de v (voir 5.), |det M| = v(T') € O donc M € |det|}(O) et T €
(| det [71(0)).

Considérons I' € 7,(|det|71(0)), il existe M € |det| 1(O) telle que T' =
n(M). Or v(T') = |det M| € O donc T € v=1(0).

3. L’application
GL,(R) — R}
M = M
est continue comme composée d’applications continues. Comme U est compact,
son image par cette application est bornée :

Ja>0,YM € U, |M~ Y| < a.
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Ainsi pour tout z € R™, pour tout M € U,
lzll = | M~ M| < MY Mz| < of Mz].

11 suffit de choisir ¢ = 1/a.

4. Soit ' € R, et M € GL,(R) tel que 7, (M) = T'. Par continuité du
déterminant, on trouve a > 0 tel que ||[M — P|| < « entraine | det M — det P| <
1l det M|, ce qui assure que P € GL,(R). L’ensemble

U={PeM,R),|M-P|<a}.

est inclus dans GL,(R) et c’est un compact de M, (R) en tant que fermé borné
donc U est un compact pour la topologie induite sur GL,,(R). Par la question
précédente, il existe ¢ > 0 tel que

VP e UV € R",||Px| > ||

Soit e > 0, O = {M' € GL,(R),||M' — M|| < ¢}. L’ouvert m,(O) est un
voisinage de I" et pour tout IV € 7, (0), il existe M’ € O telle que 7, (M") =T".
On a vu au IT1.12. que m(T") et m(I') sont atteints donc il existe z € Z™, 2’ € Z"

tels que
m(T) = [|[Mz]| et m(T") = || M'2’|.

Par définition de 'application m,
m(I') < [[MZ']] et m(I") < || M'2|
Or
M| = [|M"2" + (M — M)2'|| < m(I") + ]|

et de méme | M’ z|| < m(T) +¢||z|.

Il vient : m(I") — m(T") < ¢|z||. De méme, m(I") — m(I’) < ¢||2’|. En
choisissant ¢ suffisamment petit, M’ est un élément de U. On a alors 2’| <
1|M'Z'||. Puis

m(D) = m(I’) < ~ [ M) < “m(I).
c c

Ainsi, m(I') —m(I") < S om(I).
La fonction m est donc continue au point I'.
D’apres 2., v est continue. Comme elle ne s’annule pas sur R,, il en résulte

immédiatement que 7y est continue.

5. Soit Y une partie fermée de S,,.
Supposons qu’il existe a > 0 et 8 > 0 tels que

VM € Y,di(M) = o et dn(M) < B.

Soit (M,)pen une suite d’éléments de ). Pour tout p € N, (K, D, T)) est la
décomposition d’Iwasawa de M,. Puisque O, (R) est compact, il existe K €
On(R) et ¢ strictement croissante de N dans N telle que K4,y — K. L'en-
semble des matrices triangulaires supérieures a coefficients diagonaux égaux a 1
et a coefficients hors-diagonaux de valeur absolue inférieure ou égale & 1/2 est
compact car homéomorphe a [—1/2,1/2]"(»=1)/2 donc il existe T de ce type et
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Y telles que Tyoy(p) — 1. Enfin, comme M € S,, C 7y, la condition sur dy (M)
et d,, (M) assure que pour tout i = 1,...,n, pour tout p € N,

donc D, est & valeurs dans un compact de R™* et il existe D diagonale a
coefficients diagonaux strictement positifs et ¢ telles que Dyoyog(py — D- 1l est
alors clair que Myoyon(py — K DT et comme Y est fermé, KDT € Y ce qui
prouve la compacité de ).

Réciproquement, supposons que ) soit compacte. L’application

GL,(R) — R%
M — dy(M)

est continue car d’apres 8., di (M) = (M) = ||Me|| donc 'image de Y par cette
application est un compact de R . En particulier, il existe a > 0 tel que

VM € Y,di(M) > o

L’application
GL,(R) — R%
M — |detM]

est continue donc I'image de ) par cette application est un compact de R . En
particulier, il existe 3 > 0 tel que

VM € Y,|det M| < 3.
Mais M € S,, C 7,, donc pour tout i =1,...,n

di(M) > (?)i’ldl(M)

Finalement,

B> |det M| =[] di(p) > dn(M)dl(M)nfl(é)w—lxn—z)/z’
i=1

et comme d; (M) > «, on en conclut que

B2\ (n-1)(n-2)/2
M) < = )
dn( ) — anfl (\/g)

Les conditions posées sur d; et d, sont donc satisfaites sur ).

6. Supposons que P soit compacte. On a montré au 2. que v est continue
de R,, dans R donc v(P) est une partie compacte de R qui est en particulier
majorée : (i) est vérifiée. On a montré au 4. que m est continue de R,, dans
R% donc m(P) est une partie compacte de R et en particulier, il existe a > 0
tel que pour tout I' € P, m(I") > a. Il suffit alors de poser U = B(0,a/2) pour
vérifier (ii).

Réciproquement, supposons que (i) et (ii) soient vérifiées. Posons

Y= 7r;1('P) nsS,.
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D’apres 11.14., 7, () = P. 1l suffit de montrer que ) est compacte car P sera
également compacte comme image dans un espace séparé (par 1.) d’'un compact
par une application continue.

Puisque ,, est continue et P fermé dans R,,, ) est fermé dans S,,. Pour obtenir
la compacité de Y, il suffit de vérifier les deux conditions sur d; et d,, de la
question précédente.

D’apres (ii), on peut considérer a > 0 tel que pour tout I' € P, I'NB(0, «) = {0}.
Ceci entraine évidemment que pour tout I' € P, m(I") > a. Si M € Y,

di(M) = (M) = | Me|| > m(m,(M)) >

donc la condition sur d; est vérifiée.

D’apres (i), on peut considérer 8 > 0 tel que pour tout I' € P, v(T') < 5.
Ceci entraine évidemment que pour tout M € Y, |det M| < (. On conclut
exactement comme dans 5. & Pexistence d'un (7 tel que pour tout M € Y,
dn(M) < (1 : la condition sur d,, est également vérifiée.

7. 1l est évident que I'image de v est incluse dans I’image de «. Considérons
a dans 'image de 7 : il existe I’ € R,, tel que 7(T') = a. Soit A = 1/v(I")}/" et
considérons I'" = A" = {A\z, x € T'}.
Tl est clair que I est un réseau : si (f1, ..., fn) est une base de I', T est le réseau
de base (Af1,..., Afn).
Il est également clair que v(I'') = A*»(I") = 1 donc IV € R),.
Enfin, comme m(T") = Am(T") on a

m(I")? (Am(I))?

Y (') = v(T7)2/m = (A (T))2/m =vT) =a

donc a est dans I'image de 7.

8. D’apres 4., v et donc 4/ sont continues. Considérons K un compact de
]0,+00[ : K est fermé donc v/ ~1(K) est fermée dans R/, donc dans R, car
R!, est fermée dans R,,. Pour montrer sa compacité, on peut donc appliquer la
question 6. et il suffit de vérifier les conditions (i) et (ii).

Par définition de R/, (i) est vérifiée.
D’autre part, il existe a > 0 tel que K C [a, +0c[ donc pour tout I' € 4/ ~1(K),
~'(T') > a. Mais
m(T)?
() = 2 = ()

donc pour tout I' € v/~1(K), m(T') > /a. Si U = B(0,/a/2), la propriété (ii)
est vérifiée.

9. D’apres 7., sup (') = sup ~+/(IV). Considérons I'j € R/, alors par le
TeR, 2=
.12,
2 n—1
/ / / /
sup ') C Iy, (— .
Jup, o) @ (5) ]

2 \n—
On pose K = ~'~1([y/(T}), (—) 1} : d’aprés 8., K est compact et ’y"K est

V3

continue et atteint son maximum en I'j. Il est clair que

7'(Tg) = sup ~/(I),
I'eER!,
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donc I’ convient.

V.

Remarquons tout d’abord que :

- S(T') est non vide par II1.6. et 12.

- S(T') est fini en utilisant I11.6.

- S(T') est de cardinal pair car si a € S(I'), —a € S(I') et a # —a.

1

1. 11 suffit de poser B(z,y) = )2 (x,y).
m

2. Soit yp non nul dans T' — S(I"). D’apres II1.6., la boule B(0, ||yo|) ne
contient qu’un nombre fini d’éléments de I' donc qu’un nombre fini d’éléments
non nuls de ' — S(T'). Soit y; de norme minimale dans cet ensemble. Il est clair
qu’en posant

_ Ayl
C(F) - m(r)7

on a bien ¢(I') > 1 (car y; ¢ S(I")) et pour tout y € I' — S(I') non nul,

[yl = [ly2]l = e(@)m(T).

Soit y non nul dans T' — S(T') et M € GL,(R) alors
c(D)m(T) < [lyll = M~ Myl < [|IM~] | Myl

ce qui est le résultat.

3. Lapplication M + || M]|||M || est continue sur GL,(R) et vaut 1 en
I,. On peut donc trouver un voisinage U de I,, dans GL, (R) tel que

VM €U, M| |M~H] < ().

Prenons b € S(M(T")) et a € T tel que b = Ma. Pour tout v € T' — {0},
m(T) = |[Mal|| < ||Mu||. Montrons que a € S('). On a |jal| = ||[M~*Ma| <
M~ [[|Mal| mais | Mal] < [[Mu]| donc

lall < [IM7H[Mull < [MTHM ]l < e(T)]u].
En particulier, si u € S(T), ||a|| < ¢(T')m(T). Mais d’apres 2., si a ¢ S(T"), on
a avec M =TI, |la]] > ¢(T')m(T") ce qui est contradictoire. On en conclut que
a € S(T) donc b= Ma € M(S(I)).

4. Puisque lin%) M, = 1,, on peut trouver ¢ > 0 tel que si |a| < ¢ alors
o—

M, € U. On a donc pour tout |a| < &,

S(Ma(T') € Mo (S(T)).
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Considérons b € S(My(I')) : ||b]] = m(M(T')). D’autre part, b s’écrit Mya ou
a € S(I'). Comme M, est symétrique,

I6]* = [[Maall* = {a, Mia)
et M2 =1, + aM donc
[6]1* = llall* + a(a, Ma).

Par définition de M, on a (a, Ma) = (B — B')(a,a) =1 —1 =0, donc ||b|| =
lal| = m(T") ce qui prouve que m(M,(T")) = m(T).

5. La matrice M est symétrique donc diagonalisable dans une base ortho-
normée de R™ ainsi que I, + aM. Si Aq,..., )\, désignent les valeurs propres
de M alors les valeurs propres de I,, + aM sont 1 4+ al,...,1 + aX,. Soit
f:a— det M, alors

f?(a) = det M2 =det(I, +aM)
= H(1+a)\i):1+az/\i+a2( Z Aidj) + o(a?).
i=1 i=1 1<i<j<n

n

On pose o1 = Z A et oy = Z AiAj. On a alors (f(a) étant positif pour
i=1 1<i<j<n

a assez petit)

fla)=+/f2(a) = (14 ao;+a?0y+ 0(012))1/2
2
= 1+a%+a2(%—%)+o(az).

Supposons maintenant v(I') = sup ~(I') alors y(M4(T')) < 4(T'). D’apres
I'eRy,

4., on a pour « assez petit, m(My(T")) = m(T") donc

__ m()?
V(Mo () = v(M,(I))2/m
et on en déduit que v(My(T')) > v(I'). Or v(M,(T)) = | det(M,M)| ouI' =
7n (M) donc (comme M, est définie positive) v(M,(T")) = det(M,,)|det(M)| =

(det M) v(T") puis pour « assez petit, on a
det M, > 1 = det M.

Ceci entraine d’abord o1 = 0 sinon le développement limité précédent assurerait
que det M, prend des valeurs strictement plus petites que 1 au voisinage de 0 &
2
o o3

o
gauche. Pour la méme raison, ?2 -3 = 52 > (0 donc

Z)\f :of — 209 = —209 < 0.
i=1

Ceci entraine la nullité de tous les \; donc de la matrice M. Ainsi, B = B’ et
Br n’a qu’un seul élément.
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6.a. Soient by, ..., b, les éléments de B. Ecrivons pour a € S(T),

a= z": a;(a)b;
i=1

avec a;(a) € Z. On a alors

BeBr < VaeST),B(a, )_1
— VaeS) Zal B(bi, bj) =

On obtient donc un systeme a coefficients entiers de #S5(I") équations. Or a et
—a donnent naissance a la méme équation donc on obtient en fait un systeme
linéaire a #S5(I") /2 équations.

b. Comme B est symétrique, le systéme précédent comporte n(n + 1)/2
inconnues. Il doit avoir une unique solution car Br a un seul élément. Il possede
donc plus d’équations que d’inconnues donc

#S(I) _ n(n+1)
2 2

d’ou le résultat.

C. Soit ¢ la forme bilinéaire ¢(x,y) = (x,y) alors
((b;0"))b,pes = Mat(q, B).

Si P désigne la matrice de passage de la base canonique £ vers B, on a
Mat(q, B) = "PMat(q, &) P

ce qui donne ((b,b))p e = "PP. Or |det P| = v(T") car P est la matrice des

vecteurs de B dans la base canonique. Le déterminant cherché est done (v(I"))?.

d. Comme Br a un seul élément, cet élément de Br est celui déterminé au
1., c’est a dire
(z,y)
m(I)?’

D’autre part les B(b,b’) sont rationnels car solution d’un systéme linéaire &
coefficients dans Z donc

B(l'vy) =

det ([B,1)], ) € Q.

Or ce déterminant vaut

det ([(b,b")]bpreB) = T:(F)Z -1

1
m(]_")2n
donc y(I')" € Q.

Remarque : d’apres 5., cette derniere propriété de rationnalité est en parti-
culier vérifiée si I' maximise ~.
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10.3 Commentaires

On étudie dans un premier temps un probleme de recouvrement dans le cas
du plan puis de I’espace. Aucune connaissance particuliere n’est requise. Le reste
du sujet concerne la géométrie des réseaux. Le probleme utilise principalement
des techniques d’algebre linéaire, d’optimisation et d’estimations volumiques.
La partie IV permettra aux candidats de manipuler des notions topologiques
standards sur ’ensemble des réseaux.

La topologie quotient. Identifier R,, et H,,, c’est par définition dire que
R, est 'ensemble quotient GL, (R)/GL,(Z). Expliquons pourquoi la topologie
dont on munit R, dans la partie IV est en fait la topologie quotient associée.
En effet, la définition donnée ici n’est pas la définition générale de la topologie
quotient.

Posons
7 = {m,(U) ou U ouvert de GL,(R)}

et
T' ={V € R, tel que 7w, (V) ouvert de GL,,(R)}.

11 est facile de vérifier que 7’ est une topologie sur R,, : ¢’est une conséquence
immédiate des relations

m:l(Uv;-) =Jm'() et mﬂ(ﬂm) = (7' (Va).

el el i€l i€l

Par définition, 7’ rend m,, continue et si 7" est une autre topologie rendant
continue alors un ouvert V pour 7" vérifie m; ! (V) ouvert de GL,(R), et donc
est un ouvert de 7’. Ainsi 7”7 C T’ ce qui prouve que 7' est la topologie la
plus fine sur R,, rendant m,, continue. C’est elle que par définition on appelle la
topologie quotient.

D’autre part si V € T’ alors, comme V = 7, (7,1 (V)) puisque 7, est sur-
jective, on a V- € T donc 7’ C 7. Mais également si V € T, V s’écrit 7, (U)
et

7, (V) = {MeGL,(R) ) m,(M) € m,(U)}
= {M e GL,(R) / M € UGL,(Z)}

U uva

A€EGL,(2)

L’application M — M A définit un homéomorphisme de U sur U A donc ,, 1(V)
est un ouvert de GL,(R), comme union d’ouverts de GL,,(R). Ceci prouve que
V € 7' donc que 7/ = 7, ce qui fournit dans le cas particulier de classe
d’équivalence modulo un sous-groupe, une description alternative commode de
la topologie quotient. Une conséquence immédiate est le caractere d’application
ouverte de la surjection canonique.

Mettons également en garde le lecteur contre la dangereuse tentation de
simplifier la démonstration du fait que cette topologie est séparée de la fagon
suivante (question IV.1.) : m,(Mp) —2 mn (M) et mn (M) — mn(M') car 7, est
continue. De m,(M,) = m,(M,,) on peut déduire que 7, (M) = 7, (M') ce qui
était la contradiction cherchée. Cette déduction est injustifiée tant que 'on ne
peut assurer I'unicité de la limite d’une suite convergente. Or c¢’est justement la
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séparation de 7 (que nous cherchons & établir dans cette question) qui permet
d’obtenir cette unicité.

Le lecteur devra de toute fagon se convaincre que le caractere fermé de
GL,,(Z) est ici I'hypotheése nécessaire au résultat.



