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Ce document regroupe les développements que j’ai préparé pour les oraux de
I'agrégation externe de mathématiques. Mon travail n’a pas été de me restreindre
aux développements proprement dits. J’ai voulu aller plus loin en ajoutant a la suite
de chaque développement des compléments pouvant concerner, selon les cas, des
rappels de définitions et de théorémes utilisés dans le développement, des ajouts de
remarques, d’applications et d’exemples liés au développement. Le but recherché est
que chaque développement se suffise a lui-méme autant que possible, en permettant
d’élargir un peu son champ et éventuellement d’anticiper des questions du jury.
Un exemple parmi tant d’autres : dans le développement "Densité des fonctions
continues et nulle part dérivables” sont donnés des exemples de fonctions continues

et nulle part dérivables qu’il est bon d’avoir en téte lorsqu’on le présente.

Pour chaque développement, la partie a présenter s’arréte a la premiére barre
horizontale. Les divers compléments se trouvent en-dessous, et & la fin une ou plu-
sieurs références sont données dans la mesure du possible. Tous mes développements
ont été relus de nombreuses fois au cours de 'année, j'espére donc que les coquilles
et erreurs soient maintenant presque éradiquées. Il va néanmoins sans dire qu’un

regard critique doit toujours étre porté sur tout ce qui est écrit ici.

Je donne ma répartition de mes développements dans le chapitre "Couplages".
Cette répartition est également sujette a des révisions. Les vaguelettes indiquent des
choix trés certainement douteux, et les développements barrés sont des développe-
ments qui pourraient aller mais dont je me suis finalement passé. Ces développements

sont alors placés dans le chapitre "Développements bonus".

J’adresse pour finir un grand remerciement a notre formidable club agrég de Lyon
pour cette super année de préparation : merci & Donatien Bénéat pour toutes ses
méthodes bizarres sorties de son esprit ou de livres que personne n’a jamais pensé
a emprunter; & Abdelhakec Yakoub pour son role de délégué parfaitement réalisé
avec une belle organisation des événements de notre promo de 'université Lyon 1; a
Nicolas Doyen pour notre course aux développements, pour ses 74 développements
uniquement d’algebre dont on n’oubliera pas la longueur interminable de chacun,
et pour ses réponses précises & mes questions d’algébre; & Sa Sainte Omniscience
Guillaume Delon pour ses corrections, ses éclaircissements des documents de Nico-
las, et ses nombreux chocolats; & Simon Boyer pour sa solution qui nous a tous
fait gagner des points aux écrits et son talent pour des présentations de lecons pé-
dagogiques, bien qu’interminables; & Chloé Bourquard pour toutes les fois ou elle
a bien voulu manger avec nous et pour les lecons pénibles qu’elle a di présenter
dans ’année mais dont l'utilité a été certaine. Et merci & toute notre promo pour

I’ambiance formidable qu’on a eu cette année!

1 || Romain Giuge



Table des matieres

1 Couplages 5
1.1 Legons d’algébre . . . . . . .. ... o 6
1.2 Lecons d’analyse . . . . . . . . . . . ... ... 11

2 Développements d’algébre 16
2.1 Algorithme pour le calcul des facteurs invariants . . . . . . . ... .. 17
2.2 Comptage de racines par les formes quadratiques . . . ... ... .. 22
2.3 Décomposition de Dunford . . . . . ... ... ... ... ... 28
2.4 Décomposition polaire dans GL,(C) . . . . . .. .. ... ... ... 32
2.5 Décomposition QR . . . . . .. 37
2.6 Dénombrement des polynoémes irréductibles sur un corps fini . . . . . 42
2.7 Dénombrement des solutions d’'une équation diophantienne . . . . . . 46
2.8 Ellipse de Steiner et application . . . . . . . ... ... .. ... ... 49
2.9 Irréductibilité des polynomes cyclotomiques sur Q . . . . . . . . . .. 54
2.10 Méthode de Gauss-Seidel . . . . . . . . .. ... L. 60
2.11 Quelques propriétés des homographies . . . . . . . .. .. ... ... 66
2.12 Réduction des isométries d’un espace euclidien . . . . . . . . ... .. 73
2.13 Simplicité de A, . . . . . . . 76
2.14 Sous-groupes compacts de GL,(R) . . ... ... ... ... ... .. 80
2.15 Surjectivité de 'exponentielle . . . . . . ... ... 87



Table des matiéres

2.16 Théoréme de Burnside . . . . . .. .. ... .. ... ... ..., 90
2.17 Théoréme de Cartan-Dieudonné . . . . . . . .. .. ... ... .... 93
2.18 Théoréme de Chevalley-Warning . . . . . . ... ... ... ... ... 97
2.19 Théoréme de Frobenius-Zolotarev . . . . . . . . . ... ... ..... 100
2.20 Théoréme de Krein-Milman . . . . . ... . . ... ... ... .... 103
2.21 Théoréme de Kronecker . . . . . . . . ... .. ... ... ...... 106
2.22 Théoréme de Pascal . . . . . . . .. ... ... ... ... .. ..., 109
2.23 Théoréme de Rothstein-Trager . . . . . . . . .. .. .. .. ... ... 113
2.24 Théoréme de Wantzel . . . . . . . . . ... .. ... ... 117
2.25 Théoréme de Wedderburn . . . . . . . . .. ... ... L. 120
2.26 Théoréme des deux carrés . . . . . . . . . . .. ... 122
2.27 Topologie des orbites de ’action de Steinitz . . . . . . ... ... .. 126
3 Deéveloppements d’analyse 129
3.1 Calcul de Vintégrale [Tt e dt . .. .. ... L 130
3.2 Complétude de Pespace LP(p) . . . . . . oo oo oo 133
3.3 Comportement des solutions d’'une équation différentielle linéaire . . . 136
3.4 Densité des fonctions continues et nulle part dérivables . . . . . . .. 140
3.5 Densité des polynomes orthogonaux . . . . . . . .. ... ... .. .. 144
3.6 Ellipsoide de John-Loewner . . . . . ... ... ... ... ...... 148
3.7 Equation de la chaleur . . . . ... ... ... ... .. ... ... 152
3.8 Etude du folium de Descartes . . . .. ... .. ... ... ...... 157
3.9 Formule des compléments . . . . . ... ..o L0 162
3.10 Formule sommatoire de Poisson et application . . . . . . .. .. ... 166
3.11 Lemme de Morse . . . . . . . . . . . . . . 170
3.12 Maximalité et globalité des solutions de v/ = f(t,y) . . . . . .. . .. 174
3.13 Méthode de Newton . . . . . . . . . . ... .. ... . ... ..... 178
3.14 Nombresde Bell . . . . . . . . . . . . . ... ... ... 184
3.15 Nombres normaux . . . . . . . . . . ... 188
3.16 Polynomes de Bernstein . . . . .. .. ... ... .. 192
3.17 Preuve probabiliste de la formule de Stirling . . . . .. .. ... ... 197
3.18 Projection sur un convexe fermé et représentation de Riesz . . . . . . 200
3.19 Sous-espaces vectoriels fermés de LP(p) . . . . . . ... 204
3.20 Théoréme de Borel . . . . . . . . . . . .. ... ... 208
3.21 Théoréme de Brouwer . . . . . . . . . . .. ... .. ... ..., 211
3.22 Théoréme de Hardy-Littlewood . . . . . .. .. ... ... ... ... 217
3.23 Théoréme de Le Cam . . . . . . . . . . . . ... . ... ... ... 220
3.24 Théoréme de Liapounov . . . . . . . . . . . .. . .. ... ... 224
3.25 Théoréme des extrema liés . . . . . . . .. ... ... ... ... .. 228

3 || Romain Giuge



Table des matiéres

3.26 Théoréme des quatre sommets . . . . . . . . .. ... ... ... .. 234
4 Développements bonus 241
4.1 Différentielle d’une limite et application exponentielle . . . . . . . . . 242
4.2 Points extrémaux de la boule unité de M, (R) . .. .. ... ... .. 245
4.3 Sous-espaces de dimension finie de C(RR, C) stables par translations . . 248
4.4 Théoréeme de Brauer . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 250
5 Quelques résultats intéressants 253
5.1 Application du théoréme de Chevalley-Warning . . . . . . . ... .. 254
5.2 Cyeclicité du groupe multiplicatif d’un corps fini . . . . . ... .. .. 256
5.3 Groupes d'ordre p? . . . . .. 257
5.4 Réunion de sous-espaces stricts . . . . . ... ... L. 259
5.5 Sous-groupes a un paramétre de GL,(K) . . . . ... .00 260
5.6 Tout hyperplan de M,,(K) rencontre GL,(K) . . .. ... ... ... 261
5.7 Un polynéme irréductible . . . . . . . ... ... 0L 262
5.8 Une fonction donnant tous les nombres premiers . . . . . . . . .. .. 263

4 || Romain Giuge



Chapitre 1
( Couplages




1.1. Lecons d’algébre

1.1 Lecons d’algébre

1. 101 - Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.
> Théoréeme de Wedderburn.
> Topologie des orbites de l'action de Steinitz.
> Théereme-deBrater:
2. 102 - Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des racines
de l'unité. Applications.
> Irréductibilité des polynomes cyclotomiques sur Q.
> Dénombrement des solutions d’une équation diophantienne.
> Théoréme de Kronecker.

3. 103 - Exemples et applications des notions de sous-groupe distingué et de

groupe quotient.
> Simplicité de A,,.
> Théoréme de Frobenius-Zolotarev.
4. 104 - Groupes finis. Exemples et applications.
> Simplicité de A,,.
> Théoréme de Frobenius-Zolotarev.
> Théoréme de Burnside.
9. 105 - Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.
> Simplicité de A,,.
> Théoréme de Frobenius-Zolotarev.
= Théoreme de Brawer.
6. 106 - Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie F, sous-groupes
de GL(E). Applications.
> Décomposition polaire dans GL,,(C).
> Théoréme de Frobenius-Zolotarev.
> Théoréme de Burnside.
> Théereme-deBrauer:
7. 107 - Représentations et caractéres des groupes finis sur un espace vectoriel
complexe.
> X
> X
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1.1. Lecons d’algébre

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

108 - Exemples de parties génératrices d’un groupe. Applications.
> Théoréme de Frobenius-Zolotarev.

> Théoréme de Cartan-Dieudonné.

. 109 - Représentations des groupes finis de petit cardinal.

> X
> X
120 - Anneau Z/nZ. Applications.
> Trréductibilité des polynomes cyclotomiques sur Q.
> Théoréme des deux carrés.
121 - Nombres premiers. Applications.
> Trréductibilité des polynomes cyclotomiques sur Q.
> Théoréeme des deux carrés.
122 - Anneaux principaux. Applications.
> Théoréme des deux carrés.
> Algorithme pour le calcul des facteurs invariants.
123 - Corps finis. Applications.
> Dénombrement des polyndmes irréductibles sur un corps fini.
> Théoréme de Chevalley-Warning.
> Théoréeme de Wedderburn.
124 - Anneau des séries formelles. Applications.
> Dénombrement des solutions d’une équation diophantienne.
> Nombres de Bell (la version adaptée).
125 - Extensions de corps. Exemples et applications.
> Dénombrement des polyndémes irréductibles sur un corps fini.
> Théoréme de Wantzel.
> Théoréme de Rothstein-Trager.

140 - Corps des fractions rationnelles & une indéterminée sur un corps com-

mutatif. Applications.
> Dénombrement des solutions d’une équation diophantienne.

> Théoréme de Rothstein-Trager. (décomposition en éléments simples, pri-

mitives de fractions rationnelles)

141 - Polynomes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples

et applications.
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1.1. Lecons d’algébre

> Dénombrement des polyndmes irréductibles sur un corps fini.
> Irréductibilité des polynomes cyclotomiques sur Q.
18. 142 - Algebre des polynoémes a n indéterminées. Applications.
> Théoréme de Chevalley-Warning.
> Théoréeme de Kronecker.
19. 143 - Résultant. Applications.
> Théoréme de Kronecker.
> Théoréme de Rothstein-Trager.

20. 144 - Racines d’un polynomes, fonctions symétriques élémentaires. Localisation

des racines dans les cas réel et complexe.
> Comptage de racines par les formes quadratiques.
> Théoréme de Kronecker.
> Ellipse de Steiner et application.
21. 150 - Exemples d’actions de groupes sur les espaces de matrices.
> Décomposition polaire dans GL,,(C) (I’énoncé adapté).
> Topologie des orbites de I'action de Steinitz.

> :F] 2 N i B E]j/ 2 1 ;}

22. 151 - Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de dimension

finie). Rang. Exemples et applications.

> Théoréme des extrema liés.

> Comptage de racines par les formes quadratiques.

23. 152 - Déterminant. Exemples et applications.
> Théoréeme de Frobenius-Zolotarev.
> Ellipsoide de John-Loewner.
> Topologie des orbites de l'action de Steinitz.
> Théereme-deBrater:
24. 153 - Polynomes d’endomorphismes en dimension finie. Application a la ré-
duction d’un endomorphisme en dimension finie.
> Décomposition de Dunford.
> Théoréme de Burnside.

> Décomposition polaire dans GL,(C).
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1.1. Lecons d’algébre

> Surjectivité de l'exponentielle.

25. 154 - Sous-espaces stables d’un endomorphisme ou d’une famille d’endomor-

phismes en dimension finie. Applications.

> Réduction des isométries d’un espace euclidien.

> Décomposition de Dunford.

26. 155 - Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.
> Théoréme de Burnside.
> Décomposition de Dunford.
27. 156 - Exponentielle de matrices. Applications.
> Surjectivité de I'exponentielle.
> Théoréme de Liapounov.
> Diffé elled? L Lieati alle.
28. 157 - Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.
> Théoréme de Burnside.
> Décomposition de Dunford.
29. 158 - Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.
> Méthode de Gauss-Seidel.
> Lemme de Morse.
> Décomposition polaire dans GL,,(C).

30. 159 - Formes linéaires et hyperplans en dimension finie. Exemples et applica-

tions.
> Théoréme de Cartan-Dieudonné.
> Théoréme de Krein-Milman.
> Comptage de racines par les formes quadratiques.
> Théoréme des extrema liés.

31. 160 - Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien de dimen-

sion finie.
> Théoréme de Cartan-Dieudonné.
> Décomposition polaire dans GL,(C).

> Réduction des isométries d’un espace euclidien.

9 || Romain Giuge



1.1. Lecons d’algébre

32

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

161 - Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Formes ré-

duites. Applications en dimensions 2 et 3.
> Réduction des isométries d’un espace euclidien.
> Théoréme de Cartan-Dieudonné.

162 - Systémes d’équations linéaires. Opérations, aspects algorithmiques et

conséquences théoriques.
> Méthode de Gauss-Seidel.
> Décomposition QR.

170 - Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Ortho-

gonalité, isotropie. Applications.
> Comptage de racines par les formes quadratiques.
> Théoréme de Liapounov.
> Lemme de Morse.

171 - Formes quadratiques réelles. Exemples et applications.
> Comptage de racines par les formes quadratiques.
> Théoréme de Liapounov.
> Lemme de Morse.

180 - Coniques. Applications.
> Ellipse de Steiner et application.
> Théoréme de Pascal.

181 - Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie, convexité.

Applications.
> Sous-groupes compacts de GL, (R).
> Théoréme de Krein-Milman.
> Peoi , Lo tabo] ité-de Mo (R):
182 - Application des nombres complexes a la géométrie.
> Ellipse de Steiner et application.
> Quelques propriétés des homographies.
183 - Utilisation des groupes en géométrie.
> Quelques propriétés des homographies.
> Ellipse de Steiner et application (& adapter avec I'action du groupe affine).

190 - Méthodes combinatoires, problémes de dénombrement.

10 || Romain Giuge



1.2. Lecons d’analyse

> Dénombrement des solutions d’une équation diophantienne.
> Dénombrement des polyndmes irréductibles sur un corps fini.
> Nombres de Bell.

> Théereme-deBrauer:

1.2 Lecons d’analyse

1. 201 - Espaces de fonctions. Exemples et applications.
> Densité des fonctions continues et nulle part dérivables.
> Complétude de LP.
2. 202 - Exemples de parties denses et applications.
> Densité des fonctions continues et nulle part dérivables.
> Densité des polynémes orthogonaux.
> Sous-espaces vectoriels fermeés de LP (application de C™ est séparable).
3. 203 - Utilisation de la notion de compacité.
> Sous-groupes compacts de GL, (R).
> Théoréeme de Brouwer.
> Décomposition polaire dans GL,(C).
4. 204 - Connexité. Exemples et applications.
> Surjectivité de I'exponentielle.
> Théoréme de Brouwer.
9. 205 - Espaces complets. Exemples et applications.
> Complétude de LP.

> Densité des fonctions continues et nulle part dérivables (utilisation du

théoréme de Baire).
6. 206 - Théorémes de point fixe. Exemples et applications.
> Sous-groupes compacts de GL,(R).
> Théoréme de Brouwer.
7. 207 - Prolongement de fonctions. Exemples et applications.
> Densité des polynomes orthogonaux (prolongement analytique).
> Maximalité et globalité des solutions de ' = f(¢t,y).
8. 208 - Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples.

> Sous-espaces vectoriels fermés de LP.
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1.2. Lecons d’analyse

> Projection sur un convexe fermé et représentation de Riesz.

9. 213 - Espaces de Hilbert, bases hilbertiennes. Exemples et applications.
> Densité des polynémes orthogonaux.
> Projection sur un convexe fermé et représentation de Riesz.

10. 214 - Théoréme d’inversion locale, théoréme des fonctions implicites. Exemples

et applications.
> Théoréme de Brouwer.
> Surjectivité de 'exponentielle.
> Théoréme des extrema liés.
> Lemme de Morse.

11. 215 - Applications différentiables définies sur un ouvert de R™. Exemples et

applications.
> Théoréme de Brouwer.
> Lemme de Morse.
> Théoréme de Liapounov.
12. 216 - Etude métrique des courbes. Exemples.
> FEtude du folium de Descartes.
> Théoréme des quatre sommets.
13. 217 - Sous-variétés de R™, exemples.
> FEtude du folium de Descartes.
> Théoréme des extrema liés.
14. 218 - Applications des formules de Taylor.
> Méthode de Newton.
> Lemme de Morse.
15. 219 - Problémes d’extremum.
> Théoréeme des extrema liés.
> Ellipsoide de John-Loewner.

16. 220 - Equations différentielles X' = f(t, X), exemples d’études qualitatives

des solutions.
> Théoréme de Liapounov.

> Maximalité et globalité des solutions de ' = f(t,y).
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1.2. Lecons d’analyse

17

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

221 - Equations différentielles linéaires. Systémes d’équations différentielles

linéaires. Exemples et applications.

> Théoréme de Liapounov.

> Comportement des solutions d’une équation différentielle linéaire.

223 - Convergence des suites numériques. Exemples et applications.
> Méthode de Newton.
> Preuve probabiliste de la formule de Stirling.

224 - Comportement asymptotique des suites numériques. Rapidité de conver-

gence. Exemples.
> Méthode de Newton.
> Preuve probabiliste de la formule de Stirling.

226 - Comportement d’une suite réelle ou vectorielle définie par une itération

Ups1 = f(u,). Exemples.
> Méthode de Newton.
> Méthode de Gauss-Seidel.

228 - Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle.

Exemples et contre-exemples.
> Densité des fonctions continues et nulle part dérivables.
> Théoréeme de Borel.
229 - Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.
> Méthode de Newton.
> Ellipsoide de John-Loewner.

230 - Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des

sommes partielles des séries numériques. Exemples.
> Théoréme de Hardy-Littlewood.
> Nombres de Bell.
232 - Méthodes d’approximation des solutions d’une équation F(X) = 0.

Exemples.

> Méthode de Newton.

> Méthode de Gauss-Seidel.
234 - Espaces LP.

> Complétude de LP.
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1.2. Lecons d’analyse

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

> Sous-espaces vectoriels fermés de LP.
235 - Suites et séries de fonctions intégrables. Exemples et applications.
> (Calcul d’une intégrale.
> Complétude de LP.
> Preuve probabiliste de la formule de Stirling.

236 - Hlustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de

fonctions d’une ou plusieurs variables réelles.
> (Calcul dune intégrale.
> La formule des compléments.

239 - Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un paramétre. Exemples

et applications.
> (Calcul d’une intégrale.
> Densité des polyndomes orthogonaux.
240 - Transformation de Fourier, produit de convolution. Applications.
> Densité des polyndmes orthogonaux.
> Formule sommatoire de Poisson et application.
241 - Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.
> Théoréme de Borel.
> Equation de la chaleur.
> Preuve probabiliste de la formule de Stirling.
> Digi ollod? L Leati ol

243 - Convergence des séries entiéres, propriétés de la somme. Exemples et

applications.
> Théoréme de Hardy-Littlewood.
> Nombres de Bell.

> Dénombrement des solutions d’une équation diophantienne (a adapter

avec les séries entiéres).
245 - Fonctions holomorphes et méromorphes sur un ouvert de C.
> La formule des compléments.
> Densité des polynémes orthogonaux.
246 - Séries de Fourier. Exemples et applications.
> Equation de la chaleur.

> Formule sommatoire de Poisson et application.
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1.2. Lecons d’analyse

34. 247 - Exemples de problémes d’interversion de limites.
> (Calcul d’une intégrale.
> Théoréme de Hardy-Littlewood.
35. 249 - Suites de variables de Bernoulli indépendantes.
> Théoréme de Le Cam.
> Polynoémes de Bernstein.
36. 250 - Loi des grands nombres, théoréme de la limite centrale. Applications.
> Nombres normaux.
> Preuve probabiliste de la formule de Stirling.
37. 251 - Indépendance d’événements et de variables aléatoires. Exemples.
> Théoréme de Le Cam.
> Nombres normaux.
38. 252 - Loi binomiale, loi de Poisson. Applications.
> Théoréme de Le Cam.
> Polynomes de Bernstein.
> Preuve probabiliste de la formule de Stirling.
39. 253 - Utilisation de la notion de convexité en analyse.
> Méthode de Newton.
> Ellipsoide de John-Loewner.

40. 254 - Espace de Schwartz et distributions tempérées. Transformation de Fou-
rier dans S(R?) et S'(RY).

> Formule sommatoire de Poisson et application.
> X
41. 255 - Espaces de Schwartz. Distributions. Dérivation au sens des distributions.

> Formule sommatoire de Poisson et application.

> X
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Chapitre 2
( Développements d'algebre

16



2.1. Algorithme pour le calcul des facteurs invariants

2.1 Algorithme pour le calcul des facteurs invariants

Théoréme. Soit A un anneau principal. Soit U € M,xn(A). Alors il eziste une
famille (dy, ... ,ds) d’éléments non nuls de A vérifiant d;|...|ds et telle que U soit
équivalente & la matrice D = Diag(dy, ..., ds,0,...,0) € Myxn(A), i.e. il existe
(P, Q) € GL,,,(A) x GL,,(A) tel que U = PDQ. Les d; sont uniques & des inversibles

pres, ils sont appelés facteurs invariants de la matrice U.

Nous allons donner une preuve algorithmique de ce théoréme dans le cas ou A est
un anneau euclidien. On note ¢ le stathme de A euclidien. Pour alléger les notations,

on note constamment U = (u; j)1<i<m la matrice modifiée & chaque étape. Sa i-iéme
1<j<n

ligne est notée L; et sa j-iéme colonne est notée C}.

Etape 1. Si U = 0, fin de 'algorithme.

Etape 2. Sinon, soit (io,jo) tel que ¢(u;,j,) = min{y(u;;),u;; # 0}. Permuter les
colonnes C; et C}, puis les lignes L, et L;, afin de placer u;,, en haut a

gauche de U.
Etape 3. Traitement de la premiére colonne. Soit i = 2.

Etape 3.a. Effectuer la division euclidienne de u;; par u;; :
w1 = up1q +r; avee r; = 0 ou ¢(r;) < @(ur ).

Soustraire ¢ fois la ligne L; a la ligne L; pour obtenir u; ; = r;.
Etape 3.b. Sir; # 0, échanger les lignes L; et L; et retourner & Etape 3.a.

Etape 3.c. Sir; =0 et ¢ < m, passer a la ligne suivante : 7 := 17+ 1 et aller & Etape
3.a.

Etape 3.d. Sir; =0 et i = m, aller & Etape 4.
Etape 4. Traitement de la premiére ligne. Soit j = 2.

Etape 4.a. Effectuer la division euclidienne de u; ; par u; :
u; =ui1q+ s; avec s; = 0 ou ¢(s;) < @(uy1).

Soustraire ¢ fois la colonne C a la colonne C; pour obtenir u; ; = s;.
Etape 4.b. Si s; # 0, échanger les colonnes C; et C et retourner & Etape 3.

Etape 4.c. 5i s; = 0 et j < n, passer a la colonne suivante : j := j + 1 et aller a

Etape 4.a.
Etape 4.d. Si s; =0 et j = n, aller & Etape 5.
Etape 5. Divisibilité.
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Etape 5.a. S’il existe i1 > 2 et j; > 2 tels que u;; ne divise pas u;, j,, ajouter la

colonne Cj, a la colonne C et retourner a Etape 3.

Etape 5.b. Sinon, retourner & Etape 1. avec la matrice extraite U = (u; ;)a<i<m-
2<jsn

Comme on revient souvent en arriére, il n’est pas garanti que ’agorithme termine.
Cependant, il terminera car a chaque retour en arriére, ¢(uy 1) décroit d’au moins
une unité, et comme ¢ est a valeur dans N, l'algorithme s’arrétera au bout d’un
nombre fini d’étapes.

A chaque étape de 'algorithme, les opérations effectuées sont des opérations
élémentaires sur les lignes et les colonnes, d’ou le résultat aprés traduction en termes

de matrices.

Unicité des d; :
Pour U € M« (A), on note

A;(U) = PGCD(A;, A; mineur de taille j de U).

Par convention, on pose Ayg(U) = 1.

On note dy,...,ds les facteurs invariants obtenus avec l'algorithme et on va
montrer qu’ils sont uniques a des inversibles prés. On a donc U = PD(Q avec
D = Diag(d,...,ds,0,...,0). De maniére évidente, on a A;(D) = d; ...d;. Par la
proposition suivante, pour tout j < s, il existe a; € A* tel que Aj(D) =d;...d; =
a;\;(U). Ainsi

g - W) ( aj; ) A;(U)
T a1 (U) aj1) Nja(U)’
cA*

.....

Proposition. Soient U, U’ € M,,xn(A) deux matrices équivalentes. Alors pour tout
J € [1, min(m,n)], on a

(A;(U)) = (A;(U)).

Démonstration. Supposons d’abord que U = PU’ avec P € GL,,(A). Alors les lignes
de U sont combinaisons linéaires des lignes de U’. Par multilinéarité du déterminant,
un mineur de taille j de U est combinaison linéaire de mineurs de taille j de U’, et
ainsi (A;(U)) C (A;(U’)). Comme on peut aussi écrire U’ = P~'U, on obtient de
méme (A;(U")) C (A;(U)), d’ou égalité.

De la méme maniére, si U = U'Q avec ) € GL,(A), on a (A;(U")) = (A;(U))
(cette fois les colonnes de U sont combinaison linéaires des colonnes de U’).

En rassemblant, si U = PU'Q), alors (A;(U)) = (A;(U)). O
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Remarque. Les corps sont des anneaux euclidiens. En effet, la division euclidienne
dans un corps K s’écrit : pour tout (z,y) € K x (K\{0}), z = (zy~ ')y +0. Le reste
est toujours nul, donc on peut choisir n’importe quelle stathme .

Ainsi, lorsque A est un corps, I'algorithme aboutit & la matrice J,. : en réalité,
on a n'importe quel nombre non nul sur la diagonale pour ¢+ < s, et comme les d;
sont donnés & des inversibles prés, on peut mettre 1. L’algorithme fournit ainsi une
méthode de calcul du rang par opérations élémentaires.

Enfin, la proposition donne la caractérisation du rang par les mineurs extraits :
le rang d’une matrice est égal au plus grand ordre d’un mineur non nul de cette

matrice.

Corollaire (Théoréme de la base adaptée). Soient A un anneau principal et M
un A-module libre de rang n. Si N est un sous-module de M, il existe une base
(e1,...,e,) de M et des scalaires non nuls dy, ..., ds, uniques a inversibles pres,

vérifiant dy| ... |ds et tels que la famille (dyes, ..., dses) soit une base de N.

Démonstration. On admet qu’un sous-module d’un module libre de rang fini est éga-
lement libre de rang fini : ¢a n’est pas immédiat, voir page 291 de Objectif agrégation
(Beck, Malick, Peyré).

Soient alors (vy,...,vs) une base de N et (uy,...,u,) une base de M. On note
U la matrice dans les bases (v;) et (u;) de U'injection canonique de N dans M.

D’aprés le théoréme des facteurs invariants, U est équivalente &

U' = Diag(dy, . ..,d,,0,...,0)

avec dq|...|d,. Par conséquent, il existe une base (ej,...,e,) de M et une base
(fi,..., fs) de N telles que Id(f;) = d;e; pour tout ¢ < r et Id(f;) = 0 pour tout
i > r. Comme Id(f;) # 0, on a nécessairement r = s. O

Corollaire (Théoréme de structure). Soient A un anneau principal et M un A-
module de type fini. Alors il existe un unique couple (r,s) d’entiers et di|...|ds des

éléments de A, uniques & inversibles prés, tels que

M~ A" & (@ A/(di)> :
i=1
Les d; sont appelés facteurs invariants du module M.
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Démonstration. Comme M est de type fini, on a un morphisme surjectif ¢ : A — M
avec n € N. D’apreés le corollaire précédent, il existe une base (eq,...,e,) de A™ et
dy|...|ds des élements de A tels que (dyeq, ..., dses) soit une base de Ker(¢). Comme
M = Im(p) ~ A" /Ker(p), on obtient

= () (@ s = (s o (6 ).

i=s+1
z(®kig:1 A/(dz)) ~An—s

Enoncons un théoréme donnant une méthode de calcul des invariants de simili-

tude d’une matrice :

Théoréme. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, u € L(E), B une
base de E et U la matrice de u dans la base B. Les invariants de similitude de u

sont les facteurs invariants non inversibles de la matrice U — X I,, € M, (K[X]).

Application. Calculer les invariants de similitude de la matrice

3 2 -2
V=|-10 1 |eM;3Q).
1 1 0

Par le théoréme précédent, il nous suffit de calculer les facteurs invariants de
la matrice U = V — X I3. Pour cela, d’aprés ce qui précéde, on a deux méthodes :
appliquer l'algorithme ou calculer les PGCD des mineurs de taille 1,2 et 3 de U.
Appliquer I'algorithme est trés long et fastidieux, mais a I'issue, on aura également
les matrices P et () : par exemple P est le produit des matrices des opérations
élémentaires qu’on aura effectué sur les lignes.

On va se contenter de calculer les PGCD des mineurs. On a directement Ay (U) =
1. Le calcul plutot simple des 9 mineurs de taille 2 donne Ay(U) = X — 1. Enfin, le
calcul du déterminant de U donne A3(U) = (X — 1)3. Finalement, on obtient

dl - Al(U) =1
_ Ma(U)
dy =W = X —1
A
d3 = Azggg = <X - 1>27

en se rappelant que les d; sont donnés a des inversibles pres.
Finalement, les invariants de similitude de V sont P, = X —1et P, = (X — 1)
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Références :

— Beck, Malick, Peyré - Objectif agrégation - Page 285 (algorithme), page 291
(théoréme de la base adaptée), page 278 (théoréme de structure), page 301

(théoréme pour le calcul des invariants de similitude), page 319 (exercice de
mise en pratique).
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2.2 Comptage de racines par les formes quadratiques

Soit P € R[X] un polynéme de degré n dont on note ay,...,a, les racines

complexes (comptées avec multiplicité). Pour i € N, on note

n
S = E oy,
k=1

Les s; sont réels : en effet, on peut les calculer avec les formules de Newton qui
donneront une expression en fonction des polynémes symétriques élémentaires, eux-

mémes fonction des coeflicients de P.

Théoréme. Soit Q la forme quadratique définie pour x = (xg,...,T,_1) € R™ par
Q(Q?) = Z SijTiLj.
0<i,j<n—1

On note (s,t) la signature de Q). Alors le nombre de racines réelles distinctes de P

vaut s —t et son nombre de racines complexes distinctes s+t (i.e. le rang de Q).

Démonstration. On a :

n
Qz) = Z siﬂ-xixj:z Z AR

0<,5<n—1 k=1 0<z,5<n—1

En notant [, (z) = Y7~ aix;, on obtient :

Qz) = Z <<Z az,xi> (Z aix])) = Zlk(x)2.

Quitte & réordonner, on peut supposer que aj,...,q, sont les racines complexes

distinctes de P dont on note my,...,m, les multiplicités. Ainsi :

Q=) ml}.
k=1

Les formes linéaires [y pour k € [1,r] sont linéairement indépendantes sur C. En

effet, on écrit le déterminant de leurs r premiéres coordonnées dans la base duale

. -1
(5, ..., €5 1) de la base canonique de C", sachant que [, = ") ojef :
1 - 1
(0%} (7%
det
ot ar~t
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On reconnait le déterminant de Vandermonde associé¢ aux scalaires oy, ..., a,, qui

est non nul car les a; sont deux a deux distincts.

On remarque maintenant que si oy, n’est pas réel, alors oy, fait aussi partie des ra-
cines de P et est différent de oy,. Quitte a réordonner, on suppose que oy, .. ., a;, sont
les racines réelles distinctes de P, et i1, 0pr1, - - ., Qpte, Oy Ses Tacines complexes

distinctes (on a alors r = p + 2¢). 1l vient :

p+c
k=p+1
On note v, = l’“;’l’“ et wy, = lk;ﬁ de sorte que les coefficients de vy, et wy, soient réels.
On a alors :
2+l
Vi — wi = kT

On en déduit une décomposition de () sur R en somme de carrés de formes linéaires

réelles :
p ptc
Q=> mili+ > 2my (v} —u})
k=1 k=p+1

Les Iy, v;, w; de cette décomposition sont linéairement indépendantes sur R. En effet,

si elles ne I’étaient pas, on aurait

arly + -+ aply + bpr1vpi1 + -+ bpycVpre + CpriWpp1 + -+ + Gy cWpye = 0,

et donc
I b1 i1 bpte | Cpte
bp-H Cp+1 \ 77— bp-i—c Cptec \ 77—
+ ( 5 5 ) bt (5 5 ) ote 0

En se rappelant que l,; = [, ., (si on classe les [, dans le bon ordre), on a donc
obtenu une combinaison linéaire complexe non triviale des I, 1 < k < r, ce qui est
absurde car elles sont linéairement indépendantes sur C comme démontré ci-dessus.

Cette décomposition indique que la signature de @ est (p + ¢, ¢), qui vaut aussi

(s,t). Donc p = s — ¢ = s —t est le nombre de racines réelles distinctes de P. Enfin,

r=p+4+2c=s—1+2t = s+1 est le nombre de racines complexes distinctes de
P. O

Alternative pour montrer que r = s + t juste aprés avoir montré ['indépendance
desly, 1 <k<r:
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On a montré que les (Ix)1<r<, sont indépendantes sur C, donc le rang de @) sur C
(i.e. en tant que forme quadratique sur C) vaut r : en effet, () s’écrit comme somme
de carrés de r formes linéaires indépendantes. Si on note B(x,y) = 3 o, ic,, SitiTiVj
la forme polaire associée & @ (en tant que forme quadratique sur C), alors la matrice
de Q est (B(ei, €;))o<ij<n—1 €t est de rang 7. Comme le rang d’une matrice ne dépend
pas du corps de base (car il correspond a ’annulation d’un déterminant extrait), le
rang de @ sur R vaut aussi r (en effet, (B(e;, €;))o<ij<n—1 €st également la matrice
de @ en tant que forme quadratique sur R). Enfin, le rang de @ valant s + ¢, on

obtient r = s + ¢, d’ou la deuxiéme affirmation du théoréme.

Définition. Soit P € A[X;,...,X,]. On dit que P est symétrique si pour toute

permutation o € S,,, on a :
P(Xoay, s Xom)) = P(X1,..., X5).
Définition. Les n polynomes
Sh= Y. Xy X,
1<ig < <ig<n
pour 1 < k < n sont symétriques. On les appelle polynomes symétriques élémen-

taires de A[X7,..., X,].

Théoréme (Relations coefficients-racines). Soit P = a, X" + - -- 4+ ap € K[X] avec
a, # 0. On suppose P scindé sur K et on note xq,...,x, ses racines. Alors pour
tout k € [1,n], on a :

Ay
Sk, .. 1) = (—1)ka—’“.

Théoréme (Formules de Newton). Pour k € N, on note

Sk=> X! eAXy,. .. X,

i=1
appelés sommes de Newton. On a les relations suivantes entre les sommes de Newton

et les polyndmes symélriques élémentaires :

S =18k -+ (DS S+ (D) kN =0

pour tout k € [1,n — 1], et
Sk - lek’—l + -+ (_1)n_12n—1sk—n—1 + (_1>n2n5k—n =0

pour tout k > n.
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Démonstration. Soient xq,...,x, € A. On note o; = X;(x1,...,2,). On considére
le polynéme P =[]\ (X — z;) € A[X]. Il s’écrit aussi

P=X"+) (-1)'o; X",
=1

Pour i € [1,n], on a P(x;) = 2 — o2} ' +--- + (=1)"0,, = 0. On suppose alors

k > n et on multiplie par xf‘” :

¥ — o (=)ot = 0.
On additionne enfin pour 1 < i < n et on obtient 1’égalité :

Sk - E151471 + -+ <_1)n712n715k7n71 + (_1)n2nskfn = 0.

Soit maintenant k € [1,n — 1]. Exprimons :

0'151671 = (Zn: I,L) (Zn: Ifl) = Z«xil’?il = Sk + ZIiQ??il.
i=1 j=1 1,3

i#]

Ensuite,

i<j =1 i#j i<j
1£i,5
On pose alors pour p € [0,k — 1],

_ E k—p
Ap - Lig « - Iipl’ip+1.

1<y < <ip<n.
i1 Fi1seip

Pour p € [1,k — 1], on a
OpSk—p = Ap-1 + Ap,
en ayant remarqué que Ay = S et

Akfl = E 7P l‘ik = /{O'k

1<i1 < <ip_1<n
AL senif_1

car on peut intercaler 7, dans les k£ emplacements entre 1 et i1, entre i1 et 79, etc... En
multipliant la premiére relation par —1, la seconde par (—1)%,..., et la (p — 1)-iéme

par (—1)P~!, puis en sommant, on obtient

hS]

1
(=D opSp—p = —Ao + (=1)P 1Ay = =5, + (—1)"'poy,.
k=1

On a donc le résultat voulu en faisant tout passer dans le membre de gauche.  [J
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Remarque. Sur un corps de caractéristique nulle (il faut pouvoir diviser par les
entiers), on peut inverser facilement le systéme triangulaire donné par les n premiéres
égalités. On peut ainsi exprimer les sommes de Newton en fonction des polynomes

symétriques élémentaires, et donc aussi en fonction des coefficients de P.

Définition. Soit ) une forme quadratique sur E, de forme polaire B (l'unique
forme bilinéaire symétrique associée). On appelle rang de @ le rang de 'application
linéaire
p: B — B
r — (y+— B(z,y)).

C’est aussi le rang de la matrice de () par rapport a une base quelconque. En effet,

si B = (e,...,e,) est une base de F, alors
B(ey,e1) ... B(en,e)
Matg(p) = : : = Matp(Q)
B(ei,e,) ... Blen,en)

Définition. Soit () une forme quadratique sur un R-espace vectoriel E de dimension
finie. Soit « la plus grande des dimensions des sous-espaces de E sur lesquels ) est
définie positive. Soit  la plus grande des dimensions des sous-espaces de E sur

lesquels @ est définie négative. Le couple (o, B) est appelé la signature de Q.

Théoréme. Soit ) une forme quadratique sur E de dimension finie. Il existe des

formes linéaires ly, ...l sur E, linéairement indépendantes, telles que :
PR S A S

Démonstration. La forme quadratique () est un polynome homogéne de degré 2
en les z; (coordonnées d’un point z € FE). On raisonne alors par récurrence sur
le nombre de variables x; apparaissant dans (). S’il n’y en a qu’une, par exemple
Q(x) = azr?, c’est bon. S’il y en a au moins deux, il faut distinguer deux sous-cas :
@ contient un terme carré, disons az?, et on pourra y incorporer les termes de la
forme bxyz;. Donc on pourra écrire Q = a(z; + A)? + Qo avec Q; homogéne du
second degré en xo,...,x, et A polynome homogone de degré 1 en zo,...,x,. La
forme linéaire x, + A sera linéairement indépendante de celles de la décomposition
de @2 (décomposition par I’hypothése de récurrence) car la variable z; n’apparait
pas dans ()».

Le deuxiéme sous-cas est celui o () ne contient que des termes rectangles de la

?
forme az;x;. On peut supposer qu’'on a

Q = axriTy + Z blvjxlxj + Z b2,jx2$j + Q2

j=3 Jj=3
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oll (2 est homogéne de degré 2 en x3,...,x,. On pose alors 1, = x; + 2?23 blzj]
et ry = oy + )0 g bfT’xj On obtient
Q = ariry + Q3

avec (3 homogéne de degré 2 en z3,...,x, et (r1,re,23,...,x,) est libre. On pose
ensuite u; = B372 et uy = B2 et on note que ui — uj = r17r5. On obtient alors un
polynéme en wy,uy, T3, ..., r, homogeéne de degré 2 contenant un terme carré au?.
On peut alors appliquer le cas précédent. O

Conséquence :si Q =15 +---+ 12, — 12, —--- — I}, alors sa forme polaire est
B(z,y) = h(@)lh(y) + - + bn(@)ln(y) = b1 (@)1 (y) — -+ - — (@)l (y). Comme

les formes linéaires [; sont indépendantes, on peut les compléter en une base de E*
puis définir sa base anté-duale (fy,..., f,) dans E. Alors B(f;, f;) =0sii# j, 1 si
t=j<m,—1sim+1<i=j5<k et0sit=j>k+ 1. La matrice de () dans la
base (f1,..., f,) est donc diagonale et on obtient que le rang de @ vaut k.

Corollaire. Il existe une base de E dans laquelle la matrice de () est diagonale avec
des 1, —1 et 0 sur la diagonale. On dit que la matrice de () dans cette base est

diagonale normalisée.

Théoréme. Soit () une forme quadratique sur E de dimension finie. Soit B une base
dans laquelle la matrice A de Q) soit diagonale normalisée. Soient a le nombre de
coefficients +1 dans A et b le nombre de coefficients —1. Alors (a,b) est la signature

de Q. En particulier, a et b ne dépendent pas de la base choisie.

Démonstration. Soit («, B) la signature de (). On sait que ) est définie positive sur
le sous-espace de E engendré par les vecteurs e de la base pour lesquels Q(e) = +1.
Ce sous-espace est de dimension a. On a donc a > a. D’autre part, () est négative
sur le sous-espace I engendré par les autres vecteurs de la base (les vecteurs e pour
lesquels Q(e) = —1 ou 0). Soit G un sous-espace de E de dimension « sur lequel @
est définie positive. Si a > a, alors dim(G) + dim(F) > dim(E). Par la formule de
Grassmann, cela implique que dim(G N F) > 0. Il existe donc x € FN G, x # 0.
Mais comme x € F, Q(z) < 0, et comme z € G et x # 0, Q(z) > 0, ce qui est
impossible. On a donc a = a. En appliquant ce résultat a la forme quadratique —(@),

on obtient aussi 8 = b. O

Références :

— Gantmacher - Théorie des matrices, tome 2 - Page 199.
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2.3 Décomposition de Dunford

Proposition. Soient f € L(E) et P € K[X] un polynéme annulateur de f. Soit
P = BM ... M% la décomposition de P en facteurs irréductibles de K[X]|. On
note F; = Ker(M(f)). Alors E = F1 & --- & F, et pour tout i, la projection sur F;

parallélement a @#i F; est un polynome en f.

Démonstration. Le fait que E = F; & --- @ F, résulte directement du lemme des
noyaux.

Pour tout 7, on note Q); = H#i M]a] Aucun facteur n’est commun a tous les
Q;, ils sont donc premiers entre eux dans leur ensemble. Par 'identité de Bézout, il
existe Uy, ..., U, € K[X] tels que U1Q1 + - - - + U,.Q, = 1, ce qui implique

U(/)Q1(f) + -+ U(f)Q.(f) = Id.

Pour tout ¢, on note P, = U;Q; et p; = P;(f). On a donc
prt-tp=1d (%)

D’autre part, si j # i, alors P divise Q;Q);, donc p; op; = (U;U;)(f) o (Q:Q;)(f) =0
(puisque P(f) = 0, (Q:Q;)(f) = 0). En composant (*) par p;, on obtient alors
pi =Y i, piop; =p:. Les p; sont donc des projecteurs.

Montrons que pour tout 4, Im(p;) = F;. Soit y = p;(z) € Im(p;). Alors

M (f)(y) = (M UiQi)(f)(x) = Us(f) o P(f)(x) = 0.

Donc Im(p;) C F;. Réciproquement, soit x € F;. D’aprés (%), x = p1(z)+- - - +p.().
Or pour tout j # 4, p;(z) = U;(f) o Q;(f)(x) = 0 car M divise ();. Donc x =
pi(x) € Im(p;), et finalement, Im(p;) = F.
I1 ne reste plus qu’a montrer que pour tout i, Ker(p;) = @#iFj. Pour tout
Jj # i, on a F; C Ker(p;) car Mjaj divise P; = U;Q;. Donc @, F; C Ker(p;).
Réciproquement, soit z € Ker(p;). D’aprés (x), x = >, pj(z), donc z € B, ; F}.
Finalement, Ker(p;) = @,.; -
O]
Théoréme (Décomposition de Dunford). Soit f € L(E) tel que son polynéme ca-
ractéristique Py soit scindé sur K. Alors il existe un unique couple (d,n) € K[f]?

avec d diagonalisable et n nilpotent tels que f =d+n etdon =nod.

Démonstration. On écrit Pr = (X — A\)™ ... (X — A;)" et on note F; = Ker((f —
Aild)™). Alors d’apreés la proposition précédente, £ = F; @ --- @ F,.. On définit d

et n sur les Fj en posant djp, = \Idg, et njp, = f — Aldpg,. Alors nyg, est nilpotent
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d’indice m; et n est nilpotent d’indice m = max;(m;). Sur chaque Fj, d; est une
homothétie donc d on = n o d. Si on note p; le projecteur sur F; parallélement a
K- - dF 10 F & -®F, alorsd= M\p; +---+ \.p, et d est un polynome
en f car les p; le sont. Enfin, n = f — d est aussi un polynéme en f. On a prouvé

I'existence du couple (d,n) demandé.

Soit (d',n’) un autre couple vérifiant les conditions. Comme f = d' 4+ n’ et d
commute avec n’, on a fod = (d +n')od =d o(d +n') =d o f. Donc F; est
stable par d’ pour tout 7. Comme d est une homothétie sur Fj, on en déduit que
dod = d od sur F; pour tout i, donc sur E. De plus, d et d’ sont diagonalisables,
on peut donc les diagonaliser dans une méme base, ce qui prouve que d' — d est
diagonalisable.

Commen=f—d,n=f—d etdod =d od, alors n et n’ commutent. Si p et

q sont tels que n? = n'? = 0, alors

p+q p + q

n —n)Pte = k(_q1\pta—kymra—k _

(=37 (P D)k caproin
k=0

Donc n — n’ = d’ — d est nilpotent. Or d’ — d est diagonalisable, donc d' — d = 0,

ce qui prouve que d = d et n’ = n. On a donc unicité du couple (d,n) vérifiant les

hypothéses du théoréme. O]

Calcul pratique de la décomposition de Dunford :
Il s’agit de calculer les projecteurs p; car alors, d = >\ \p; et n = f —d.
On remarque qu’on aurait pu remplacer P; par n’'importe quel polynéme P

annulant f dans la démonstration de la décomposition de Dunford. Soit P =

1

[T,_(X —X)" un polynéme annulateur de f. On décompose  en éléments simples

dans K(X) :
1 T T4 :EZJ
Pl Ay
=1 j=1

Pour tout i, on pose ensuite U; = 37" @ ;(X — A;)""~7. Alors

1< U;
i=1
En multipliant par P, on obtient > i, U;Q; = 1 avec @Q; = [];,,(X — A)™. Donc

d’aprés la démonstration faite, en notant P; = U;(Q);, les projecteurs p; sont donnés
par p; = P;(f).
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Application au calcul d’exponentielle :
Si on connait une base de diagonalisation de d, on a directement ¢?. Comme n
est nilpotente d’indice ¢, e" = Zq ! 2% Enfin e/ = ee” car d et n commutent.
Sinon on utilise les projecteurs p;. On ad=>Y _ A\pietn=>_(f—Nd)p.
Les relations sur les p; (i.e. p? = p; et p; o p; = 0) entrainent d? = > 7 Ap;. Donc

pO

Z U p/\Id_) >pi-

p=0

D’autre part,

-y 2(

On en déduit, toujours grace aux relations sur les p;,

r m;—1

f_odn_ A (f = AId)P

el =ee" = E e E | p;.
=1 ( p'

p=0

Application. Calculer [’exponentielle de la matrice

1 4 =2
M=10 6 -3
-1 4 0

Démonstration. Le polynome caractéristique est Py = (X — 2)%(X — 3). On note
A =2, A =3¢t Q; = (X-3), Qs = (X—2)% On décompose en éléments simples :
11 X -1
Py X-3 (X-2)?%

Donc (X —2)2 = (X —1)(X —=3)=Q2 — (X —1)Q; = 1. On pose U; = —(X — 1)

et Uy = 1. Alors

-2 —4 6
pr=UQ)(M)=—(M—-L;)(M-3L)= -3 -3 6],
-3 -4 7
et
3 4 —6
pp=(M—-2I3)"=13 4 —6
3 4 —6
Ainsi
1 )
€M ([3 + — 1 (M — )\1[3)) p1 + 6/\2}?2 = 62<M — [3)p1 + 63]92.

O
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Théoréme (Lemme des noyaux). Soient f € L(E) et P = P,...P. € K[X]| avec

les P; polynéomes premiers entre eux deur o deuz. Alors
Ker(P(f)) = Ker(Pi(f)) @ - -- @& Ker(F.(f)).

Démonstration. La preuve se fait bien par récurrence sur k > 2. O

Question : Peut-on calculer d et n de la décomposition de Dunford de f sans
connaitre les valeurs propres de f7?
Réponse : Oui, grace a une démonstration effective (i.e. transformable en un al-

gorithme) de la décomposition de Dunford.

Théoréme. Soient K un corps parfait et f un endomorphisme d’un K-espace vec-
toriel E de dimension finie. Alors il existe d,n € K|[f] tels que f = d + n avec d
semi-simple et n nilpotent. De plus, cette décomposition est effective lorsque K est

de caractéristique 0.

Démonstration. Nous donnons seulement les idées de la preuve. Soit P un polynome
annulateur de f, P = P/ ... P®. Onnote Q = P, ... P,. Si K est de caractéristique
0, on peut calculer @ de maniére effective grace a I'égalite P = PGCD(P, P")@ (on
a algorithme d’Euclide pour calculer un PGCD).

Soient A = K[X]/(P) et z = X. Comme P(f) = 0, on a un morphisme ¢ : A —
K|[f], x — f. 1l S’agit donc de trouver une décomposition x = u + v avec Q(u) =0
et v nilpotent dans A. Alors d = p(u) et n = ¢(v) conviendront : d est semi-simple
car annulé par () qui est sans facteur carré.

Nous obtenons u grace a la méthode de Newton : o =z et 41 =z, — %
On montre par récurrence que @'(z,) est inversible dans A (la suite est alors bien
définie) et Q(z,) € (Q(,)*"). Comme P divise QPPM(@) Q(x) est nilpotent dans
A et la suite stationne rapidement. Soient u sa limite, et v = 2 — u. Alors Q(u) =
0etv=>"" (Tpt1 — x,) (la somme est finie) est nilpotent comme somme de

nilpotents. [

Références :
— Gourdon - Algébre - Page 192.
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2.4 Décomposition polaire dans GL,(C)

Théoréme. Soit A € GL,(C). Il existe un unique couple de matrices (U, H) €
M, (C)?, avec U unitaire et H hermilienne définie positive, tel que A = UH. De
plus, Uapplication
o U, xHIT — GL,(C)
(UUH) +— UH

est un homéomorphisme.

Démonstration. Si A = UH, alors A = tH'U = HU~'. Donc *AA = H?. Nous
allons par conséquent commencer par chercher une matrice hermitienne H vérifiant
tAA = H.

On remarque que la matrice ‘AA est hermitienne :

“(FAA) = A7) = "AA.
De plus, “AA est positive : en effet, pour tout vecteur colonne X, on a :
'X ("AA) X ="AXAX = ||AX|]* > 0,

ou || - || désigne la norme hermitienne standard sur C".

Or lorsqu’une matrice M est hermitienne positive, il existe une unique matrice
R hermitienne positive telle que M = R? (ce qu’on démontre aprés). Donc il existe
une unique matrice hermitienne H positive telle que *AA = H?.

Si on suppose A inversible, alors H est inversible, donc H est définie positive (elle
ne peut pas avoir de valeur propre nulle). On pose alors U = AH ! et on vérifie que

U est unitaire :
U = tH-1AAH ' = (tﬁ)*l H2H Y — g g2t — I.

On vient donc de prouver 'existence et 'unicité du couple (U, H) lorsque A est
inversible (I'unicité de U découle de celle de H). O

Proposition. Soit M € M, (C) une matrice hermitienne positive. Alors il existe

une unique matrice R hermitienne positive telle que M = R2.

Démonstration. La matrice M étant hermitienne, il existe une matrice unitaire C'
telle que

'‘CMC =D
avec D = Diag(Aq,...,\,) matrice diagonale réelle. Comme M est positive, tous
les \; sont positifs. On pose D' = Diag (\/)\1, . .,\/)\n). Alors R = CD'tC est

hermitienne positive et vérifie R2 = M.
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Pour 'unicité, on considére le polyndéme d’interpolation de Lagrange ¢ défini par
©(\i) = VA pour tout i < n. Alors (M) = Cyp(D)!C = CD'*C = R. Donc R
est polynomiale en M. Par conséquent, si S est matrice hermitienne positive telle
que S%? = M, alors S commute avec M (car SM = S® = MS), et puisque R est
polynomiale en M, S commute avec R. Les matrices R et S commutent et sont
diagonalisables (car hermitiennes), elles sont donc simultanément diagonalisables :
R=QD Q7 'etS=QDyQ ! avec D; et D, diagonales a coefficients diagonaux
positifs. Sachant que M = R? = S? on obtient D} = D2 et donc D; = Ds.

Finalement R = S et I'unicité est prouvée. O]

Il nous reste maintenant & démontrer que ® est un homéomorphisme. La conti-
nuit¢ de ® est évidente et on vient de montrer que ® est bijective. Il reste donc
a montrer que ! est continue, i.e. que si (M,) est une suite de GL,(C), avec
M, = U,H,, qui converge vers M = UH, alors (U,) converge vers U et (H,) converge
vers H.

Montrons que le groupe des matrices unitaires est compact. En effet, c’est un
fermé borné de M,,(C) et M,,(C) est de dimension finie. Il est fermé car c’est 'image

réciproque de {I,} par I'application continue U +— 'UU. Si P = (p;;) est unitaire,

PP = (Zmpkj> = 1I,.
k=1

En particulier, les coefficients diagonaux de ‘PP sont égaux a 1, i.e. pour tout k,

Z pwil* = 1.
k=1

Donc pour tout 4, 7, [p;;| < 1, et donc U, est borné par 1 au sens de la norme définie

alors

par | P|| = sup |p;;| (toutes les normes sont équivalentes sur M, (C) de dimension
finie).
Par compacité de Uy, il existe une sous-suite (U,p)) de (U,) qui converge vers

U’ € U,. Par conséquent :
Hyp) = tU@(p)Mw(p) — H' ="U'M.

L’expression de H' montre que H' est inversible, et de plus, H' est hermitienne
positive (limite des matrices hermitiennes positives Hy ), donc H' € H . Par
unicité de la décomposition polaire, on a donc U’ = U et H' = H. Cela prouve que
la suite (U,) du compact U, n’a qu'une seule valeur d’adhérence, donc qu’elle est
convergente et U, — U. Il vient ensuite Hy, = U, M;, — UM = H.
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Enoncé du théoréme adapté pour la lecon Exemples d’actions de groupes sur les

espaces de matrices :
Théoréme. On considére laction de groupe suivante sur M, (C) :

o: U, x M,(C) — M,(C)
(UM) —s UM.

Alors lorbite de toute matrice M contient une matrice hermitienne positive. De
plus, si M est inversible, l'orbite de M € GL,(C) contient une unique matrice

hermitienne positive, qui est par conséquent définie positive.

Rappelons que l'orbite d'un élément z € E sous 'action du groupe G est
O, ={g.x, g € G}.

Donc ici, pour M € M,,(C),on a Oy = {UM, U € U,}. On vérifie donc bien que si
H € H,,NOyy, alors M =tUH est le produit d’une matrice unitaire par une matrice

hermitienne positive.

Si on a du temps, on peut présenter une application facile de la décomposition

polaire :
Proposition. Le groupe U, est un sous-groupe compact mazimal de GL,(C).

Démonstration. On a déja montré que U,, est compact. Soit G un sous-groupe com-
pact de GL,(C) avec U, C G. On va montrer que nécessairement G = U, (on ne
peut pas avoir G = GL,(C) qui n’est pas compact).

Soit M € G. On écrit la décomposition polaire de M : M = UH. Or U €
U, C G, donc H= UM € G. Le sous-groupe G étant compact, la suite (H*)pen
admet une valeur d’adhérence dans G. Mais H € H; " est diagonalisable en une
matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont des réels strictement positifs.
La convergence d’une sous-suite de (H*) implique que les valeurs propres de H sont
< 1. Mais ¢’il existe une valeur propre de H strictement plus petite que 1, alors la
limite de la sous-suite est non inversible, donc n’est pas dans GG. Finalement, toutes
les valeurs propres de H valent 1, donc H = I,,. Ainsi M = U € U,,, ce qui montre
que G C U,. n
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Remarque. L’existence de la décomposition polaire est encore vraie pour M &€
M., (C) (avec bien str H positive et non définie positive). Par contre on perd I'uni-
cité. Pour montrer l'existence, on se sert de la densité de GL,(C) dans M,,(C) et
de la compacité de U,

On a aussi une décomposition polaire sur M,,(R) en tout point similaire a celle
sur M,,(C), en remplagant U, par O,(R) (les matrices orthogonales) et H, par
S, (R) (la matrices symétriques). La démonstration est en tout point identique (tout

se transpose a 'identique : O, (R) est aussi compact, etc...).

Remarque. On peut exprimer facilement 'inverse de ® grace a la construction donnée

dans la démonstration. On note :

o: HIT — HIT
H +— VH

Alors si M € GL,(C), on avait M = UH avec H = ¢ ("MM). D’ou :

o7 (M) = (M (TIM) " (TTM))
Définition. On appelle matrice unitaire toute matrice U € M,,(C) vérifiant *UU =
I,.

Définition. On appelle matrice hermitienne toute matrice H € M, (C) vérifiant
'H=H.

Proposition. Si A est symétrique réelle, toutes ses valeurs propres sont réelles.

Démonstration. Soit A € C une racine complexe du polynome caractéristique de A.

Il existe un vecteur colonne X # 0 tel que AX = AX. On a d’une part :
EXAX = ' XAX ='X)X = M XX,
car A est réelle, donc A = A. D’autre part :
EXAX ='X'AX ="(AX)X = VXX,

car A est symétrique. Mais si on écrit 'X = (21,...,2,), alors XX =" |22 >0

car X # 0. Donc X\ = )\, i.e. toutes les valeurs propres de A sont réelles. O
C’est pareil pour les matrices hermitiennes :

Proposition. Si A € M, (C) est hermitienne, toutes ses valeurs propres sont

réelles.

Démonstration. On fait pareil mais cette fois en calculant de deux facons différentes
IXAX. O
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Théoréme. Tout endormorphisme symétrique d’un espace euclidien est diagonali-

sable dans une base orthonormée, en une matrice diagonale réelle.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension n de 'espace. D’aprés
la proposition précédente, il existe une valeur propre réelle A\, dont on note e; le
vecteur propre associé. On prend F' = (Re;)* et on montre que F' est stable par

I’endomorphisme v : six € F,
(u(z)|ex) = (xfuer)) = (z[Aer) = Alxfer) =0,

car u est symétrique pour la premiére égalité. Donc u(x) € F. On applique ensuite

I'’hypothése de récurrence a up qui est toujours symétrique. O]

C’est pareil pour les endomorphismes hermitiens :

Théoréme. Tout endormorphisme hermitien d’un espace hermitien est diagonali-

sable dans une base orthonormée, en une matrice diagonale réelle.

Démonstration. Pareil que le cas des endomorphismes symétriques. O

En termes de matrices, cela se traduit par :

Théoréme. Toute matrice hermitienne est diagonalisable en une matrice diagonale

réelle au moyen d’une matrice unitaire.

Démonstration. Soit H une matrice hermitienne. D’aprés le théoréme d’avant, il

existe une base orthonormée telle que I’endomorphisme associé¢ a H soit diagona-

lisable. On note P la matrice de passage de la base canonique (ey,...,e,) a cette
base orthonormée (eq,...,¢,). Alors :
H=PDpP!

avec D diagonale réelle. On note P = (p;j), i.e. & = Y .p_; Pri€x pour tout i. Alors

la famille (g1,...,&,) est orthonormée équivaut a

(eile;) = (Zpkiek Zij%) = Zlmpkj = 0ij,
k=1 k=1 k=1

qui équivaut a PP = I,,, i.e. P est unitaire. O

Références :
— Gourdon - Algébre - Page 249.
— Mneimné et Testard - Introduction a la théorie des groupes de Lie classiques -
Page 19 (pour ’homéomorphisme).

— Serre - Les matrices (pour 'homéomorphisme et 1’application).
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2.5 Décomposition QR

On note 7,7 le groupe des matrices triangulaires supérieures de M,,(C) dont
tous les coeflicients diagonaux sont strictement positifs. On note aussi U,, le groupe
des matrices de M,,(C) unitaires, i.e. les M telles que *MM = I,,.

Théoréme. Pour tout A € GL,(C), il existe un unique couple (Q, R) € U, x T,

tel que A = QR. De plus, cette factorisation permet de résoudre le systéeme Ax = b.

Démonstration. Nous ne montrerons que 'existence. Voir les suppléments plus bas
pour 'unicité.
Soit A € GL,(C) dont on note a4, ..., a, ses vecteurs colonnes qui forment une

base de C". Appliquons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. On pose

G ”a Tl On construit les vecteurs ¢; pour j > 2 par la formule de récurrence de
Gram-Schmidt : .
q = “Zj” avec w; = (Qk, a;) G,
J k=1
ou (-,-) désigne le produit scalaire hermitien canonique de C". La base (¢1,...,¢,)
ainsi construite est orthonormée et donc si on note @ = (¢, . . ., ¢,) la matrice formée
par les g;, alors QQ € U,,.
Par ailleurs, pour tout j, a; = [lw;llq; + Y291 (qr, a;)qx. En notant r;; = |jw;|

pour tout j, et r; = (qx,a;) pour tout 1 < k < j — 1, on obtient a; = Zi;:l ki Qk-

On note (g; j)1<i<n les composantes du vecteur ¢; et (a;;)1<i<n celles du vecteur a;.

Alors
di1 --- Qin i1 --- Tin j
s : Lo = (Z qz-,m,j) = (ai)ij = A,

= 1:7'
ni -+ Gun 0 ... Thn J

et on a bien R € Tt

On souhaite maintenant résoudre le systéme Az = b. On décompose A en A =
QR. Le systéme devient alors Q Rz = b, et en multipliant & gauche par '@, le systéme
se transforme en Rz = *Qb. Ce systéme se résout facilement par un algorithme de

remontée puisque R est triangulaire supérieure. ]
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Algorithme 1: Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
Données : A= (ay,...,a,)
Résultat : Q = (q1,...,q,) et R = (1)

pour j =1 a n faire

w; = a,
pour k=1 ¢ j — 1 faire
e = (qr, a;)
Wy = W5 — Tkjdk
fin
rij = |lw;ll

g = w;/7j

fin

Comptons le nombre d’opérations que cet algorithme nécessite. Pour un produit
scalaire, on doit effectuer n — 1 additions et n multiplications. Pour ajouter deux
vecteurs, on doit effectuer n additions. Pour calculer une norme, on doit effectuer
un produit scalaire et une extraction de racine carrée. Nous avons donc le nombre

suivant d’additions dans 1’algorithme :

Z (Z_:(n —1+n)+(n— 1)) = Z((2n—1)(j_1>+(n_1)) _n(n— 1)2(2n + 1).

j=1 \i=1 j=1

De la méme facon, on trouve n® multiplications, n? divisions et n extractions de

racines carrées. Au final, on doit effectuer de l'ordre de 2n?® opérations.

Cependant, sur ordinateur, la propagation d’erreurs d’arrondis fait que les vec-
teurs ¢; calculés ne sont pas forcément linéairement indépendants, donc en particulier
pas orthogonaux. Cela empéche donc la matrice () d’étre exactement orthogonale.
Ces instabilités numériques sont dues au fait que la procédure d’orthonormalisation
produit des valeurs trés petites, ce qui pose probléme en arithmétique & virgule flot-
tante (i.e. Parithmétique des nombres réels sur ordinateur ot tout réel est représenté
par un nombre fini de bits). Il convient alors de recourir a une version plus stable
de lalgorithme, appelée procédé de Gram-Schmidt modifié.

La modification consiste tout simplement en un réordonnancement des calculs
de facon a ce que dés qu'un vecteur de la base orthonormée est obtenu, tous les
vecteurs restants a orthonormaliser lui soient rendus orthogonaux. Les deux versions
de Gram-Schmidt sont mathématiquement équivalentes, mais la version modifiée est

préférable a la premiére lorsque les calculs sont effectués sur ordinateur.
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Algorithme 2: Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt modifié

Données : A= (ay,...,a,)
Résultat : Q = (q1,...,q,) et R = (1)
pour i = 1 a n faire w; = aq;
pour k =1 a n faire
Tk = [[wk]
Qe = W/ Tk
pour j =k + 1 a n faire
ki = (qr, w;)
Wj = Wj — TGk

fin

fin

Apreés calculs, on trouve que les nombres d’additions, de multiplications, de di-
visions et d’extractions de racines carrées sont les mémes que pour l'algorithme non

modifié. On a donc encore de I'ordre de 2n® opérations au total.

Enfin, pour résoudre un systéme Ax = b ou A est inversible et triangulaire

inférieure, on utilise naturellement une méthode dite de descente :

— b
1= ail
_ 1 i—1 i —
€T, = P (bl —ijlaij%») , 1= 2,...,7’L.
n(n—1) n(n—1)

Cet algorithme effectue additions, multiplications et n divisions,

2 2
soit un nombre d’opérations global de I'ordre de n?.

Comparaison avec d’autres méthodes :

Méthodes + x|/ V1
Résolution par la régle de Cramer(n + 1)!|(n 4+ 2)!|n|0
Décomposition LU zol T 2o
Décomposition QR n3 n® nin

On a indiqué les ordres de grandeurs, en ne comptant que les opérations de la
décomposition (pas la résolution finale du systéme avec 1'algorithme de remontée

par exemple, sauf pour la régle de Cramer).

Sur la décomposition QR par la méthode de Householder :
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En pratique, on préfére calculer la factorisation () R d’une matrice par la méthode
de Householder dont le principe est de multiplier A par une suite de matrices de
transformations trés simples dites de Householder pour ’amener progressivement

sous forme triangulaire supérieure.

Définition. Soit v un vecteur non nul de R™. On appelle matrice de Householder
associée au vecteur de Householder v la matrice définie par :
viy

On pose de plus H(0) = I,,, ce qui permet de considérer la matrice identité comme

une matrice de Householder.
Les matrices de Householder possédent des propriétés intéressantes :

Propriété. Soit v un vecteur non nul de R et H(v) la matrice de Householder qui
lui est associée. Alors H(v) est symétrique et orthogonale. De plus, si x € R™ et e

est un vecteur unitaire tel que x # +£||z||2e, on a
H(x + |[z]le) = F|ze.

La matrice de Householder H(v) est la matrice de la symétrie orthogonale par
rapport a I'hyperplan orthogonal & v. Les matrices de Householder peuvent par
conséquent étre utilisées pour annuler certaines composantes d’un vecteur = de R”

donné.

La méthode de Householder est sensiblement plus cotiteuse que la méthode de
Gram-Schmidt, mais son succeés est sa grande stabilité numérique : elle ne modifie pas
le conditionnement du probléme (la norme || - ||o est invariante par transformation
unitaire, et le conditionnement est calculé par cond(A) = ||Al|||[A7!]]). De plus,
les colonnes de () sont numériquement orthonormale, cela ne dépend pas du degré
d’indépendance des colonnes de la matrice A comme cela était le cas pour le procédé
de Gram-Schmidt.

Cependant, si la connaissance de () n’est pas requise et qu’on souhaite juste la
solution de Az = b, un raccourci existe : la structure des matrices de Householder
fait qu’il n’est pas nécessaire d’assembler la matrice de Householder pour en effectuer
le produit avec une autre matrice. Cela réduit le nombre d’opérations a un ordre de
grandeur de §n3, plus avantageux que Gram-Schmidt, mais encore le double de LU

(par I’élimination de Gauss).

Méthode de Cholesky pour les matrices symétriques définies positives :

Elle nécessite un nombre d’opérations total de I'ordre de %3
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Montrons I'unicité de la décomposition A = QR annoncée dans le théoréme.

Démonstration. Commengons par montrer que 7.7+ NU, = {I,}. Il est clair que I,, €
7.7t NU,. Réciproquement, soit M € T,F+ NU,. Alors M = (m;;) est triangulaire

supérieure (i.e. m;; = 0sii > j) avec my > 0 et M*M = I,,. On a donc :

n
tAT R
MM=| Y mymg| =I.
k=max(t,j) i
En prenant 7 = n, on trouve ZZ:n MMk = MinMnn = 0 pour tout ¢ < n, ce qui
implique m;, = 0 pour tout + < n. En prenant ensuite j = n — 1, on trouve

n

E Mk M—1k = Mipn—1Mp—1n—1 T My Mpy—1.7 = Mip—1Mp_1,—1 =0
NN~ ———

k=n—1 =0 =0 >0

pour tout ¢ < n— 1, ce qui implique m; ,,—; = 0 pour tout ¢ < n—1. On recommence
jusqu’a j = 1 et on obtient finalement que tous les coefficients non diagonaux sont
nuls. Comme les coefficients diagonaux sont des réels > 0 tels que |my;|?
déduit M = I,,.

Soient maintenant (Q1, Ry) et (Qa, Ra) € Uy, X T, T tels que A = Q1R = Q2Ro.
Alors Q;'Q1 = RyR;*. Or Q,'Q1 € U, et RyR; " est triangulaire supérieure avec

ses coefficients diagonaux strictements positifs. Donc

=1,onen

Q;'Q1 eUNT, ™ et RoR{ €U, NT,.

Comme Z/{n N 7;++ = {]n}7 il vient QQ = Ql et R2 = Rl. ]

Références :

— Filbet - Analyse numérique, algorithme et étude mathématique - Exercice 1.5
page 49, solution page 55.

— Legendre - Méthodes numériques, Introduction a l’analyse numérique et au cal-
cul scientifique - Cours PDF daté de 2009/2010 (pour Gram-Schmidt modifié,
les algorithmes et les complexités).

— Ciarlet - Introduction a ’analyse numérique matricielle et a 'optimisation -

Les nombres d’opérations y sont aussi.
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2.6 Dénombrement des polyndémes irréductibles sur

un corps fini

Soient p un nombre premier, r € N* et ¢ = p”. On s’intéresse a ’ensemble
I,(n) des polynomes irréductibles unitaires de degré n sur F, dont on va calculer le

cardinal, qu’on note N, (n).

Proposition. Pourn > 1, on a
x"-x=1[ I P
dln Pely(d)

et

Ny(n) = %Zu (g) ¢
dln

i deésignant la fonction de Mobius.

Démonstration. Soient d un diviseur de n et P € I,(d). On veut montrer que P
divise X9" — X. Soit alors a une racine de P dans un corps de rupture de P sur
F,. Ainsi F (a) est un corps de rupture de P et [F,(«) : F,] = deg(P) = d car
P est irréductible, c’est donc le polynome minimal de o sur ;. Par conséquent,
Fq(o) = Fa. Or tout élément de F q est racine du polynome x4 — X, donc ad’ = a.

Comme d divise n, il existe un entier k tel que n = kd, et alors :

d
-~ qd qd q
. /

~
k fois

Ainsi « est racine de X?" — X et P divise ce polynome car ses racines sont simples
(c’est un polynoéme irréductible sur un corps fini, et tout corps fini est parfait, donc
P est séparable).

Si on prend un autre polynome @ € I,(d') avec d’ un diviseur de n, alors @ divise
aussi X7 — X, et les deux polynémes P et () étant irréductibles, leur produit PQ
divise X" — X.

Finalement :

IT II P | divise (x*" - X).
din Pel,(d)

Réciproquement, soit P € F,[X] un facteur irréductible de X" — X de degré
d > 1. Soit a € Fn une racine de P (X9" — X est scindé sur Fn, donc P aussi).
Alors

[Fon : Fg(a)][Fg(a) : Fg] = n.
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Or [F () : F,] = deg(P) = d car P est irréductible sur F,, c¢’est donc le polynome
minimal de « sur F,. Ceci prouve que d divise n.

On vient donc de montrer que tout facteur irréductible de X9 — X est un
polynome de I,(d) avec d un diviseur de n. Il existe donc des polynomes deux a

deux distincts @); dans I,(d;) avec d; un diviseur de n et des entiers a; > 1 tels que
_X = H Q™.
i

Montrons maintenant que X7 — X est sans facteur carré dans F,[X]. Supposons
par I'absurde que ce polynéme admet un facteur carré : on écrit X4 — X = Q?P
avec P,Q € F,[X]. En dérivant, on obtient ¢" X7 ~! — 1 = 2QQ'P + Q*P'. Comme
¢" = 0 dans F,, on en déduit que () divise le polynéme constant —1. Donc () est

constant, ce qui est absurde. Ceci montre que pour tout ¢, a; = 1, et enfin :
(Xq” -x=]] QZ-) divise (J] J] P
i djn Pely(d)

On a donc montré que

X‘I"—X:H H P.

djn PEl,(d)

Pour calculer N,(n), on passe au degré dans cette derniére égalité polynomiale :

- Z dNy(d)

dln

On introduit alors les fonctions arithmétiques f et g définies par f(n) = nN,(n) et

g(n) = ¢" pour n € N*. La formule précédente s’écrit :

= f(d)=f*1(n).

din
La formule d’inversion de Mobius nous donne alors :
f=gxu,

soit encore

L)
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Remarque. Si on pose r, = de 7 (%) q¢, alors :
d#n

Kl 2]+
2
ral <Y gt =1 1.
d=1 q—1
On en déduit : - N .
Nyny ==~ L= 1

~ = —
n oS n T log,(q)
On peut faire I’analogie avec le nombre m(n) de nombres premiers inférieurs a n :

n

m(n) ~ :

( ) n—oco ln(n)
Remarque. On obtient une autre démonstration de I'existence d’un corps a p" élé-
ments avec n € N* : avec r = 1, le dénombrement des polynomes irréductibles sur

F, pour ¢ = p" = p montre que
nNy(n) =p" +r, = p" — |l

avec r,, défini comme dans la remarque précédente (la fonction p peut étre négative).
Or |r,| < p", donc N,(n) # 0. Il existe donc P irréductible de degré n dans F,[X].
Alors K = F,[X]|/(P) est un corps (car P est irréductible), de cardinal p" car K est

un [F-espace vectoriel de dimension n.

Remarque. Le corps F,, est un sous-corps de F, (c’est son sous-corps premier, i.e.
plus petit sous-corps inclu dans F,). En effet, la caractéristique d’un corps fini est
nécessairement un nombre premier (plus petit entier n tel que nl = 0), donc en
notant ¢ : Z — F,,n — nl, alors Ker(yp) = pZ, si bien que Z/pZ = F, = Im(yp) C
F,, dou F, C F,. Ensuite IF, est un corps premier : si k& est un sous-corps de I¥,,, en
particulier k est un sous-groupe additif de IF,,, donc le cardinal de k divise celui de
F, (théoréme de Lagrange), qui vaut p, donc k = {0} ou F,. Comme 1 € K, on a
donc k = IF).

Si P est un polynome de F,[X] irréductible dans F,[X], il est irréductible dans
F,[X]. En effet, si P = QR avec Q, R € F,[X], alors P,Q, R € F,[X], et donc Q ou
R est de degré 0.

Définition (Fonction de Mébius). On note p la fonction de Mobius définie par
p: N© — {101}
1sin=1,
n o — 0 si n a un facteur carré,

(—1)" sinon, ou r est le nombre de facteurs premiers de n.
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Proposition (Formule d’inversion de Mébius). Soient f,g: N — C telles que pour
toutn > 1,

Alors pour tout n > 1,

Démonstration. Si f et g sont multiplicatives, alors f % g aussi. Donc p * 1 est

multiplicative et pour la connaitre, il suffit de calculer p x 1(p®) :

pox A(p®) = p(1) + p(p) + p(P*) +- -+ p(p*) =1-1=0.
——

——
=0 =0
Donc immédiatement, on obtient pu x 1 = ¢, d’ou le résultat. O]

Reéférences :
— Francinou et Gianella - Ezercices de mathématiques pour ’agrégation, Algébre
1 - Page 189.
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2.7 Dénombrement des solutions d’une équation dio-

phantienne

Proposition. Soient ay,...,a,. € N* des entiers naturels non nuls premiers entre
euzr dans leur ensemble. Pour n € N, on considére [’équation diophantienne (E,) :
any + - -+ a;n,. =n dinconnues ny,...,n, € N.

Alors ’équation (E,) admet un nombre fini de solutions s, que l'on peut calculer

de maniére explicite. De plus

r—1

5 oo ap...ap(r—1)

Démonstration. Soit F(X) = [];_, .= Dans C[[X]], on a
Fx) =] (Z X”%) =11 (Z X”]l{neaiN}>
=1 i=1 \n=0

Mg

( Do XMy X ﬂ{mearm>

ni+-+nr=n

( Z Xmer .X"’““’“)

niai+-+nrar=n

( > 1) X" = g S X",

niai+-+nrar=n

0

n

WE

0

3
Il

NE

Il
o

n

On note U, le groupe des racines n-iéme de 'unité dans C. On décompose F' en

éléments simples dans C(X) :

FX) = 3 (waleJr...era_“J’#),

welizy Uay

ol my, est la multiplicité du pole w de F (attention, m, n’est pas nécessairement
égal a 1 car w peut étre racine de 1 — X% et de 1 — X% pour i # j).

Ensuite, on a

o enlz) £0))”

[e.e]

1 o

n—l

oo 1 .
= 'Zm—i—k—l (m 1) — X
m=0
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En reportant dans 'expression de F(X) et en identifiant les coefficients, on en

déduit une expression de s,, qui est donc calculable explicitement.

Comme F(X) = [[/_; %=, 1 est un pole de F d’ordre r. Soit w un pole de
F. Puisque chaque polynome 1 — X est a racines simples, m, < r. Si m, =
r, alors w est racine de tous les 1 — X%. Comme les «; sont premiers entre eux
dans leur ensemble, d’aprés l'identité de Bézout, il existe uq,...,u, € Z tels que
ur +- - - +u,a, = 1. Ainsi, comme w® = 1 pour tout 4, on a w = W1 tUrer — 1

Finalement, pour tout w # 1 pole de F', on a m, < r.

1
(w—X)k

Le terme général de la série vaut, d’apreés le calcul ci-dessus,

ﬁ(n+l)...(n+k_1)ﬁ: 0 ()

car |w| = 1. Donc pour tout k < r, c’est un O(n"~?), soit encore un o(n"~'). On

1

en déduit que dans ’expression de s, les contributions des X sont négligeables

=X)
devant celle de m quand n — oco. Ainsi,
nrfl
5n n:oo A (T‘ — ]_)' ’

Il ne reste plus qu’a calculer a; . On a

T T

) 1-X 1
(1_X) F<X):H1_Xal :Hl—Q—X—i——i-Xal_l

i=1 i=1

Comme ay, = [(1 — 2)"F(2)](1), on obtient a;, = -——, d’ott le résultat. O

Application. Le nombre de solutions (z,y,2) € N3 de I’équation v + 2y + 32 = n

s —(n+1)(n+5>+£+—(_1)n+gcos %i
"o 12 72 8 9 3 )

est

Théoréme (Décomposition en éléments simples). Soit g € K(X). On écrit la dé-
composition de Q) en produit de polynomes unitaires irréductibles : QQ = A\Q7" ... Q5.

Alors on peut écrire

P Al 1 Al o Ak 1 ko
— =R4+ =4 &1+...+_’+...+ &k
Q Ql 11 Qk kk
ot R et les A, j sont des polynomes de K[X| tels que deg(A,; ;) < deg(Q;) pour tout

i\ 3.
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Démonstration. Les polynomes T; = AQT' ... Q7" ... Q% sont premiers entre eux

dans leur ensemble, donc d’apreés I'identité de Bézout, on a
SiTy+---+ S, 1, =1.

On en déduit I’écriture, en notant B; = PS; :

P_PSlT1+---+PSTTT_Bl+ +Br
Q Q@ 1 Qar’

A présent, on effectue la division euclidienne de By par Q1 : By = B0, @1 + A1y

avec deg(A;4,) < deg(Q1). On obtient alors

Bl Bl,al Al,al

ar ar1—1 ap
1 1 1

On effectue une nouvelle division euclidienne sur B ,,, par (), et en recommencant

un nombre suffisant de fois, on trouve

By 1,1 Ay,
—al:B1,1+Q—+"'+ o
1 1 1
d’ott la décomposition en éléments simples de £. O

Q

Reéférences :
— Chambert-Loir - Analyse 1.
— Francinou, Gianella, Nicolas - Orauz X-ENS, Analyse 2 - Page 197.

— Gourdon - Analyse.
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2.8 Ellipse de Steiner et application

Soitt ABC' un triangle du plan affine euclidien P, qu’on suppose non applati
et non équilatéral. On prend pour origine le point O centre de gravité du triangle
ABC et on rapporte le plan & un repére orthonormé direct (0,7,7). On note
respectivement a, b, ¢ les affixes de A, B,C' et I, J, K les points d’affixes respectives
1,7, 52
Lemme. Il existe a, € C* tels que l'application f : P — P associée a la transfor-

mation @ : z — az + [Z envoie respectivement les points I, J, K sur A, B, C.

Démonstration. On cherche o, S tels que a+ 5 =a, aj+pj2=bet aj?+3j =c. 1l
s’agit d’un systéme de 3 équations a 2 inconnues, et pour avoir une solution, il est

nécessaire que ces équations soient liées. On vérifie :

1 1 a

det [ 5 42 b| =(a+b+)(j*>—4)=0
i*J e

car O étant le centre de gravité de ABC, on a a + b+ ¢ = 0. D’autre part, comme

i J?

C? vérifiant les 3 équations. Si a = 0, alors le triangle ABC' est I'image du triangle

1 1
det ( ) # 0, ce systéme est de rang 2. Il existe donc un unique couple (v, 3) €

I JK par la similitude indirecte z — [$Z qui conserve les rapports de distances, il est

donc équilatéral comme I JK, ce qui est exclu. Donc a # 0, et de méme 5 # 0. O

Proposition. Les affizes des foyers de lellipse de Steiner du triangle ABC' sont les

deuz racines carrées du nombre complexe af3.

Démonstration. Soit C' le cercle de Steiner du triangle équilatéral /JK. Comme f
est une transformation affine bijective (car par exemple ¢ envoie la base (ﬁ ) 17% )
sur la base (1@, 1@)), elle envoie C' sur une conique ¢’ = f(C') de méme nature,
i.e. une ellipse. Comme les barycentres sont conservés par les applications affines,
les milieux des cotés du triangle IJK sont envoyés sur les milieux des cotés du
triangle ABC. En admettant que C” est tangente & chacun des cotés de ABC' en
leurs milieux (voir plus bas la démonstration de Iexistence de l'ellipse de Steiner),

par unicité de D'ellipse de Steiner, C’ est 'ellipse de Steiner du triangle ABC.

Comme C' est le cercle inscrit au triangle équilatéral IJ K, c¢’est le cercle de centre

1
2

et seulement s'il existe t tel que laffixe de M dans (O, , 7) soit z = %e“. Donc

M' = f(M) € C' si et seulement g'il existe ¢ tel que laffixe de M’ dans (O, W, )
soit 2 = ¢(z) = (e’ + fe ™).

O et de rayon 3 (il passe par le milieu de JK qui est en z = —%) Donc M € C' si
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. . ot
On note o = |ale’®, B = |Ble, U le vecteur d’affixe ¢/“z" et 7 le vecteur

daffixe iet*s" (on a fait tourner le repére d’un angle £5%). Alors M’ € C” si et
seulement s'il existe ¢ tel que l'affixe de M’ dans (O, ut, v_1>) soit 2] = 255 On

a alors
Lo i 1, . , ,
2= 5(0&6“ + 5e—zt)e—z‘/’§¢ _ é(myez(so—kt) + |B|ez(w—t)>e—z%
1 Coh co—tb
— 5(‘04’@“921&"’“5_’_ |ﬁ|e—zv2w—zt)'

On en déduit une représentation paramétrique de C” dans le repére (O, ut, v_f) :

Une équation de C’ dans ce repére est donc
2 2
L1 Y1

(o) ()

Les foyers F et F' de C' appartiennent au grand axe qui est dirigé par uj et O

est leur centre. Dans (O, u, 7), un argument de F' est donc # et un argument

de F” est 5‘7;—7/’ + m. Ensuite on note ¢ = OF. Si N désigne un point de C sur la
médiatrice de [FF'] (i.e. N est un sommet de Pellipse sur son petit axe), alors on
a ON = M, OF =cet NF = M (le demi-grand axe, car par la définition
bifocale, NF + NF' = 2% et comme N est sur la médiatrice, NF = NF”’). Par

le théoréme de Pythagore, on a donc

2 2
PR S

Donc les affixes de F et F’ dans (O, i, ¥) sont + |aﬁ|e"%, i.e. les deux racines

carrées de af3. |

Application. Si Q = (X —a)(X —b)(X —c¢), alors les racines de Q' sont les affizes
des foyers de ’ellipse de Steiner du triangle ABC.

Démonstration. On a
Q=X"—(a+b+c)X*+ (ab+ bc+ ca)X — abe.

On rappelle que a + b+ ¢ = 0 puisque O est le centre de gravité du triangle ABC.
On calcule ensuite, en se rappelant que « et 8 sont tels que a4+ =a, aj + 352 =b
et j? + 65 =c:

ab+bc+ca = (a+ B)(aj+ B52) + (aj + B5*)(ag® + B7) + (aj? + Bj)(a + B)
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= (1+j+7%a”+ (1+j+ 528 +3a8(j + j2)
= —3af,

car 1 + j + 52 = 0. Donc
Q= X?® - 308X — abc.

On obtient ainsi que Q' = 3X? — 3af3. Les racines de @’ sont donc les racines de
X2 —af, i.e. les deux racines carrées de o3, qui sont les affixes des foyers de lellipse

de Steiner de ABC' d’aprés la proposition précédente. O

Théoréme. L’image d’une conique par une application affine bijective est une co-

nique de méme nature.

Démonstration. Soit f une application affine bijective associée a une application
linéaire bijective . Soit (O, 7, 7) un repére. Alors les coordonnées du point M dans
(0,7, ) sont les mémes que les coordonnées de f(M) dans (f(O), (), (7))
(qui est bien un repére puisque ¢ est bijective et donc conserve les bases). En effet,
par bijectivité de ¢, on a I’équivalence

AN

OM =0 +y¥ = ¢ (0M) = F(O)(M) = 2p() + yo (V).

e
ot 'on a utilisé que ¢ (MN) = f(M)f(N;.
Ainsi, si C' est une conique d’équation (E) dans (0,7,7), alors son image

C" = f(C) est définie par la méme équation dans (f(O), (), o(7)). Donc C” est

une conique de méme nature que C'. O

Théoréme. Pour tout triangle du plan, il existe une unique ellipse tangente a cha-

cun des cotés en leur milieu, appelée ellipse de Steiner.

Démonstration. Nous ne montrerons que ’existence, 'unicité est plus délicate.

Soit ABC' un triangle non applati du plan affine. On note A’, B’, C’ les milieux
respectifs des segments [BC], [AC], [AB].

Comme les points A, B, C' ne sont pas alignés, ils définissent un repére du plan
affine. Si le triangle ABC' est équilatéral, l'existence d’une ellipse répondant au
probléme est évidente : il s’agit du cercle inscrit au triangle. L’idée est donc de se
ramener a un triangle équilatéral.

Soit Ay BoCp un triangle équilatéral. Il existe une unique bijection affine telle que
9(Ao) = A, g(Bo) = B et g(Cp) = C.
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En effet, g est définie par g(A4g) = A, 7(@) — AB et 7(M) = f@, et on
note que 7 est uniquement déterminée par I’envoi d’'une base sur une base. Ainsi
par g, le triangle équilatéral AqgByCy est envoyé sur le triangle ABC.

Comme les barycentres sont conservés par les applications affines, les milieux des
cotés du triangle AgByCy sont envoyés sur les milieux des cotés du triangle ABC.

De plus, 'image d’une conique par une application affine bijective reste une
conique de méme nature. Donc g envoie le cercle inscrit C' de AqgByCy sur une ellipse
E.

Enfin, une application affine est différentiable, de différentielle sa partie linéaire.

En effet, si M et N sont deux points, on a
— — —
g(M) = g(N) + F(NM) = g(N) + Dg(N).NM + o (INM]]).

et donc Dg(N) = ? Par conséquent, si W est un vecteur directeur de la tangente

en un point M de C, alors 7 ) dirige la tangente & l’ellipse E au point g(M).
Ainsi, comme la droite (AgBy) est tangente & C' en C) le milieu de [AyBy], on

obtient que ¢ (AyBy) = g(Ao)g(Boy) = AB dirige la tangente & E en ¢(Cj) = C".

Donc la droite (AB) est tangente a E en C’. Le raisonnement est le méme pour

les autres tangences. L’ellipse E est donc tangente au triangle ABC aux points
A B C. O

Proposition. On se place dans un repere R. Alors Uellipse d’équation % —|— zQ =1

avec a = b est exactement l'ensemble des points M = (x,y) vérifiant MF + MF' =
2a ot F = (¢,0) et F' = (—¢,0) avec ¢ =+v/a? — b2. Les points F' et F' sont appelés

les foyers de lellipse.

Démonstration.

MF + MF' =2a <= (MF + MF')? = 4a
(x—c)+y+(x+c)*+y* +2MF.MF' = 4a®
2% + 2y + 262 + 2M F. M F' = 4a?

MFMF' =2d*> — & — 2% — o>

(MEMF')? = (a* + b — 2° — ¢*)?

(2% — 2cx + & + ) (2% + 2cx + ¢ + y?)

— (a2 4+ b? — 2 _y2)2

[

= (@P+y*+)°— = (a® + b* — 2% —¢?)?
= (P+y*+A) - (a +b2 2 —y?)? = 4c*2®
= (a®+ 0+ )20+ 297 +F —a® - b?) = 4ca?
— 2a*.2(2* +y* - V) = 4cPa?
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2.8. Ellipse de Steiner et application

2,2 2.2

— a*2x® +ad*y? - =Px
: (a% — )22 + a®y? = b’
B2 + a*y? = a2

2 2
T Y
<~ ¥+b—2:1.

Il reste & prouver que l'implication au milieu est en fait une équivalence. A la fin,
on obtient que nécessairement, 22 < a? et y? < b2, donc a® +b?> — 22 —y?> > 0 et on

a bien I’équivalence. O

Références :

— Deuxiéme composition du CAPES externe de 1990.
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2.9 Irréductibilité des polynémes cyclotomiques sur

Q

Théoréme. Le polynéme cyclotomique ®,, est irréductible sur Q.

Démonstration. Soit K un corps de décomposition de ®,, sur Q. On note w une
racine primitive n-iéme de 1, et on fixe un nombre premier p ne divisant pas n.

On remarque que wP est une autre racine primitive de 1. En effet, les racines
primitives de 1 sont les w™ avec m et n premiers entre eux : si w = eﬁ, alors
(k,n) =1 (k et n sont premiers entre eux car w est une racine primitive de 1), et

donc (kp,n) = 1 comme p ne divise pas n.

Soit P € Q[X] le polynéme minimal de w sur Q et @ € Q[X] celui de w”. Nous
allons montrer que P € Z[X] et P = ®,,.

Comme Z[X] est factoriel, on peut écrire ®,, = R{* ... R%" avec les R; € Z[X]|
irréductibles. Puisque ®,, est unitaire, quitte a multiplier les R; par —1, on peut
les supposer unitaires. Enfin, w est racine de ®,,, donc de I'un des R;. Or R; est
unitaire et irréductible sur Z, donc sur Q (un polynéme primitif de Z[X] de degré
> 1 non irréductible sur Q ne peut pas étre irréductible sur Z, voir les irréductibles
d’un anneau de polynomes), et donc R; est le polynéme minimal de w sur Q, i.e.
P = R; € Z[X]. De méme, Q € Z[X].

On note au passage que P et @) divisent ®, dans Z[X].

Montrons maintenant que P = ). On suppose P # (). Comme P et () sont
irréductibles et distincts, leur produit PQ divise ®,, dans Q[X]. D’autre part, w? est
racine de @, donc w est racine de Q(X?), et donc P divise Q(XP?) dans Q[X] (car
P est le polynéme minimal de w sur Q) : il existe R € Q[X] tel que

Q(X7) = P(X)R(X).

En écrivant R = $ Ry avec Ry € Z[X] primitif, a,b € Z, a et b premiers entre eux,

et en prenant les contenus, on obtient :
c(bQ(X?)) = be(Q(X?)) = c(aPRy) = ac(P)c(Ry).

Or P et Q(XP) sont unitaires, leurs contenus valent donc 1. D’ott b = +a (le contenu
est défini modulo Z*), et donc R € Z[X].
On projette I'égalité Q(X?) = P(X)R(X) dans F,. On écrit Q = a, X" +---+ao

avec a; € Z. Alors comme a; = @;? pour tout 7, on a :

QXP) = @ X"+ +7g
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— a—rPXPT+,,,+a—OP
= QX)".

Soit S un facteur irréductible de P sur F,. Puisque Q" = PR, on obtient S divise
Q. Comme PQ divise ®,, sur Q (on est toujours sous 'hypothése P # @ faite plus
haut), il divise ®,, sur Z (grace aux contenus, de la méme fagon que P divise Q(X?)
sur Z), alors PQ divise ®,, sur F,, et donc S° divise ®,, sur F,. On en déduit que
®,, a une racine double (dans un corps de rupture de S sur F,). Mais ®,, n’a pas
de racine double : en effet, sinon, comme ®,, divise X" — 1, ce polynéme aurait une
racine double. Ce n’est pas le cas puisque sa dérivée vaut 7.X" ! ayant 0 pour seule
racine (car p et n sont premiers entre eux), et 0 n’est pas racine de X" — 1.

On a donc une absurdité qui nous permet de conclure que P = Q).

Soit w’ une racine primitive n-iéme de 1. Alors il existe m premier avec n tel que
w' = w™. On écrit m = pi"* ... p%" avec p; ne divisant pas n. Par une récurrence sur
le nombre de facteurs premiers de m, on montre que w’ et w ont méme polynoéme
minimal sur Q. En effet, w et wP* ont méme polynéme minimal d’aprés ce qui précéde,
puis wP! et (wP)P' = wPi ont méme polynéme minimal, etc... Donc P(w') = 0 pour

toute racine primitive n-iéme de 1, et par conséquent,
®,, divise P sur Q.

Comme on avait déja P divise ®,, et que les polyndémes P et ®,, sont unitaires, on
en déduit ®,, = P et &, est irréductible sur Q. O

Remarque. Comme @,, est irréductible sur Q, que ®,, € Z[X]| et que son contenu

vaut 1 (car il est unitaire), on en déduit que ®,, est irréductible sur Z.

Définition (Polynome cyclotomique d’ordre n). Pour n € N* on définit ®,, le

n-iéme polynoéme cyclotomique sur C par

welUy

ou U, = {e%ffﬁ ke Z} et U est 'ensemble des racines primitives n-iéme de l'unité.

Proposition. On a :

X”—1:H<I>d.

dln
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2.9. Irréductibilité des polynémes cyclotomiques sur Q

Démonstration. Soit w = e*» . Soient k € [0,n — 1] et d Pordre de w* dans U,. On
a donc que d divise n. D’autre part, (w*)? = 1, donc w* € Uy, et étant d’ordre d, on
a méme w* € Uj. Ainsi (X — w") divise &4, donc divise [, ®a.

Les w* pour k € [0,n — 1] étant deux & deux distincts, on en déduit que :

n—1
X"—1= H(X — w") divise H(I)d'
k=0 dln

deg H o, | = Zdeg(@d) = ng(d) =n =deg(X" —1).
dln d|n d|n
Les deux polynémes X™ — 1 et Hdm ®, sont unitaires et de méme degré, avec le

premier qui divise le deuxiéme, ils sont donc égaux. O
Proposition. Pour tout n € N*, ®,, € Z[X].

Démonstration. On le montre par récurrence :
Pourn=1, & =X — 1€ Z[X].
On suppose maintenant que pour tout k < n — 1, &, € Z[X]. Alors le polynéme

P = Hd|n ®, € Z[X] et ona X" — 1= P, d’aprés la proposition précédente.
d#n
Comme P est unitaire, son coefficient dominant est inversible dans Z et on peut

effectuer la division euclidienne de X™ — 1 par P dans Z[X] : il existe Q, R € Z[X]
tels que
X"—1=PQ+R

avec deg(R) < deg(P). Comme on a d’autre part X" —1 = P®,, dans C[X] (a priori,
on a seulement ®, € C[X]), en faisant la différence, il vient P(®,, — Q) = R. Or
deg(R) < deg(P), donc nécessairement ®,, = Q) € Z[X]. O

Définition (Contenu d’un polynéme). Soit A un anneau. Pour P € A[X]|, P =
an X™+ -+ ag # 0, on définit le contenu de P, noté ¢(P), par :

¢(P) = PGCD(ay, ..., ay).
Le contenu est bien sir défini modulo A*.

Proposition (Lemme de Gauss). Soit A un anneau factoriel. Pour P,Q) € A[X]

non nuls, on a :

c¢(PQ) = ¢(P)c(Q) mod A*.

Démonstration. On suppose d’abord P et @) primitifs, i.e. ¢(P) = ¢(Q) = 1. Si
c¢(PQ) # 1, comme A est factoriel, il existe p € A irréductible qui divise ¢(PQ).
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On écrit P =a, X"+ -+ ag et Q = b, X™ + -+ by. Comme ¢(P) =1, p ne
divise pas tous les a;. Soit i( le plus petit ¢ tel que p ne divise pas a;. De méme, soit
Jo le plus petit j tel que p ne divise pas b;. On a PQ = cpymX"™™ + -+ + ¢o. En

Cig4jo = Z aibj = (]Jl'objo + Z CLibj.

i+j=t0+Jjo i+j=t0+Jjo
1<ig ou j<jo

particulier,

Alors p divise ¢;y4j, (il divise tous les ¢;) et p divise ) a;b;. Donc p divise

i+j=tio+Jjo
i<ig ou j<jg
a;,bj,, ce qui est absurde, car p étant irréductible, cela implique qu’il divise a;, ou
bj,- Finalement

c(PQ) =1.

Remarque : Dans le cas A = Z, on peut réduire modulo p : PQ = 0 dans F,[X].
Et comme F,[X] est intégre, cela implique P = 0 ou Q = 0, ce qui est absurde
puisque ¢(P) = ¢(Q) = 1.

On suppose maintenant P et () quelconques, et on note a = ¢(P), b = ¢(Q).
Alors Py = 2P et Q2 = $@Q sont primitifs, donc ¢(P,Q3) = 1 d’aprés le cas précédent.
Par conséquent, PQ) = abP>(Q)s et le PGCD des coefficient de P(Q) vaut clairement
ab = ¢(P)c(Q). O

Proposition (Irréductibles d’'un anneau de polynémes). Soit A un anneau et K

son corps des fractions. Les polynomes irréductibles dans A[X]| sont :
(i) Les constantes p € A irréductibles dans A.
(ii) Les polynémes P de degré > 1 primitifs et irréductibles dans K[X].

Démonstration. On vérifie que ces éléments sont bien irréductibles dans A[X] :

(1) Sipe Aetsip=P(X)Q(X), alors deg(P) = deg(Q) =0, donc P, € A. En
supposant p irréductible, on a donc P € A* ou Q € A*, donc P € A[X]* ou
Q) € A[X]*, i.e. p est irréductible dans A[X].

(i) Soit P de degré > 1 primitif et irréductible dans K[X]. Si P = QR avec
Q, R € A[X], alors comme @ et R sont aussi dans K[X], on a @ ou R dans
K[X]*. Supposons par exemple que @ € K[X]*. Alors deg(Q) = 0 avec @ # 0,
donc @ = a € A. On en déduit que P = aR, donc a divise ¢(P), et comme
c¢(P)=1,a e A* et P est irréductible dans A[X].

Montrons maintenant que ces éléments sont les seuls irréductibles dans A[X].
Soit P € A[X] irréductible dans A[X].

(i) Si deg(P) =0, P =p € A est irréductible dans A[X], donc clairement dans
A.
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(7) Si deg(P) > 0, on a nécessairement ¢(P) = 1 (on rappelle que le contenu est
défini modulo A*). En effet, on aurait sinon P = ¢(P)Q avec ¢(P) ¢ A* et
Q € A[X]. Comme P est irréductible et que ¢(P) ¢ A[X]* (car A[X]* = A*),
on a @ € A[X]*. Donc Q € A* et alors deg(P) = 0.
Il reste & montrer que P est irréductible dans K[X]. On écrit P = QR avec
@,R € K[X]. On peut écrire QQ = $Q2 et R = SRy avec Qq, Ry € A[X]
primitifs et a,b,c,d € A. On a alors

bdP = CLCQQRQ.

En prenant les contenus, on obtient ¢(bdP) = bd = c¢(acQ2R3) = ac (toujours
modulo A*). On a donc P = AQoRy avec A € A*. Comme P est irréductible
dans A[X], on a Q2 ou Ry dans A[X]|* = A*, donc de degré 0. Par exemple
Q = §Q2 est de degré 0, donc Q € K* = K[X]*, i.e. P est irréductible dans
K[X].

[

Proposition (Division euclidienne). Soit A un anneau et P € A[X]|, P # 0 de
coefficient dominant inversible. Soit F' € A[X]. Alors il existe Q, R € A[X] tels que

F=PQ+R
et deg(R) < deg(P) ou R = 0.

Démonstration. On peut le faire par récurrence. Sinon, comme le coefficient domi-
nant de P est inversible, on peut le supposer unitaire : P = X" +a,_1 X" 14 - -+a,.
Soient 'anneau quotient B = A[X]/(P) et x 'image de X dans B. Il suffit de
prouver que tout élément de B est combinaison linéaire a coefficients dans A de
1,z,...,2" L. En effet, on aurait alors F = R+ PA[X] o R € B, i.e. R =0 ou
deg(R) < n = deg(P), et on pourrait alors écrire F' = R+ PQ avec R, Q) € A[X].

Par linéarité, il suffit méme de montrer que z° est combinaison linéaire & coeffi-

cients dans A de 1,z,...,2" . Comme P = 0 dans B, on a
n __ n—1
r = —ap—1T — -+ — Qy.
On a donc le résultat par une récurrence immeédiate. O

Remarque. On peut prouver I'unicité du couple (Q, R) : si (Q1, Ry) et (Qa, Rs) sont

deux couples vérifiant les hypothéses, on a

(Qa— Q)P = (R1 — Ry).

Comme le coefficient dominant de P est inversible dans A, si Q3 — @1 # 0, on
a deg((Q2 — Q1)P) > deg(P). Or deg(R; — Ry) < deg(P). Donc Q2 = @1, puis
R2 - Rl.
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Références :
— Perrin - Cours d’algébre - Page 83.
— Gourdon - Algébre - Page 91 (pour la définition des polynémes cyclotomiques
et le fait qu’ils sont dans Z[X]).
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2.10 Meéthode de Gauss-Seidel

Méthode (Méthodologie générale). On considére K = R ou C. Soient A € GL,(K)
et b € K". On cherche une approximation de x € K™ solution de Ax = b. Pour
cela on pose A = M — N ou M est une matrice inversible "facile a inverser" (par
exemple diagonale, triangulaire ou orthogonale). Pour zy donné, on définit alors la

suite itérative
Tpir = M Nay + M~'b.

Si la suite () converge, alors sa limite = doit satisfaire z = M~ Nx + M~1b, soit
Ax = b. 1l s’agit d’établir un critére sur les matrices M et N pour que la méthode
converge. Par définition (on pose cette définition), 'algorithme converge si pour tout
b et tout xo, U'erreur e, = x, — x vérifie ||ex|| — 0 quand k¥ — oo (pour une norme

quelconque, elles sont toutes équivalentes). On a :

€k+1 = Tyl — T
= (M 'Nxzp+ M) — (M *Na+ M~ 'b)
= M !'Ne,.

En posant G = M~'N, on obtient e, = GFey. Or G¥ey — 0 pour tout e est
équivalent a p(G) < 1 ot p(G) désigne le rayon spectral de G.

Méthode (Gauss-Seidel). On choisit pour M le triangle inférieur de A, et N le tri-
angle supérieur strict. Le vecteur x;, est solution du systéme triangulaire inférieur
Mz 1 = Nxp + b, d’ot :

1 i—1 n
Lhtli = W bi — E QijTh+1,5 — E AijTh,j | »
Jj=1

j=it1
pour tout ¢ € [1,n].

Théoréme. Si la matrice A est symétrique réelle définie positive, alors la méthode

de Gauss-Seidel converge.

Démonstration. Comme A est symétrique définie positive, ses termes diagonaux
sont strictement positifs : on prend le vecteur X ayant un 1 en ¢-éme position et
des 0 partout ailleurs, et aprés calcul, X SX = a; > 0. Donc M est inversible et la
méthode de Gauss-Seidel s’applique.

Soit A € C une valeur propre de G = M !N de vecteur propre associé z, et on
a Nxv = AMzx. On écrit M = D + E ou D est constituée par la diagonale de A et
E le triangle inférieur strict de A, puis N = —F, de sorte que A= D + E+ F. On

note (-, -) le produit scalaire hermitien canonique de C". On a :

(z, Az) = (x, Dz) + (z, Ez) + (x, Fz). (1)
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Comme Nx =AMz, on a Fx = —\(Dx + Ex), d’ou
(z, Az) = (1 = N)((z, Dz) + (z, Ex)). (2)

Or (z,Ax) > 0 car z # 0 et A définie positive, donc A # 1. On prend ensuite la
conjugaison complexe de cette égalité. Sachant que (z, Az) = (z, Az) (puisque c’est
un réel), que m = (x, Dx) (c’est aussi un réel car D est symétrique réelle définie
positive), et que (z, Ez) = (Ez,z) = '‘Exx = 'TFz = (z, Fx) (car 'E = 'E = F),
on obtient

(z, Az) = (1 = N)((z, Dz) + (z, Fz)). (3)

En faisant 15 (2) + —=(3) — (1), on aboutit a

1-X
1 1
m—i‘ﬁ—l (I,ASL’) (13 DI)
soit P
= /\|2(IL‘,A[E) = (z, Dx).

Or (z,Ax) > 0 et (z,Dzx) > 0 (les matrices A et D sont définies positives), donc
|A| < 1. On en conclut que p(G) < 1 et que la méthode de Gauss-Seidel converge. [

Théoréme. Si la matrice A est & diagonale strictement dominante, alors la méthode

de Gauss-Seidel converge.

Démonstration. On note A = (a;;) et on a par hypothése |a;| > > ., |ai;|, pour
tout ¢. En particulier, A a tous ses termes diagonaux non nuls et on peut utiliser la
méthode de Gauss-Seidel (car M sera bien inversible).

On écrit A = M — N avec M le triangle inférieur de A, et G = M~1N. Soit

A € C une valeur propre de G de vecteur propre associé¢ x. On a alors No = AMz,

— E a”ajj—)\g ;T

Jj=t+1

1.€.

pour tout i € [1,n]. Soit i tel que |z;| = maxy \xk| On suppose |[A| > 1. Alors :

| Allas| = Z @ijlj — )‘Zawxj Z [ Allail,

j=i+1 j#i

ce qui donne |a;| < 37, |ai;| et contredit le fait que A est a diagonale strictement

dominante. Donc p(G) < 1 et la méthode de Gauss-Seidel converge. O

Sur le nombre d’itérations a effectuer :
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On définit le vecteur résidu a litération k par r, = b — Ax,. Le vecteur x est
solution de Az = b pour lequel le résidu r = b — Ax est nul. On sera donc d’autant

plus proche de la solution que le résidu sera petit. On poursuit les itérations jusqu’a

ce que
Ind _.
1Al

Or ||re]| = ||b — Azg|| = ||Ax — Axi|| < ||A|l|lex||- On poursuit donc jusqu’a ce que

lex|l < e. Sion a e, = B*e avec ||B|| < 1, alors ||ex|| < || B]|*||eo]|- D’autre part

leoll < llwo = [l + flea ]| < flzwo = 21l + (| Bllfleoll

d’ou .
leoll € ——[leo — a1l
3]
Il vient alors .
leoll < 2B jay — g
]3]

et il est facile de trouver un nombre d’itérations k de sorte que [lex]| < € pour le

e > 0 que 'on veut.

Sur le nombre d’opérations a effectuer :
Pour résoudre un systéme Az = b ou A est inversible et triangulaire inférieure,

on utilise naturellement une méthode dite de descente :

b1
a11

_ 1 i—1 -
xi—a—ii(bi—zjzlaijxj>,2—2,...,71.

T =

n(n—1) s n(n—1)
—5— additions, =5~

soit un nombre d’opérations global de I'ordre de n?.

Cet algorithme effectue multiplications et n divisions,

Comptons le nombre d’opérations pour passer de 'étape k a 'étape k+1 dans la
méthode de Gauss-Seidel. On doit effectuer Y7 | n = n? additions, Y ,(n — 1) =
n(n — 1) multiplications, et n divisions. Il faut ensuite calculer le vecteur résidu
pour savoir si on s’arréte ot non : n + n(n — 1) = n? additions (pour ajouter deux
vecteurs, on doit faire n additions, et pour multiplier une matrice par un vecteur,
n(n — 1) additions), n? multiplications (dans la multiplication d’une matrice par un
vecteur). Enfin, il faudra réaliser n — 1 additions, n multiplications et une extraction
de racine carrée (extraction dont on peut se passer si on raisonne avec la norme au
carrée) pour calculer la norme du résidu. On obtient de 'ordre de 4n? opérations au
total.

On peut en réalité faire un peu mieux. Ci-dessus, on a calculé x;,; en se servant
de la relation Mxy,y = Nz +b. Mais N = M — A et la relation devient z,.; =
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xp+ M1 (b— Azy) = 21+ M ~1ry. On commence donc par calculer le résidu ry,, puis
pour calculer y = M~r,, on résout My = r;, par un algorithme de descente, donc
de l'ordre de n? opérations. Il ne reste plus qu’a faire les n additions de x;, + y pour
obtenir x;,1. On obtient de 'ordre de 3n? opérations au total.

Dans tous les cas, si le nombre d’itérations a effectuer reste petit devant n, la
méthode de Gauss-Seidel est plus efficace que les méthodes directes qui nécessitent

un O (n?) opérations (voir document "Décomposition QR").

La méthode de Gauss-Seidel est & mettre en comparaison avec celle de Jacobi :

Méthode (Jacobi). On choisit pour M la matrice diagonale formée par la diagonale
de A. Le vecteur x4 est solution du systéme triangulaire inférieur Mz 1 = Nxp+D,

d’ou :

pour tout i € [1,n].

Comme M est diagonale, la résolution de My = r, est encore plus simple que
pour la méthode de Gauss-Seidel : on n’a besoin de faire que n divisions. Cette

méthode nécessite donc un nombre d’opérations de I'ordre de 2n? au total.

Théoréme. St A est a diagonale strictement dominante, alors la méthode de Jacobi

converge.

Remarque. La méthode de Jacobi nécessite de garder en mémoire le vecteur xy
entier pour le calcul des composantes de x 1, contrairement a la méthode de Gauss-
Seidel. Pour Jacobi, on a donc besoin de 2n cases mémoires, contre n pour Gauss-
Seidel. Cette remarque concerne a priori l'utilisation de Mz, = Nxp + b, et non

la reformulation en xj; = x, + M1y,

Remarque. De maniére générale, quand les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel sont
convergentes, il vaut mieux choisir celle de Gauss-Seidel. Mais il se peut que la

méthode de Gauss-Seidel diverge alors que celle de Jacobi converge. Exemple :

Pour la méthode de Jacobi, toutes les valeurs propres sont nulles, alors que pour
celle de Gauss-Seidel, on a 0, 0.35 et 5.64 > 1.
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Théoréme (Critéres de convergence). Soit A € M, (K). Les quatre propositions

sutvantes sont équivalentes :
(i) Pour une norme subordonnée quelconque, on a limy_, [|A¥]| = 0.
(ii) Pour tout vecteur v € K", on a limy_,o, AFv = 0.
(iii) Le rayon spectral de A vérifie p(A) < 1.
(iv) Il existe une norme matricielle subordonnée (dont le choiz dépend de A) telle

que || Al < 1.

Démonstration. Noter qu’étant en dimension finie, toutes les normes sont équiva-
lentes.

(i) = (i4) : résulte de || AFz| < ||A*|||z].

(17) = (uii) : si p(A) > 1, soient |A| = p(A) et x un vecteur propre associé a A,
i.e. tel que Az = Az. Alors la suite de terme général A¥z = Mz ne converge pas
vers 0.

(17i) = (iv) : ¢’est I'implication la plus délicate et celle qui nous intéresse le plus.
On va se servir du résultat suivant qu’on démontre dans la suite : pour tout £ > 0,
il existe une norme subordonnée | - || 4. telle que ||A| 4. < p(A) + <. Dans le cas ot
p(A) < 1, on peut trouver € > 0 tel que p(A) + ¢ < 1, ce qui donne le résultat.

(iv) = (i) : conséquence de I'inégalitée || A*|| < [|Al*. O

Proposition. Soit A € M, (K). On note ||Allc = sup,g H@ﬂ:" la norme subor-

donnée de A a la norme || - ||oo sur K™. Alors
14]loc = max Z |aij]-
=1

Démonstration. On majore |Az|« pour x 7é 0:

] mace Z g

n

E :a,»jxj

j=1

||Az||o = max
1<i<n

Donc [|Alloe < maxicicn 2751 [aij]-
Soit k un indice tel que D7, |ay;| = maxicicn D, |ai]. Soit z € K™ tel que

;= |g‘ si agj # 0, x; = 1 sinon. Ainsi ||z]|. =1 et

J
n n
(Az)y = Y arjw; = > lag|.
P =1

Donc
Azl

[E41Pe

[Alloe = T = [|A7[|o0 > > Inax Z s

1<i<n

d’ou le résultat. O
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Théoréme. Soient A € M, (K) et € > 0. Alors il existe une norme matricielle

subordonnée || - ||a. telle que
[All4e < p(A) +e.

Démonstration. On note A{,...,\, les valeurs propres complexes de A. On peut
trigonaliser A dans C : il existe U € GL,(C) telle que U'AU = D + C avec
D = Diag(A1,...,\y) et

0 Ci12 ... Cin
O —
. Cn—1,n
o ... ... 0
Pour § > 0, on introduit la matrice diagonale Ds = Diag(1,4d,6%,...,5"!) de sorte
que
0 50172 e (5n_161’n

D; (D + C)Ds = D+ D;'CD; =

5Cnfl,n

Ainsi pour 0 > 0 assez petit, on a
-1 — J= .
105 CDslloo = max > 6|yl <ce.
J=i+l
On obtient alors
(UDs) " A(UD;)llos < | Dllos + || D5 ' CDsllo < p(A) + <.

Soit la norme || B[4 = |[(UDs) ' B(U Ds)||s pour B € GL,,(K). Cette norme vérifie

bien ||Alla. < p(A) +e. Il reste & montrer que c’est une norme subordonnée. On a :

1Bl — sup 1D BUDle _  IUDS) Byle 1Byl
<A Ee v 10Ds) ylee o T9llac
ot [yl = (U Ds) "yl =

Références :
— Rombaldi - Analyse matricielle, cours et exercices résolus.
— Filbet - Analyse numérique, algorithme et étude mathématique - Pages 38 a

47 (pour une autre méthode et des compléments).
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2.11 Quelques propriétés des homographies

Cette section propose 4 développements possibles. Dans I'ordre :
1. Les homographies conservent les pseudo-cercles.
2. Les homographies conservent les angles orientés.

3. Existence et unicité d’'une homographie envoyant trois points distincts 2, 29, 23

sur trois points distincts 21, 25, 25.

4. Les homographies conservent le birapport et caractérisation de la cocyclicité

(ou alignement) de quatre points avec le birapport.

Dans toute cette section, on se place dans le plan R? que 'on identifie & C.
On note H le groupe des homographies constitué des transformations de la forme
+b
z 250 avec ad—Abc#O.
Enfin, on note C = CU {oo}.

Proposition. Le groupe H est engendré par les similitudes directes z — az+b (avec
a #0) et Uapplication z — %

Démonstration. Soit h : z — %. Si ¢ = 0, h est une similitude directe. Si ¢ # 0,

on décompose h en éléments simples :

a bec—ad 1
+ .
c ¢ cz+d

On note s1(2) = cz +d, f(z) = % et 59(z) = ¢ + @z. Alors h = sy 0 f o 5. O

Définition. On appelle pseudo-cercle de C tout cercle ou droite de C, les droites
étant vues comme des cercles de rayon infini. On appelle pseudo-cercle de C tout

cercle de C ou droite de C a laquelle on ajoute le point {oo}.

Proposition. Les pseudo-cercles de C sont exactement donnés par les équations de
la forme azZ + bz +bZ +c =0 avec a,c € R et b € C tels que |b|* > ac.

Démonstration. Une droite a pour équation ax + fy + v = 0 avec («, 5) # (0,0).
Onposea:O,bzo‘_Tw

b]? > ac = 0.

et ¢ = . On obtient bien 1’équation voulue, avec de plus
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Un cercle a pour équation 22 +y*+ax+ By = R? avec o, 3, R € Ret (a, 3, R) #
(0,0,0). On pose z = x + iy et ’équation devient :

+z —Z —
\z|2—|—ozz2Z—i—BZQZ,Z—R2:a22+bz+b2+c:0,

en ayant pos¢ a = 1, b = a;iﬁ et ¢ = —R?. De plus, on a |b]*> > ac = —R? dés
lors que (b, R) # (0,0). Mais si b = R = 0, alors « = § = 0 et I’équation devient

22 + 9% = 0 qui ne représente pas un cercle.

Réciproquement, considérons 1’équation azZ + bz + bz + ¢ = 0 avec a,c € R et
|b|? > ac. On écrit z = z + iy et b = o+ i et on obtient

azx® + ay? + 20x — 2By + ¢ = 0.

Sia=0,ona (a,f) # (0,0) car sinon b = 0 et on aurait une contradiction avec
I’hypothése |b]? > ac. Ainsi I'équation 2cr — 28y + ¢ = 0 est I’équation d’une droite
du plan.

Si a # 0, ’équation peut se réécrire

2 2 2 2 _ bl2
(++2) +<y_é) _ e, B act ]
a a

a a*> a® a?
On retrouve bien I'équation d’un cercle car [b|> — ac > 0. ]
Théoréme. Les homographies conservent les pseudo-cercles de C.

Démonstration. Grace aux deux premiéres propositions, il suffit de montrer que les
équations de la forme azZ + bz + bz 4+ ¢ = 0 sont préservées par les similitudes et par
. . 1

l'application z +— -.

Les similitudes sont les composées de translations, homothéties et rotations, elles
transforment donc les cercles en cercles et les droites en droites.

L’ensemble des z € C* tels que azZ + bz + bZ + ¢ = 0 est transformé par I'appli-
cation z — % en 'ensemble des 2’ € C* tels que

a b

b
T tate=h

soit encore a + b2’ + bz’ + c2'2' = 0 qui est un pseudo-cercle car |b|?> > ac. De plus,
si z = 0 appartient au pseudo-cercle d’équation a2z + bz + bz 4+ ¢ = 0, alors ¢ = 0 et
I’ensemble obtenu aprés transformation est une droite a laquelle on ajoute le point
{o0}. O
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Proposition. Les homographies conservent les angles orientés.

Démonstration. Sion admet que les applications holomorphes conservent les angles,
le résultat est immédiat.

Sinon on se sert du fait que les homographies sont engendrées par les similitudes
directes qui préservent les angles orientés, et ’application z +— % Cette derniére est
la composée de la réflexion z — Z et de 'inversion z +— % qui renversent toutes les

deux les angles orientés, d’ou le résultat. O

Définition. Soit A un point du plan et k£ un nombre réel non nul. On appelle
inversion de pole A et de puissance k la transformation Iy : M — M’ oit M’ est
le point de la droite AM vérifiant I'égalité AM.AM' = k.

On peut exprimer la méme chose en d’autres termes :

— k s
OM' = ——OM.
OM?
Si za, z, 2 sont les affixes de A, M, M’, ¢’est équivalent a
k 2aZ — |zal? + k
2 =Tap(z) =24+ 2(2—2,4)22,44—_ — = A _”i .
|z — 24| Z—7Za Z—2Za

Remarque. 11 est clair que U'inversion I4 est involutive (I4 0 [4) = Id. Si k > 0,
elle admet des points fixes qui sont les points du cercle de centre O et de rayon vk,
appelé cercle d’inversion. Une inversion échange intérieur et extérieur de son cercle

d’inversion.
Proposition. Les réfiexions renversent les angles orientés.

Démonstration. Soient D une droite vectorielle et u, v deux vecteurs unitaires. On
considére la réflexion sp par rapport a la droite D (la symétrie orthogonale par
rapport a la droite D) et on veut montrer que (sp(u), sp(v)) = (v, u).

Considérons la droite D" engendrée par u + v. Alors si sp/ est la réflexion par
rapport & D', on a sp/(u) = v et spr(v) = u. D’autre part, sp o sps est une isométrie
(composée d’isométries), positive (la composée de deux isométries négatives et une

isométrie positive), donc une rotation, et donc on a 'égalité des angles :

(v,u) = (sp o sp(v),sposp(u)).
Mais ce dernier angle vaut (sp(u),sp(v)) car sp/(u) = v et sp/(v) = u. O
Proposition. Les inversions renversent les angles orientés.

Démonstration. On calcule la différentielle de 'inversion ¢ = Ipy :

k —
M = —(OM
Op(M +u HOM—HLHQ(O +u)
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— —1
_k OM.u  |ul? S
= oM <1+20M2 +OM2 (OM + u)

—
ko — k OM.u—

On en déduit que

s
k OM .u——

On se rappelle maintenant (c’est facile a démontrer) que si H est un hyperplan
d'un espace vectoriel euclidien E avec xy vecteur non nul de H*, alors la réflexion

sy par rapport a 'hyperplan H est

Donc Dp(M) est la composée de la réflexion par rapport a la droite vectorielle ortho-

_k_
oM?2:

les angles orientés en leurs opposés car on a montré dans la proposition précédente

gonale & OM et de I'homothétie de rapport En particulier, Dyp(M) transforme
que les réflexions renversent les angles orientés.

A présent, soient deux courbes planes se coupant en un point A. L’angle de
ces deux courbes est l'angle de leurs tangentes en A. Considérons les images de
ces courbes par une inversion dont le pole n’est pas en A. Ce sont deux nouvelles
courbes qui se coupent en I'image A’ de A. Les tangentes en A’ & ces deux courbes
sont les images des tangentes en A aux deux courbes d’origine par la différentielle de
Iinversion utilisée. En particulier, I’angle des courbes images est 'opposé de 'angle

des courbes de départ. O

Proposition. L’action HxC — C qui o (h, z) associe h(z) est fidele et simplement

3-transitive, i.e.
(i) Seule Uidentité fize tous les points de C (action fidéle).

(ii) Pour toul z,z,z € C deuz o deuz distincts, el tout 2, 2,2, € C deuz a
deuz distincts, il existe une unique homographie h telle que h(z;) = =z pour
i €{1,2,3} (action simplement 3-transitive).

az+b

cz+d
cz? 4+ (d — a)z — b= 0 pour tout z € C, et donc ce polynome du second degré en z

est nul, i.e.c=b=0et d=a, doi 2z — gjis est lidentité.

Démonstration. La fidélité est facile : si — 2 pour tout z € C, on obtient
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Pour la simple 3-transitivité, il suffit de montrer la propriété pour (21, 25, 25) =
(0,1,00), car alors il existera une unique homographie h; envoyant (21, 2, 23) sur
(0,1, 00) et une unique homographie hy envoyant (2}, 2, z5) sur (0, 1, 00), donc hy o
hy est une homographie envoyant (21, 22, 23) sur (21, 25, 24). Elle est unique car si hs
en est une autre, hy # h, ' o hy, alors hy o hs est une homographie différente de hy
et qui envoie (z1, 29, z3) sur (0,1, 00), ce qui est absurde.

Traitons les différents cas possibles :

1. Si 21, 72,23 € C:

b
az + =0<=az1+b=0<<= b= —az.
cz +d

b
a2+ =oc0<=cz3+d=0<=d= —cz3.
cz3 +d

b
az + :1<:>a22+b:c,22—|—d.
czo +d
SiZQZO,
a:cﬁ,b:—cz@,,d: —cz3.

<1
Sizo#£0,az04+b=cz+d= azy —az, = czy — cz3, donc

Z9 — 23 Z9 — 23
b=—c

22—217 29 — 21

a=c z1,d = —czs.

Dans tous les cas, a,b,d s’expriment en fonction de c, 21, 2o, z3 et dépendent
multiplicativement de ¢, donc a, b, ¢, d définiront la méme homographie quelle
que soit la valeur de ¢ (multiplier au numérateur et au dénominateur par un
méme nombre ne change pas 'homographie). Il faut encore vérifier que ¢ # 0 :
si ¢ = 0, alors comme h(z3) = oo, cela implique z3 = oo ¢ C, et on avait

supposé z3 € C. Enfin,
ad — bc = a(—cz3) — (—az;)e = ac(z — 2z3) # 0.
2. Siz =00

az1+b
cz +d

Il vient ensuite

b b
0 <= d= —cz3 ;

czg+d: 2+ d
3. SiZgIOOZ
azy + b
=l<—=a=c
022+d
Il vient ensuite
az1 +b +b
! =0<=b=—az = —cz ; 4% =00 <= d= —czs.
621+d C23+d
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4. Siz3 =00 :

azz3+b a
=X — =X < Cc= 0
czz3+d c
Il vient ensuite
azy + b azg + b

Définition. Le birapport de quatre points wy, wo, w3, wy € C avec w1, Wy, w3 deux a
deux distincts est I'image de wy par 'unique homographie h qui envoie (wq, wsy, w3)

sur (00,0,1). On le note [wy, wq, w3, wy] = h(wy).

Proposition. Soient wy, ws, w3, ws € C avec wy, ws, w3 deur & deux distincts. Alors

Wy — Wy | W3 — W2
[w17w27w37w4] - —~ .
Wy — W1 w3 — Wy

Démonstration. Soit h 'unique homographie qui envoie (wq,wsq,ws) sur (00,0, 1).
On vérifie facilement que

Z— W2 | W3 — W2

h(z) = : :

Z — W1 w3 — Wq
d’out expression de [wy, we, w3, wy] = h(wy). O
Proposition. Soient wy,...,wy,wy,...,wy € C avec wy,wy, w3 deur & deux dis-

tincts et wi, wy, wh deur o deux distincts. Alors
!/ / / /
[wl,wg,wg,w4] = [wl,wQ,w3,w4]

si et seulement s’il existe une homographie h telle que h(w;) = w, pour tout i €
{1,2,3,4}.

En particulier, les homographies conservent le birapport : st h € H,
(w1, w2, w3, wa] = [h(wr), h(ws), h(ws), h(w,)].

Démonstration. On note k I'unique homographie qui envoie (wy, ws, w3) sur (oo, 0, 1)

et k' 'unique homographie qui envoie (w}, wj, w}) sur (00,0, 1). Alors
[wy, we, w3, wy] = k(wy) et [w], wh, wh, wy] = K (w)).

Supposons [wy, Wy, w3, wy] = (Wi, wh, wh, wy|, i.e. k(wy) = K'(w)). Alors h =

k'~1 o k est une homographie telle que h(w;) = w! pour tout i € {1,2,3} et
h(wy) = K (k(wy)) = KK (w))) = w).
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Réciproquement, supposons qu’il existe une homographie h telle que h(w;) = w)}
pour tout i € {1,2,3,4}. Alors h est 'unique homographie qui envoie (wy, we, w3) sur
(w], wh, w}). Comme k'~ o k effectue ces trois mémes transformations, par unicité,
on a donc h = k="' o k. Donc w) = h(w,) = k' (k(wy)), ot k' (w)) = k(w,), soit
encore

[wla Wz, W3, w4] - [w/h wl27 wé? wil]

O

Proposition. Quatre points wq, wq, w3, wy € C distincts sont cocycliques ou alignés

si et seulement si [wy, we, w3, wy] € R.

Démonstration. Rappelons que les homographies conservent les pseudo-cercles de

A

C.

Soit h I'unique homographie envoyant (wq, we, w3) sur (0o, 0,1). Si w, appartient
au pseudo-cercle contenant wy, wy, w3 (une droite s’ils sont alignés, le cercle circons-
crit au triangle wywsews sinon), alors h(w,) appartient au pseudo-cercle contenant

00,0 et 1, i.e. a la droite réelle. Par conséquent,
[wy, we, w3, wy] = h(wy) € R.
Réciproquement, supposons que [wy, wy, w3, wy] € R. Alors
h(wy) = [wy, we, w3, wy] € R,

et par conséquent, h(w,) appartient a la droite réelle, qui est également le pseudo-
cercle contenant 0o, 0 et 1. Comme h~! est encore une homographie, on en déduit
que w, appartient au pseudo-cercle contenant wq,ws et ws, t.e. wq,...,ws sont

cocycliques ou alignés. O]

Références :
— Issu d’un document ayant pour sources :
— Samuel - Géométrie projective.
— Cartan - Fonctions d’une ou plusieurs variables complezes.
— Berger.
— Audin - Géométrie - Page 78 (les réflexions renversent les angles orientés),

page 95 (les inversions renversent les angles orientés).
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2.12 Réduction des isométries d’un espace euclidien

Théoréme. Soit f une isométrie d’un espace euclidien E. Alors il existe une base

orthonormée de E dans laguelle la matrice de f s’écrit :

Dy ... ... ... 0
D4
i

0 ... .....GC,

ot Dy est une matrice diagonale de 1 (éventuellement de taille nulle), D_; une ma-
trice diagonale de —1 (aussi éventuellement de taille nulle), p > 0 (éventuellement
cos(6;) —sin(@i)>

1) et les C; del
nul) et les e la forme <sin(9i) cos(6)

Démonstration. On va commencer par montrer que f posséde une droite ou un plan
stable. Pour cela, on va se servir de 'endomorphisme f + f~!. Comme f est une

isométrie, f* = f~1. On a donc :
)y =+ ="+

i.e. f+ f71 est symétrique. Par conséquent, f + f~! est diagonalisable dans une
base orthonormée.

Soit A une valeur propre réelle de f + f~!. Alors il existe un vecteur z # 0 tel
que (f + f7')(z) = Az. En composant par f, il vient f*(z) — Af(z) + = = 0. Ainsi
le sous-espace Vect(z, f(x)) est stable par f et est soit un plan (si z et f(z) ne sont

pas colinéaires), soit une droite (si z et f(z) sont colinéaires).

Raisonnons par récurrence pour montrer que la matrice de f a la forme demandée
dans une certaine base. D’aprés ce qui précede, f admet une droite ou un plan stable,
qu’on note V.

Si V est une droite, soit e; un vecteur unitaire engendrant V. Alors soit f(e;) =
e1, soit f(e1) = —ey. En effet, f(e1) = Aey et || f(er)]| =1 = |Al.

Si V est un plan, on note (e, e5) une base orthonormée de V. Comme f est une
isométrie, f, aussi (elle conserve toujours le produit scalaire). Démontrons que si

fiv est une isométrie directe, il existe ¢; tel que

cos(6) —sin(01)> .

Mat(el,eg) (fIV) = <Sin<91) 008(91)
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Comme ||f(e1)|| = 1, on peut écrire f(e;) = cos(6)e; + sin(6;)es. Ensuite il existe
a,b € R tels que f(e2) = aey + bes. On exploite le fait que (f(e1)|f(e2)) = 0 :
acos(6)+bsin(f;) = 0. On a soit cos(fy) # 0, soit sin(6y) # 0 (car || f(e1)|| = 1 # 0).
Supposons que sin(f;) # 0. Alors

—acos(6)
p= 2ot
sin(6,)
On a d’autre part que ||f(e2)]|* = a® +0* = 1, donc a* + aQZ?j;—Egll)) = 1, et aprés

multiplication par sin?(6,), il vient a® = sin?®(6;). Donc il existe ¢ € {—1,1} tel que
a = esin(fy). Puis b = —ecos(;). Comme fy est directe, on trouve ¢ = —1.

Si fiy est une isométrie indirecte, on a

cos(fy)  sin(fy) )7

Mat (e, e) (f1v) = (sin(&l) — cos (1)

qui est une matrice symétrique réelle. On obtient donc une valeur propre réelle pour

f et donc f admet une droite stable : on est ramené au cas ot V' est une droite.

On écrit maintenant £ = V @ V*. Le sous-espace V* est stable par f : en effet,
solent v € V et w € V+. Comme fjy est une isométrie de V, elle est bijective, donc
il existe v € V tel que v = f(v'). Ainsi,

(f(w),v) = (f(w), f(V)) = (w,v') =0,

ce qui prouve que f(w) € V+. Comme fiy1 est une isométrie de VL, on peut
appliquer 'hypothése de récurrence. Enfin, quitte & réordonner les vecteurs de la

base trouvée, on obtient bien la matrice de f de la forme demandée. O]

Théoréme. Soient E un espace euclidien et u un endomorphisme de E. Alors il
existe un unique endomorphisme v tel que pour tout x,y € E, (u(x),y) = (z,v(y)).
On appelle v I’adjoint de u et on le note u*. De plus, si B est une base orthonormée
de E, on a Matg(u*) = *"Matg(u).

Démonstration. On note A = Matg(u). Alors (u(z),y) = (AX)Y = ‘X'AY. On
note v 'endomorphisme associé a la matrice 'A dans la base B. L’unicité est facile

a montrer. ]

Proposition. Si u est une isométrie, alors u est bijective et u* = u='.
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Démonstration. Si u est une isométrie, u conserve la norme, et on prouve alors

facilement que Ker(u) = {0}. Donc u est bijective. Ensuite :

(u(z),y) = (u(z), u(u"(y))) = (z,u™'(y))

car u conserve le produit scalaire. Par unicité de I’adjoint, on a donc u* = v='. O

Références :

— Aucune.
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2.13 Simplicité de A,
Théoréme. Pour n # 4, le groupe alterné A,, est simple.

Démonstration. On commence par les cas ot n < 4 : A; = 51 = {Id} est simple,
Ay = {1d} est simple, Card(A;) = 2 = 3 donc A est simple (le cardinal d’'un
sous-groupe de Az divise 3, donc vaut 1 ou 3, ¢’est donc soit {Id}, soit A3z), A4 n’est
pas simple car il contient V; = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} comme sous-groupe
distingué non trivial.

Soit maintenant n > 5. On commence par montrer que les 3-cycles sont conjugués
dans A,,. Soient ¢; = (i1izi3) et co = (j1727J3) deux 3-cycles. Si o € S,,, on vérifie
facilement que

o (iyigiz)o" = (o(ir)o(iz)o(is)).
On choisit alors o telle que o(i1) = 1, 0(iz) = Jo, 0(i3) = js et envoyant bijective-
ment [1, n]\{i1, i2, i3} sur [1,n]\{Jj1, J2, j3}. Si 0 € A, c’est terminé. Sinon, puisque

n =5, il existe 4,15 & {41,172, 13} et alors en notant 7 = (i4i5) et ¢’ = o7, on a

ocio’ ™t = ¢y

et o’ € A, (en effet, e(0’) = e(o)e(r) = 1).

Soit H # {Id} un sous-groupe distingué de A,,. On va montrer que H contient
un 3-cycle. Ainsi, H contiendra tous les 3-cycles car on vient de montrer qu’ils sont
conjugués dans A,,, et comme H est distingué dans A, il contient tous les conjugués
de ses éléments. Mais on sait que A, est engendré par les 3-cycles, donc on aura
H=A,, i.e. A, est simple.

Soit 7 le minimum des cardinaux des supports des éléments de H\{Id}. Sir = 3,
on aura le résultat.

Soit 0 € H, o # Id. 1l existe a,b € [1,n] tels que b = o(a) # a. Soient s le
3-cycle (abe) avec ¢ € {a,b} et T = sos™'o~!. Comme o € H, s € A, et H distingué

dans A,,ona:7=s0s"' o' € H. Comme s~! = (ach), on a :
=

€H €H

os o™t = (o(a)o(c)a(b)) = (ba(c)a(b)) et 7= (abc)(bo(c)a(b)).

Ainsi 7 est une permutation dont le support est inclu dans {a,b,c,o(c),o(b)}. De
plus, pour s’assurer que 7 # Id, choisissons ¢ # o(b). Ainsi 7(o(b)) = ¢ # o(b). On
a donc prouvé que r < 5.

Supposons par ’absurde que r = 5. Alors H contient un élément h dont le

support est de cardinal 5 : c’est nécessairement un 5-cycle car le produit d'un 3-
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calculs :
\fﬁ/\((i%)(i1¢4))hi((¢2i5)(¢1¢4))‘1 = (iyigis) € H,

€H car (izis)(i1ia)EAn

ce qui est absurde car H contiendrait un élément dont le support est de cardinal
3 < r. Donc r < 4.

Supposons maintenant par I'absurde que r = 4. Alors H contient un élément
h dont le support est de cardinal 4 : c’est nécessairement un produit de deux
transpositions a supports disjoints car les 4-cycles ne sont pas dans A,. On note
h = (iyis)(i314). Alors aprés calculs :

i (isiais)h ™ (isiais) ) = (isiais) € H,

.

€eH

g

€H car (iziais)EAn

ce qui est absurde car H contiendrait un élément dont le support est de cardinal
3 < r. Donc r < 3.
Enfin, aucune transposition n’est dans H car les transpositions ne sont pas dans

A,. D’ou r > 3, et donc r = 3, ce qui achéve la démonstration. O

Applications possibles :

Application. Pour n # 4, les seuls sous-groupes distingués de S,, sont {I1d}, A, et
Sh-

Démonstration. Soit H un sous-groupe distingué de S,,. Alors H N A,, est un sous-
groupe distingué de A,,. Donc par le théoréme précédent, on a soit H N A, = A,,
soit H N A, = {Id}.

Si HNA, = A,, alors A, C H et donc Card(4,) = 2 divise Card(H) qui divise
Card(S,,) = nl. On écrit Card(H) = k% et n! = [Card(H ), ce qui donne n! = Zkl.
Donc nécessairement, kl = 2. Si k = 2, on obtient H = 5,,, et si k = 1, on obtient
H=A,.

Si HN A, = {Id}, alors Ker(ejz) = HN A, = {Id}. Donc la signature ¢ induit
un isomorphisme de H sur e(H) C {—1,1}. Donc Card(H) < 2. Si Card(H) = 2, il
existe 7 € S, tel que H = {Id, 7}. Comme on doit avoir 7! € H, nécessairement

7 est une transposition. De plus, H étant distingué dans S, on a o700~ € H pour

tout o € S,. Mais si on note 7 = (ij), alors pour tout o € S,,, o0~ = (c(i)o(j)) €
H = {Id, (ij)} : c’est clairement impossible. On en déduit que Card(H) = 1 et donc
H = {1d}. O

Application. Pour n > 5, il n’existe pas de surjection de S, dans S,_1.
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Démonstration. Supposons qu’une telle surjection f existe. Alors S, /Ker(f) ~
Im(f) = S,—1 par passage au quotient et surjectivité de f. Donc [S, : Ker(f)] =
Card(S,-1) = (n — 1)!, d’on Card(Ker(f)) = n. Or Ker(f) est un sous-groupe
distingué de S,, (c’est toujours le cas pour un morphisme de groupes comme on
peut le vérifier facilement). De plus, Ker(f) est non trivial : §’il était réduit au
neutre, f serait bijective ce qui est impossible car S, et S,_; sont de cardinal dif-
férent, et s’il était égal & 5, f serait identiquement nulle, donc non surjective. Le

seul sous-groupe distingué de .S,, non trivial est A,, d’aprées "application précédente,
2
lorsque n > 5. ]

donc Ker(f) = A,. En prenant les cardinaux, on trouve n = %, ce qui est absurde

Définition. Le support d'une permutation o est I'ensemble des i tels que o (i) # i.

Définition. Un groupe G est dit simple s’il a exactement deux sous-groupes distin-

gués : {e} et lui-méme.

Proposition. On ¢ Card(4,) = 2.

Démonstration. Soit T une transposition. Alors f : 0 +— o7 est une bijection de .S,
qui induit une bijection de A,, sur 'ensemble de permutations impaires. Ces deux

ensembles ont donc méme cardinal, et puisqu’ils forment une partition de S,,, on a

Card(4,) = =55 = 1. O

2 2

Proposition. Pour n > 3, les cycles de longueur 3 engendrent A,.

Démonstration. Puisque tout élément de S, peut s’écrire comme un produit de
transpositions, A,, est aussi ’ensemble des produits pairs de transpositions. Notons
Al le sous-groupe de S,, engendré par les cycles de longueur 3 et montrons que
Al = A,. Clairement, A/ C A, (un cycle de longueur 3 est de signature 1). Pour
montrer I'inclusion inverse, il suffit de prouver que le produit de deux transpositions
est dans A/, (car A, est 'ensemble des produits pairs de transpositions).

Montrons donc que pour tout 4, j, k, l, (i,7)(k,1) € AL :

— Si i, j, k, [ sont deux a deux distincts, alors (¢, 7)(k, 1) = (4,4, k)(J, k, 1) € AL.

— Si 4, j, k sont deux & deux distincts et [ = i (par exemple), alors (i,7)(k,1) =

(k,j,1) € AL.
- Sii#j, k=1ietl=j (par exemple), alors (i,7)(k,l) =1d € A!,.

O
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Reéférences :
— Risler et Boyer - Algebre pour la licence 3.

— Perrin - Cours d’algébre - Page 30 (pour la premiére application).
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2.14 Sous-groupes compacts de GL,(R)

Lemme. Soient E un espace euclidien, K un convexe compact de E et H un sous-
groupe compact de GL(E). Si K est stable par tous les éléments de H, alors il existe

a € K qui est fizé par tous les éléments de H.

Démonstration. Soit || - || une norme euclidienne sur E. Pour x € E, on pose
N(z) = sup [lu(z)]| = max [lu(z)]]
ueH ucH

le borne supérieure étant atteinte sur le compact H (I'application u — ||u(z)|| est
continue grace a l'inégalité triangulaire bis, et en prenant la norme triple sur GL(E)).

Alors N est une norme sur E. En effet :

(i) Si N(z) = 0, comme Idg € H, on a en particulier ||Idg(x)| = ||z|| = 0, i.e.

x = 0.
(ii) On a clairement N(Az) = |A|N(z) pour tout A\ € R.

(i) u(z + 9)l| = llu@) + u@)]| < Jul@)] + [u@)] < N()+ N(y) pour tout
u € H et tout z,y € E. En passant au sup a gauche, on obtient N(x + y) <
N(z) 4+ N(y) pour tout z,y € E.

De plus, N vérifie : pour tout v € H, N(v(z)) = N(x), ce qui est clair car u — uow
est une permutation de H.

On montre ensuite que N vérifie : si N(x +y) = N(x) + N(y), alors z et y sont
positivement liés. Soient x,y € E tels que N(x+y) = N(x)+ N(y). Soit ug € H tel
que le sup définissant N (z + y) soit atteint : N(zx +y) = ||lug(x + y)||. Alors :

Nz +y) = lluo(z + Yl < fluo(@)[] + [luo(y)l| < N(z) + N(y) = N(z +y).

Les inégalités précédentes sont donc des égalites, d’on ||ug(x + y)|| = ||uo(z)]| +
|luo(v)|l, ce qui implique que ug(x) et uy(y) sont positivement liés (une norme eu-
clidienne vérifie cette propriété). Comme ug est linéaire et inversible, cela entraine

immédiatement que x et y sont positivement liés. Le résultat est donc établi.

Par compacité de K et continuité de N sur K (une norme est toujours continue),
il existe a € K tel que N(z) > N(a) pour tout z € K. Ce point a est unique : sib # a
vérifie N(b) = N(a), comme K est convexe, “t2 € K. Si a et b sont positivement
liés, alors a = Ab avec A > 0 (par exemple), et N(a) = N(b) entraine A = 1, ce qui

est absurde. Donc et g ne sont pas positivement liés, d’ou, d’aprés ce qui préceéde :

N (“ ; b) < %N(a) + %N(b) = N(a).
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Ceci contredit la minimalité de N en a.

On suppose K stable par tous les éléments de H. Donc si v € H, v(a) € K, et
d’autre part, N(v(a)) = N(a). Par unicité de a, cela implique v(a) = a. Le point a

est donc un point de K fixé par tous les éléments de H. O]

Théoréme. Tout sous-groupe compact de GL, (R) est conjugué a un sous-groupe de

O.(R).

Démonstration. Soit G un sous-groupe compact de GL,(R). On munit G d’une
nouvelle structure de groupe (G, *) définie par A« B = BA pour tout A,B € G

(c’est bien une loi interne). On considére I'application :

p: (Gx) — (GL(Sn(R)),o)
A — (S—'ASA).

On vérifie facilement que p est bien définie et qu’il s’agit d’un morphisme de groupes
(grace au changement de la loi sur G, on a bien p(A x B) = p(BA) = p(A) o p(B)).
De plus, p est continue : pour le voir on peut écrire p = bo f avec b : (A, B) —
(S — tASB) application bilinéaire de M,,(R)? dans £L(S,(R), M,,(R)) continue car
dimensions finies, et f : A — (A, A) bien str continue.

On pose J = {'MM, M € G} qui est un compact (non vide) du convexe S;(R)
comme image du compact G par lapplication continue M + ‘M M. Le corollaire
du théoréme de Carathéodory nous dit que I'enveloppe convexe K = Cv(J) reste
compacte dans S (R). De plus, H = p(G) est un sous-groupe (car p est un mor-
phisme de groupes) compact (car p est continue et G est compact) de GL(S,(R)).
Enfin, on montre que K est stable par tous les éléments de H :si A€ G et M € G,
alors

p(A)CMM) ="AAMMA ="(MAYMA € J,

car G étant un sous-groupe, MA € G. Comme p(A) est linéaire, il conserve les
combinaisons convexes, donc p(A)(K) C K (on se sert de la caractérisation : K est
I'ensemble des combinaisons convexes d’éléments de J), i.e. K est stable par tous
les éléments de H.

On peut donc appliquer le lemme : il existe S € K tel que pour tout A € G,
on ait p(A)(S) =S, i.e. TASA =S. Comme K C ST (R),on a S € ST (R) et on
obtient G C O,(¢,R) ot ¢q : x — 'xSz est une forme quadratique définie positive.
En réduisant la forme quadratique ¢, on obtient enfin que G est conjugué a un

sous-groupe de O, (R). O

Compléments de la démonstration :
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1. Justifions que J C SFT(R) :si A="MM € J, alors ' XAX =" (MX)MX =
|IMX]||> > 0. Or M € G C GL,(R), donc si *XAX = 0, alors MX = 0, et
donec X = 0.

2. Justifions que ST (R) est convexe : si A, B € ST(R), alors pour ¢t € [0, 1],
M =tA+ (1—-t)B € §T(R). En effet, on a directement ‘M = M, d’ou
M € S, (R). De plus, si X # 0,

IXMX =t!XAX +(1 —t)!XBX > 0.
—— S~——

>0 >0

Donc M € S *(R).

3. Justifions que G C O,(q,R) implique que G est conjugué a un sous-groupe de
O, (R). Par définition,

On(q,R) = {M € M,(R) /'MSM = S} .

Mais S est diagonalisable au moyen d’une matrice orthogonale pour le produit
scalaire usuel : il existe P € O,(R) telle que S = *PDP avec D diagonale
dont les éléments diagonaux sont strictement positifs. On écrit D = C? avec
C' diagonale dont les éléments diagonaux sont strictement positifs (en prenant

les racines carrées des éléments diagonaux de D). Alors

On(q,R)

{M e M,[R)/(CPM'PC)(CPM'PC™") = I,,}
= {M e M,(R)/CPM'PC~" € O,(R)}

= {'PC'XCP, X € O,(R)}

= 'PC'O,(R)CP

= (CP)'O,(R)CP.

Finalement, G C (CP)™'0,(R)CP, soit encore CPG(CP)~' C O,(R). Mais
CPG(CP)™! reste un sous-groupe, donc CPG(CP)™' = H avec H sous-
groupe de O, (R). D’ou

G = (CP)"'HCP.

Application. Le groupe O, (R) est un sous-groupe compact mazimal de GL,(R).

Démonstration. Soit G un sous-groupe compact de GL,(R) avec O,(R) C G C
GL,(R). D’aprés ce qui précéde, il existe un sous-groupe H de O,(R), il existe C'

diagonale & coefficients diagonaux strictement positifs et P € O, (R) tels que

G = (CP)"'HCP.
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Le fait que O,(R) € G C (CP)'O,(R)CP entraine que CPO,(R)(CP)™ C
O0,(R). Or PO,(R)P~! = O,(R) car P € O,(R). Donc CO,(R)C~! C O,(R). On
note C' = Diag(A1,...,\,) et

1 ... 0

On vérifie facilement que J € O, (R). On calcule ensuite :

0N
0 A2 )
An—l
CJC ! =
An—
0 =3 U
>\7L
2 0 .. .0

et cette matrice appartient & O,(R). Donc {(CJC Y (CJC™ 1) =1, i.e. :
L\?
, M (&) . o
L : N : ; : : -

Comme les \; sont positifs, on en déduit A\, = A\, \,_1 = Ag, etc... On recommence

cela en faisant monter d’une ligne tous les 1 dans la matrice J :

o
[

o
ks

0 ... 0 10
0 0

J=10 1 :
1 0 0

0 . 0 1

On répéte cela jusqu’a retomber sur la premiére matrice J. Au final, on obtient
Ai = Aj, pour tout ¢ # j, i.e. C'= A\[,. Donc C commute avec toutes les matrices,
d’otu :

O,.(R) C G c (CP)'O,(R)CP = P'O,(R)P = O,(R),

la derniére égalité étant due au fait que P € O,(R). Soit enfin G = O, (R). O

Remarque. On peut partir juste du fait que G est conjugué a un sous-groupe de
O,(R). Ainsi il existe @ € GL,(R) tel que G C Q7'0,(R)Q, d’ou encore

QO,LR)Q™" C Ou(R).
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En écrivant Q = SO avec S symétrique réelle définie positive et O € O,(R) par la
décomposition polaire, on obtient SO, (R)S™ C O,(R). Il existe P € O,(R) telle
que S = PCP~! avec C diagonale a coefficients diagonaux strictement positifs. On

obtient alors

SO,(R)S™ = PCO,(R)(PC)™" € O,(R),

et en multipliant & gauche par P~! et & droite par P :
CO,(R)C™'C P'O,(R)P = O,(R).

On est donc ramené a la démonstration qui précéde.

Soient E un espace affine euclidien de dimension finie non nulle et A une partie
de E.

Définition. L’enveloppe convexe d’une partie A de E, notée Cv(A), est l'inter-
section de tous les convexes contenant A. C’est donc le plus petit convexe de E

contenant A.

Proposition.
(1) Cv(A) est l'ensemble des combinaisons convexes d’éléments de A.

(11) Si A est conveze et compacte, on a A = Cv(Fr(A)) ou Fr(A) désigne la fron-
tiere de A.

Théoréme (Carathéodory). Tout élément de Cv(A) s’écrit comme combinaison
conveze de k points de A avec k < dim(E) + 1.

Démonstration. Soit © € Cv(A). On écrit © = tyaq + - -+ + trag avec k € N*, ¢; > 0
et 32 t; = 1. On suppose k > dim(E)+ 1. Alors la famille ((az —ay), . . ., (ax —a1))

est liée car de cardinal > dim(F). Donc il existe Ay, ..., A\x non tous nuls tels que
Xo(ag —ay) + -+ + Mg(ax —ay) = 0.

On note py = Ag + -+ + A\ et u; = —\; pour tout ¢ > 2. Alors pour tout y € E,
p(ar = y) + -+ pelar —y) = 0.

En particulier, I’égalité est vraie pour x. On a d’autre part Zle p; = 0, donc il

existe j tel que p; > 0. Soit

t; t;
)\:min(—,ui>0> = .
i Hig
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Soit ensuite v; = t; — A\u;. Alors, sachant que t; # 0 (car ¢; > 0),

t
vi=t, | 1- ol 5
Mg li
——
<1
D’autre part,
k k k
i=1 i=1 i=1
=1 =0

Et de plus, il existe ¢ tel que v, = 0. Donc

T = tia;+ -+ lpag
= t1a1—|——|—tkak—)\(,u1(a1—x)—i——l—,uk(ak—x))

k
= (ti — A)ar + -+ (b — Aag)ar, — A (Z ,ui> x

i=1
=0
k
= Z v,a; = Z v;Qa;.
i=1 i#q
On a ainsi écrit x comme combinaison convexe de k — 1 points de A. O

Corollaire. On suppose A non vide. Si A est compacte, il en est de méme de Cv(A).

Démonstration. Soit n = dim(FE). On note
K = {(tl,...,tn+1) € [071]n+1/t1 +...+tn+1 — 1}_

L’ensemble K est compact car fermé borné, fermé comme image réciproque de 1 par

la fonction continue g : (t1,...,tn1) — t1 4+ -+ + tpeq. Soit
f K x B! S E
(t1, .-y tng1, @1, oo Qpgr) > tiar + o LGy

D’apres le théoréme de Carathéodory, Cv(A) = f(K x A"*1). Comme f est continue
et K x A" est compact, on en déduit que Cv(A) est compact. ]

Autre résultat intéressant :

Proposition. On suppose A non vide. Si A est bornée, il en est de méme de Cv(A).
De plus, 6(A) = 6(Cv(A)) ot 6(A) = sup, yea |z —yl|.
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Démonstration. Comme la partie A est bornée, elle est contenue dans une boule
fermée B = B(a,r). Or, B étant convexe, il vient Cv(A) C B. D’ou Cv(A) est
bornée.

Il est clair que §(A) < §(Cv(A)).

Soit maintenant x = tya; +- - - +tga, € Cv(A) écrit comme combinaison convexe
d’éléments de A. Sia € A, alors

la =2l = llta(a —a1) +--- +tr(a — ar)]]
< hlla—aif 4o 4 tilla — ax
< 0(A)(t + -+ tg) = 6(A),

sachant que ||a — a;|| < 6(A) car a,a; € A. Soit y € Cv(A). Alors :

ly =z = |ty —ar) +-- +te(y —ai)|]
< tlly— a4+ -+ telly — ail]
< 0(A)(ty 4+ -+ tr) =0(A),

sachant que ||y —a;|| < §(A) d’aprés 'inégalité précédente avec y € Cv(A) et a; € A.
On en déduit que 6(Cv(A)) < §(A), d'ot le résultat. O

Reéférences :
— Alessandri - Thémes de géométrie - Pages 59, 141 et 160.

— Tauvel - Cours de géométrie - Page 77 (pour le théoréme de Carathéodory).
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2.15 Surjectivité de ’exponentielle

Lemme. Soient G un groupe topologique et H un sous-groupe de G contenant un

voisinage du neutre e de G. Alors H est ouvert et fermé dans G.

Démonstration. Montrons que H est ouvert. Par hypothése, il existe un voisinage
ouvert V de e dans G avec V C H. Alorssih € H,hV C H.Sionnote p: g~ h™lg
le morphisme de multiplication & gauche par h~! dans G qui est continu, alors
hV = o=}V est ouvert comme image réciproque d’un ouvert par une application
continue. Ainsi H est un voisinage de chacun de ses points, donc H est ouvert.
Montrons que H est fermé. On a clairement G = {J,co gV et H = U,y RV
Donc °H = Ug&H gV (si g & H, gV C °H car sl existe gv € H, alors on aurait
g € H). Comme gV est ouvert pour tout g, “H est ouvert, et donc H est fermé. [

Théoréme. Soit A € GL,(C). On note
C[A] ={P(A), P e C[X]} et U=C[A]NGL,(C).

Alors exp(C[A]) = U.
En particulier, il exziste P € C[X] tel que A = ™ et exp : M,,(C) — GL,(C)

est surjective.

Démonstration. Soit A € GL,(C). D’abord, C[4] = {P(A), P € C[X]} est un
sous-espace vectoriel de M,,(C) de dimension finie, donc fermé. Pour toute matrice
M € C[A], comme e est limite d’éléments de C[A], on a e € C[A]. De plus eM
est inversible d’inverse e~ € C[A]. Comme tous les éléments de C[A] commutent,
on en déduit que exp induit un homomorphisme du groupe additif (C[A], +) dans le
groupe multiplicatif U des inversibles de C[A]. On vérifie bien que U est un groupe :
si M € U, M~' € C[M] C C|A] par le théoréme de Cayley-Hamilton, donc dans
U (sinon on peut aussi dire que comme M est inversible, X et II; le polynome

minimal de M sont premiers entre eux, et avec le théoréme de Bézout, il existe deux
polynomes P et Q tels que PX + QI =1, dou M~ = P(M) € C[M] C C[A]).

On va maintenant montrer que exp(C[A]) est un ouvert-fermé de U en utilisant
le lemme. On sait d’une part que l'application exp est de classe C' sur M, (C).
On trouve facilement que la différentielle de exp : C[A] — U en 0 € C[A] est
Dexp(0) = Id (en écrivant ¢"™# = I, + H + o(||H|)), qui est inversible. On peut
donc appliquer le théoréme d’inversion locale : il existe un voisinage ouvert V; de 0
dans C[A] et un voisinage ouvert V' de I, dans U tels que exp; : Vo — V' soit un
C!'-difféeomorphisme. Par le lemme précédent avec G = U, H = exp(C[A]) et V C H

voisinage ouvert de I,,, on en déduit que exp(C[A]) est ouvert et fermé dans U.
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Montrons a présent que U est connexe. Soient M, N € Uet f : 2z — zM+(1—2)N
définie pour z € C, et a valeurs dans C[A]. Le polynome en z, det(zM + (1 — z)N),
s’annule sur un ensemble Z fini. Or C\Z est connexe par arcs. Donc il existe un
chemin continu v : [0,1] — C\Z tel que y(0) =0 et y(1) = 1. Ainsi foy:[0,1] = U

est un chemin continu qui relie M a N. Donc U est connexe par arcs, donc connexe.
Finalement, exp(C[A]) est un ouvert-fermé de U qui est connexe, donc
exp(C[A]) = U.
En particulier, comme A € U, il existe P € C[X] tel que A = exp(P(A)). O

Corollaire. Si A € GL,(C) et k € N*, alors il existe B € GL,(C) tel que A= B*.

Démonstration. B = exp (TA)> convient. O]

Remarque. exp : M, (R) — GL,(R) n’est pas surjective : exp est continue et GL, (R)

a deux composantes connexes alors que M,,(R) est connexe.

Application. Soit A € GL,(R). Alors il existe M € M, (R) telle que A = eM si et
seulement s’il existe B € M, (R) telle que A = B.

Démonstration. Le sens direct est évident en prenant B = e,
Sens indirect : soit A € GL,(R). On suppose qu'il existe B € GL,(R) telle que
A = B2 On a aussi B € GL,(C), donc d’aprés le théoréme, il existe Q € C[X] tel

que B = e9B) Mais comme B est une matrice réelle, on a

On obtient alors

A= BB = BB = ¢%B)RB)

Or Q(B) et Q(B) = Q(B) commutent comme polynémes en B, donc :

A — (QUBHREB) _ M

avec M = Q(B) + Q(B) € M, (R), d’ou le résultat. O

88 || Romain Giuge



2.15. Surjectivité de 'exponentielle

Définition. Un groupe topologique est un triplet (G,-,T) ou (G, -) est un groupe,
(G, T) est un espace topologique, et ces deux notions sont compatibles : les applica-
tions (g, h) — gh et g — g~! sont continues.

Définition. Un espace topologique E est connexe si et seulement s’il ne peut pas
s’écrire comme réunion de deux ouverts non vides disjoints de E. C’est équivalent a
dire que les seuls sous-ensembles de E a la fois ouverts et fermés dans F sont E et
.

Une proposition intéressante liée & ’exponentielle mais sans rapport avec sa

surjectivité :
Proposition. GL,(C) n’admet pas de sous-groupes arbitrairement petits.

Démonstration. Par le théoréme d’inversion locale appliqué & exp, il existe U voisi-
nage de 0 dans M,,(C) et V voisinage de €’ = I,, dans GL,(C) tels que exp réalise
un C!-diffeomorphisme de U sur V.

On pose U’ = %U et V' =exp(U’). Alors V' est ouvert : en effet, exp réalise un
Cl-difféomorphisme de U’ sur V' et donc en notant ¢ : V' — U’ la réciproque de
exp qui est continue, on a V' = ¢p~}(U’) qui est 'image réciproque de 'ouvert U’
par ¢ continue. De plus, V' est un voisinage de I,,.

Soit maintenant H un sous-groupe de GL,(C) inclu dans V' et soit M € H. En
particulier, M € V' et il existe A € U’ tel que M = e”. Si on suppose A # 0, il existe
k € N tel que kA € U\U’, et ainsi, exp(kA) = M* € V\V’. On a donc M* ¢ H,
c’est qui est absurde, donc A =0, M =1, et H ={[,}. O

Références :

— Aucune.
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2.16 Théoréme de Burnside

Théoréme. Soit G un sous-groupe de GL,(C). Alors G est fini si et seulement si

G est d’exposant fini.

Démonstration. Le sens direct est immeédiat : si G est fini de cardinal p, alors par le
théoréme de Lagrange, AP = I,, pour tout A € G. Donc G est d’exposant e fini avec
e qui divise p.

Supposons maintenant que G est un sous-groupe d’exposant e fini. Alors le po-
lyndéme P = X°—1 annule tous les éléments de G. Or P est scindé a racines simples
dans C, donc tous les éléments de GG sont diagonalisables. De plus, pour tout A € G,
on sait que les racines du polynome caractéristique x4 sont aussi racines de tout
polynoéme annulateur. Donc les racines de x 4, qui sont les valeurs propres de A, sont
des racines de P, i.e. des racines e-iéme de l'unité.

On va construire une application ¢ injective de G dans ¢(G) avec ¢(G) fini.
Ainsi on aura Card(G) < Card(¢(G)) < oc.

On note Vect(G) le sous-espace vectoriel de M,,(C) engendré par G, qui est donc
de dimension finie. Les éléments de G forment une famille génératrice de Vect(G)
dont on peut extraire une famille libre C, ..., C,. € G, base de Vect(G). Soit

p: G — C
A — (tr(ACY),... tr(AC))).

Montrons que Im(y) est finie. Les valeurs propres de toute matrice A € G sont des
racines e-iéme de I'unité qui sont en nombre fini, donc {tr(A), A € G} est fini. Mais
comme G est un groupe, AC; € G pour tout i € [1,7] et tout A € G. Donc pour
tout i et tout A, tr(AC;) € {tr(B), B € G}. Les tr(AC;) ne peuvent donc prendre

qu’un nombre fini de valeurs, d’ott Im(¢p) est fini.

Montrons maintenant que ¢ est injectif. Soient A, B € G tels que p(A) = ¢(B).
Alors pour tout i, tr(AC;) = tr(BC;). Pour M € G C Vect(G), il existe aq, ..., a,
tels que M = o C1 + -~ 4+ «,.C, et on a :

tr(AM) = iaitr(AC'i) = zr:ozitr(BC’,») = tr(BM).

Soit N = AB™! — I,. Comme A,B € G et G est un groupe, AB™! € @G, donc

diagonalisable. Donc N est diagonalisable (N = PDP~' — I,, = P(D — I,,)P™'). Si

on montre que N est nilpotente, on aura alors N = 0, d’oul ensuite A = B.
Supposons que tr(N?) = 0 pour tout p € [1,n] et montrons que dans ce cas, N

est nilpotente. Soit xy = X*(X — A1) ... (X — A\)* le polynome caractéristique
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de N, ou les \; sont non nuls et deux a deux distincts, r < n. Pour tout p € [1,n],

on a . ,
tr(N?) = a; X =0.
=1

Si on suppose que N n’est pas nilpotente, alors 0 n’est pas la seule valeur propre
de N, et donc (aq,...,q,) est un zéro non trivial du systéme suivant d’inconnues
Tiyevos Xy

ML+ -+ Ao, =0
(S)
Nz +--+ Nz, =0

Donc le déterminant V' de ce systéme est nul, soit :

Al Ao A 1 1 . 1
A2 OA2 L X Moo A
V=det| . ) ) =AM ...\.det . . . =0.
)\.r )\"r o )\.'r )\7“.—1 )\7‘.—1 o )\7’.—1
1 9 ... r 1 2 Ce r

Or les \; étant non nuls et deux & deux distincts, V' est non nul car multiple du déter-
minant de Vandermonde non nul associé aux scalaires A\;. Donc N est nécessairement
nilpotente.

Montrons donc enfin que tr(N?) = 0 pour tout p € [1,n]. Comme AB™! et I,

commutent, on a :
NP = (AB™' — )P = Zp: (p) (=17 *(AB V)",
o \k
D’autre part, comme tr(AM) = tr(BM) pour tout M € G, on a pour k € [1,n],
tr((AB™)") = tr(AB~Y(AB™H)F )
= tr(BBY(AB Y)Y
= tr((AB~H)F ).

En itérant, on obtient tr((AB~Y)*) = tr(l,) = n. D’ou ;

tr(NP) = zp: <Z) (—1)"Fn = n(1 - 1) = 0.

k=0
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Proposition. Pour A € M, (K), les racines du polynome caractéristique xa sont

ausst racines de tout polynome annulateur.

Démonstration. Si X est racine de x4, alors A est valeur propre de u, et on montre
facilement que \* est valeur propre de A*. Par des combinaisons linéaires, on obtient
que P(\) est valeur propre de P(A).

Si P est un polynéome annulateur de A, alors P(A) = 0. Mais P()\) étant valeur
propre de P(A), nécessairement P(\) = 0, d’ou A est racine de P. O

Proposition. Soit A € M, (K). Si ll4 est un polynéme minimal de A, alors les

valeurs propres de A sont exactement les racines dans K de I14.

Démonstration. Le polyndéme 11, étant annulateur, les valeurs propres de A doivent
étre des racines de 1[4 d’aprés la proposition précédente.

Réciproquement, soit « une racine de I14 : on écrit Iy = (X — a)Q. Alors
ITA(A) = (A — al,)Q(A) = 0. Si o n’était pas valeur propre de A, A — al, serait
injectif. Mais alors Im(Q(A)) C Ker(A—al,) = {0}, ce qui impliquerait que Q(A) =

0 et contredirait la minimalité de 11 4. O

Références :
— Alessandri - Themes de géométrie - Page 113.
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2.17 Théoréme de Cartan-Dieudonné

Théoréme (Cartan-Dieudonné vectoriel). Soient E un espace vectoriel euclidien de
dimension n et f € O(F). On note F' = Ker(f — 1d) l’espace des éléments fixés par
f et p(f) =n—dim(F). Alors f s’écrit comme produit de p(f) réflexions et on ne
peut pas faire moins.

Par convention, on dit que Id est le produit de O réfiexion.

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur p(f). Si p(f) = 0, alors f = Id et
donc f est le produit de 0 réflexions.

Supposons que p(f) > 1 et que toute isométrie g telle que p(g) < p(f) s’écrive
comme produit de p(g) réflexions et pas moins. Comme p(f) > 1,ona £ = F @ F+
avec dim(F+) > 1.

Notons B/ = F-. Alors E' est stable par f car les isométries conservent I’orthogo-
nalité. Donc ' = f|g est une isométrie de E’. Comme dim(E’) > 1, il existe zg # 0
tel que xg € E', et on a f'(xg) # xo (sinon zy € F'). Mais f’ étant une isométrie, on a
I.f' (o) || = ||zol|- Soit alors la réflexion s’ par rapport & H' = Vect(f'(xq) — x¢)* hy-
perplan de E’ (on travaille dans E’ et on prend I'orthogonal dans E’). Cette réflexion
vérifie

s'o f'(xg) = xo
car §'(f'(zo) — wo) = —(f'(x0) — wo) et ' (f'(x0) + x0) = f'(xg) + 2o : 'élément
f(x0) + xo est fixé par s’ car il est dans H', puisque (f'(xo) + zo, f'(x0) — z0) =
1 o)l? — ol = 0.

On prolonge §' sur E tout entier en posant §'(z) = zsix € F, et s’ est maintenant
une réflexion de £. On note g = s’ o f qui est une isométrie de E car une composée
d’isométries conserve encore la norme. Par construction, on a Vect(zy) C Ker(g—1Id)
et F' C Ker(g — Id), donc p(g) < p(f) — 1. On applique 'hypothése de récurrence a

g : il existe des réflexions s; de E telles que
g:$/0f:310"'05p(g)'
Donc, comme s’ o s" = Id, on obtient f = 5" 05100 5,4).

On vient de prouver qu’on peut décomposer f en produit de réflexions. Il reste a
faire le lien avec p(f). Soit ¢ le nombre minimal de réflexions qu’on peut utiliser pour
décomposer f. On a déja ¢ < p(g) + 1, et on avait plus haut que p(g) < p(f) — 1,
donc ¢ < p(f). On écrit ensuite f = sy 0--- 05, avec s; réflexion par rapport & un
hyperplan H;. On a d’une part l'inclusion (__, H; C F, et d’autre part (_, H; =
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Vect(z1,...,2,)" sion écrit H; = Vect(z;). On obtient :

d1m (Vect(zy, . = dim (ﬂH) dim(F) =n —p(f).
>an

On en déduit que ¢ > p(f), soit finalement ¢ = p(f). O]

Théoréme (Cartan-Dieudonné affine). Soient € un espace affine euclidien et ¢ une

isométrie de . Alors :
(i) Sip a un point fize, ¢ peut s’écrire comme produit de p(?) réflexions affines.
(ii) Sip n’a pas de point fize, ¢ peut s’écrire comme produit de p(?) +2 réflexions
affines. On a de plus p(?) < n.

(on pourrait montrer qu’on ne peut pas écrire ¢ comme produit de moins de réflexions

qu’annoncé ci-dessus).

Démonstration. (i) Il existe A € £ tel que p(A) = A. On a alors, pour tout
M e €,
—
(M) = A+ G(AM).

Par le théoréme de Cartan-Dieudonné vectoriel, on peut écrire ? = 5j0-- -os_p>

avec p = p(?) et les 57 sont des réflexions vectorielles par rapport a des
—

hyperplans vectoriels H;. On note s; : M — A+ ?Z(AM) la réflexion affine

d’hyperplan affine associé 'hyperplan passant par A de direction '’hyperplan

vectoriel H;. Comme A est fixé par toutes ces réflexions affines, on obtient :
p(M) = s10---0s,(M),
pour tout M € £. En effet, on a :

51082(M) = A+S—1>

(ii) Soit A € £. Par hypothése, ¢(A) # A car ¢ ne fixe aucun point. Soient H
I'hyperplan médiateur de [A, p(A)] et o la réflexion par rapport & H. Alors
oo p(A) = A. D’aprés le cas précédent, o o ¢ s’écrit comme produit d’au plus
p(aTgZ) < n réflexions. En composant par o, on obtient que ¢ est produit

d’au plus n + 1 réflexions.
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D’autre part, on peut écrire ¢ = 7 o 1) oll T est une translation et ¢ une
isométrie affine possédant un point fixe. De plus, ? = ﬁ, donc 1 s’écrit
comme produit de p(?) réflexions. 11 est clair que 7 s’écrit comme produit de
deux réflexions. Donc ¢ s’écrit comme produit de p(?) + 2 réflexions, et on
a, par ce qu’on a dit juste au-dessus, que p(a) +2<n+1, e p(?) <n.
m

Compléments :

Montrons qu’on ne peut pas écrire ¢ comme produit de moins de réflexions
qu’annoncé dans le théoréme de Cartan-Dieudonné affine.

On écrit ¢ = s10---0sp. Alors @ = 5{o0---057, donc k > p(?) Ce qui prouve
le résultat pour le point (7).

Pour le point (ii), on suppose que k < p(@) + 2. Comme le déterminant d’une
réflexion vaut —1, on a det(?) = (=1)F = (—1)1’(?%L2 puisqu’on sait qu’on peut
écrire un produit de p( @) + 2 réflexions. Donc nécessairement k = p(@) < n.

Soient H; I’hyperplan associé & s; et H; 'hyperplan associé a 7. On note F =
NH; et F' = NH;. Soit ¢; € E* telle que H; = Ker(v;). Le point M appartient a
M, = A, + Hy SSi AM € Hy, SSi n(A,M) = 0, SSi ¢s(A,A) + vs(AM) = 0 pour un
point A fixé dans &, SSi il existe §; tel que wz(m) = 3. Dou :

F={M¢e€ 5/%(@) = (;, pour tout i}.

On a dim(F) > n — k (intersection d’hyperplans), et F C Ker(@ — Id). Or
dim(Ker(@ — Id)) = n — k : en effet, d’aprés le théoréme de Cartan-Dieudonné
vectoriel, dim(Ker(@ —1Id)) = n — p(€) et on a ici k = p(F). Ainsi, dim(F) =
n — k, et donc les formes linéaires ¢; sont indépendantes. On compléte les 1; en
une base (¢1,...,1,) de E*, de base anté-duale (eq,...,e,). Soit M € & tel que
O—]\>/[ = pie1 + ... Bne,. Alors @/}l(O—]\Z/) = f3;, pour tout ¢. On vient donc de prouver
que JF n’est pas vide. Mais tout point de F est point fixe de ¢ et ¢ n’a pas de point

fixe : ¢’est absurde.

Définition. On note O(F) l'ensemble des isométries vectorielles d’un espace vec-
toriel euclidien E. Il s’agit de 'ensemble des applications linéaires conservant le

produit scalaire.

Définition. On appelle réflexion une symétrie orthogonale par rapport & un hyper-

plan.
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Proposition. Soient a et b deux vecteurs distincts d’un espace euclidien E tels que

|la|| = ||b||. Alors il existe une unique réflexion échangeant a et b.

Démonstration. Unicité : si o est une réflexion par rapport & un hyperplan H et
échangeant a et b, alors o(a —b) = b — a et donc H = Vect(b — a)*.
Existence : soient H = Vect(b — a)t et o la réflexion par rapport a H. Alors

o(a —b) = b — a. D’autre part, on a
(a+b,a—0b)=lla]*—[b]* =0

par I'hypothese [ja|| = ||b]|. Donc a +b € H et o(a +b) = a +b. On en déduit

o(a) = 30(a+b) + 30(a—b) = b et o(b) = a. La réflexion o est solution. O

Théoréme. Pour toute isométrie f de &, il existe un unique couple (t,h) avec t
translation de € et h isométrie de € tel que h a un point fire et f = hot =toh.

Proposition. Soitt une translation de € de vecteur . Si (F, F) est un sous-espace
de € tel que W € FL et 5i G = F + %7, alors t = og o ox. En particulier, toute

translation est composée de deux réflexions.

Références :
— Cognet - Algébre bilinéaire - page 96.

— Tauvel - Cours de géométrie - page 97 (pour Cartan-Dieudonné affine).
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2.18 Théoréme de Chevalley-Warning

Théoréme. Soient d,n € N* et p un nombre premier. On note ¢ = p?, et pour
P, ... P eF,[Xy,...,X,],

Z(Py,...,P)={zeF} | P(x)=0,Vie[1,r]}.
Alors si Y. deg(P;) <n, ona :
Card(Z(Py,...,P)) =0 [p].

Démonstration. Soient P, ..., P, € F,[X1,...,X,] tels que Y ;_, deg(P;) < n. On
introduit le polynome :
S(X1,.. X)) = [ = P(Xy, o X)) € FylXa, ., X,
i=1
Size Z(Py,...,P,), alors P;,(z) = 0 pour tout i. Donc S(z) =
Sixz & Z(P,...,P), alors il existe i tel que Pi(x) # 0. En particulier, Pi(z) € F},
donc P;(z)9™! =1 et on en déduit S(z) = 0. Au final :
IsizeZ(P,..., P
S(x) = (B )
0 sinon,
d’ou :
> S(x) = Card(Z(Py, ..., P,))1g,.
z€Fy

D’autre part, S € F,[Xy,...,X,] s’écrit sous la forme

= > XX

Z S(x) = Z Z Coxyt . alm

zeFn z=(x1,..., JEF? a=(a1,...,an)EN"
= E Ca E xt E ron
a=(a1,...,0n ) ENT z1€F, Tn €y

a=(a1,...,0n ) ENT i=1 zo€ly

On majore maintenant le degré de §':
deg(S Zdeg - P Zdeg(Piq_1 (g—1) Z deg(P;) < n(q—1),
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cette derniére inégalité stricte étant donnée par I’hypothése du théoréme. Cette
majoration implique que pour tout monoéme X" ... X% apparaissant dans l’écri-
ture de S, il existe ¢ € [1,n] tel que oy < ¢ — 1, car sinon on aurait deg(S) >
deg(X{' ... X)) =>" a; >2n(qg—1). Pour un tel i, on a oy =0 ou g — 11 o, et

nous démontrerons juste aprés que cela implique :
n
Z zy' =0, et donc H Z zy' =0
z0€F, i=1 zo€F,

pour tout a = (g, ..., a,) € N tel que ¢, # 0. Finalement, il vient :

Y S(x) =0=Card(Z(P,...,P))lg,,

xEIFg

et comme I, est de caractéristique p,

Card(Z(Py,...,P)) =0 [p].

O
Démontrons maintenant le point manquant :
Proposition. Soient d € N* et p un nombre premier. On note ¢ = p?. Alors :
me: Osim=0ousig—1tm
zcF, —1 sinon.
Démonstration. Si m = 0, alors pour tout z € F,, 2° = 1, d’ou le résultat :

> ver, ¥0 = ¢ =0 dans F,.
Supposons maintenant ¢ — 1 m. Le groupe F; est un groupe cyclique dont on
note g un générateur. Comme ’application
f: F, — Fy
r — g
est bijective, il vient :
ORCED BRIV
z€Fq z€Fq z€Fq

solt encore

Mais g étant un générateur de F;, g est d’ordre ¢ — 1, avec ¢ — 1 { m, donc g™ # 1.

Le corps [F, étant intégre, on conclut finalement :

me:().

z€lF,
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Si on suppose maintenant g — 1| m, il existe k € Z tel que m = (¢ — 1)k. Or pour

tout z € Fy, 297" = 1. Donc 2™ = 1. Comme 0™ = 0, on obtient :
ST P PR
z€elF, z€FY z€F}

dans [F; de caractéristique p ot on a ¢ = 0. O]

Si on a le temps, on peut donner le corollaire et I’application ci-aprés :

Corollaire. Soient d,n € N* et p un nombre premier. On note ¢ = p®. Soient
Py,... P eF,[Xy,...,X,] tels que :

(1) Chaque P; est sans terme constant.

(i) > 5, deg(P) <n.

Alors les P, admettent un zéro commun non trivial.

Démonstration. Comme P; est sans terme constant, P;(0,...,0) = 0, et donc Opn

est un zéro commun & tous les P;. On en déduit que
Card(Z(Py,...,P.)) > 1.
D’aprés le théoréme de Chevalley-Warning,
Card(Z(Py,...,P)) =0 [p].

Donc Card(Z (P4, ..., ) = p > 2 et il existe un autre zéro que Opy commun & tous
les P,. O

Application. Toute forme quadratique sur un I -espace vectoriel de dimension > 3

est 1sotrope, i.e. admet un zéro non trivial.

Démonstration. Soit () une forme quadratique sur E un F -espace vectoriel de di-
mension n > 3, i.e. Q € F,[X,...,X,]. Par définition d’une forme quadratique,
@ est un polynome homogéne de degré 2. On applique le corollaire précédent avec
r=1:

(i) @ est sans terme constant car homogéne de degré 2.

(77) deg(Q) =2 < n.

Donc ) admet un zéro non trivial. O

Références :

— Jean-Pierre Serre - Cours d’arithmétique - Page 13.
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2.19 Théoréme de Frobenius-Zolotarev

Théoréme. Soient p un nombre premier > 3 et V un espace vectoriel de dimension

finie n sur F,. Soit w € GL(V). Si e(u) désigne la signature de u en tant qu’élément

() = (<42,

ot (%) désigne le symbole de Legendre égal a 1 si a est un carré dans F,, —1 sinon.

de Spn, alors

Démonstration. On regarde GL(V') comme sous-groupe de S,» : la signature ¢ induit
un morphisme de groupes de GL(V') sur {—1, 1} par restriction. On note D(GL(V))
le groupe dérivé de GL(V) engendré par les commutateurs [u, v] = uvvu~tv™. Alors
comme {—1,1} est un groupe commutatif, D(GL(V)) C Ker(e) et donc le théoréme

de factorisation nous permet d’écrire ¢ = € o Il avec
z:GL(V)/D(GL(V)) — {-1,1}

et IT la projection canonique de GL(V') sur GL(V')/D(GL(V)).

Or D(GL(V)) = SL(V). En effet, on a clairement D(GL(V)) C SL(V). Pour
I'inclusion inverse, on sait que SL(V') est engendré par les transvections (on le montre
par I'algorithme du pivot de Gauss), donc il suffit de montrer que toute transvection
est un commutateur. Or toutes les transvections de GL(V') sont conjuguées : dans

une bonne base, la matrice d’une transvection est :

1 ... ... 0
: 1 1
0 ... ... 1

en échangeant correctement les vecteurs de la base et en leur faisant subir des ho-
mothéties. Soit u € GL(V) une transvection, u = I, + AE;; avec i # j. On a :

w? = (I + MEy;)* = I, + 2\E;; + > E, =1, +2)\Ej;.
0;:E;;=0

2

Comme p > 3, la caractéristique de F, est différente de 2, donc u* est encore

1

une transvection. Donc il existe v € GL(V) tel que u? = vuv™!, soit encore u =

vuv tut

, 1.e. u est un commutateur.
Par ailleurs, le morphisme surjectif det : GL(V) — F; a pour noyau SL(V)
par définition. Par le théoréme de factorisation, il existe det : GL(V)/SL(V) — F;

isomorphisme tel que det = det o II.
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On obtient finalement un morphisme § = g o det s — {=1,1} tel que
0 o det = €. Le but est de montrer que § est le symbole de Legendre.

On note d’abord que <5> : Fy — {—1,1} est un morphisme (il est multiplicatif)
et qu’il est non trivial. En effet, il vaut —1 sur les générateurs de F, (on sait que F;
est cyclique) : si g est un générateur de [}, g est d’ordre p —1, et si g était un carré,
on aurait g = h?, donc gp%l = hP~! =1, ce qui contredirait la définition de 'ordre.

Mais comme [ est cyclique, tout morphisme de groupes de F* sur {—1,1} est
déterminé par l'image d’un générateur : il n'y en a donc que deux, qui sont le
morphisme trivial et le symbole de Legendre.

Il reste a montrer que ¢ n’est pas le morphisme trivial. Comme V est un [F-espace
vectoriel de dimension n, on a V = F) = Fy» = F,. On prend g un générateur de [}
et on considére

p: F, — F,
r — g
qui est une application F,-linéaire. Donc ¢ € GL(V'). De plus, ¢ est égal en tant
que permutation au cycle (1,g,¢% ...,97 %) qui est de longueur paire ¢ — 1, donc
e(¢) = —1. Comme & = dodet, on a d(det(¢)) = —1 et donc § n’est pas le morphisme
trivial.

Finalement, d ne peut étre que le symbole de Legendre, d’ou le résultat. O

Comme V est un [F,-espace vectoriel de dimension n sur IF,,, V' est un espace de
cardinal p". Donc tout u € GL(V') est une bijection de V' sur V' qui peut étre vue
comme une permutation de Sy». Donc GL(V) est isomorphe & un sous-groupe de Spn.
Mais on n’a pas GL(V) = S,» pour des raisons de cardinal : GL(V) = GL,(F,) C
M, (F,), donc Card(GL(V)) < Card(M,,(F,)) = p™, et comme Card(S,») = (p™)!,

on aurait (p™)! < p™°, ce qui n'est pas le cas. En effet :

L..plp+1)...02(p*+1)...p"
kp(p + 1)p*(p* + D)p" ' (p" ' + 1)p"

n—1,n—1n

(p")!

> kppp’p® ... p" "
_ kpn(n;l)pn(";l) _ ]{}pn27

et on voit bien que k > 1.

Proposition. Le groupe dérivé de G est un sous-groupe distingué de G.
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Démonstration. 11 s’agit de montrer que si g € G et [x,y] = zyz~'y~ € D(G), alors
glz,ylg™' € D(G). On a le résultat en écrivant :

glz,ylg ™" = (gzg™")(gyg gz g )9y '97") = [gzg ", gyg "]

Cela revient aussi a dire que D(G) est stable par les automorphismes intérieurs, i.e.

les i, : x> grg™'. O
Proposition. Le symbole de Legendre est un morphisme.

Démonstration. Dans le document Théoréme des deux carrés, on montre que

F2={cek,/a" =1}

2

5 ) =P =1 et que le polynome X2 — 1 admet

On prend ici ¢ = p. Comme (IPT

au plus deux racines (qui sont en fait 1 et —1), alors pour tout » € Iy, on a soit
o

1 p . p—1 p
r 2 =1 (lorsque = est un carré), soit 2z = —1 (lorsque x n’est pas un carré).

Donc

Ainsi il s’agit bien d’un morphisme :

(2) o)),

Références :
— Beck, Malick, Peyré - Objectif Agrégation - Page 251.
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2.20 Théoréme de Krein-Milman

Proposition. Soit E un espace euclidien et C un convexe fermé non vide de E.
On note p la projection sur C' (qui est continue, voir document "Projection sur un
conveze fermé"). Soit ¢ un point de la frontiére de C. Alors il existe un hyperplan

d’appui de C' en c.

Démonstration. Le point c est adhérent & E\C', donc il existe une suite (xy) de E\C
qui converge vers c. Par continuité de p, la suite p(xy) converge vers p(c) = ¢. On
sait de plus qu’en chacun des points p(xy), on dispose d’un hyperplan d’appui dont
un vecteur normal unitaire est

zy — p(zy)

Uy = —————————.
[z — p(aw)|

La suite (uy) est dans la sphére unité de E qui est compacte, on peut donc en extraire
une sous-suite convergente, qu’on appellera encore (ux). On note u sa limite et on

considére ’hyperplan affine
H={reE / (uz)= (w0}

Cet hyperplan contient ¢ et on va montrer qu’il s’agit d'un hyperplan d’appui en c.
Soit z € C. Pour tout kK € N, on a

(ug, z — p(xg)) < 0.

En passant a la limite quand & — oo, on obtient (u, z—p(c)) < 0, i.e. (u, z) < (u, c).
Ceci prouve que C est inclu dans un des demi-espaces fermés délimité par H et H

est donc un hyperplan d’appui. O

Théoréme (Krein-Milman). Soit E un espace euclidien et K un convexe compact
non vide de E. Alors K est égal a ’enveloppe conveze de ['ensemble de ses points

extrémaus.

Démonstration. On commence par montrer un résultat préliminaire : soit a € K tel
que a appartienne a un hyperplan d’appui H de K. Alors a est un point extrémal
de K si et seulement si a est un point extrémal du convexe compact K N H.

D’abord, K N H est non vide (il contient a), convexe (intersection de deux
convexes), et compact (intersection du compact K et du fermé H).

On suppose que a est un point extrémal de K. Alors K\{a} est convexe, donc
K\{a} N H = (K N H)\{a} aussi comme intersection de deux convexes. Par consé-
quent, a est un point extrémal de K N H.

Réciproquement, on suppose que a est un point extrémal de K N H. Soient

u+v

u,v € K tels que a = *5*. On veut montrer que u = v = a. Soit ¢ une forme
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linéaire sur E telle que H = {x € E/p(x) = A}. Comme K est contenu dans un
demi-espace fermé délimité par H, on a par exemple p(u) < A et p(v) < A. Mais
ola) = M = )\, donc nécessairement p(u) = p(v) = A, ce qui signifie que u et
v sont dans H, donc dans K N H. Par conséquent, comme a est un point extrémal
de KNH,onau=v=a.

On va montrer que K est I’enveloppe convexe de I’ensemble de ses points extré-
maux par récurrence sur la dimension p du sous-espace affine engendré par K. Si
p = 0, alors K est un singleton et le résultat est immédiat. On suppose le résultat
vrai jusqu’au rang p — 1 et on se donne un convexe compact K qui engendre un
sous-espace affine de dimension p. Quitte a translater K et 4 remplacer E par un de
ses sous-espaces vectoriels, on peut supposer que dim(E) = p (on regarde K comme
convexe compact de I'espace vectoriel engendré par ses éléments). Soit ¢ € K. On
cherche & écrire ¢ comme combinaison convexe de points extrémaux de K.

Distinguons deux cas :

(i) Si ¢ appartient a la frontiére de K, par la proposition précédente, il existe
un hyperplan d’appui H de K en c¢. On pose K/ = K N H. Il s’agit d’un
convexe compact qui engendre un sous-espace affine de dimension < p — 1
(car dim(H) = p — 1 puisqu’on a supposé que dim(E) = p) auquel on peut
appliquer I’hypothése de récurrence. Comme les points extrémaux de K’ sont
des points extrémaux de K d’aprés le premier résultat montré au-dessus, c est

bien combinaison convexe de points extrémaux de K.

(ii) Si maintenant c¢ est intérieur & K, on considére une droite quelconque D qui
passe par c. Alors DN K est une partie convexe de D qui est de plus compact
(car D est fermée). Il s’agit donc d’un segment [a,b]. Les points a et b sont
clairement sur la frontiére de K et on peut appliquer le cas précédent. Par

associativité, c est barycentre & coefficients positifs de points extrémaux de K.

]

Soient E un espace euclidien et K une partie non vide, convexe et fermée de
E. D’aprés le théoréme de projection sur un convexe fermé, pour tout z € FE, il
existe un unique point p(z) € K tel que d(z,K) = ||z — p(z)||. De plus, on a
(x — p(x),y — p(z)) < 0 pour tout y € K, ce qui signifie que si = ¢ K, 'hyperplan
affine H passant par p(x) et de vecteur normal = — p(z) sépare K et z. En effet, on

H={ycE/ (x—px),y—pr) =0}
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et K C {y € E/ (v —p(x),y —p(r)) < 0} alors que (z — p(z),r — p(z)) =
|z —p(2)[]* > 0.

Définition. On dit que H est un hyperplan d’appui de K en p(x).

Remarque. 11 n’y a pas nécessairement unicité de ’hyperplan d’appui en un point :

par exemple dans le plan, lorsque ¢ est 'un des sommets d’un carré.

Définition. Un point & d'un convexe X est dit eztrémal si X\{z} est encore
convexe. Cela équivaut a dire que z ne peut pas s’écrire comme milieu de deux

points distincts de X.

Exemple. Les points extrémauz d’un carré plein de R? sont ses quatre sommets.

Reéférences :
— Francinou, Gianella, Nicolas - Orauz X-ENS, Analyse 3 - Page 101.
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2.21 Théoréme de Kronecker

Théoréme. Soit P € Z[X]| unitaire tel que P(0) # 0. On suppose que les racines

complexes aq,...,a, de P sont de module < 1. Alors les a; sont des racines de
"unité.
Démonstration. On note o4, ..., 0, les fonctions symétriques élémentaires en les «;.

Par les relations coefficients-racines, sachant que P est unitaire, on a :
P=X"— X" 14 ...+ (=1)"0,.

Les o0; sont dans Z car P € Z[X]. Comme |o;| < 1 pour tout 7, on a :

|0k|: Z Q. Oy g Z 1:(Z>

1<ii < <ip<n 1<ip << <n

On note €2, 'ensemble des polyndomes unitaires de Z[X] de degré n dont les racines
complexes sont de module < 1. La majoration précédente montre qu’il n’y a qu'un
nombre fini de choix pour les coefficients de P (les o; sont entiers et bornés). Donc
Q,, est fini.
On définit maintenant, pour £ € N*, les polynomes Py et )y par
P(X)=][(X —af) et QuX)Y)=X"-Y €Z[X,Y].
i=1

On pose R = Resx (P, Q) le résultant des polynomes P et () vus comme poly-
nomes a coefficients dans Z[Y], de 'indéterminée X. On a donc Ry, € Z[Y]. De plus,

la relation entre le résultant et les racines des polynémes nous donne :

R =TT @ules) = [J(aF = ¥) = (=1)"¥).
i=1 i=1
Finalement, Py(X) = (—1)"R(X) € Z[X]. Comme |o;| < 1, on a encore |o;|* < 1,
d’ou enfin : P, € €, pour tout k € N*,

Comme (2, est fini et que chaque polynome de €2, admet au plus n racines
complexes distinctes, 'ensemble des racines des polynomes de €2, est fini. Donc
{ak k € N*} est fini pour tout i. Par conséquent, pour tout i, il existe p # ¢, par
exemple p > ¢, tels que of = af. Comme P(0) # 0, on a «o; # 0, et donc of ™% = 1.

Les «; sont donc des racines de 'unité. O

Application. En gardant les mémes hypotheses que le théoréme précédent, on a de

plus : si P est irréductible, alors P est un polynéme cyclotomique.
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Démonstration. D’apreés le théoréme précédent, les racines «; de P sont des racines
de l'unité, disons racines [;-iéme de l'unité. Comme P est irréductible sur Z et
unitaire, il est irréductible sur Q. Et comme Q est de caractéristique nulle, ¢’est un
corps parfait, donc P étant irréductible, il est scindé & racines simples sur C.

On peut aussi dire que P étant irréductible sur Q, P et P’ sont premiers entre
eux dans Q[X]. Donc il existe U,V € Q[X] tels que PU + P'V = 1. Cette relation
étant vraie dans C[X], P et P’ sont premiers entre eux dans C[X], donc n’ont pas

de racine commune, et donc P est scindé & racines simples sur C.

Notons m = PPCM(ly,...,l,). Alors pour tout i, a; est racine de X™ — 1 =
[ 14 a(X). Comme les racines ; de P sont simples, P divise X™ —1 dans C[X] :
on écrit X™ — 1 = PQ avec (Q € C[X]. En développant, on voit directement que les
coefficients de @ sont dans Q. Donc P divise X™ — 1 dans Q[X]. Enfin, comme P
est unitaire et irréductible sur Q et que les ®, aussi, il existe d diviseur de m tel que
P =2, O

Remarque. Dans la démonstration du théoréme, on peut ne pas utiliser le résultant
pour montrer que P, € Z[X]. On peut voir P, comme un polyndéme symétrique en
les «;, a coefficients dans Z[X]. D’aprés le théoréme de structure des polynomes
symétriques, il est égal & un polynome en les fonctions symétriques élémentaires des
oy, a coefficients dans Z[X|. Mais les fonctions symétriques élémentaires des «; sont
dans Z d’aprés les relations coefficients-racines et le fait que P soit unitaire. Donc
P, € Z[X].

Théoréme (Structure des polynémes symétriques). Soient A un anneau et P €

AlXq, ..., X,] symétrique. Alors il existe un unique polynome Q € A[Xq,..., X,]

tel que

P(Xl, “e 7Xn) = Q(El, . -7211);
ot les 33; sont les polyndmes symétriques élémentaires de A[Xq,. .., X,].
Théoréme. Soit K une clotire algébrique d’un corps K. On note x1,...,xn, les

racines de P =Y 7" a; X" € K[X] et y1,...,yn celles de Q = 3" (b; X7 € K[X].
On a alors :

m

Resx (P, Q) = anbi [ (@i —v) =ap ][] Q) = (—1)mnbanP(yj)-

1<i<m i=1
1<5<n
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Démonstration. On a P = a,(X —x1) ... (X —2p) et Q =0,(X —v1) ... (X — yn)
qu’on regarde comme polynomes de A = Z[ay,, by, T1, -« o, Ty Yty - - - Yn, X |- 11 S’agit
de montrer que x; — y; divise Resx (P, Q) € Z[ay, by, Z1, - .., Ty, Y1, - - -, Yn|. Pour se
fixer les idées, on prend ¢ = 1 et 7 = 1, et on effectue la division euclidienne par

xr1 — Y1, par rapport a I'indéterminée x; :
Resx (P, Q) = (v1 —y1)S+T

avec T € Zlap, by, T2y ..., T, Y1, - - -, Yn]. On spécialise les indéterminées en les choi-
sissant dans C2*7 telles que x; = ;. Alors P et (Q ont une racine commune, ils
ne sont donc pas premiers entre eux, donc leur résultant est nul. On obtient alors
T( Gy by, Tay ooy Ty Y1y - -, Yn) = 0 pour tout a,, by, xa,...,y, € C. Donc T est le
polynoéme nul et on a le résultat.

Les z; — y; sont deux a deux premiers entre eux dans A et ils divisent tous
R = Resx (P, Q). Remarque : on les regarde en tant qu’indéterminées, il n’y a donc
pas de probléme selon qu’il existe des racines multiples ou des racines nulles. Par
factorialité de A (car Z est factoriel), le produit [, ;(z; — y;) divise R :

Y]

Le coefficient constant de @ (vu dans K[X]) vaut (—1)"b,y; ...y, et ses autres
coefficients sont de degré strictement plus petit en les y;. On se rend donc compte
en développant le déterminant de la matrice de Sylvester que la partie homogéne
de plus haut degré en les y; de R est donnée par la diagonale, que 'on trouve égale
aapby = al((=1)"byy1 ... y,)™. Comme la partie homogéne de plus haut degré
en les y; de [, ;(z; —y;) vaut (=1)""(y1...y,)™, on en déduit F' = ap,bi* (une
considération sur les degrés montre que F' ne dépend ni des z;, ni des y;), d’ott le
résultat. O

Reéférences :
— Szpirglas - Mathématiques L3 Algébre - Page 573.
— Francinou, Gianella, Nicolas - Orauz X-ENS, Algebre 1 - Page 213.
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2.22 Théoréme de Pascal

Théoréme. Soit C' une conique propre. On fixe sixz droites distinctes Ly, Lo, Ls,
My, Ms, Ms telles que pour tout i,j € {1,2,3}, i # j, les droites L; et M; se coupent
en un point de C. Alors les trois points p; = L; N M;, i € {1,2,3} sont alignés.

B fe

A Ir.'ﬂ

M \My

Démonstration. Fixons un repére du plan : on notera (x,y) les coordonnées d’un
point dans ce repére. Pour tout ¢ € {1,2,3}, on note [; = 0 (resp. m; = 0) 'équation
de la droite L; (resp. M;) : les [; et m; sont des polynomes de degré 1 en z,y. On

introduit le polynéme f, suivant, dépendant d’un parameétre A\ € R :
f)\ = lllglg + )\mlQOg.

Montrons que f) est de degré exactement 3 en x,y. Supposons que son degré soit
< 3. On écrit [; = a;x + by + ¢; et m; = a;x + By + ;. Alors la partie homogeéne de
degré 3 de f) est

(a1z + bry)(agzx + boy)(azz + bsy) + M1z + B1y) (e + Boy)(asx + B3y).

Comme elle est nulle, que R|x, y] est factoriel, et que les a;x + b;y et a;x + [y sont
irréductibles dans Rz, y|, on obtient que pour tout 4, il existe j tel que ; et m;
soient égaux a une constante multiplicative prés. Par conséquent, L; serait paralléle
a M;, ce qui est contraire aux hypothéses (les deux droites se coupent en un point
appartenant a C, en particulier pas a 'infini).

Finalement, I’équation fy(x,y) = 0 définit une cubique F\. De fagon évidente,
les six points d’intersection L; N M;, 1,7 € {1,2,3}, i # j, appartiennent & F).

Soit p € C distinct des six points L; N M;, ¢ # j : p n’appartient donc a aucune
des droites M;, car une droite coupe une conique en au plus deux points (une conique
a une équation de degré 2 en x,y, donc si on y injecte y = ax + b, on obtient que
x est racine d’un polynéome de degré 2). Par conséquent, le polynéme mymoms ne

s’annule pas en p. On peut alors poser

(Llals)(p)

(mimams)(p)

A=—
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Avec cette valeur de A\, on a p € C'N F), : l'intersection C' N F) contient donc au
moins 7 points distincts. D’aprés la forme faible du théoréme de Bézout que 'on
démontrera ensuite, cela implique que la conique C' est incluse dans F. On note
¢ = 0 I'équation de la conique C'. Alors ¢ divise f, et pour des raisons de degré, il

existe un polynome [ de degré 1 en z,y tel que

f>\ = cl.

Or, pour i € {1,2,3}, le point p; appartient & F) mais pas & C' (car l'intersection
L; N C contient au plus deux points, qui sont L; N M; pour j # ¢). Par conséquent,
pour tout i, on a I(p;) = 0, ce qui exprime que les p; sont alignés sur la droite
d’équation [ = 0. O

Théoréme (Forme faible du théoréme de Bézout). Soit C' une conique propre et
F une cubique propre (ensemble des solutions dans R? d’un polynome de degré 3).

Alors soit C' est contenue dans F, soit C N F contient au plus 6 points distincts.

Démonstration. Supposons que C' n’est pas contenue dans F. Comme la conique est

propre, on peut choisir un repére dans lequel son équation est

avec f polynéme de degré au plus 2. Dans ce repére, F' a une équation de la forme

e(x,y) = 0 avec e polynome de degré 3 en x,y. Ainsi

y? = f(x) — (%) y? = f(x)

(r,y) e CNF <~
e(x,y) =0 g(x)y + h(z) =0,

en ayant remplacé les y? par f(z) dans Péquation e(x,y) = 0, g et h sont alors des
polynomes tels que deg(g) < 2 et deg(h) < 3. Notre but est de montrer qu’il y a au
plus six solutions au systéme () d’inconnues z, y.

Il va falloir distinguer les solutions (x,y) telles que g(z) = 0 (qui impliquent
h(xz) = 0) et celles telles que g(z) # 0. Soient w1, ...,z les racines communes a g
et h, répétées avec multiplicité. Comme ¢ est de degré au plus 2, on a £ < 2. On

factorise g et h :

k k

9(x) = [ [(z = 2)g(2), h(z) =] (&= z:)h(x),
i=1 1=1
avec § et h deux polynomes sans racines communes, deg(g) < 2—ket deg(ﬁ) <3—k.
Comme I'équation y*> = f(z) est de degré 2 en y, pour chaque x;, il existe au plus
deux valeurs de y telles que y* = f(z;). Donc le systéme () posséde au plus 2k

solutions dont I’abscisse z vérifie g(z) = 0.
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Les solutions de (%) dont l'abscisse x est telle que g(x) # 0 sont aussi solutions
de
y* = f(x)
(+%) § g(z)y + h(z) =0
§(x) # 0.
Si (x,y) est solution de (xx), alors x est solution de

h(z)* = g(2)*f (@),

équation polynomiale de degré d < max(2deg(h),2deg(g) + deg(f)) < max(2(3 —
k),2(2—k)+2) = 6 — 2k. Si le polynome h? — §2f n’est pas nul, (%) admet au plus
6 — 2k solutions. Au final, le systéme (%) admet au plus 6 — 2k + 2k = 6 solutions.

Montrons donc que le polynéme A2 — G2f n’est pas nul. Supposons h2 = G2f.
Quitte a simplifier I'équation par les facteurs irréductibles de degré 2 communs a g
et fz, on peut supposer g et h premiers entre eux. Alors h? = g% f implique que § est
constant. Si g était la constante nulle, h aussi, et g et h seraient nuls également, ce
qui est absurde car g(x)y + h(z) = 0 définit la cubique F' de degré 3. Donc

-1,

Comme deg(f) < 2, on obtient deg(h) < 1. Par conséquent, la conique C' a pour

équation

2= f(x :l~29:
y" = f(z) gzh( )

soit encore y = i%h(m). Donc C' est une conique dégénérée (la réunion de deux

droites), ce qui est absurde car on ’a supposé propre. O

Remarque. 6 vient de 2 x 3, le produit des degrés des polynomes qui définissent les

courbes.

Le théoréme de Pascal entraine sa réciproque :

Proposition. Soient siz points du plan mq, mo, mg, my, ms, mg. On note
D2 = mimg M MyMs, P = Mamg (N MsMe, P1 = M3y (1 1M1Me.
Alors si p1,pa et p3 sont alignés, il existe une conique qui contient tous les my;,

ie{l,...,6}.
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WAL meg/

T4

émonstration. On sait qu’il existe une uniqu niqu n r in nneés.
D trat On sait qu’il existe une e co e passant par 5 points donnés
Notons C' la conique passant par my, ma, mg, mg, ms. Soit myg le point d’intersection
de C avec myps autre que ms, et soit pj = mgmy N mgm;.
Par le théoréme de Pascal appliqué & mq, ma, ms, mq, ms, m. (ps est I'intersection
) ) ) ) ) 6
de mams avec mymg, etc...), on a pi € paps. On en déduit que p| = paps Nmsmy, et

comme p; est aussi & cette unique intersection, pj = p;. Mais
/ /
me = mip1 Nmsps et mg = myp; N msps,
ce qui prouve que mg = mg, et donc que mg € C. ]

Théoréme (Pappus). Si C est la réunion de deux droites, le théoréeme de Pascal

est encore vras.

Références :
— Un document PDF de Jérome Germoni.

— Shafarevich - Basic algebraic geometry - Page 20.
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2.23 Théoréme de Rothstein-Trager

Théoréme. Soient P, Q) € Q[X] premiers entre eux tels que deg(P) < deg(Q). On

suppose de plus (Q unitaire et sans facteur carré. Soit K une extension de Q dans

IE =3 ()

i=1

laquelle on ait

avec les ¢; € K* et les P; unitaires non constants (car deg(P) < deg(Q)) sans facteur
carré, et premiers entre eur deux & deux. Quitte a regrouper, on peut supposer les c;

deuz ¢ deux distincts. Alors :
(1) Pour tout i, on a P, =PGCD(P — ¢;Q’, Q).

(ii) Les ¢; sont exactement les racines du polynome
R(Y)=Resx(P—-YQ', Q) € K[Y].

Démonstration. L’existence de 'extension K est donnée par le théoréme de décom-
position en éléments simples.
Pour i € [1,n], on pose U; = [],; P;- On dérive ensuite formellement la relation

de ’énoncé :
n

P P

On en déduit en multipliant par Q [, B,

i=1 i=1

Par conséquent, dans K[X], on a que Q divise [}, P; et P; divise @ > ¢;P/U;
pour tout j. Soit ¢ € [1,n]. Comme pour tout j # i, P, divise U;, on en déduit
que P; divise ¢;QP!U;. Or P; est sans facteur carré, donc P; est premier avec P/,
et de plus, P; est premier avec U; car il est premier avec tous les P; pour j # t.
Finalement, on en conclut que P; divise (). Ceci étant vrai pour tout i et que les P,

sont premiers entre eux deux a deux, il vient
n
[[ 2 divise Q.
i=1

Comme les deux polyndmes sont unitaires, on a donc montré que
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puis par (%), que
n
P=> ¢PU,.
i=1

Soit i € [1,n]. Montrons que P; divise P — ¢;QQ". En dérivant @, il vient Q' =
> =1 PjUj. Donc

P—cQ =) cPUj—¢;y PU =) (¢;—c)PUj =) (¢ — i) PjU;.
=1 j=1 j=1

J#i
Mais pour j # ¢, P; divise U;. On a donc bien que P; divise P — ¢;()". Ensuite,
PGCD(P — ¢;,Q', Q) = PGCD (P el Pj> = [[PGCD (P - ', P))
j=1 j=1

car les P; sont premiers entre eux deux & deux. Or si j # 4,

k#i

car P; divise tous les autres termes de la somme. Mais comme P; est premier avec

P; et premier avec U;, on obtient
PGCD (P — ¢,Q', P;) = 1.

Finalement,

PGCD(P - ¢,Q', Q) = [[ PGCD (P - ., ;) = PGCD (P — i@/, P,) = P,

j=1
car P; divise P — ¢;@Q’.

Le fait que ¢; soit racine du résultant R découle directement du fait que P — ¢; ()’
et () ont un PGCD non constant.

Réciproquement, soit ¢ une racine de R dans une extension L de K. Alors S =

PGCD(P — ¢@', Q) € L[X] est non constant. Soit T un facteur irréductible de S
dans L[X], on a donc

T divise P — cQ' et T divise Q.

Comme @ = [[I_, P; et comme les P; sont deux & deux premiers entre eux (dans
K[X], donc dans L[X] par l'identité de Bézout), T doit nécessairement diviser un

et un seul des P;, qu’'on note P, . Mais
P—cQ = Z(cj —¢)PU;.
j=1
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Comme T divise P, il divise tous les U; pour i # . Et puisque T divise P — @),
on a alors
T divise (c;, — ¢) P U,.

Or T ne divise pas U,,, car sinon il diviserait un P; pour ¢ # 7. Donc si on suppose

que c est différent de tous les ¢;, alors T' divise Fj, et donc F;, admet un facteur

carré, ce qui est absurde. Donc il existe 7 tel que ¢ = ¢;. O

Pour calculer I'intégrale d’une fration rationnelle g avec () sans facteur carré,

on a donc deux méthodes : décomposer en éléments simples ou utiliser le théoréme
de Rothstein-Trager. Pour cette deuxiéme méthode, ’avantage est qu’on n’a pas
besoin de connaitre les racines de (), méme si en revanche on devra calculer celles
du résultant R(Y").

Réduction de Hermite :

Par le théoréme de décomposition en éléments simples, la recherche de primitives
de fractions rationnelles est ramenée a la recherche de primitives de Qﬂ ou () est sans
facteur carré et deg(P) < deg(Q). Comme @ est sans facteur carré, @ et )’ sont
premiers entre eux, et par I'identité de Bézout, il existe U, V tels que UQ+V Q' = 1.

En multipliant par P, il vient
P=PUQ+ PVQ'.

On peut réduire davantage en faisant les deux divisions euclidiennes suivantes :
PU = AQ' + R avec deg(R) < deg(Q') et PV = BQ + S avec deg(S) < deg(Q).
Alors

P=(A+B)QQ" + (RQ + 5Q),
avec deg(RQ + SQ') < max(deg(RQ),deg(SQ’)) < deg(QQ'). Or la partie entiére
de g est nulle, car deg(P) < deg(Q). Cela impose A+ B =0 (on a g = (A+B)Q' +
R+ %Ql, mais R n’est pas nécessairement nul puisque %Ql admet une partie entiére

qui peut compenser R, les degrés le permettent). Finalement
P =RQ+ SqQ'

avec deg(R) < deg(Q’) et deg(S) < deg(Q).
Pour 7+ > 1, on a donc

SQ

Je-1a+]%
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En intégrant par partie, il vient

S

B (i—1)R+S'
- et e

ou lon a deg((i — 1)R + 5’) < deg(Q’) < deg(Q). En itérant ce procédé, on

est ramené & chercher des primitives de g avec () sans facteur carré et deg(P) <

deg(Q). Ce procédé est nommé réduction de Hermite. Le théoréme de Rothstein-
Trager intervient a ce niveau-la : il nous permet de calculer ces primitives sans
factoriser () sur C, en utilisant des PGCD et des résultants.

Références :
— Saux-Picart - Cours de calcul formel, Algorithmes fondamentaur - Page 153.
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2.24 Théoréme de Wantzel

Commencons par donner la structure des extensions de degré 2, dites aussi ex-

tensions quadratiques : elles sont obtenues par adjonction d’une racine carrée.

Proposition. Soit E un sous-corps de R (plus généralement un corps de caracté-
ristique différente de 2). Soit j : E — F une extension de degré 2. Alors il existe un
élément a € F\FE tel que a*> € E et F = E|al.

Démonstration. Soit x € F\E. La famille (1,z) est libre sur E, donc une base de
F comme E-espace vectoriel. La famille (1, z,2?) est alors liée : il existe a,b,c € F

non tous nuls tels que az? + bx + ¢ = 0. Comme (1, ) est libre, a # 0, et on peut

n b\? B — dac
T+ =] = ————.
2a 42

Posons § = 2ax + b. Alors 6> = b> — 4ac € E est le discriminant du polynome
aX?+bX + c. Comme z = %, la famille (1,6) est une base de F' sur E. O

écrire :

Théoréme (Wantzel). Soit E un sous-corps de R. Un réel x est constructible a la
regle et au compas a partir de E si et seulement sl existe une suite Ey, ..., E, de

sous-corps de R telle que

(i) E=FEyCE C---CE,.

(ii) |E; : E;_1] = 2, pour tout i € [1,n].
(i1i) © € E,.

Démonstration. Soit a € R constructible a partir de E. Raisonnons par récurrence
sur le nombre r d’étapes pour construire ov. Montrons le résultat pour » = 1. Dans ce
cas, il existe un point P dont une des coordonnées est égale a o, qui est constructible
en une étape a partir de Pensemble F' des points du plan R? dont les coordonnées
sont des éléments de F. Cela signifie que « est a 'intersection de deux droites, d'une
droite et d’un cercle, ou de deux cercles constructibles (i.e. les droites doivent passer
par deux points de F' et les cercles doivent avoir pour centre un point de F' et passer
en un autre point de F).

Tout d’abord, une droite D passant par deux points A = (a,a’) et B = (b, V)

dont les coordonnées sont dans E posséde une équation a coefficients dans F :

M= (z,y) e D <= det(m,zﬁ):()

r—a b—a
<— det =0.
y—>b b —d
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Un cercle C' de centre A et de rayon AB posséde aussi une équation a coefficients
dans F :

M= (r,y) €C <= (z—a)’+(y—d)’=0b-a)+H —ad)

Les coordonnées du point a l'intersection de deux droites concourantes sont donc
des expressions rationnelles en les coefficients des équations des droites. Elles sont
donc dans E.

Soit M = (z,y) un point a une des intersections d’une droite et d’un cercle.
Alors

>+’ +Ar+By+C=0

Dx+ FEy+F =0,

avec A, B,C,D,E, F € E. Supposons par exemple £ # 0. Alors en éliminant y
dans la premiére équation, on obtient une équation du second degré a coefficients
dans E dont x est solution. Son discriminant A appartient & . Donc x appartient
a l'extension E(\/Z) qui est de degré au plus 2 sur K. Enfin, on a également y €
E(VA).

Si M est a l'intersection de deux cercles, on soustrait les deux équations de cercles
et on est ramené au cas précédent (intersection d’un cercle et d’une droite).

Finalement, soit a € E, soit a € E(v/A) et on a le résultat. La récurrence est

immeédiate.

Réciproquement, soit Ey, ..., E, une suite de sous-corps de R vérifiant les hypo-
théses, avec x € E,,. Pour montrer que z est constructible, il suffit de montrer que
si I/ C F' est une extension de degré 2, tout élément de F' est constructible a partir
de E.

D’aprés la proposition démontrée juste avant, il existe a € F' tel que F' = FEla]
et a> € E. Or la racine carrée d’un nombre constructible est constructible. Donc
a = +v/a? est constructible. Ainsi, tout élément de F est constructible, car il s’écrit

x4+ ay avec x,y € F. O

Remarque. Comme ’ensemble des nombres constructibles est un corps, il revient
au méme de dire que x est constructible a partir d’une partie £ contenant 0 et 1
que de dire qu’il est constructible & partir du corps engendré par £ dans R. En
particulier, étre constructible a partir de {0,1} et I'étre a partir de Q sont deux

notions équivalentes.
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Proposition. L’ensemble K des nombres réels constructibles est un sous-corps de

R.

Démonstration. Soient a,b € K. On a facilement que a +b € K et a — b € K. Les
réels v = ab et y = % sont obtenues avec le théoréme de Thalés :
a

et

1 y
b 1 a

ol la premiére fraction est le quotient des longueurs des deux segments paralléles
(faire le dessin). O

Proposition. Si z est constructible, alors \/x est constructible.

Démonstration. On place x et —1 sur 'axe des abscisses et on trace le cercle passant
par ces deux points : son centre est a 1’abscisse xT_l et son rayon vaut % On note

h le nombre a l'intersection de ce cercle et du demi-axe positif [Oy). Alors

() () -

Corollaire. Soit E un sous-corps de R et soit x un nombre réel constructible a

partir de E. Alors x est algébrique sur E et son degré est une puissance de 2.

Démonstration. Soit £ = Ey C By C --- C E, C R une chaine d’extensions

quadratiques avec x € F,. La multiplicativité des degrés entraine que
[En : E] = [En : El][El : Eo] = Q[En : El] =...=2"

En considérant les extensions £ C E[z] C E,, on obtient que le degré d de E[z] sur
E doit diviser 2", c’est donc une puissance de 2.
La famille (1, z, ..., x%) est donc liée sur E[x] vu comme E-espace vectoriel. Donc

x est algébrique sur E. O]

Références :
— Audin - Géométrie - Page 130.
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2.25 Théoréme de Wedderburn

Théoréme. Tout corps fini est commutatif.

Démonstration. Soit K un corps fini dont on note Z le centre :
Z ={x € K /xy = yx pour tout y € K}.

Cet ensemble Z est un sous-corps commutatif de K et on note ¢ son cardinal.
On sait que ¢ > 2 car 0,1 € Z. Comme on peut voir K comme un Z-espace
vectoriel de dimension finie n, on a Card(K) = ¢" (on prend e; € K\Z et on
obtient Z + Zey C K, puis ey € K\(Z + Zey), et ainsi de suite jusqu’a avoir
K=Z+Zei+ -+ Ze,1).

On suppose que K n’est pas commutatif (donc que n > 1). Le groupe multipli-
catif K* opére sur lui-méme par conjugaison. Pour z € K*, on note O, lorbite de

T et
k., ={y € K /yx =zy}.

Alors k, est un sous-corps de K (pas nécessairement commutatif) et on a kX =
Stabg«(x). Comme Z C k,, on peut voir k, comme un Z-espace vectoriel de dimen-
sion finie d et on a Card(k,) = ¢%.

Comme k* C K*, on aq?—1|¢"—1, et donc d|n (voir la proposition plus bas).

Enfin, on a
Card(K*) ¢"—1

T Card(kr) ¢ —1
Soit ®,, le m-iéme polynéme cyclotomique. Grace a la relation

X"—1=]] ®m,

m|n

Card(0O,)

on obtient

-1 Hm\nq)m(Q) .
1 gt~ 1L @@

Donc si d # n, ®,(q) | L=

.
qt—1
On écrit maintenant 1’équation aux classes :

m|n,m{d

Card(K*) = Card(Z*) + Y _ Card(O,)

zelR

ol E désigne un ensemble de représentants des orbites tel que pour tout x € F,
x & 7. Mais si x ¢ Z, alors k, # K, et donc d # n. On obtient ainsi :

q _1_‘1_1+qu_1
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ol la somme porte sur un certain nombre de diviseurs stricts de n et d’aprés ce
qui précéde, tous les termes de cette somme sont divisibles par ®,(q). Cette égalité
prouve que ®,(q)|q — 1, et en particulier, |®,(q)] < g — 1.

Par définition du n-iéme polynéme cyclotomique, on a ®,(q¢) = (¢ —w1) ... (¢ —
Wy(n)) Ol les w; sont les racines primitives n-iemes de 'unité dans C. Comme n #
1, w; # 1 pour tout i. Mais alors, pour tout i, |¢ — w;| > g — 1 (cela se voit

géométriquement sur un dessin), et donc
[@n(q)] > (g = )™ = g1,

ce qui est une contradiction. O

Proposition. Soient ¢ un entier > 2, et d,n € N. Si ¢® — 1| ¢* — 1, alors d|n.

Démonstration. On effectue la division euclidienne de n par d : il existe k,r € N

tels que n = kd 4+ r et 0 < r < d. On se rappelle ensuite de la formule :

n—1
a"—b" = (a—0b) Z a1t
i=0

On a donc :
qn o 1 — qk’d-i-r o 1
— qkdqr_qr+qr_1
= (" -1D)+( 1)

= ¢ (¢"-1) (Zq’d ’“‘1") +(¢" = 1).

Mais par hypothése, ¢¢ — 1|¢™ — 1, donc nécessairement, ¢ — 1|¢" — 1. Comme
r < d, cela implique » = 0, et donc n = kd. O

Références :

— Perrin - Cours d’algebre - Page 82.

121 || Romain Giuge



2.26. Théoréme des deux carrés

2.26 Théoréme des deux carrés

Le probléme est de déterminer quels entiers n € N sont somme de deux carrés :

n = a?+ b* avec a,b € N. On pose :
¥ ={n€N/Ja,b € Navec n = a’ + b*}.

On introduit Z[i] = {a+ib € C/a,b € Z} anneau euclidien, muni de la "norme"

N(a +ib) = |z|* = a® + b?, qui est clairement multiplicative.

Théoréme (Théoréme des deux carrés, version faible). Soit p € N un nombre

premier. On a l’équivalence :
pEY < p=2oup=1[4].
Démonstration. Nous allons pouvoir raisonner uniquement par équivalence. D’abord :
p €Y <= pnest pas irréductible dans Z[i].

En effet, si p € 3, p = a> + b®> = (a + ib)(a — ib). Comme p est premier, on a
nécessairement a # 0 et b # 0. Donc a + ib et a — b ne sont pas dans Z[i]* =
{1,—1,i,—i}. Donc p n’est pas irréductible dans Z]i].

Réciproquement, si p = 22’ avec z,2' ¢ Z[i]* = {1,—1,i,—i}, on a N(p) =
N(z)N(z') = p* et comme N(z),N(2/) # 1, on a p = N(z) = N(2/). Donc en
particulier, p = N(z) = N(a +ib) = a® + b* € 3.

Ensuite, Z[i] est euclidien, donc principal, donc factoriel, et donc :

p est réductible dans Z[i] <= (p) n’est pas premier
<= Zli]/(p) n’est pas intégre (par définition).

Par ailleurs, on a Z[i] = Z[X]/(X? + 1). Pour le voir, on définit ¢ : Z[X] — Z][1]
avec ¢(X) = i. Alors ¢ est un morphisme d’anneaux surjectif. Si P € Z[X] est tel
que ¢(P) = 0, on effectue la division euclidienne de P par X2+1: P = (X?+1)Q+R.
Donc ¢(P) = 0 implique R(i) = 0, mais R est de degré < 1 et la famille (1,4) est
libre, donc R = 0. Finalement Ker(p) = (X2 + 1), et Z[X]/Ker(p) = Z[1].

On obtient alors les isomorphismes suivants par le théoréme d’isomorphisme :

Zlil/(p) = (Z[X]/(X*+1))/(p)
= ZX]/(X*+1,p)
(Z[X]/(p) /(X* + 1)
(Z/pZ)[X]/(X? + 1) = F,[X]/(X* + 1).

12

2
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On poursuit alors nos équivalences :

Z[i]/(p) n'est pas intégre <= TF,[X]/(X?+ 1) n’est pas intégre
<= (X% +1) n’est pas premier

<= X? 41 est réductible sur Fp,

La derniére équivalence est justifiée par le fait que F, est factoriel (car c’est un

corps), donc aussi F,[X]. On poursuit encore :

X? +1 est réductible sur F, < X? + 1 admet une racine dans F,
<= —1 est un carré dans IF;

< p=2oup=1[4].

Pour justifier la derniére équivalence lorsque p # 2, on considére, pour ¢ = p ou plus

généralement ¢ = p” avec r > 1, le morphisme de groupes (groupes multiplicatifs)

. * *2
p: F, — F
r — 22

qui est surjectif (F}> = {z € F; /3y € F;, = = »*}). Son noyau vaut {—1,1}
car le polynome X? — 1 admet au plus deux racines, ce sont donc —1 et 1. Donc
Im(p) = F;* = F;/Ker(p). En prenant les cardinaux, on obtient Card(F;?) = 4.
On montre ensuite que

F;QZ{xEFq/xq%zl}.

En effet, en notant A le deuxiéme ensemble, son cardinal est < qg—l (nombre de
racines maximum du polynome Xz — 1). D’autre part si x € F;?, alors 2 = ¢,
et donc 27 = y?~! = 1. Donc ]Fj;z C A. Pour une raison de cardinal, on conclut
I’égalité.

A présent, on a :

—1eF? & (-1)7 =1 & b

est pair < p=1[4].
[l

Théoréme (Théoréme des deux carrés). Soit n € N*, n # 1. On décompose n en

facteurs premiers : n = Hpep pr™ - Alors on a Uéquivalence :
neX <= vy(n) est pair pour tout p = 3 [4].
Démonstration. On traduit la propriété n € ¥ en termes d’entiers de Gauss :
n €Y <= Iz e Zli tel que n = N(z).
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Alors comme N est multiplicative, si n,n’ € X, alors n = N(z) et n’ = N(2/), et
donc nn’ = N(z2') € 3. Le sens indirect de I’équivalence est donc immeédiat grace a
la version faible du théoréme des deux carrés : n est un produit de nombres premiers
pi, avec p; € Lsip; =2 ou p; = 1[4], et si p; = 3[4], on a p? € X car un carré est
toujours dans X (en effet, p? = p? + 0).

Montrons le sens direct. Soit p = 3 [4]. On va montrer par récurrence sur v,(n) que
v,(n) est pair. Siv,(n) = 0, c’est clair. Sinon, p divise n = a*+b* = (a +1ib)(a — ib).
D’aprés les résultats précédents, p & X (car p = 3[4]), et ceci est équivalent a p est
irréductible dans Z[i]. Donc p divise (a+1ib) ou (a—1ib). Or p est entier, donc p divise
a et b. On écrit a = pa’ et b = pb’. Alors 25 = a?+b? € . Mais v, (1%) = vp(n) —2

est pair d’aprés I’hypothése de récurrence, donc aussi v,(n).

Théoréme (Théoréme d’isomorphisme). Soit f : A — B un homomorphisme d’an-
neauz. On note I = Ker(f). Soient J C I un idéal de A etp: A — A/J la projection
canonique. Alors :

(i) Il existe un unique homomorphisme f : A/J — B tel que f = f op.

(ii) f est injectif si et seulement si J = 1.
(iii) f est surjectif si et seulement si f l’est.

En particulier, on o Im(f) = A/Ker(f).

Remarque. Justification de [F,, est factoriel : F,, est un corps, donc [F,, est engendré
par 1 en tant qu’idéal. Tout idéal de F, non réduit & {0} contient 1 (s’il contient
x # 0, il contient 2~ 'x = 1), donc vaut F,. Les idéaux de F, sont {0} = (0) et
F, = (1) qui sont bien principaux. Donc [, est principal, donc factoriel.

En fait, on a méme que tout corps K est un anneau euclidien, donc principal,
donc factoriel. En effet, si z € K et y € K*, alors x = (zy )y + 0. Le reste de la

division euclidienne est toujours nul et on peut définir n’importe quel stathme.
Proposition. On a Z[i]* = {—1,1, —i,i}.

Démonstration. Si z € Z[i]*, il existe 2’ € Z[i] tel que 22’ = 1. Donc N(z2') =
N(z)N(z') = N(1) = 1. Comme N(z),N(z') € N, cela implique N(z) = N(z') =1
En écrivant z = a + ib, on a donc a? + b* = 1, d’ou le résultat. O

Proposition. L’anneau Z[i] est euclidien (relativement a N ), donc principal.
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Démonstration. Soient z,t € Z[i]\{0}. Pour faire la division euclidienne de z par t,
T
2 =1 +1y, on prend ¢ = a +ib ou a et b sont les entiers les plus proches de x et y.

on commence par considérer 2 € C. On approxime Z par un entier de Gauss g : si

On a ainsi :
2 2
Z_ 4l = )2 <. /(L N _v2 1
Z—d = Ve </ (5) + (5 5 <L
Alors r = z — gt € Z[i] est tel que |r| = |t||2 —q| < |t|. En élevant au carré, on
obtient N(r) < N(t). On a donc bien écrit z = qt 4+ r avec N(r) < N(t). O

Remarque. On peut expliciter un isomorphisme d’anneaux pour montrer que
Z[i)/(p) = (Z/pZ)[X]/(X* + 1).
En effet, soit
po o Zli]  — (Z/pZ)[X]/(X*+1)
a+ib — @+ bII(X)
o IT : (Z/pZ)[X] — (Z/pZ)[X]/(X? + 1) est la surjection canonique. On vérifie
alors que ¢ est un morphisme d’anneau surjectif (facile), de noyau (p) = pZli]

(facile aussi).

Proposition. Soit A un anneau integre. On a :
(i) L’idéal (p) est premier implique p est irréductible.
(ii) Si A est factoriel, alors la réciproque est vraie : p est irréductible implique

lidéal (p) est premier.

Démonstration. (i) Soit (p) un idéal premier. Alors si p = ab, on a ab € (p),
et comme (p) est premier, cela implique a € (p) ou b € (p). Si par exemple
a € (p), alors p divise a : a = pe, ¢ € A. On a donc p = ab = pbe. Comme A

est intégre, cela implique bc = 1, i.e. b € A*. Donc p est irréductible.

(7) Soit p irréductible. Soit ab € (p). Alors il existe k € A tel que ab = kp. Comme
A est factoriel, on peut décomposer a,b et k de facon unique en produit de
facteurs irréductibles & une unité de 'anneau prés. En comparant les décom-
positions de ab et kp, on obtient que p divise a ou b. Donc a € (p) ou b € (p),
ce qui prouve que (p) est premier.

]

Reéférences :
— Perrin - Cours d’algébre - Page 56.
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2.27 'Topologie des orbites de 1’action de Steinitz

Propriété. Soit K = R ou C. On note O, Uorbite des matrices de M, ,(K) de

rang r (on a 0 < r < min(n,p)) pour Uaction de Steinitz. Alors
k=0
Démonstration. On commence par montrer que | |, _, Oy est un fermé de M,, ,(K).
Soient I C {1,...,n} et J C{1,...,p} tels que |I| = |J|. On note
ALJ : Mmp(K) — K
(aij)icnj<n +— det((aij)ierjes),
application mineur d’indice (1, .J). On considére ensuite I'application
i Muy(K) — KGR
A > (Ar7(A)) e, m}, I {1, ph | T=|J|=r+1-

Comme le rang d’une matrice A est I'ordre de son plus grand mineur non nul,

| |0 = {Ae My, (K)/rg(A) <r}
k=0

= {AeM,,(K)/Ar;(A)=0,VI C{1,...,n},
vJcA{L,....,ph || =|J| = r+1}
= {AeM,,(K)/A;(A)=0,VIC{1,...,n},
vJcA{L,....,ph|I|=|J|=r+1}
= ¢ ({0}).
Les applications A; ; étant continues car polynomiales en les coefficients de la
matrice, ¢ est continue et | |,_, Oy est un fermé de M, ,(K).

Comme O, C | [,_, O et comme O, est le plus petit fermé contenant O,, on
obtient

O, C |i|0k'-
k=0

Soit maintenant A € | [;_, Oy. Il existe k € [0, r] tel que A € O, i.e. A s'écrit
A= PJ,Q " avec (P,Q) € GL,(K) x GL,(K). Pour n € N*, on définit

1 0 0
A,=P|0 i1, 0of|Q7"
0 0 0

Pour tout n € N*, 4, € O, et lim,, o A, = A, donc A € O,. On a donc démontré

I'autre inclusion. O
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Application. GL,(K) est dense dans M, (K).

Démonstration. On a GL,(K) = O,, orbite des matrices de rang n dans M, (K),

donc d’apreés ce qui précéde,

]

Proposition. On suppose K = C. Alors pour tout r € [0,min(n,p)], O, est

connere.

Démonstration. Soit "application

o GL,(C) x GL,(C) — M,,,(C)
(P,Q) —s PLQ

qui est continue car les coefficients de PJ,Q~! sont polynomiaux en les coefficients
de P et Q (on rappelle que Q! = detl(Q)tcom(Q)).
Ensuite, comme GL,,(C) et GL,(C) sont connexes, leur produit GL,,(C) x GL,(C)

I'est aussi.
Enfin,

0, = ¢, (GLA(C) x GL,(C))

est connexe comme image d’'un connexe par une application continue. O

K désigne un corps commutatif.
Définition. Le groupe G = GL,(K) x GL,(K) agit a gauche sur M,, ,(K) par :

G X Myp(K) — M,y(K)
(P,Q), M) +— PMQ™.

On dit que deux matrices A, B € M,, ,(K) sont équivalentes si elles sont dans la

méme orbite pour cette action, appelée action de Steinitz.

I
(; 8) . L’orbite de J, est ’ensemble

des matrices de rang r de M, ,(K). De plus, toute matrice de M,, ,(K) est dans

Proposition. Soit r € [1,min(n,p)| et J, =

lorbite d’une unique matrice J,.

Théoréme (Théoréme du rang). Deuz matrices A, B € M,,,(K) sont dans la méme

orbite si et seulement si elles ont méme rang.
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Références :
— Caldero, Germoni - Histoires hédonistes de groupes et de géométries.
— Francinou, Gianella, Nicolas - Orauz X-ENS, Algébre 2 - Page 217 (autre

version).
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3.1. Calcul de l'intégrale [t te’ dt

3.1 Calcul de lintégrale [~ t* e’ dt

Soit a €]0,1[. On veut calculer J = [~ t*~'e’ dt. Son existence est justifice par

la régle d’Abel, ou par une intégration par parties :

b it b b it

: 1— 1— 1
/ ta—lelt dt — 6 tOL—l / 6 « dt
“ —1 . . —1 e

Comme |1 — €| ~ ¢t quand ¢ — 0, on en déduit que la limite quand a — 0 existe.

La limite quand b — oo existe aussi.

Pour z > 0, on pose
I(x) :/ tetetemt dt.
0

On va commencer par calculer I(x). Vérifions les hypothéses du théoréme de déri-

vation des intégrales & paramétre :

i) Pour tout z > 0, t — t* e me_t est intégrable sur |0,o0| car continue et
g
majorée en module par t* le~! qui est intégrable.
(ii) Pour tout t €]0,00[, z — t* 'e™e" est de classe C! sur Ry, de dérivée z +—
it“e™e~t majorée en module par e
10, oo].

~'t® indépendante de x et intégrable sur

On en conclut que I est dérivable sur R, , et pour tout z > 0,
o0 .
I'(x) = z/ t*ee™ dt.
0
Par ailleurs, on intégre I(x) par parties :

e 1 . 00 ' .
I(I) _ |:6( 1+iz)t :| +x /0 toeiTt o=t 4t = _Z + x[/<x)’
0

(6] (0% 0]

pour tout x > 0. On sait intégrer cette équation différentielle :

l@) = xp(o i+t )
Tt—u
= exp( a/o 1+t2dt>
1 :
( a(zln (1+2?) —zarctan(m)))
-2

= exp
wz arctan

= 1+a:

On remarque enfin que 7(0) = I'(«a).
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Pour retrouver 'intégrale J, on fait le changement de variable u = xt pour x > 0
dans l'intégrale définissant /(x). On obtient :

oo
I(x) = x_a/ e~ = ey du.
0

On a donc envie de faire tendre = vers l'infini a l'intérieur de I'intégrale pour obtenir

J, soit encore de faire tendre y vers 0 dans l'intégrale :
[ee]
K(y) :/ e~ Wey ! du.
0

Mais le théoréme de continuité sous le signe intégral ne s’applique pas car on ne peut
dominer e"*e™u®~! par une fonction intégrable indépendante de y que sur [, 00|
pour € > 0. On prouve ainsi que K est continue sur [, co[ pour tout € > 0, donc
sur RY, mais on ne peut pas conclure que K est continue en 0.

Pour montrer que K est continue en 0, on va I’exprimer comme limite uniforme
de fonctions continues en 0. On considére la suite de fonctions (K, ),en+ ou les K,

sont définies par :
n
K,(y) :/ e Wely® 1 du
0

pour tout y > 0. Comme on intégre sur un compact, le théoréme de continuité sous
le signe intégral s’applique immeédiatement : les K, sont continues sur R, . Il reste

a montrer que la convergence vers K est uniforme. On calcule la différence :

K,(y)— K(y) = / e ey du
elizv Yyl ~ /OO el o — 1 q
- — u
-y N A A

(i—y)n (i—y)u
= (el a—l)/ 62 du).
—y \ ni-@ no U

< 1, on obtient :

Comme |e~¥)"| < 1+ T2

Koly) — K()] < %_am—a)/m Lo

n u2—o

et cette majoration tend vers 0 quand n tend vers l'infini indépendamment de y.

Au final, on a :

1 1 .
[(1‘) = —K (_) — F(Oé)( - ezaarctan(z)’

1+ 22)2

pour tout x > 0. En faisant tendre x vers I'infini, on obtient :

WP

J = K(0) = T(a)e3.
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Application. On effectue le changement de variable t = x? dans lintégrale définis-

sant J, qui est un C*-difféomorphisme de |0, 00[—]0, 00| :

J = 2/ p2eleie® qg
0

En prenant a = %, on trouve :

o0 . 9 ]_ - -
J:2/ er dx:F<—> e't = /me'n.
0

D’ot la valeur de l’intégrale de Fresnel :

/ e’ dxr = 2/ e dx = /me's.
- 0

o0

Références :
— Gourdon - Analyse - Page 164 (exercice 4, question 2).
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3.2 Complétude de 'espace LP(u)

Théoréme. Pour 1 < p < oo et pour toute mesure positive p, LP(u) est un espace

métrique complet.

Démonstration. Soit (f,,)nen une suite de Cauchy de LP(pu).

Supposons d’abord p < co. On peut extraire une sous-suite (fy,)ien telle que

Hfm‘+1 - fm

p S

?.
On pose

k
gk = Z |f7l1:+1 - fnv
=1

D’apres l'inégalité de Minkowski, ||gx|l, < >

et g = Z ’fni+1 - fnz
=1

co 1

i—1 3 < 1 pour tout k. On applique le

lemme de Fatou a la suite (g;,), oy

/ liminf (¢}) dp < liminf/ g, dp = liminf [|g||,” < 1,
X ——— X
:gP
qui nous donne ||g|[, < 1. En particulier, on a g(z) < oo presque partout, et donc
que la série

i>1
est absolument convergente pour presque tout z. On note alors f(x) la somme de
cette série lorsqu’elle converge et on pose f(z) = 0 sur I'ensemble restant qui est de

mesure nulle. Comme
k—1
fn1 + Z(fm-;-l(x) - fnz(x>) - fnk’
i=1

on a directement f(z) = lim; o fn, (z) pour presque tout z. Nous avons donc trouvé
une fonction f qui est la limite simple presque partout de (f,,). Il faut maintenant

démontrer que cette fonction est la limite de (f,,) au sens de LP(u).

Soit € > 0. Il existe NV tel que pour tout n,m > N, || fn, — fml|, < e. On applique
a nouveau le lemme de Fatou :

[ tmintl, — £ dp < timint [ (£, = fulrdp <2
X\'L*}OO , 71— 00 X

:‘f:,fm‘p

Cette inégalité montre que f — f,, € LP(u), que f € LP(u) (en effet, on écrit
[ =(f— fm)+ fm et on applique I'inégalité de Minkowski), et que ||f — fmll, = 0

quand m — co. La démonstration est donc terminée dans le cas ou p < oo.
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Supposons maintenant p = co. On note Ay 'ensemble sur lequel | fx(z)| > || fxlloo
et By, Uensemble sur lequel |f,,(z) — fi ()| > || fn — fimlloo. Alors les Ay et les By,

sont, de mesure nulle par définition de la norme infini sur L*°(x). On note :

#=(04)2(00>-)

L’ensemble E est de mesure nulle car ¢’est une union dénombrable d’ensembles de

mesure nulle. Pour x € °F,

|fn(x) - fm(x” < ||fn - fm”ooa

donc (fn(2))nen est une suite de Cauchy dans C, qui converge donc vers f(z) € C.

D’autre part, on sait qu’il existe N tel que pour tout n,m > N,

Alors pour tout n,m > N, on a aussi

| (@)| < [fa(@)] + [fa(2) = frn(@)] < | falloo + [1fn = Finlloo < I fnlloo + &

En faisant tendre m vers I'infini, on en déduit que pour tout x € °E,

[fu(z) = @) <e et |f(2)] <[ fallo +e

en particulier f est bornée sur “F.
Pour x € E, on pose f(z) = 0. Alors f € L>®(u) et || fn — flloo — 0 quand

n — 0o, ce qui achéve la démonstration. O

Dans ce qui suit, on désigne par X un espace mesuré quelconque muni d’une

mesure positive p.

Définition (LP(p),1 < p < 00). Soit 1 < p < co. Pour toute fonction f mesurable

a valeurs complexes définie sur X, on pose

1l = (/lel”dﬂ)p

et on appelle LP(u) 'ensemble de toutes les fonctions f pour lesquelles || f||, < oo.
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Définition (Borne essentielle). Soient g : X — [0, o] mesurable et S 'ensemble de

tous les nombres réels o tels que

N(g_lga? OOD) = 0.

Pour S = &, on pose § = oo, et pour S # &, f = inf(S). Comme

) =ng‘1 (Jo+ 5])

et que la réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle est de mesure nulle,

alors g € S. On appelle § la borne essentielle de g.

Définition (L*°(x)). Pour toute fonction f mesurable & valeurs complexes définie
sur X, on pose

| fllsc = la borne essentielle de | f]

et on appelle L>(u) Pensemble de toutes les fonctions f mesurables pour lesquelles
[f]loe < 00

On peut noter que le début de la démonstration de la complétude de LP(u)

contient le résultat intéressant suivant :

Théoréme. Soit 1 < p < oo0. Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans LP(u), qui
posséde donc une limite f € LP(u). Alors il existe une sous-suite de (f,,) qui converge

ponctuellement presque partout vers f.

Démonstration. Pour p < oo, c’est la suite (fy,)ien de la démonstration. Pour p =

00, la suite toute entiére, (f,)nen, convient. ]

Références :
— Rudin - Analyse réelle et complexe - Page 82.
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3.3 Comportement des solutions d’une équation dif-

férentielle linéaire

Théoréme. Soient A € M, (R), B € C(Ry, M,(R)), f € C(R:,R"™). On suppose

que Uapplication t — e est bornée sur Ry et que

/0||B(S)Hds<oo et /0 Il f(s)||ds < oo.

Alors :
(i) Toutes les solutions (mazimales) du systeme ' = (A + B(t))x + f(t) sont

bornées.
(ii) Toutes les solutions mazimales de ' = B(t)x ont une limite finie en +00.

(iii) En supposant de plus t — e bornée sur R tout entier, on a que pour toute
solution mazximale de ' = (A + B(t))x, Uapplication y : t — e "x(t) a une

limite en +o0.

Démonstration. (i) Soit M un majorant de ||e*4]. Par la formule de Duhamel ap-

pliquée avec le terme source B(t)z + f(t) dépendant de x, on a

z(t) = e"z(0) —l—/o eI B(s)z(s) + f(s)) ds

On note u(t) = [lz(t)||, F(t) = [ [|f(s)||ds et B(t) = [, ||B(s)|| ds. On obtient alors

la majoration suivante :
ult) O+ [ MO 6guts) + 60 s
= M(u(0)+ F(t)) + M/o B (s)u(s)ds
D’aprés le lemme de Gronwall, en notant ¢(t) = u(0) + F(t),
u(t) < Mc(t —I—M/ efﬁ Jds dr,

Il ne reste plus qu’a majorer tous les termes :

u(t) < M(u(0) + F(o0)) + M(uf / B(r

N

M(u(0) + F(00)) + M(u(0) + @/@
< M(u(0) + F(00)) + M(u(0) + F(00))e”™) (oo
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(17) D’aprés (i) appliqué & A = 0 et f = 0, les solutions maximales de 2’ = B(t)x
sont bornées. De plus, on sait que les solutions maximales sont globales, ¢’est-a-dire

ici définies sur R . Soit = une telle solution. Alors pour tout ¢,s € R, avec s < t,

x(t) —x(s) = / B(r)x(r)dr.

En notant C' un majorant de ||z(7)|| pour 7 € R, on obtient

() — ()l < C/ IB(r)|| dr.

Ce majorant tend vers 0 quand s et ¢ tendent vers Uinfini car [J° || B(7)| d7 < <.
Donc z satisfait le critére de Cauchy en 400, ce qui implique que x a une limite

finie en +oo.

(#4i) Soit x une solution maximale de ' = (A 4 B(t))z. L’application y : t —
e~z (t) est solution de 3 = e~ B(t)ey. On note M’ un majorant de ||| pour
teR. Ona:

/ le 4B (s)e*|| ds < M'Q/ |B(s)]|ds < oo.

0 0

La question précédente s’applique donc a I’équation différentielle ' = e=*A B(t)et4y,
ce qui prouve que y a une limite finie en +oc. ]

Application. Soient ¢ : Ry — R continue telle que [~ |q(t)|dt < co et x une

solution de
2" 4+ (14 q(t))z = 0.
Alors il existe a, f € R tels que limy_,o z(t) — avcos(t) — Bsin(t) = 0.

t

Démonstration. On pose X (t) = (x’((t))) Alors X est solution du systéeme X’ =
x

(A+ B(t))X avec

A _ ( cos(t) sin(t))
—sin(t) cos(t)

est bornée pour ¢ € R. Donc la question précédente s’applique : Y (t) = e 74X (t) a
une limite finie (g) a linfini, 7.e.
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Comme ' est bornée, en multipliant, on obtient

X(t) —et4 (g) —0.

En particulier, la premiére composante, x(t) — a cos(t) — Bsin(t) tend vers 0 quand
t — +4o00. u

Formule de Duhamel :
En appliquant la méthode de variation de la constante, on trouve que les solutions

de I'équation u' = Au + b(t) sont donnés par la formule de Duhamel :

t
u(t) = ey (ty) + / et=9)4p(s) ds.
to
La formule de Duhamel peut s’appliquer & des équations dont le terme source (ici

b(t)) dépend aussi de u(t), ce qui fournit une équation implicite en w.

Théoréme (Lemme de Gronwall). Soit uw € C(I,R.). On suppose qu’il existe a €
C(I,Ry) et ceC(I,R) tels que pour tout t € I,

Alors pour tout t € I,
t
u(t) < c(t) + / c(r)a(r)el- 9 ds qr.
0

Démonstration. Soit v(t) = fg

a(7)u(t)dr. En dérivant, on obtient
V'(t) = a(t)u(t) < a(t)(c(t) + v(t)).
On intégre cette inéquation différentielle et on obtient le résultat voulu. O

Définition. Soit A une valeur propre d’une matrice A. On dit que \ est semi-simple
si les dimensions de I’espace propre et de I'espace caractéristique associés sont égales,

7.e. 81

dim(Ker(A — A\I,,)) = dim(Ker((A — AL,)™))

ot m est la multiplicité de \. Comme Ker(A—AI,,) C Ker((A—AI,)™), cela implique
I’égalité de ces sous-espaces.

On dit que X est simple si

dim(Ker(A — AI,,)) = dim(Ker((A — X\I,)™)) = 1.
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Proposition. L’application t — e est bornée sur R, si et seulement si les valeurs
propres de A sont toutes de partie réelle négative ou nulle et si les valeurs propres
imaginaires pures sont semi-simples. Elle tend vers 0 a l'infini si et seulement si les

valeurs propres de A sont toutes de partie réelle strictement négative.

Démonstration. Voir le document "Théoréme de Liapounov". Le cas ou les valeurs
propres imaginaires pures sont semi-simples s’en déduit facilement. En effet, si A est
une valeur propre imaginaire pure semi-simple, on a Ker(A—\I,,) = Ker((A—\I,)™),

on peut donc prendre m = 1 dans la décomposition par le lemme des noyaux. [

Reéférences :
— Benzoni-Gavage - Calcul différentiel et équations différentielles - Page 210

(exercice 6.3).
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3.4 Densité des fonctions continues et nulle part dé-

rivables

Proposition. Soit E l'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] et & valeurs dans
F complet. On munit E de la norme infinie. Alors le sous-ensemble A de E des
fonctions continues sur [0,1] qui ne sont dérivables en aucun point de [0,1] est

dense dans FE.

Démonstration. L’espace E est un espace métrique complet (car F' est complet et
on travaille avec la norme infinie), c’est donc un espace de Baire. Il nous suffit
donc de trouver une suite dénombrable d’ouverts (O,,)nen denses dans F tels que
1,0, C A, car par le théoréme de Baire, N2 ,0,, sera dense dans E, donc A
aussi. Par passage au complémentaire, on pose B = “A et on va trouver une suite
dénombrable (F,),en de fermés d’intérieur vide tels que B C U2 F,.
Remarquons que B est ’ensemble des fonctions continues dérivables en au moins

(y)—f(z)

un point de [0,1]. Si f est dérivable en un point x, alors la quantité Hy)= est
y—x

bornée quand y — x. Posons alors pour n € N* :
F,={fe€E /3rel01] tel que Vy € [0,1],[f(x) — f(y)| < nfz —yl}.
Alors clairement, B C U2 | F),. Il reste & montrer que F), est fermé et Fn = .

Montrons que F,, est fermé. Soit (fi) une suite de F,, convergeant vers f € FE.
Pour tout k& € N, il existe z;, tel que pour tout v, |fi(y) — fi(zx)| < nly — xx|. Le
segment [0, 1] étant compact dans R, il existe une suite extraite (x,)) qui converge
vers x € [0, 1]. Pour alléger les notations, on note encore (zy) cette suite extraite.

Soit y € [0,1]. On veut alors montrer que fx(y) — fe(zx) — f(y) — f(z) quand
k — oo, car ainsi, en passant a la limite dans I'inégalité plus haut, on aura |f(y) —
f(z)| < n|ly — x|, pour tout y, i.e. f € F,,. On a :

| (fely) = fulan)) = (fy) = f@)[ < 1fly) = F@) + [ fulwr) — f )]
+[f (k) — flx)]
< 20 = flloo + [ (i) = f(2)],

et ce majorant tend vers O car |f(zx) — f(x)| — 0 par continuité de f.

Montrons maintenant que F, = @. Soit f € F,. 1l s’agit de montrer que toute
boule B(f,¢) rencontre °F,,, i.e. il existe g € E tel que ||f — g]l < € et pour tout
z € [0,1], il existe y € [0, 1] avec |g(y) — g(x)| > n|y — x|.

Les polynémes étant denses dans E pour la norme infinie, il existe un polynome

P tel que ||P — f|l< < 5. L'idée est d’ajouter & P une fonction g, de E assez petite
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de sorte a avoir P + gy € °F},. Soit alors N € N*. On écrit :

o= [£52),

k=0

et on considére la fonction en dents de scie gy, périodique de période %, qui vaut :

L

eNx pour 0 < x < SN
z

go(x) = 1
e —eNx pour 5 <

1
2N gN'

La fonction gg est continue sur [0, 1], dérivable sauf en un nombre fini de points,
et aux points ot elle est dérivable, [gy(z)| = eN. De plus, |/gol|«c = 5. Si on pose
g =P+ go, alors || f — glloc < ||f = Plloc+ 1|90/l < €. Il reste & voir si g € °F,,. Pour
z,y € [0, 1], on effectue la minoration :

19(y) — g(@)| = [90(y) — go(x)| — |P(y) — P(x)|.

Par I'inégalité des accroissements finis, on a |P(y) — P(z)| < M|z —y|, ot M =
| P'||oo- Prenons y assez proche de x de sorte que gy soit dérivable sur |z, y[. Alors

par I’égalité des accroissements finis, il existe ¢ €|z, y]| tel que

190(y) — go(2)| = |go(c)||z —y| = eNl|z —yl.
Ainsi :
l9(y) — g(x)| = (eN — M)|z —y|.

n+1+M
€

En reprenant plus haut, on fixe I’entier N tel que N > , ce qui implique :

l9(y) —g(z)| = (n+ )|z — yl.

Finalement, pour tout = € [0, 1], on peut trouver y € [0,1] tel que |g(y) — g(z)| >
nly — x|, i.e. g € °F,. O

Exemple (Fonction de Weierstrass). Soient a €]0,1[ et b € N* entier pair tel que
ab > 1+ 7. Alors la fonction f définie pour x € R par

)
f(x) _ Z aneibnwx
n=1

est continue mais nulle part dérivable.
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Démonstration. La série définissant f est normalement convergente, donc f est

continue. Soient = € R et h # 0. On regarde le taux décroissement

f(lL' + h Zan ib" 7T:p Zﬂ-bnh —1

Prenons h = 57 avec m € N. Comme b est pair, pour n > m, on a ™" —1 =

™" ™ — 1 =0. Alors
flx+h) = f(z)

y 7
— Smfl o 2ambmezﬂ'b x)

h
avec
m—1 N zwb”h -1
|Sm—1| _ Z n zb nz€
n=1
2 b h
< "
> fon (% >’
! amb™m — 1
< 7 a'bt = ——
~ ab—1

ot on a utilisé que |sin(z)| < x pour x € R,. Mais ab > 1 + 7, donc
mpm __ | mpm __ |
- <l =a"b" —1<ad™b".
ab—1 s

On a donc |Sy,—1| < a™b™. On en déduit :

|Sm L — 2q™b"me b x ‘ > ‘2ambm imb™ x } _ |Sm 1| 2a4MH™ — a™mp™ = ¢™H™.

Ainsi,

ce qui prouve que f n’est pas dérivable en . O

Exemple (Fonction de Bolzano). Sur [0,1], on part de la fonction x — x. On
découpe [0,1] en trois, on double les pentes des deur morceauz de la fonction aux

extrémités et on les rejoint par une ligne droite. On recommence & l'infini.

Exemple (Fonction de Van der Waerden). Pour x € R, on note {z} la distance de

x a Uentier le plus proche. Alors la fonction f définie par
- {10ma2}
)= ; 10"

est continue sur R mais dérivable en aucun point de R. Noter que v — {x} est

L-périodique et continue sur [0,1] avec {0} = {1} = 0, donc continue sur R. Par

. . 0™ .
conséquent les fonctions x +— {107?} sont continues sur R.
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Théoréme (Théoréme de Baire). Soit E est un espace métrique complet.

(1) Si(Op)nen est une suite d’ouverts denses de E, alors N32,0,, est encore dense

dans E.

(11) Si (Fp)nen est une suite de fermés d’intérieur vide de E, alors UX | F, est

encore dintérieur vide dans E.

Démonstration. On ne va que démontrer que (i) implique (i7) : il s’agit juste de
passer au complémentaire en remarquant qu’une partie A est dense si et seulement
si son complémentaire est d’intérieur vide. En effet, A est dense si et seulement si
tout ouvert rencontre A, ce qui est équivalent & ce qu’aucun ouvert n’est contenu
dans le complémentaire de A, et donc a ce que “A soit d’intérieur vide. On remarque
aussi que
¢ [ o oo
(U Fn> = () “F..
n=1 n=1
En effet, z € ¢ (UX | F,) équivaut & x ¢ U F,, qui est équivalent & x ¢ F,, pour

tout n, équivalent a x € °F), pour tout n, équivalent & x € N7, °F,,. O

Reéférences :
— Zuily et Queffélec - Eléments d’analyse (2éme édition) - Page 263.

— Valiron - Page 160 (pour I'exemple de la fonction de Weierstrass).
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3.5 Densité des polynéomes orthogonaux

Théoréme. Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. On suppose qu’il

existe o > 0 tel que

/eo‘xlp(a:) dz < o0.

I
Alors les polyndémes orthogonaux associés & p forment une base hilbertienne de

L*(I, pd)), espace de Hilbert muni du produit scalaire

(f.9) Z/[f(I)g(x)p(x) dz.

Démonstration. On commence par noter que tout polynome appartient a L*(I, p),
donc en particulier les polynomes orthogonaux : par définition de la fonction poids,
xr — 2" € L'(I,p) pour tout n, donc les carrés de ces fonctions aussi. Le résultat
s’ensuit par linéarité.

Par définition, les polynémes orthogonaux P, associés a p forment une famille
orthonormale pour le produit scalaire (-,-). Pour prouver qu’ils forment une base

hilbertienne, nous allons montrer que
{z = Py(2), n € N}* = {0},

ce qui démontrera le résultat (c’est 'une des caractérisations des bases hilbertiennes
lorsque la famille est orthonormée). Mais les X* s’expriment sur les P, et récipro-
quement, c’est donc équivalent & montrer que {z — 2", n € N}+ = {0}.

Soit alors f € L*(I, p) telle que [, 2" f(x)p(x)dz = 0 pour tout n € N. On veut
prouver que f = 0 presque partout.

On définit la fonction ¢ sur R par :

f@)p(x)sizel

0 sinon.

p(z) =

On a la majoration évidente suivante :

[f(@)|p(a) < (1+ |f(2)]?) p(2),

pour tout x € I. Comme p et f?p sont intégrables sur I, on obtient ¢ € L'(R). On

peut donc considérer la transformée de Fourier de ¢ :

B(w) = / f(@)e () da

pour w € R.
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On pose maintenant B, = {z € C/|Im(z)| < 2} et on va montrer que ¢ se
prolonge en une fonction holomorphe sur B,. Soient g(z,z) = e *** f(x)p(x) pour
reletze B, et

F(z) = /g(z,x) dz.
I
Montrons que F' est bien définie et holomorphe sur B,. On vérifie pour cela les
hypothéses du théoréme d’holomorphie sous le signe intégral :
(i) Pour tout x € I, z + g(z,z) est holomorphe.
(ii) Pour tout z € B,, x — ¢g(z,x) est mesurable (comme produit de fonctions
mesurables).

(iii) Pour tout z € By, |g(z, )| < e2l|f(x)|p(z) qui est une fonction intégrable
sur [ et indépendante de z. En effet, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[ e ir@lntedn < ([ ot dx); ([ owc)é <o,

La fonction F' est donc holomorphe sur B, et pour tout n € N,

a" .
F™(z2) = / de = (=" / z"e " f(z)p(x) dz.
;02" I
En évaluant en zéro, on obtient :

FO)(0) = (—i)" / 2 f(2)pla) dz = 0

I

par ’hypothése faite sur f.

Par unicité du développement en série entiére, on en déduit que F est nulle sur
un voisinage de 0. Par le théoréme du prolongement analytique, il s’ensuit que F' est
nulle sur tout le connexe B, . En particulier, F' est nulle sur I'axe réel, i.e. ¢ = 0. Par
injectivité de la transformée de Fourier, cela implique ¢ = 0 dans L'(R). Comme

p(x) > 0 pour tout z, on en déduit que f(x) = 0 pour presque tout x € I. ]

On peut donner 'exemple suivant pour justifier que I’hypothése d’existence d'un

a > 0 tel que
/e‘””l,o(m) dz < o0
I

est nécessaire.

Exemple. Soient I =]0,00[ et la fonction de poids p(z) = x~™®). Alors les po-
lynémes orthogonauxr associés au poids p ne forment pas une base hilbertienne de
L*(1, p).
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Démonstration. Soit f : z + sin(27In(x)) définie sur /. En notant g, : = — z™, on

calcule :

(f. gn) = /0 F)amp() do = ¢ / o (=)’ Sin(2my) dy

par le changement de variables y = In(x) qui est bien un C!-difféomorphisme de R7

n+1

sur R. Par le deuxiéme changement de variables affine ¢ = y — *2=, on obtient

n 2 o0
(f,gn) = (—1)”6( e / Sin(27rt)e_t2 dt =0

car la fonction intégrée est impaire.
On en conclut que la famille des g, n’est pas dense dans L?(I, p). En effet, si P

est un polynome,
If = Plz=(f=P.f=P)=[flz+ Pz = lI£l5>0,

on ne pourra donc pas approcher f par un polynome a e prés. La famille des poly-
nomes orthogonaux associés au poids p n’est alors pas dense dans L?(1, p), ce n’est

donc pas une base hilbertienne. O

Définition (Fonction poids). Soit I un intervalle de R. On appelle fonction poids

une fonction p : I — R mesurable, strictement positive et telle que

/ |z|"p(z) dz < oo
I
pour tout n € N.

Remarque. Par définition de la fonction poids, la mesure pd\ sur I est finie. En
particulier, on a 'emboitement décroissant des espaces LP(I, pd\), i.e. Li(1, pd\) C
LP(I, pdA) si g = p.

Définition (Polynéme orthogonaux). On définit le k-iéme polynome orthogonal
associé au poids p par le polynéme unitaire de norme 1 qui dirige la droite vectorielle
orthogonale a Ry_;[X] dans R [X]. Cette famille s’obtient également en appliquant
le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt sur la base canonique de R[X].

Les polynomes orthogonaux forment une famille échelonnée qui existe et est unique.

Théoréme (Caractérisation des bases hilbertiennes). Soient (H, (-,-)) un espace de
Hilbert séparable et (e,)nen une famille orthonormée de H. Les propriétés suivantes

sont équivalentes :

146 || Romain Giuge



3.5. Densité des polynomes orthogonaux

(i) La famille orthonormée (e,) est une base hilbertienne, i.e.

H = Vect(e,, n € N).

(ii) Pour tout x € H, x =Y~ (%, e,)en, ce qui signifie

N
lim || — Z(m, en)en|| = 0.
N—o0

n=0

(1ii) Pour tout x € H, ||z|* = 07 [(z, en)|*

n=0

(iv) On a : {e,, n € N}*+ = {0}.
Théoréme. La transformation de Fourier

F: LYR) — L*(R)
foo— froe [ f@)e ™ dr
est un morphisme d’algébres de la C-algébre de Banach (L',+,- %, - |l1) sur la

C-algébre normée (L=, 4, -, X, || - |loo). C’est un opérateur injectif dont l'image est

dense dans L™>. Il est de plus continu et sa norme d’opérateur vaut 1.

Références :
— Beck, Malick et Peyré - Objectif agrégation - Page 140.

147 || Romain Giuge



3.6. Ellipsoide de John-Loewner

3.6 Ellipsoide de John-Loewner

Théoréme. Tout compact K de R™ contenant 0 dans son intérieur est contenu dans

un unique ellipsoide de volume minimal.

Démonstration. Tout ellipsoide de R™ centré en 0 est une boule unité fermée pour
un produit scalaire défini par S € S (R), qu’on note Bs. Si B est la boule unité
fermée canonique de R", alors en notant A = v S—1,

r€B&'rr<1e(Ar)S(Ar) <14 Ax € Bg.

Par le changement de variables ¢ : B — Bg, x +— Az, C!-diffécomorphisme, on
calcule le volume V(Bg) de Bg :

V(Bs):/B dA(%)I/B\Jw(x)IdA(w)ZIdet(A)lV(B)z

Soit 'application
p: SHHR) — R
S — L
det(.S)

Le but est de minimiser p sur 'ensemble des S € S;7(R) telles que K C Bg. On va
montrer que u est strictement convexe sur le convexe S (R). Soient R, S € ST (R).
Par le théoréme de pseudo-réduction simultanée pour des matrices symétriques dé-
finies positives, il existe P € GL,(R) telle que

R="'PP et S ="'PDiag(s,...,s,) P

ot s; > 0 pour tout i. Soit t € [0, 1]. Pour y voir clair dans nos raisonnements de

convexité, on note r; = 1 pour tout i, de sorte que R =P Diag(ry,...,r,) P. On a

p(tR+ (1—1)S) = p(*PDiag(tri 4+ (1 —t)s1,... tr, + (1 —t)s,) P)
_ (det(P)2 [+ - t)si)>
— m Hexp (—%(ln(tri + (1 - t)si))

par concavité du logarithme. Ensuite,

1

2

| det(P)|u(tR + (1 — )S) < e 2 (T +(=0n(ITy 50))
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1
Or z — e 2% est convexe, donc

N

tem s m(ILLe) 4 (1 = g)em s (T o)
= t|det(P)|u(R) + (1 —t)| det(P)|u(S),

| det(P)|pu(tR + (1 —t)S)

car [[}_, i = ;e%(zg)?' On a donc la convexité de u. De plus, la stricte concavité du

logarithme entraine que s’il existe ¢ tel que r; # s;, alors I'inégalité est stricte. On a
donc égalité si et seulement si r; = s; pour tout ¢, i.e. R = S. Donc p est strictement

convexe.

Comme K est compact, il est borné : il existe » > 0 tel que K C rB. Mais

rB = Bg, ou Sy = r%fn. On considére alors 'ensemble
E={Se€S/"(R)/K C Bs et u(S) < u(S)}-

I’ensemble E est :
(i) Non vide : Sy € E.

(ii) Convexe : car p est convexe. On vérifie que si Sy, Sy € E, tS1+(1—1)Ss € E :
p(tSy + (1 —1)S2) < u(So) par convexité de p. De plus, pour tout z € K,
tx(t51 + (]. - t)SQ).I < 17 donc K C Bt51+(1_t)52.

(iii) Fermé : le seul point non trivial est que la limite d’une suite d’éléments de
E reste définie positive, ce qui est assuré par la condition u(S) < u(Sp) qui
implique det(S) > det(Sy) > 0.

(iv) Borné : comme 0 est un point intérieur de K, il existe A > 0 tel que K
contienne AB. Soit S € E. On a AB C K C Bg. Siz € B, on a A\r € Bg,
i.e. '(Ax)S(Ax) < 1, d.e. ||V Sz]* < 55. Done ||[VS|| = supy, < [|VSz]| < }.
I s’ensuit alors que [|S]| < VS| IVS]] € 55

(v) Compact : car fermé borné dans M,,(R) de dimension finie.

La fonction p est continue (le déterminant et la racine carrée sont continues) sur
le compact FE, donc y atteint son minimum. L’unicité du minimum est acquise par

la stricte convexité de u sur le convexe E. O]

Application. Tout sous-groupe compact de GL,(R) est conjugué a un sous-groupe
de O,(R).
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Démonstration. Soit G un sous-groupe compact de GL,(R). On note B la boule

unité fermée de R™ et on pose

K= UAB.

AeG
Alors K = Im(yp) avec
p: GxB — R
(A, X) — AX.

L’application ¢ est continue sur le compact G x B, donc K est compact. De plus, K
contient 0 dans son intérieur car B C K. D’aprés le théoréme, K est donc contenu
dans un unique ellipsoide Bg de volume minimal.

On va montrer que G C O(S) = {M € M, (R)/*MSM = S} le groupe ortho-
gonal associé a la matrice symétrique définie positive S.

Soit M € G. D’une part, on a immédiatement M K = K d’aprés la définition
de K. D’autre part, on considére la suite (M?),eny d’éléments de G. Comme G
est compact, il existe une suite extraite (MP*).en qui converge vers N € G. Donc
|det(M)| > 1 car sinon on aurait det(N) = limg_,, det(M)P* = 0 alors que N
est inversible. De plus, I'application det est continue sur le compact G, donc y est

bornée, et donc nécessairement | det(M)| < 1. Finalement, |det(M)| = 1.
Soit R ="'MSM. Alors :

(i) R € SFT(R). En effet, 'zRx = *(Mz)S(Mxz) > 0 car S € SFT(R), et on

égalité si et seulement si Mx = 0, i.e. x = 0 puisque M est inversible.

(ii) K C Bg. Eneffet,siz € K, 'sRr ='(Mz)S(Mz) < 1lcar Moe € MK = K C

Bg.
(iii) det(R) = det(B)*det(S) = det(S) car |det(B)| = 1. Donc u(R) = u(S) ou
Q) — dlt(Q) est la fonction définie dans la démonstration du théoréme.
Par unicité de l'ellipsoide de volume minimal contenant K, on a donc R = S. Ainsi
'MSM = S, ce qui signifie que M € O(S). O

Remarque. Le résultat reste vrai dans un espace vectoriel réel E de dimension fi-
nie quelconque avec la méme démonstration : il suffit de munir £ d’une structure

euclidienne quelconque.

Théoréme (Pseudo-réduction simultanée). Soient S; et Sy deux matrices symé-
triques réelles avec Sy définie positive. Alors il existe P € GL,(R) et D diagonale
réelle telles que

S, ='PP et S,='PDP.
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Démonstration. Comme S est symétrique réelle, il existe A € O,(R) et D; dia-
gonale telles que S; = 'AD; A, et comme elle est définie positive, on peut écrire
D; = D Alors en posant B = D} A, on a

S, ='AD?A ="(D}A)D,A ="BB.

Ensuite, la matrice !B~1S, B~1 est symétrique réelle, il existe donc C' € O,(R) et
D, diagonale telles que ‘B~1S,B~! =tC'D,C. En posant P = CB, on obtient

52 = tBtCDQCB == tPDQP.

Enfin, on vérifie que
'PP='B'CCB="BB=8,.

Références :
— Alessandri - Thémes de géométrie.
— Francinou, Gianella, Nicolas - Orauz X-ENS, Algébre 3 - Page 229 (si on veut

quelques variations dans la méthode).
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3.7 Equation de la chaleur

Considérons une barre métallique. Connaissant, a I'instant initial, la température
en chaque point de la barre et, & tout instant, la température aux deux extrémités,
peut-on déterminer, & tout moment et en tout point, la température de la barre?
Ce probléme a été modélisé et la température u qui est une fonction du temps ¢ et
du point z est solution d’une équation de la chaleur.

On peut supposer que la barre est le segment [0, L]. Notons @ =]0, L[x]0, oo,
Q =10,L] x [0, 00].

On peut résoudre le probléme simplifié suivant a I'aide des séries de Fourier : on
cherche sl existe une fonction u continue sur Q, de classe C? sur Q telle que :

% — % =0 sur @,
u(0,t) = u(L,t) =0, pour tout t € [0, o0],

u(x,0) = h(x), pour tout z € [0, L],

ot h est une fonction C* sur [0, L] telle que h(0) = k(L) = 0.
Le probléme est simplifié car ici la température aux extrémités est imposée

constante (I’équation étant linéaire, on a fixé cette constante a 0).

Proposition. Le probleme précédent admet une unique solution w. De plus, on a

u € C™(Q).

Démonstration. Nous ne montrerons que l’existence. Cherchons une solution de la
forme u(z,t) = f(x)g(t). Alors I'équation différentielle vérifiée par u est équivalente
a

f@)g' () = f"(2)g(t).
On peut essayer de chercher u telle que u(z,t) # 0 pour tout = €]0, L[ et tout
t €]0,00[. On a alors :

f"(x) _ gt

flx)  g(t)
Comme % ne dépend pas de x, on en déduit qu’il existe A € R tel que f”(z) =
Af(x) pour tout x €]0, L[. On a aussi ¢'(t) = Ag(t) pour tout ¢t €]0, col.

Si A > 0, la solution générale pour f est

fz) = AeVAr 4 BeVAe

La condition u(0,t) = u(L,t) = 0 conduit & A+ B = 0 et AeV . + Be VM =,
puis A = B = 0. On aurait donc v = 0 qui ne satisfait pas u(z,0) = h(z).

SiA=0,o0na f(xr) = Az + B et la condition u(0,t) = u(L,t) = 0 donne encore
A=B=0.
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Considérons maintenant le cas A = —a? < 0. Alors
f(z) = Acos(az) + Bsin(az) et g(t) = Ce ™",

La condition u(0,¢) = 0 conduit & A = 0 et la condition u(L,t) = 0 donne

Bsin(aL) = 0, donc a = 5 avec n € Z. On a donc une famille de solutions :

n°mw

2.2
Up(z,t) = by, sin <n%:17) ezt

Afin de pouvoir avoir u(x,0) = h(z), on va envisager une somme infinie de ces

solutions :
2_2

u(zx,t) = Z by, sin <n%x> e 2!
n=1

nm

L
de Fourier d’une fonction périodique h égale & h sur [0, L]. Il faudra aussi que la

et essayer d’écrire h(z) = > o7 b, sin (%2x). Les b, doivent alors étre les coefficients

série de Fourier de h converge vers h sur [0, L].
Soit h; la fonction définie sur [—L, L] par

h(x) six € [0, L]

M= ey siee (-0l

Soit  la fonction 2L-périodique égale a hy sur [—L, L]. Comme h(L) = 0, h est conti-

nue sur R et C! par morceaux. La série de Fourier de h converge donc normalement

et
~ © 9 L
h(z) = nz::l by, sin (%x) avec b, = z/o h(z) sin (%x) dz,

pour tout z € R (les coefficients de Fourier a,, sont nuls car A est impaire). On note

que la convergence normale signifie ici

oo
> b < 0.
n=1

Alors la fonction u définie par

(e 9]

u(z,t) = Z by, sin (%x) e 7!

est définie et continue sur Q. En effet, la série la définissant est normalement conver-
gente (son terme général est majoré par |b,|). La condition u(0,t) = u(L,t) = 0 est
trivialement vérifiée. De plus, si t € [e, M] avec e > 0, k, k1, ko € N avec ky + ko = k,
ona:

’7127\'2

2 ¢

< Cylbp|n?e 22

u,
Oxk1Oth2
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Oy,
n>1 ko converge donc

normalement, donc uniformément (sur tout compact de @), et donc u € C*(Q). On
en déduit que u € C*(Q). O

qui est le terme général d’une série convergente. La série )

Pour montrer 'unicité, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme (Principe du maximum pour I’équation de la chaleur). Soit u une fonction
continue sur Q et C? sur Q telle que Pu(z,t) > 0 sur Q, ot P = 68—52 — %. Soient
T>0e K=10,L] x[0,T]. Alors

supu = sup u.
K KNoQ

Démonstration. Soient e > 0 et u.(z,t) = u(x,t)+ex®. On a Pu. = Pu+2¢ > 2¢ sur

Q. Soit m. = (x¢,t.) un point de K on u. atteint son maximum sur K et supposons

que m. ¢ K N9Q. Alors z. €0, L[. En notant g : z — u.(z,t.), on a

(v — z.)?

5 + o ((z —1.)?).

g(z) — g(z.) = 9 (x)(x — Te) + 9" (x.)

Comme ¢ atteint son maximum en z., g(x) — g(z.) < 0, et en regardant 1’égalité
pour x assez proche de z. (des deux cotés de ., grace au fait que x. €]0, L[), ceci

implique ¢'(z.) = 0 et ¢"(z.) < 0. On obtient donc

Ou, 0%u.
?5;:(7n€) =0 et :55;?

D’autre part, comme t. €0, 7], on peut toujours envisager son taux d’accroissement

(m.) < 0.

en t. par valeur inférieure :
Ou, Ue(Te, te + h) — uc(xe, te)
e — l bl ) Ve > .
or M=) = g h >0

h<0

Il découle de tout cela que Pu.(m.) < 0, ce qui contredit le fait que Pu. > 2¢

sur Q.
Donc m. € KNOQ et :

sup u < supu < supu. = sup u. < sup u+ eL>
KnoQ K K KnoQ KnoQ

En faisant tendre € vers 0, on obtient

supu = sup u.
K KNaQ

O
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Démontrons maintenant 1’'unicité de notre probléme. Soient u et v deux solutions
et w = v — u. Alors w est continue sur @, de classe C? sur Q et telle que Pw = 0.
De plus, w = 0 sur 9@ du fait des conditions initiales vérifiées par u et v. Fixons
T > 0. D’aprés le lemme, on a donc w(z,t) < 0 sur [0, L] x [0,7]. Mais Pw = 0
implique qu’on a aussi P(—w) = 0, et donc toujours d’aprés le lemme, w(z,t) =0

sur [0, L] x [0,T]. Comme T est arbitraire, on en déduit w = 0 sur Q, i.e. u = v.

Remarque. 1. On peut montrer que le probléme reste vrai si h est seulement

continue sur [0, 1].

2. La méthode utilisée permet de traiter d’autres équations comme 1’équation

aux ondes :
*u  O%*u
ot2  Ox?

qui intervient dans tous les phénoménes de propagation d’ondes (son, lu-

=0

miére,...) et I’équation de Laplace :

Pu 0%u
— + == =0
ot?  Ox?

qui intervient par exemple en électromagnétisme.

Théoréme. Si f est 2n-périodique, continue et C' par morceauz, alors la série de

Fourier de f converge normalement et [ est égale & sa série de Fourier.

Démonstration. Comme f est C' par morceaux, on a ¢, (f’) = inc,(f) et f' € L*(T).

D’aprés le théoréeme de Parseval, la série > |c,(f)[?

D el 1P =0l (NP = 1115

neL neL

converge et

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

S lalf)l = Y pHalh)

1<|k|<n 1<|k|<n
1 1
2 2
1 2 2
<X > Fleh)
1<|k|<n 1<|k|<n

N\

N

(23 8) 1
k=1

™ /

ﬁ”f 2.
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En faisant tendre n vers l'infini, on obtient :

T
D leal N < Jeolf)] + WA
nez
La série de Fourier de f est donc en particulier normalement convergente. Dans ce
cas, la série de Fourier de f converge uniformément (donc est continue), et f étant
continue, f est égal a sa série de Fourier (on montre que la série de Fourier de f et

f ont les mémes coefficients de Fourier, donc sont égales car continues). ]

Références :
— Zuily et Queffélec - Eléments d’analyse (2éme édition) - Page 103.
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3.8 Etude du folium de Descartes

Nous allons faire I’étude compléte de la courbe C' donnée par I'ensemble des
(z,y) € R? tels que
2+ — 3y =0,

appelée folium de Descartes.

Représentation paramétrique rationnelle :
Si (z,y) € C et x =0, alors y = 0. On suppose maintenant que x et y sont non
nuls. On résout
y=tx
23+ 3 — 3zy = 0.

On obtient I'équation z2((1 +¢3)x — 3t) = 0 et y = tz. Comme x # 0, cela implique

(z.1) 3t 3t?
oy =——s,——].
4 1+ 1+

En ¢ = 0 on retrouve le point (0,0). On a donc obtenu une représentation parameé-

trique rationnelle de C.

Symétries :
Les fonctions z et y sont définies sur R\{—1}. On remarque que z (1) = y(t) et
1

Yy (;) = z(t). La courbe est donc symétrique par rapport a la premiére bissectrice.

On peut donc se contenter de faire I'étude sur [ =| — 1, 1].

Variations :
On calcule les dérivées :

1—2¢3 2 — 3

2 (t) = SW et y'(t) = BtW.

On obtient le tableau de variations suivant :

t|=1] o k-3 |1
x(t)—oco,10," 25 \%
y(t)-od 0,125 |71

On note qu’il n’y a pas de point stationnaire car 2’ et 3’ ne s’annulent pas

simultanément (pas de point d’inflexion & étudier).

Branches infinies :
Notons que 1'on passe par 'origine en ¢ = 0 ou on a une tangente horizontale

puisque % =t — 0.
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Lorsque t tend vers —1, on a % =t — —1. On étudie donc

2+t 3t
t t)=3 = — —1.
Wy =3 E =T
Donc la droite y = —x — 1 est asymptote a C, et la courbe est au-dessus de son
aymptote car
3t (t+1)?
t H+l=———"-4+1=—+——— :
Tyl =g e 2

Courbe non lisse en 0 :

Comme %(0, 0) = 3—5(0, 0) = 0, le théoréme des fonctions implicites ne s’applique
pas.

Pour tout voisinage U de 0, le complémentaire de 0 dans C' N U a au moins
3 composantes connexes : il y en a en effet au moins une dans chacun des trois
quadrants ouverts du plan, z > 0ety > 0,2 >0et y <0,z < 0ety > 0 (que
'on distingue par les signes de z(t) et y(¢)). Il n’y a donc pas homémorphisme local
du folium de Descartes avec une droite. Le folium de Descartes n’est donc pas une

sous-variété.

Application du lemme de Morse :
La fonction f : (z,y) — 23 + y® — 3zy est de classe C* sur R?, et 0 est un point

0 -3
critique de f non dégénéré : en effet, on a Df(0) =0 et D*f(0) = 5 0 dont
les valeurs propres sont —3 et 3. La forme quadratique hessienne D?f(0) étant de
signature (1, 1), le lemme de Morse nous dit qu’il existe un changement de coordon-
nées local ¢ : (z,y) — (u,v) de classe C! entre deux voisinages de I'origine dans R™

tel que (0) =0 et

f($7y) - f(070) = UQ(I7y) - UQ($7y).

158 || Romain Giuge



3.8. Etude du folium de Descartes

Alors f(x,y) = 0 équivaut a u?(z,y) — v*(x,y) = 0, soit encore
uw(z,y) +v(z,y) =0 ou wu(z,y) —v(z,y)=0.

La courbe de niveau de f se décompose donc en deux courbes C* et C~ définies

implicitement par u +v =0et u —v =0 : il y a un point double & l'origine.

Aire délimitée par la boucle :
On choisit la formule suivante pour 'aire délimitée par la boucle, qui va nous

donner une intégrale calculable :

1

A:—/(xdy—ydx).
2 Je

On note que la boucle est parcourue pour t variant entre 0 et +00 et que ce sens de
parcours donne bien le sens trigonométrique. Ensuite, on tient compte du fait que
y(t) = tx(t) : on a alors xdy = x(t)(z(t) + ta'(t)) dt, et yda = tx(t)2’(¢) dt. On en

déduit :
1 [ 1 [~ o 37 1 1° 3
A==z 2dt== | — _dt=-= _—
2/0 z(t) 2/0 (1+13)2 2[1+t3}0 2

Théoréme (Théoréme des sous-variétés). Soient V' un sous-ensemble de R, a € V

et d € N. Les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) V est lisse en a, de dimension d.

(77) (Définition implicite) Il existe un voisinage ouvert U de a dans R™ et n —d
fonctions f; : U — R de classe C! telles que

reVNU < z€Uet fi(x)=0,..., fna(x) =0,

et les différentielles D fi(a), ..., D f,_qa(a) sont linéairement indépendantes.

(7ii) (Graphe) Il existe un voisinage ouvert U de a dans R™, un voisinage ouvert
U’ de (ai,...,aq) dans R et n — d fonctions g; - U' — R de classe C* telles
que, apres permutation éventuelle des coordonnées x;,

xi,...,1q) €U’
reVNU «<— (1 )

Tar1 = 1(T1, - %q), o T = Gnoa(T1, ..., 2q).
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(iv) (Définition paramétrique) Il existe un voisinage ouvert U de a dans R", un
voisinage ouvert ) de 0 dans R? et n fonctions p; : 0 — R de classe C* telles

que 'application

90 Cu = (u17"'7ud) Hx: (gpl(u)7"'7wn(u))
soit un homéomorphisme de Q sur VNU, avec a = ¢(0) et que la matrice
jacobienne D(0) soit injective (i.e. de rang d).
St on note f = (flv R fnfd)7 g = (glv s 7gnfd); Y = (9017 s 73071)7 l’espa'ce
vectoriel tangent en a a V' est alors
(ii) Le noyau de Df(a).
(iii) Le graphe de Dg(aq, ..., aq).
(iv) L’image de Dy(0).

Calcul de l’aire délimitée par une courbe plane :

On considére une courbe patatoidale (fermée). On appelle A son point le plus
a gauche, d’abscisse a, et B son point le plus a droite, d’abscisse b. Alors on peut
voir le patatoide comme réunion de deux courbes x — y; = fi(z) et © — yo = fo(x)
(celle "du bas" et celle "du haut"). L’aire délimitée par ce patatoide est donc donnée

b b
A—/ ygdx—/ yp d.

Supposons maintenant que le patatoide est défini paramétriquement par x = f(t)

par :

et y = g(t). On suppose que la "courbe du bas" est décrite pour t € [tg, ;] et celle
"du haut" pour ¢ € [ty,t3]. Alors comme dz = f'(¢)dt,

/ab ypdr = — /: g(®)f'(t)dt et /ab y1do = /: g(t)f'(t) dt,

et on obtient ’aire de notre boucle par la formule :

b b t2
A:/ ygdx—/ yldx:—/ g(t)f’(t)dt:—/ydz.
a a to C

La derniére écriture est une intégrale curviligne : on intégre par rapport au parameétre
t sur le pourtour C' de la boucle, que 'on parcourt dans le sens trigonométrique (un

mobile parcourant la courbe voit l'intérieur a sa gauche).

Si on effectue une rotation d’angle T autour de origine, cela revient & changer
2 ?

yen x et x en —y. On obtient donc une nouvelle expression de 'aire :

A:/xdy.
C
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On en déduit également 'expression suivante :

Azl/(azdy—ydx).
2 Jc

Références :
— Rouviere - Petit guide de calcul différentiel a ['usage de la licence et de [’agré-

gation - Page 237 et page 269 (pour Paspect sous-variété).
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3.9 Formule des compléments

Lemme. Pour tout « €]0,1[, on a :

> 1 T
Ia = ——dt = -_—.
/0 to(1+1) sin(ma)

Démonstration. Soit a €]0, 1[. On note 2 = C\R et on choisit la détermination du
logarithme log(z) = In(r) + it pour z = re' € Q, t €]0, 2x[. On définit alors z® par
2@ = e¥log(2) — pagiat pour 2 = re* € ). La fonction z — 2® est ainsi holomorphe
= 1+ =7y définie sur O\{-1}. La

fonction f est holomorphe sur Q\{—1} et posséde un pole simple en —1 dont on

sur €2. On introduit ensuite la fonction f : z +—

calcule le résidu :

Res_i(f) = lim (z +1)f(2) = lim L = lim L e~

z——1 z——1 2% r—>1 proeiad

Pour 0 < e <1 < R, on note K,  le compact délimité par :

C. = {z€C/|z|=¢cet Re(z) <0},
Iy = {t+i5/0<t \/32—52},
L, = {t—i5/0<t<\/R2—52},
F&R = {Rela/QG[ 71'77] ‘9‘>QE,R}7

ou 0. p = arctan ( = )

R2_c2
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Le théoréme des résidus nous donne :

/ f(2)dz = 2mie” "™
OK. R

pour tout ¢, R.

Nous allons maintenant calculer la limite de l'intégrale sur chaque morceau de
OK. p quand € = 0. Sur C¢, on a :

f(=)d /gf(i%’d9<i/? a0
2)dz| = ce)ie < _—
c. s el +ee’
H € e rel—@
/ df = = — 0.
= el —¢ e*(l—eg) 1—g 0
Sur I'. g, on a:
2n—0. R . ei(l—oz)@ 2 . ei(l—a)@
z)dz = IRY————df — iR ¢
/1'\‘5ny( ) /GE’R 1+R€19

——do.
e=0 J, 1+ Re®
On étudie maintenant l'intégrale sur I;R et sur I_p. Pour ¢ €]0,00[, on a :
(t+ie)® — t* et (t —ig)™ — t*e*™,
e—0 e—0

car arg((t — ie)*) = cvarg(t — i) = o (27 — arctan (£)) = 2ma. D’autre part, on a
e—
1 1
t+ig)| = . — | < .
e+ )] ’@+wwa+t+w) to(1+1)

Ce majorant est intégrable sur I7, et sur I, et ne dépend pas de e. On peut
appliquer le théoréme de convergence dominée :

f(z)dz — ’

+ e—0
IE,R

0 6722'7r04
(2)de — [ St
I;R e—0 R t ( ]. + t)

On fait maintenant tendre € vers 0 dans la formule donnée par le théoréme des
résidus. On obtient :

( 0 )/R 1 1 2m Rl ei(l—a)@
1 — e~ 2ima - t+/ iRl —
o t(1+1) 0

_ df = 2ime ™
1+ Re® e
et cela pour tout R > 1. Mais

2T . ei(l—oe)@ Rl—a 2T
R™—df| < do 0.
A Y T Rei ) R—lA e

En faisant maintenant tendre R vers I'infini dans la formule précédente, on trouve :

———dt et
o t(1+1)

(1 —e 2™ [, = 2ire "™,
On en conclut alors :

7 2 21 s
o = TT— - =T
emra(l _ 672171'01)

gita _ g—ima sin(rar)”

O
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Proposition (Formule des compléments). Pour tout z € C tel que Re(z) €]0, 1], on

a !
™

F(z)I'(1—2) =

sin(rz)

Démonstration. On doit prouver 1'égalité de fonctions holomorphes sur le domaine
{z € C/Re(z) €]0,1[}, il suffit donc de prouver I’égalité pour z = a €]0,1[. En
effet, leur fonction différence est une fonction analytique qui aura ainsi un zéro non
isolé et sera donc nulle sur tout le domaine (principe des zéros isolés et principe du

prolongement analytique).
Soit a €]0,1[. On note U = {(s,t) € R*/s,t > 0}. On a :

M)l(1—a) = ( /0 Ooto‘_le_tdt> ( /Ooos_ae_sds>
— /U% (é)ae—@“) dsdt

par le théoréme de Fubini-Tonelli (tout est positif et intégrable). On effectue le

changement de variable ¢ : (s,t) — (s +t, ﬁ) d’inverse ¢ : (u,v) — (#v, 1”j:’v) qui

définit un C'-diffeomorphisme de U sur U (i et v sont clairement différentiables sur

U). On calcule le jacobien de ¥ en (u,v) :

91 o1 1 —u

e (W, v) G (u,v) Tto (1402

u —Uuv u

(1+v) (1403 (140

En posant f(s,t) = (£)" e *)1 on a:

£
1 /t\“

/—(—) e~ (t9) dsdt
gt \s

/f(s,t)dsdt
= /(]f(zp(u,v))\Jw(u,v)\dudv

1
= /vae“ — Ldudv
U (1+0)?

14+v

1
= /U"e_“—dudv
U v(1+v)

D’ou enfin :

O
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Définition. Pour tout z € C tel que Re(z) > 0, on définit la fonction I', appelée

fonction gamma d’Euler, par :

F(z):/ t*te~tdt.
0

Cette intégrale converge absolument pour Re(z) > 0. La fonction I' peut étre pro-
longée analytiquement en une fonction méromorphe sur C\(—N), les nombres 0, —1,

—2, ... étant des poles de I'.

Définition. Soient U et V deux ouverts non vides de R" et ¢ : U — V différentiable
sur U. Sion écrit ¢ = (¢1,...,%n), le jacobien J,(z) de p en x € U est le déterminant

de la matrice jacobienne de ¢ en z, i.e.

0 0
2@ .. 52
Jo(x) = det : i, :
Opn Opn
a2 (z) ..o g (w)

Théoréme (Théoréme de changement de variables). Soient U et V' deux ouverts
non vides de R™ et o : U — V un C'-difféomorphisme. On note )\ la mesure de

Lebesgue sur R™. Alors pour toute fonction f:V — R, mesurable positive, on a :

Aﬂwmmzﬁjwwmammmm

De plus, st f : V — R ou C, alors f est intégrable surV si et seulement si (fop)|J,|

est intégrable sur U, et dans ce cas [’égalité précédente est encore valable.

Références :
— Amar et Matheron - Analyse complexe - Page 249.
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3.10 Formule sommatoire de Poisson et application

Proposition (Formule sommatoire de Poisson). Soit F' € L'(R) NC%(R). On sup-

pose :
(1) Il existe M > 0 et o > 1 tels que pour tout x € R, |F(x)| < %
(i) 3 one—oo [F(n)] < 0.

Alors pour tout © € R, les séries (4 double sens) suivantes convergent et on a :

o0 o

Z F(x+n) = Z F(n)em™e,

Démonstration. Introduisons la fonction f : @ — > °° _ F(x + n). La série la

définissant est normalement convergente sur tout compact de R : en effet,

M

F(z + S —7
|F(z +n)l (1+ |z +n|)

et si A >0, |z] < A, et [n| > 24, alors [z +n| > |n|—|z| > |n]—A > |n| -2 =

Donc
M

qui est le terme général d’'une série (a double sens) convergente. Comme F' est par

[F(z+n)| <

hypothese continue, f l’est aussi. On effectue le changement d’indice p=n+1:

fa+1)=> Flx+n+1)=> Flz+p) = f(x),
nez PEZL
qui nous donne que f est 1-périodique. On calcule son coefficient de Fourier d’indice

m

1 1
em(f) = /0 fltye?mmide =" /0 F(t 4 n)e 2™ d¢,

nez
ou l'on a pu intervertir somme et intégrale par convergence normale de Y F(x + n)

sur le compact [0, 1]. Puis :

1
cm(f) = Z/o F(t 4+ n)e2mmttn) gt

neZ
n+1 )
= Z/ F(u)e 2™ dy
nez v
= / F(u)e 2™ dy = F(m).
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Par hypothése, > _, |F'(m)| converge, donc Y mez |em(f)] converge. On en déduit
que la série de Fourier de f converge normalement, donc uniformément, et ainsi f

est somme de sa série de Fourier :

o0 o0

f(x) = Z F(zx+n) = Z F(n)e¥ime,

n=—oo n=—oo

Selon la lecon, on pourra donner une des applications suivantes.

Application (Inversion de Fourier). Soit f € L'(R) NC%(R). On suppose que [ et

f vérifient ’hypothése (i) de la formule sommatoire de Poisson. Alors

:/f(t)em'ﬂa:t dt
R

Démonstration. Soit g : x +— e 27, On a :

_ /R F(t)g(t)e 2 dt = /R F(t)e =0 dt = f( + 7).

On applique la formule sommatoire de Poisson & la fonction fg :

S (fo)@+n) =Y Fg(n)e? ™,

neL ne”l

pour tout x € R.

soit

Zfl"l‘n —2im(z+n)T __ an+7 217rn:1:

nez neL

En multipliant des deux cotés par €™, on obtient
Z f(l’ + n)€—2i7rn7' _ Z f(’I'L + 7_)62i7r(n+7')ac.
neL neZ

On peut intégrer termes a termes par rapport a la variable 7 (grace aux hypothéses

de convergence) les deux membres de 1’égalité : d’une part

/fo+n 217rn7'd7__f(>

nel

et d’autre part

/ Z f n 4+ 7_ 2171' (n+7)z T dr = Z/ 2z7Tt:E dt = /f(t>€2iﬂ'tx dt,
R

ne’l neZ

d’ou le résultat. O
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Remarque (Source : Wikipedia). La formule de transformation de Fourier inverse est
en fait valable si f et f sont intégrables. Pour le prouver, on utilise cette formule
établie sous ces hypothéses plus fortes et une méthode de densité. On approche f
par une suite de fonctions (f,) vérifiant les hypothéses de I'application qu’on vient
de donner et telle que (f,) et (]/”;) convergent respectivement vers f et f en norme
L'(R). Pour obtenir une telle suite, on tronque f en 'annulant en dehors de [—p, p] et
en la régularisant par convolution. Soit alors ¢ une fonction de classe C?, d’intégrale
1 et & support borné. On pose p,(x) = pp(px) et on convole fj_, ) par ¢,. A vérifier

si ¢ca marche bien...

Application. Soit a > 0. On a alors

1 T
Z m = E COth(T(‘a).
neL

Démonstration. Soit f: x — e 2™l On a :

']E(SC) _ /627ra|t62iﬂ'txdt
R

0 00
_ / 627rat€—2z7rt:c dt + / e—27rat€—2z7rta: dt
—00 0

1 a
Ta?+ x?

On peut appliquer la formule sommatoire de Poisson qui nous donne en z =0 :

—2maln| 1 a
Ze - 9 2°
nez nez TaT+n
On calcule enfin :
- 1 1+ e 2m
—2maln| __ Z —2man 1 __ 1 — —
Z e =2) e l1=2——+— - 1= = coth(ma)
_ p—27a _ ,—2Tma ’

nez n=0 1 € 1 €

d’ou le résultat. O

Si F € S(R) (Pespace de Schwartz), F' € S(R) (voir [ZQ] page 321). Donc les

hypothéses de la formule sommatoire de Poisson sont vérifiées.

Application (Distributions). Pour N >0, on pose Ty = S0 6, € S'(R). Alors
la suite (Tn)nen converge dans S'(R) vers une distribution 0y qui vérifie la relation

5y = 0.
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Démonstration. Soit ¢ € S(R). D’aprés la formule sommatoire de Poisson en x = 0,

Y nez ©(n) converge, donc

(T, @) = Y (o) = > 0n) — Y o(n),

n=—N n=—N n=-—oo

On définit alors 0z par (6z, f) => -~ f(n) pour f € S(R).
Vérifions que dz est bien une distribution tempérée. Pour f € S(R), on a

1
(02, I <D 1f(n 0)[ + Z In )< flloo+ (Z ﬁ) 1/ 1|20,

nez nez* nez*

ot || fllnp = Sup,eg |77 f P (x)| (ce sont les semi-normes définissant la topologie de
S(R)). Donc 6§z est une distribution tempérée.

Pour f € S(R), on a par définition de la transformée de Fourier sur S'(R) :
(67, F) = (62, f) = Y nez f(n). La formule sommatoire de Poisson en = = 0 nous
donne ensuite ), f(n) = Y nez f(n), et on en déduit :

52, Zf 527 7

ne”L

soit 5AZ = (Sz. ]

Conventions :

— Pour f € L'(R), on définit la transformée de Fourier de f sur R par

froe /Rf(t)e%”t dt.

On a rajouté le facteur 2w dans 'exponentielle pour que la formule finale de
la formule de Poisson soit plus agréable.
— Pour f continue et 1-périodique sur R, on note (¢, (f))nez la suite des coeffi-

cients de Fourier de f, définis par

= [ e

Références :
— Zuily et Queffélec - Eléments d’analyse, 2¢me édition - Page 93.
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3.11 Lemme de Morse

Lemme. Soit Sy € S,(R) une matrice symétrique inversible. Alors il existe un
voisinage U de Sy dans S,(R) et une application f: U — GL,(R) de classe C! tels
que f(So) = I, et pour tout S € U, S ="(f(S5))Sof(S).

Démonstration. Soit
v: MyR) — S,(R)
M — 'MSyM.

D’abord, ¢ est de classe C! (car polynomiale). En développant ¢(I,, + H), on trouve
Dy(1,).H =*(SoH)+(SoH). Donc le noyau Ker(Dp(1,,)) est ensemble des matrices
H telles que SoH soit antisymétrique.

On note maintenant

qui est un sous-espace vectoriel de M,,(R) de méme dimension que S,,(R) car Sy est

inversible. Soit alors ¢ = ¢|r. On a :
Ker(Di(1,)) = Ker(Dp(I,)) N F = {0}

car SoM € A,(R) N S,(R) implique SoM = 0 et donc M = 0 puisque Sy est
inversible. La différentielle D(1I,,) est donc inversible (injective, donc surjective par
égalité des dimensions). On peut appliquer le théoréme d’inversion locale : il existe
un voisinage ouvert V' de I, dans F et un voisinage ouvert U de Sy = ¢(I,,) dans
Sn(R) tels que ¢y : V — U est un C'-difféomorphisme. Comme GL, (RR) est ouvert,
quitte & restreindre, on peut supposer V' C GL,(R).

Alinsi, en posant f = ¢|v_1 : U — V, on obtient

o f(S)=85="f(5)Sof(S)
pour tout S € U, d’ou le résultat. O

Théoréme (Lemme de Morse). Soit f : U — R une fonction de classe C® sur un
ouvert U de R™ contenant l'origine. On suppose que 0 est un point critique non
dégénéré de f, i.e. Df(0) = 0 et la forme quadratique hessienne D?f(0) est non
dégénérée, de signature (p,n — p). Alors il existe un changement de coordonnées
local ¢ : x + u de classe C' entre deuz voisinages de l'origine dans R™ tel que
©(0) =0 et

fl@)=f0)=ui+ - Fu—uly — - —u
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Démonstration. On écrit la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre 1 en 0O :
1
f@) = £0) = [ (1= 0D f(ta).(a,3) dt = ‘aQ(a)a,
0

avec Q(x fo (1 — t)D? f(tz) dt matrice symétrique, Q est une fonction C! de x
car f est C3. On a Q(0) = 3D?f(0) matrice symétrique inversible car D? f(0) non
dégénérée.

On applique le lemme : il existe U voisinage ouvert de Q(0) dans S,,(R) et g : U —
GL,(R) de classe C! tels que g(Q(0)) = I,, et pour tout S € U, S = *(g(5))Q(0)g(S).
Comme Q@ est C!, en particulier continue, il existe un voisinage W de 0 dans R tel
que Q(z) € U pour tout € W. Donc pour tout x € W, Q(z) = “(M(x))Q(0) M (x)

avec M(z) = g(Q(x)) fonction C' de x comme composée de fonctions C*. D’ou

avec y(z) = M(z)z. Or Q(0) = $D?f(0) est de signature (p,n — p) : il existe donc
un changement linéaire de coordonnées y(x) = Au(z) avec A inversible tel que

YQO)y =" AQ(O) Au =t + -+ ud — uly, — o — .

On a bien la forme demandée pour f. Enfin, I'application ¢ :  — u = A™'M(x)z

est Ct. On calcule sa différentielle & Iorigine :

p(x) —p(0) = A™'M(x)x —0
= AY(M(0)+ DM (0).z + o(||z]|))=
= AT'M(0)z + (AT'DM(0).z)z + o (||=?)
= ATM(0)z + o (|Jz]]).

On en déduit que Dp(0) = A~'M(0) = A~! qui est inversible. D’aprés le théoréme
d’inversion locale, ¢ est un C!-diffeomorphisme entre deux voisinages de l'origine
dans R™. ]

Remarque. La fonction f devient par changement de coordonnées une simple forme

quadratique (formule de Taylor sans reste). Le résultat s’étend immédiatement au
cas ou Df(0) # 0 en remplagant f(x) par g(x) = f(z) — f(0) — Df(0)x.

Remarque. Dans la démonstration du lemme, la différentielle Dp(1,,) est surjective :
pour un S donné dans S,(R), on a Dy(I,,).H = S pour la matrice H = 1575 €
M, (R). Mais cela ne sert pas.
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On peut proposer I'application suivante qui consiste a étudier la position d’une

surface par rapport a son plan tangent :

Application. Soit S la surface d’équation z = f(z,y) ot f est une fonction de
classe C* au voisinage de a € R?. On suppose la forme quadratique D?f(a) non

dégénérée et on note 11 le plan tangent a S au point (a, f(a)). Alors :

(i) Si D?f(a) est de signature (2,0), alors S est au-dessus de 11 au voisinage de

a.

(ii) Si D*f(a) est de signature (0,2), alors S est en-dessous de 11 au voisinage de

a.

(iii) Si D?f(a) est de signature (1,1), alors S traverse 11 selon deux courbes qui se

coupent en a.

Démonstration. Comme le plan IT a pour équation z = f(a)+ D f(a).h, le probléme

revient a étudier la différence d’altitude

6(h) = f(a+h) — (f(a) + Df(a).h).

Quitte & translater, on peut supposer a = 0. Le lemme de Morse appliqué a ¢
nous donne alors 'existence d’un C'-diffécomorphisme h +— (u(h),v(h)) entre deux

voisinages de 0 dans R? tel que
§(h) = eyu(h)? + eqv(h)?

ou €1,e9 € {—1,+1}. En particulier, u et v ne s’annulent simultanément que pour
h =0.

(1) On obtient immédiatement §(h) > 0, d’ou le résultat.
(i) De méme, §(h) < 0 donne le résultat.

(1127) On a §(h) = u? — v? et la surface S traverse son plan tangent II selon une
courbe admettant un point double en (a, f(a)), dont la projection sur le plan
xOy se décompose en les deux courbes u = v et u = —v (dans le plan zOy,
§(h) qui représente 'altitude est nul, d’ott u> = v?, ce qui donne I’équation des

deux courbes).

[]
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Notation. Soit f : U — RP avec U ouvert de R", k fois différentiable en a € U.
Pour simplifier les formules de Taylor, on introduit la notation abrégée suivante :
pour h = (hy,...,h,) € R" on note

D¥f(a)(h)* = D*f(a)(h, h,...,h) = Z —— (), ... hy,.

Théoréme (Formule de Taylor-Young). Si f : U — RP est k fois différentiable en
a €U, U ouvert de R, on a

fla+h)= f(a)+ Df(a).h+---+ %Dkf(a)(h)k +o0 (Hth)

lorsque h tend vers 0 dans R™.

Théoréme (Formule de Taylor avec reste intégral). Si f : U — RP, U ouvert de
R", est de classe C**t sur U, et si le segment [a,a+ h] est entierement contenu dans
U, on a

(1-t)

f(a+h)=f(a)Jer(a)-er---+%D’“f(@)(h)’“+/0 D f(atth) () dt.

Reéférences :
— Rouvieére - Petit guide de calcul différentiel a l'usage de la licence et de ’agréga-

tion - Page 209 (le lemme), page 354 (le théoréme) et page 341 ('application).
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3.12 Maximalité et globalité des solutions de iy’ =
f(t,y)

Théoréme. Soient U un ouvert de R x R"™ et y : [to,b[— R"™ une solution de
Uéquationy’ = f(t,y) ot f est une fonction continue sur U. Alors y peut se prolonger
au-dela de b si et seulement s’il existe un compact K C U tel que la courbe t —
(t,y(t)), t € [to,b], reste contenue dans K.

Démonstration. Si y se prolonge en b, alors 'image du compact [tg, b] par 'applica-
tion continue ¢ — (¢, y(t)) est un compact K C U.
Réciproquement, supposons qu’il existe un compact K de U tel que (t,y(t)) € K

pour tout t € [tg, b[. Comme f est continue et K compact, on a

M = sup |f(¢z2)] <oo.
(t,2)eEK

Par I'inégalité de la moyenne, on a

ly(t) —y(t2)|| < Mty — 5]

pour tout tq,ts € [tg, b]. Par le critére de Cauchy, on en déduit que y(t) admet une
limite finie [ lorsque t tend vers b & gauche. On peut prolonger y par continuité
en b en posant y(b) = [ et on a (b,y(b)) € K C U car K est fermé. De plus,
y'(t) = f(t,y(t)) — f(b,y(b)) quand t — b. Par le théoréme de prolongement de la
dérivée, cela prouve que y/(b) existe et vaut f(b,y(b)).

Maintenant, le théoréme d’existence locale des solutions implique qu’il existe une
solution locale z au probléme de Cauchy de donnée initiale z(b) = [ = y(b) sur un
intervalle [b — &,b + €|. On obtient alors un prolongement ¢ de y sur [ty,b + €] en
posant §(t) = z(t) pour ¢t € [b,b+ €. O

Théoréme. Soit f : U — R™ une application continue sur un ouvert U = J x R"
ot J C R est un intervalle ouvert. On fait 'une ou l'autre des deux hypothéses

sutvantes :

i existe une fonction continue k : J — elle que pour tout t € Té,
1) Il exist t1 t1 k:J R, tell tout t J 3
Papplication y — f(t,y) soit lipschitzienne de rapport k(t) sur R™.

(ii) 1l existe des fonctions ¢,k : J — Ry continues telles que lapplication y —

f(t,y) satisfasse une croissance linéaire a l'infini du type

17yl < e(t) + k(@©)llyll

Alors toute solution mazximale de l’équation différentielle y' = f(t,y) est globale, i.e.

définie sur J tout entier.
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Démonstration. On remarque que 'hypothése (i) entraine I’hypothése (i) : en effet,
pour t € J, 'hypothése y — f(t,y) est lipschitzienne implique

1 (t ) — (£ 0)] < E(#)lly — O,

pour tout y € R™. On obtient alors (i7) avec c(t) = || f(¢,0)]].

Nous allons donc pouvoir nous contenter de démontrer le résultat sous ’hypo-
theése (ii). Supposons qu’on ait une solution y : [ty,b[— R™ avec to,b € J (ainsi b
n’est pas la borne supérieure de J). On pose C' = sup;y, 4 ¢(t) et K = sup,cp, ) k(t).
Alors

Iy O = Lf ¢ y@®)] < C+ Kly@)]

pour tout ¢ € [t, b[. Majorons maintenant ||y(¢)||. On a y(t) = y(t) + fti y'(u) du,
donc

Ly < v(t) = lly(to)l] + / Iy (w)] du.

De plus, v'(t) = ||y/(t)|| < C + Klly(t)|| < C + Kwv(t). On intégre cette inéquation
différentielle :

(U(t)e—K(t—to))/ _ (U,(t) . Kv(t))e—K(t—to) < CB_K(t_tO)7

d’ou

v(t)e KUl —y(ty) < — (1 — e KU710))

=l Q

Comme v(tg) = |ly(to)]l, il vient

sup [y(t)[| < sup o(t) < R =
te(to,b[ te(to,b[

(07 — 1) + [ly(to) " O™,

=l Q

Par conséquent, (¢,y(t)) reste dans le compact K = [t,b] x B(0, R) de U = J x R".
D’aprés le théoréme précédent, y peut se prolonger au-dela de b.

D’autre part, si y :la,ty] — R™ est solution, avec a,ty € J, on pose z(t) =
y(to+a—t). Alors z : [a,to|— R™ et vérifie ’équation différentielle 2’ = g(¢, z) avec
g(t,z) = —f(to + a — t, z). Cette application g veérifie 'hypothése (i), donc d’aprés
le premier cas effectué, z peut se prolonger au-dela de ty, donc y peut se prolonger
au-dela de a. Finalement, toute solution maximale est nécessairement globale, sinon

elle pourrait se prolonger. O

Application. Toute solution mazimale de l’équation différentielle y = t\/t? + 32,
(t,y) € R xR, est globale.
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Démonstration. On note f(t,y) = ty/t? + y>. Alors

af B 2ty

2 +y?

<[]

lyl
t2+y2

de rapport k(t) = |t|. La fonction k étant continue, le théoréme s’applique et les

car < 1. Par I'inégalité des accroissements finis, y — f(¢,y) est lipschitzienne

solutions maximales de ’équation différentielle sont globales. O]

Remarque. La fonction f : y — ysin(y) vérifie 'hypothése (i) du théoréme mais
pas 'hypothése (i). En effet, on a f'(y) = ycos(y) + sin(y), donc par I'égalité des

accroissements finis, pour tout y;,ys € R, il existe y3 €|yy, yo| tel que

|f(y1) — f(y2)] = |ys cos(ys) + sin(ys)||y1 — yal-

Comme |y; cos(ys) + sin(ys)| n’est pas borné quand y; et y, varient dans R, f n’est

pas lipschitzienne sur R.

Remarque. Les conditions du théoréme ne sont pas nécessaires. En effet, considérons
f: R — R

O0siy<0
y —

yln(y) si y > 0.
Alors f n’est pas lipschitzienne : si elle I’était, on aurait |f(y) — f(0)] < k|y — 0]
pour tout y > 0, soit |yIn(y)| < k|y| pour tout y > 0, soit encore |In(y)| < k pour
tout y > 0 (faux au voisinage de 0 et au voisinage de l'infini). Donc f ne vérifie pas
I'hypothése (i) du théoréme.

D’autre part, f ne vérifie pas non plus ’hypothése (i) : sinon il existerait des
constantes ¢, k € R telles que |yIn(y)| < ¢+ k|y| au voisinage de l'infini, ce qui est
absurde. On note au passage que comme (i) implique (i7), si f ne vérifie pas (i7),
elle ne peut pas vérifier (7).

Résolvons maintenant ’équation différentielle y' = f(y). Les fonctions constantes
égales a k €] — 0o, 0] U {1} sont solutions sur R. Soient y une solution maximale et [
un intervalle sur lequel elle est strictement positive et différente de 1 (s’il n’en existe
pas, alors ¢ = 0 sur tout intervalle ou elle est définie, donc y est constante égale a
k €] — 00,0] U {1} sur tout son intervalle de définition grace a sa continuité, et cet
intervalle vaut nécessairement R puisque y est une solution maximale). Alors sur 1,

on a
!

Yy
yIn(y)
Or In(In(y)) = y%/(y), donc il existe K € R tel que

176 || Romain Giuge



3.12. Maximalité et globalité des solutions de y' = f(t,y)

pour tout t € I. Cette fonction est toujours strictement plus grande que 1, elle est
donc solution sur R. Toute solution maximale de I’équation différentielle y' = f(y)

est donc globale bien qu’aucune des hypothéses du théoréme ne soit vérifiée.

Conséquence immédiate du théoréme de prolongement :

Corollaire (Critére de maximalité). Une solution y :Ja,b|— R™ de v/ = f(t,y) est
mazimale si et seulement si t — (t,y(t)) s’échappe de tout compact K de U quand
t—a’ ou quandt — b

Puisque les compacts sont les fermés bornés, ceci signifie encore que (t,y(t))
s’approche du bord de U ou tend vers l'infini, i.e.

1
(6, y(1)),00) t=arous °

[t + 1y @)1 +

Exemple. Voici un exemple de non-unicité d’une solution mazimale a y' = f(t,y)
lorsque f est seulement continue. On considére I’équation y' = 3|y|§. Le probléme de
Cauchy de condition initiale y(0) = 0 admet au moins deux solutions mazimales :
y1(t) = 0 et ya(t) = t* pour t € R.

Références :
— Demailly - Analyse numérique et équations différentielles - Pages 138 (pour le
critére de maximalité) et 144 (pour la globalité).
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3.13 Méthode de Newton

Théoréme. Soit I un intervalle de R et f: I — R. On suppose que f s’annule en
un point a € IO, que f est deux fois dérivable sur un voisinage de a, que f'(a) # 0 et
que [ est bornée. Alors la suite (x,) définie par

n

converge quadratiquement vers a si xg est suffisamment proche de a.

Démonstration. Quitte & changer f en —f, on peut supposer que f'(a) > 0. Comme
a € I et f' est continue (car dérivable) au voisinage de a, il existe o > 0 tel que
J=la—a,a+a] CIet f >0surJ. Pour z € J, on pose :
f(x)
f'(z)
On peut noter qu’ainsi, F'(a) = a et F’'(a) = 0 (calcul immédiat). On a :
@) f@) = @) — (- 2)f()
f'(z) ['(z) ’

en ayant artificiellement ajouté f(a) qui est nul par hypothése. On applique main-

F(z)=z—

Flz)—a=xz—a

tenant la formule de Taylor-Lagrange : pour x € J, il existe ¢ entre a et x tel

que
Q) — a)?
2f'@)

Comme f” est bornée sur un voisinage de a qu’on peut supposer contenant J (quitte

F(z)—a

a réduire J), il existe M > 0 tel que pour tout x € J,

M
F(z) —a| < ———|z —a|* = C|z — a?
car f’ est continue sur le segment J donc atteint sa borne inférieure en un v € J, et
on a ensuite noté C = 22 > (.
2f'(7)

On a donc pour tout x € J,
|F(z) —a|l < Clr —a]* < Ca® < a,

quitte & réduire J en prenant « plus petit de sorte que C'a < 1. Ainsi, I'intervalle
J est stable par F. Pour zy € J, la suite (z,) est donc bien définie. De plus, pour
tout n > 0,
|Tpi1 —a| = |F(z,) —a] < Clz, —a
soit encore, en multipliant par C' : C|z,41 — a| < (Clz, — a|)2. Par une récurrence
immeédiate, on obtient :
Clz, —a| < (Clzo — a|)2n

avec Clzg — a|] < Ca < 1, d’on la convergence quadratique. a
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Proposition. Sous les hypothéses du théoréme précédent, en supposant de plus f
deux fois dérivable sur tout l'intervalle I et convexe sur I, toujours avec la supposi-

tion f'(a) > 0, alors tout xy € I avec xo = a convient.

Démonstration. La fonction f étant convexe sur I, on a que [’ est croissante (et
f" > 0), donc f'(z) > f'(a) > 0 pour tout x > a. La fonction F' précédente est donc
désormais définie pour tout z > a. De plus, la stricte positivité de f'(z) pour z > a

implique que f(x) > f(a) =0, donc pour x > a :

f ()
/(@)

De plus, en reprenant une égalité¢ déja établie plus haut :

_ ")z —a)?
P ==

d’ot F(z) > a pour tout x > a (ceci se voit aussi géomeétriquement par convexité

F(z) =z — <z,

2 0,

de f). Ces deux inégalités montrent que Uintervalle I N {z > a} est stable par F et
donc que la suite (x,) est bien définie pour tout n lorsque xy > a. De plus, F(z) < x
implique la décroissance de (x,,), et méme la stricte décroissance lorsque g # a. La
suite (z,,) est décroissante minorée, elle converge donc vers une limite [ > a vérifiant
F(l) =1, i.e. f(I) =0, et le seul [ possible est | = a (car f(z) > f(a) = 0 pour
> a).

Enfin, la décroissance de (x,,) est quadratique comme démontrée dans le théoréme

précédent. O

Ici, si on suppose f” continue (i.e. f de classe C?) et strictement positive, I'in-
égalité de décroissance quadratique est essentiellement optimale car si xy # a, alors

T, > a pour tout n et
B f(en)(@n — a)2

T TP,

avec a < ¢, < I,. Donc par continuité de f” :

Tpt1 — f"(a)

(00— 5w 2(a)

On peut éventuellement donner 'exemple suivant :

Exemple. Soienty > 0 et la fonction f définie par f(z) = x> —y. On veut approcher

a=./y-
On choisit comme intervalle d’étude [c,d] avec 0 < ¢ < d et ¢ <y < d* (pour
que a = \/y soit compris entre c et d). Toutes les hypothéses du théoréme et de la
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proposition sont alors vérifiées pour f (f" =2 > 0, donc f est conveze). On doit
alors itérer la fonction
2

-y 1 y
L 1]
() == 5 5 a:+x

en partant d’un xo > a, par exemple xo > max(y, 1). Lerreur e, = |z, —a| commise

a la n-ieme itération est majorée par linégalité déja établie :
27L
Clzn, —al < (Clzo —al)™ .

1!
Ics C:/L:MZEZL.D’M‘L:
7 2a

277,
To—Q
en<2a( 02(1 ) .

Bien sir, st on a pris xqg trop grand, cette majoration ne nous donne rien. Mais la

convergence quadratique est quand méme juste car d’aprés la démonstration faite,
la suite converge nécessairement vers a, donc pour n assez grand, la majoration

quadratique de 'erreur sera valable.

Sur Uorigine de cette méthode : pour résoudre f(x) = 0, on cherche & transformer
'équation en un probléme équivalent de point fixe, de la forme F'(x) = z. Cela peut
se faire de plusieurs maniéres, par exemple en prenant F'(x) = z+ A(z) f(x) ou \ est
une fonction ne s’annulant pas. On sait que la convergence de la suite z,,11 = F(zy,)
vers la solution a recherchée (point fixe de F' et zéro de f) sera trés rapide si ce

point a est superattractif, i.e. si F'(a) = 0. Or

FWU=1+AﬂwﬂQﬁAWVﬂwzl+M®fW)

On est donc incité a choisir A\(x) = — 71— et a considérer la suite récurrente

@)
S (@n)

n

Application pour les polyndémes :

Soit P(z) = (x —ay)™ ... (x — )™ oil oy < --- < a, sont des réels et les m;
sont des entiers non nuls. D’aprés le théoréme de Gauss-Lucas, les racines de P’ sont
dans I'enveloppe convexe (dans C) des racines de P. Donc les racines de P’ et celles

de P” sont dans [aq, o], et donc P et P” ne s’annulent pas sur |a,., ool.
On a les deux résultats suivants :
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Proposition. Si xy > «,, alors la suite (x,) décroit strictement et converge vers

Q.

Démonstration. On a pour tout z, _z((j)) =

P -1
m;
Tnt1 = Tp — E T o .
n — &g

T m;
i=1 z—q;

. Donc pour tout n > 0,

=1

En particulier si z,, > «., alors 2,11 < x,. En dérivant F(z) = x — L@ on trouve

P(z)’
F'(z) = %. Donc F' > 0 sur |a,, 00] car P est unitaire et on a (dit plus haut
que P, P’, P” ne ’annulent pas sur |a,., co[. Donc F est strictement croissante sur
lag,00[. Si a, < @y, alors . = F(o,) < F(x,) = xp41. La condition 2y > a,
implique donc que z,, > «, pour tout n > 0.

Finalement, la suite (z,) est décroissante minorée, elle converge donc vers un

L

B7y 1.€. Vers Q. O

élément qui annule

Proposition. En ayant choisit xg > «,., st m, = 2, alors il existe ¢ > 0 tel que

n
|:Bn—ar|~c<1—m%> :

Démonstration. Comme I;((f)) = >, -2 on a en dérivant cette égalité :

i=1 z—aq;’

P"(z)P(x)  P'(z)? _ i m;

P(x)? P(x)? ~ (v —ai)?
On dérive ensuite F(z) =z — 5((”;)) :
oy - B
_ P@)P"(x) (P(x)
- P) (P’(I))
= (2; - Tim) — 2; _(:v T;iy (2; - T_niai>

= 1= (; (xinlal)Q) (;$T2a7,> .

En multipliant le numérateur et le dénominateur par (z — )%, on a :

r r -2 r '(:vfar)Q
s om Y (yom ) (EEmEE) e
(x — ;)? T — )2 s—ar MZ My,

i=1 i=1 (22:1 m;s—or
D’ou : .
/ T o) = 1 — —
Flla,) = mli}rng (x) =1 o < 1.
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D’aprés la proposition précédente, la suite (x,) est décroissante et converge vers
a,. Ainsi par I'inégalité des accroissements finis, si on choisit d €]F’'(a,), 1], alors
|z, — ] = O(d™).

D’aprés la formule de Taylor-Lagrange, il existe z, €]a,, z,[ tel que

F//(Zn)
2

(2n — )2

Tpi1 — . = F'(a)(x, — ) +

D’ou :

Tpt1 — Ay
= —1= - =0(d").
En Frlaw)(@n — o) O(x, —a,)=0(d")

On passe au logarithme :
In(1+¢,) =z, — o) —In(z, —a,) —In(F'(a)).
—_——
=0(en)=0(d")

Par conséquent, la série définie par ce terme général converge, ce qui signifie que

In(z, — a,) — nln(F'(a,)) converge vers un réel A. Finalement :

1 n
Ty — p ~ O F(a,)" = e <1 — —) )
my
]

Donc tout xy > «, convient pour avoir la convergence de (z,) vers «,. Pour

trouver un tel zo, on écrit P = 2™ + a,_12" ' + - - + ao, et alors si P(a) =0, 0on a

n—1 n—1
o = |3 wa| <3 Jaillaf’
=0 i=0

Si |a| > 1, en divisant cette inégalité par |o|"!, on obtient || < 327 |a;]. Dot :

n—1
|| < max (12 lai|> '

Il nous suffit donc ne prendre n’importe quel xg plus grand que max (17 Z?;Ol |az~|).
Par ailleurs, il est conseillé de diviser P par le PGCD de P et P’ de sorte que «,
soit racine simple, ce qui donne une convergence plus rapide.

Pour trouver les autres racines de P, on peut appliquer la méthode de Newton a
P(x)
(z—ay)mr?

de «,.

mais cela pose des problémes de stabilité car on n’a qu’une valeur approchée

Théoréme (Gauss-Lucas). Les racines de P’ sont dans l'enveloppe conveze des

racines de P.
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Démonstration. Ecrivons P = (X —aq)™ ... (X — a,)™. Alors

Soit 5 une racine de P’. S’il s’agit aussi d’une racine de P, alors le résultat est clair.

—
Zﬁ—af.zmlm—w:o'

Sinon on a :

D’ou :
VL e~ L

En posant a; = ‘Bi”—aip, on a donc :
1

d’otu le résultat.

Remarque : Dans le cas ot les racines sont toutes réelles, le résultat s’obtient
aussi en remarquant que chaque «; est une racine de P’ de multiplicité m; — 1 et
en appliquant le théoréme de Rolle sur chaque intervalle |oy;, a;1[, on obtient r — 1

autres racines. On a alors bien n — 1 racines, toutes comprises entre les «;. O

Reéférences :
— Rouviere - Petit guide de calcul différentiel a l'usage de la licence et de [’agré-
gation - Page 152.

— Chambert-Loir - Ezercices d’analyse 2 (pour 'application aux polynomes).

183 || Romain Giuge



3.14. Nombres de Bell

3.14 Nombres de Bell

Proposition. Pour n € N*, on note B,, le nombre de partitions de l’ensemble [1,n],

avec By = 1 par convention. Alors :

(i) La série entiére %z” a un rayon de convergence R > 0 et en notant [ sa
somme, on a
flz)=e"""
pour tout |z| < R.
(ii) Pour tout k € N, on a
1 <= n*
By = — —.
e Z n!
n=0

Démonstration. Pour k € [1,n], on note Ej, 'ensemble des partitions de [1,n + 1]
pour lesquelles la partie de [1,n 4 1] contenant n+ 1 est de cardinal k£ + 1. Alors on
a:

Card(E,) = (Z) B

En effet, il y a (Z) choix possibles pour la partie a £+ 1 éléments contenant 1’élément
n+1 (on a k éléments a choisir dans [1,n]), puis il faut réaliser une partition des
n — k éléments restants.

Les ensembles Ejy, F1, ..., E, forment clairement une partition de I’ensemble des
partitions de [1,n + 1]. On a donc

n n
n n
~Bn+1::j£: (k)lgn—kzzzg: (j:)E%
k=0 7=0
car (nﬁk) = (Z) On montre maintenant par récurrence sur n que B, < n!. Pour
n=0etn =1, cestclair : By = 1, By = 1. Supposons que B, < k! pour tout
k < n. Alors

n

n = 1
.Bn+1$;j£: (k)kﬂ:::n!EE:ZZT:TEﬁ.g Olﬁ—l)L
k=0

k=0 . ,
<1

Donc pour tout n € N*, % < 1, ce qui prouve que le rayon de convergence R est
> 1.

Pour |z| < R, on a
9] B .
=1 — Tt
/) +HZ:0 CE N

La fonction f est dérivable sur son disque ouvert de convergence et
o

EEDIE—- D

n!

n=0
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Donc pour tout |z| < R,
/ 9 1 n n 00 n Bk 1
-y = By | 2" = L )
F& =20 2 \k)7*) " ; L (k) )~

On reconnait dans le terme de droite le produit de Cauchy des séries > %z” et

> jl—y,l qui ont toutes deux un rayon de convergence > R. Donc pour |z| < R, on a

f'(z) = f(z)e”.

On en déduit qu’il existe C' € C tel que f(z) = Ce®. En évaluant en 0, comme
f(0) = By =1, on trouve C' = e~*. D’ou

flz) = e

On a donc démontré le point (i), et on peut remarquer que I'expression de f donne
R = .

Pour tout 2 € C, on a :

C T T L K
n=0 n=0 " k=0
_ (n2)*
En notant w,; = s on a, pour tout n € N,
0 e ‘nz|k e\nz\
2 il =3 T =
k=0 k=0
Puis,
X elnl > (GIZI)” 4
Z nl Z nl € -

Donc la série Y > |unx| est convergente. Par le théoréme de Fubini pour les

séries doubles, on peut intervertir les symboles sommes :

_ 1 _ 1 _ 1 no\zZ
[ERT AT 3 SIS o] VoA TS
n=0 k=0 k=0 n=0 k=0 \n=0
Par unicité du développement en série entiére de f, on obtient
_ 1 o
Bk =€ Z ol
n=0
pour tout k € N. O

Formulation adaptée pour la lecon "Anneau des séries formelles, applications” :
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Proposition. Pourn € N*, on note B,, le nombre de partitions de ’ensemble [1,n],
avec By = 1 par convention. Alors pour tout k € N, on a

> Lk

1 n
B, = - —.
e Z n!
n=0
Démonstration. Pour k € [1,n], on note Ej ensemble des partitions de [1,n + 1]
pour lesquelles la partie de [1,n + 1] contenant n+ 1 est de cardinal k£ + 1. Alors on
a:

Card(E}) = (Z) By .

En effet, il y a (Z) choix possibles pour la partie a £+ 1 éléments contenant 1’élément
n+ 1 (on a k éléments a choisir dans [1,n]), puis il faut réaliser une partition des
n — k éléments restants.

Les ensembles Ejy, F1, ..., E, forment clairement une partition de I’ensemble des
partitions de [1,n + 1]. On a donc

car (") = (3)-

On note F' =Y >° B X" la série génératrice exponentielle de (B,). On dérive
F

F = i But1 o

On reconnait dans le terme de droite le produit des séries formelles ) %X " et
> 2+ On a donc
F' = E\F,

ou By =3 >0 XL

On sait que I'équation A’ = F; A admet une unique solution dans C[[X]] lorsque
A(0) est donné. En effet, en écrivant A = Y > a,X™, on obtient (n + 1)a,+ =
> o T ce qui détermine uniquement la suite (a,) en fonction de ay.

Comme on a F(0) = By = 1, on va chercher une série entiére f = > a,z"
vérifiant f'(z) = E1(2)f(2) et f(0) = 1. La série formelle > 'a,X" sera alors
égale a F.
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L’équation f'(2) = FEy(2)f(2) = e*f(z) s’intégre en f(z) = Ke*, et f(0) =
donne K = e~ !. Pour tout 2 € C, on a :

[e @] nz o0 1 [ee] k
—y ey by

n=0 n=0 k=0

k

),ona pour tout n € N,

En notant u, = 5

elnzl

[nz*
Zlun’f’ - Z Wkl
Puis,

< elndl & ()
D D e

n=0 ’ n=0
s, o0 2. N L
Donc la série Y >~ |u,x| est convergente. Par le théoréme de Fubini pour les

séries doubles, on peut intervertir les symboles sommes :

0o 0O oo 00 oo 00 nk Zk
:eIZZun,k:elzZunk:elZ(ZH) E

n=0 k=0 k=0 n=0 k=0 \n=0

Finalement,
B o0 Bk; N o0 00 nk Xk
F=) = (Zm s
=0 0

d’ou 'on déduit

pour tout k € N. O

Références :
— Francinou, Gianella, Nicolas - Orauz X-ENS, Algébre 1 - Page 14.
— Saux-Picart - Cours de calcul formel, Algorithmes fondamentauz - Page 132

(exercice 14, pour une idée dans le cadre des séries formelles).
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3.15 Nombres normaux

On considére 'espace de probabilité (€2, A, P) constitué des irrationnels de [0, 1]
avec leur tribu borélienne A et la probabilité induite par la mesure de Lebesgue :
P(B) = f01 Ip(x)dz si B € A.

Théoréme. Presque tout irrationnel est normal.

Démonstration. Soient r > 2et A ={0,1,...,r—1}. Pour x € Q, on note (£,())n>1
le développement propre de x en base r. On commence par montrer que les v.a. €,

sont indépendantes sous P et de méme loi uniforme sur A.

Soient ay,...,ay € A. On montre que :
N4, N a 1
n n
{61 :Cll,...,EN:aN}: Zr—n,zr—n—FT—N N Q.
n=1 n=1
En effet, siz =3 -, 5;—9) avec £,(x) = a, pour tout n € [1, N], alors
Y a = r—1 N a 1
n - n
T T X el
n=1 n=N+1 n=1

et 'inégalité est stricte puisque x est irrationnel. On a donc que I’ensemble de gauche
est inclu dans celui de droite. Pour I'autre inclusion, voir ((i)) des compléments.
Par conséquent, P(e; = ay,...,exy = an) = TLN (la mesure de I’ensemble de

droite). Par ailleurs, on a

1 PN
P(E‘fl—(ll): Z P(slzal, .,€N:CLN): Z _N: N = —
ag,..., anN€EA ag,..., aNEAT r r
De méme, P(e; = a;) = %, et on trouve ainsi :
1
P(él:al,...,&?N:aN):T—N:P(glzal)...P(&?N:aN),

ce qui prouve 'indépendance des ¢; (voir ((ii)) des compléments) qui suivent une loi

uniforme sur A.
Soit b € A. On note X; = 1., et
Npn(z) = Card({i € [1,n] / ei(z) = b}).

Alors par la loi forte des grands nombres (X; € L), on a :

Nb,n X1++Xn p.s.
= —

E[X\) = P(e; = b) = %

n n n—o0
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Ceci étant vrai pour tout b € A, on en déduit que presque tout x € {2 est simplement
normal en base 7.

Soit maintenant b = (u,v) € A% On note Y; = I,y ,,,—v}. Alors en notant
Npn(x) = Card({i € [1,n — 1] /ei(z) = u,e41(x) =v}), on a

Nb,n _K“"*’Yn—l

n n
On ne peut pas conclure directement car les Y; ne sont pas indépendantes. Mais les
Y; sont identiquement distribuées, et (Y, Y53,...) d'une part et (Ys,Yy,...) d’autre
part sont des suites indépendantes. Par la loi forte des grands nombres, on obtient :

VitVoretdon 2% py) = P(ey = u, 69 = v) = -

n

n—o0
Yot YittYo, P-5 . B L
2ttt = FYs] = Pley = u, 63 = v) = 5.
n—oo
Donc
Y1+Y2+...+Y2n o l Y1+YES+"‘+Y2n—1 Y2+Y4+'“+Y2n p's'> l L i e L
2n _2< n + n n~>002<7‘2+'r2)_r2
Yi+Yo++Yon—1 _ n Y14+Y3+-+Yon 1 + Yo4+Yy+-4Yon_2 p-s 1
2n—1 T 2n—1 n n N 00 r2

On en déduit que

Nb,n p.s. 1
_—

n  n—oo 12’

On peut faire de méme avec les mots b € A* de longueur k > 1.

On note a présent F, = {z € )/ est normal en base r}. Alors

est de probabilité 1 comme intersection dénombrable d’événements de probabilité
1. Enfin, on note £ = {x € 2/ x est normal}. Alors £ = (.,

P(E) =1 (voir ((iii)) des compléments), ce qui termine la démonstration. O

E, et on a de méme

Compléments de la démonstration :

(i) Montrons que

N N
a a, 1
{e1=a1,...,en=an} D E:T_”’E —t N €.
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Fixons x = Y7, E’;# dans I’ensemble de droite. Supposons qu’il existe ¢ < N

tel que g;(x) # a; et considérons le plus petit ¢ vérifiant cette propriété. On
note Sy = SN % Alors

n=1 rn

ei(z) — a; Al en(T) — ay = en(2)
rosy =BTt S Bl 5 ),
r n=i+1 r n=N+1 r

-~

i

Onal|R| <Y, 7;;1 < 4, et I'inégalité est stricte puisque z est irrationnel.

D’autre part, ; > Zn it ‘S(T# et I'inégalité est aussi stricte. Il vient alors

en calculant :

N 1 1

-1 ST — pNTT I 1
Ri>_zr () FEALEERT\CE

n 1__ ?”i T‘N

n=1+1
Finalement, si ¢;(z) — a; < —1, on obtient x — Sy < —% +R; < —% + TL = 0.
Et si g;(x) —a; = 1, on obtient x — Sy > %+Ri > %—%—l—ﬁzﬁv. Dans
tous les cas, c’est absurde. Donc pour tout i < N, €;(z) = a;, et on obtient

I'inclusion voulue.

(ii) Pour l'indépendance, on a en effet que si I C N* est une partie finie de N*,
alors il existe N tel que I C [1, N] et ainsi

N
P (ﬂ{ei = ai}> = > P (ﬂ{gi = a,}> = > %N
el ail,...,aikeA =1 ail,...,aikeA

i gl ra

ou k= N — Card([). Enfin, on obtient :

T.N—Card([)
r m{€Z - ai} - TN TCard H P

i€l

(iii) Justifions que P(E) =1.On a:

P(Q\E) = (Q\ NE ) (U O\E, ) ip Q\E

r=2

Notation. Si z € [0,1] et » € N, r > 2. On sait que x posséde un unique déve-

loppement propre en base r, i.e. qu’il existe des ,(z) € A = {0,1,...,r — 1} tels

_ i En(T)

n=1

que
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et tels qu’il n’existe pas de rang ng a partir duquel &,(z) = r — 1 pour tout n (le
développement est propre).
Soient k > 1 et b € A*. On pose

Nyn(z) = Card({i € [1,n —k+ 1] /ei(x) = by, ..., girp1(x) = bi}),

qui correspond au nombre d’occurrences du mot b dans les n premiéres positions de

I’écriture de x en base r.

Définition. On dit que x est simplement normal en base r si, pour tout b € A,

me(l‘) 1

n n—o0 ’]"‘
Définition. On dit que x est normal en base r si, pour tout k > 1 et tout b € A*,

Nbﬂ(l’> . 1

Définition. On dit que x est normal s’il est normal en toute base r > 2.
Il est difficile de répondre a la question "existe-t-il des nombres normaux ?" car

on ne connait la loi de développement en base r d’aucun irrationnel de [0, 1] donné

a 'avance. Les probabilités nous aident donc beaucoup.

Références :
— Zuily et Queffélec - Eléments d’analyse (2éme édition) - Page 539.
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3.16 Polynomes de Bernstein

Proposition. Soit f : [0,1] — C continue. Soit w son module de continuité uni-
forme : w(h) = supy,_<p, | f(u) = f(v)]. Pourn > 1, on note B, le n-iéme polynome
de Bernstein de f défini sur [0,1] par B,(z) = > p_y () a"(1 — )" f (£).

Alors il existe C > 0 tel que || f — By||oc < Cw (\%), en particulier (B,,) converge

vers f uniformément. De plus, cette estimation est optimale.

Démonstration. Soit x € [0,1]. Soit (X,,),>1 une suite de variables de Bernoulli de
paramétre x indépendantes et identiquement distribuées. On note S, = > ,_, X.

Alors S, suit une loi binomiale de paramétres (n,z) et

)50 Qroor-n

Le module de continuité w est sous-additif et vérifie donc w(Ah) < (A + 1)w(h)
pour tout \,h > 0. D’ou :

G- ) (-5 ()
Donc
) - Bl = |mr]- £ ()]
< A-o(3)]
< (-3
(G0 (5w
<@ (l-3] )
par I'inégalité de Holder, ot [|X||; = E[X?]2. Or B[z — $2] = 0, donc [|a — 5=, =

Var (z — %)% = (n—lz\/ar(Sn)) Et Var(S,) = > 1, Var(X;) = nz(1 — z) car les X;
sont indépendantes. D’ot :

\f(x)—Bn(x)Kw(%>< x(l—x>+1)<w(%)( }1+1):§w(%),

en notant que z(1 — z) < %L (par une étude variationnelle par exemple). En fin de
compte, |/ = Bullw < 3w ().
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Pour montrer que ’estimation est optimale, on considére la fonction f : z —
|z — 1|. Alors pour tout u,v € [0,1], on a |f(u) — f(v)] = [Ju—3| = |v—1]] <

|u — v|. Donc w(h) < h. D’autre part,
2 n

1 1
If = Bullw > ’f (5) _B. (é)‘ _
1

en choisissant les Xy i.7.d. suivant une loi de Bernoulli de parameétre 3, et S,
X1+ -+ X,. On pose ensuite Y, = 2X; — 1 : les Y}, sont i.i.d. de loi 26,1 + %(51.

On obtient :

Sh, IH

5|2

Sn_l
n 2

2

1 n
= —H28, —n|] = —E|Y Y
T T

] n

>
k=1

2

par I'inégalité de Khintchine. Or

p (zn) S ) AV 3 BV =

i#j k=1

car F[Y;] = 0 et E]Y;?] = 1. Finalement :

1 1 1
Hf_BnHOO/ \/—\/__2\/5\/622\/50.2(%).

On peut aussi démontrer que (B,,) converge vers f uniformément ainsi :

[F(2) = Bal)| = \E[f ( )H
< el ()]

< w0) B[N, sy o] 20l B[1, 5]
U]

3 e
Var(X)

< w(d) + 2l

par l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, en notant que E[22] = E[X;] = z. D’autre
part, Var(X;) = z(1 — z) < § (par une étude variationnelle par exemple). Finale-

ment,

1/l

— <
15 = Bulloo <w(0) + 5 2.
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ce qui permet de conclure facilement quant a la convergence uniforme de (B,,) vers

f.

Définition. On définit L? comme étant ’espace vectoriel des variables aléatoires X

telles que
1 Xl = E[IX]P]r < oc.

On dit alors que X a un moment d’ordre p. On remarque que ||-||, est une semi-norme

sur LP.

Théoréme (Inégalité de Holder). Soit 1 < p,q < oo avec %—I—% = 1. Soient X € L?
et Y € L. On a alors :
EXY|] < [ X[V ]lg-

Démonstration. Pour éviter de noter les valeurs absolues, on peut supposer X,Y >
0. Si E[X?] = 0, alors E[XY] = 0 et l'inégalité est vraie. On suppose maintenant
E[XP] > 0. Quitte a considérer X An et Y An puis a passer a la limite quand n — oo
par le théoréme de convergence monotone, on peut supposer X et Y bornées. On

définit une probabilité ) par

Qdw) = %P(dw

et une variable aléatoire Z par

Y

Z = ]1X>OW-

On applique l'inégalité de Jensen & 72 :

EqlZ]" < Eql27).

Or
De méme, Eq[Z27] = g;]] D’otu le résultat. -

Proposition. Soit w(h) = supy,_, <, |f(w) = f(v)] le module de continuité uniforme
de f: R — C. Alors w est sous-additif, i.e. w(s+1t) < w(s)+w(t). En conséquence,
pour tout \,h = 0, w(Ah) < (A + 1)w(h).
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Démonstration. Soient s,t > 0, et u,v tels que |u —v| < s+t On a:

[f(w) = f0)| < |f(u) = fw)] + [f(w) = f(v)]
< sup [f(w) = flw)[+ sup |f(w) = fv)].

lu—v|<s+t |lu—v|<s+t
On choisit w = u 4 sp=1. Alors |lw —u| = s < s, donc
sup | f(u) — f(w)] < w(s).
|lu—v|<s+t
D’autre part,
lw —v| = u+8|v—u| —v| = |(u—0) <|U|_L|_|S>' = |lv—u| - s|.
v—u v—u

Or si |u —v| < s+, alors

—s<|u—v|—s<t.
Quitte a inverser s et t, on peut supposer s < t. Alors —t < —s et on en déduit :
—t<|u—v|—s<t,

i.e. lw—v| < t. 1l vient donc :

sup [ f(w) = fv)] < w(?).

|lu—v|<s+t

Finalement, pour tout u,v avec |u —v| < s+, on a

[f(u) = f(v)] < w(s) + w(t),

d’ott w(s +t) <w(s) + w(t).

Pour montrer la conséquence, on commence par montrer que w(nh) < nw(h)

pour tout n € N et tout h > 0. C’est immédiat avec la sous-additivité de w. Ensuite

on fixe A > 0 et on 'encadre par n < A <n+1oan=|\|. Alors :

W) < w((n+ k) < (n+ Dw(h) < (A + Dw(h).

Théoréme (Inégalité de Khintchine). Soient X1, ..., X, des variables i.i.d. de loi

%5_1 + %51. Soit Y € Vectgr(X1,...,X,). Alors

Y2 < Vel Y]
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Démonstration. On écrit Y = Y7 | a;Xy. Comme les X, sont i.i.d. avec E[X;] =0
et EX7] =1, ona |[Y]3 =37 a;. On remarque qu'on peut supposer ||V = 1,
quitte a diviser Y par ||Y]|o.

On pose Z = [[;_,(1 + ia,X},) variable aléatoire complexe. Alors
| Z| :H\/l—i-a%X? :H\/1+ai < H\/e“i =2V} = (/6.
k=1 k=1 k=1
Donc || Z|| < +/e. De plus, pour j € [1,n], on a :

HX;Z] = E

X;(1+ia; ;) JJ(1 + iaka)]
ki
= E[X; +ia; X7) [ [ Hl +iac X,

~~ ; v
:iaj k7 =1

= Z'CLj,
en utilisant E[X;] = 0 et E[X?] = 1. Donc
EYZ) =) aHX,Z)=i) ap=i.
k=1 k=1
On en déduit enfin :

[EYZ]| =1 =|Y]l2 < [|Z]l][Y]l < VellYls-

Références :
— Zuily et Queffélec - Eléments d’analyse pour [’agrégation - Page 518.
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3.17 Preuve probabiliste de la formule de Stirling

Théoréme (Formule de Stirling). On a ["équivalent suivant :

n! ~ <ﬁ) 21mn.

n—oo \ €

Démonstration. Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.i.7.d. de loi de Poisson de paramétre

1. On pose

" S, —n
Sn:ZXk et 7, ="
P Vi

Une somme de v.a.7. de Poisson étant encore une v.a. de Poisson, on a
S, 2 P(n), FS,] =n, et Var(S,) = n.

La premiére étape est d’appliquer le théoréme central limite pour avoir la conver-
gence en loi de (Z,,) vers une gaussienne centrée réduite. Les X, sont bien i.i.d. de
carré intégrable, avec E[X ] =1 et 0 = y/Var(X;) = 1, donc le théoréme s’applique

et nous dounne :

S_n 1 o0 u2
PZ,>t)=P | Lt —n>t| — — ez du=P(Z >t),
(2, > 1) (\/ﬁ )m =/ (2> 1)

pour tout t € R, o1 Z est une v.a. de loi gaussienne centrée réduite.

Soit maintenant ¢ > 0. Comme {Z, >t} C {Z2 > t*}, on a
EZ7)
P(Z,>1t) < P(Z: >t*) < —a

par l'inégalité de Markov (qui s’applique car Z2 > 0). Ensuite

HZ?] _ Var(Z,) + EZ,) 1

t £2 2

car Var(Z,) = Var (S%") = (ﬁf\/ar(sn) =1let EZ,] = \/iﬁ(E[Sn] —n)=0.En

fin de compte,

1sit<1
P(Z, >t) <
t%sit>1,

et on a ainsi majoré P(Z, > t) par une fonction intégrable sur R indépendante de

n. Par le théoréme de convergence dominée, on obtient

/ P(Z,>t)dt — P(Z > t)dt.
0

n—oo 0
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On calcule d’une part

o0 oo 1 o0 u2
P(Z>t)dt = — e 2 du | dt
/0 ( ) /o <\/27T/t )
1 o0 u u2
= e 2 ditdu
\/27r/ /

b

e

20 ]
\/ﬂ[ ]O_E’

ou le théoréme de Fubini-Tonelli nous a permis d’intervertir les intégrales (tout est

_u_
2

positif). On calcule ensuite

/ P(Z,>t)dt = / P(S, >t\/ﬁ+n)dt
0
= / ZPS —k)]l{k>tf+n}dt

S /0 P(Sh = k) Loy

k=0
9] k—n
= 3 [T PGS =kt
k=n+1 0
= ¥ K ps, = k)

k=n+1 \/ﬁ
1 > nk
= — (k—n)e "—
RS
B 1 (i nk i nk:+1>
vner +1 (k=18 K
1 nn—i—l

D’otu enfin - . .
/ P(Z, > t)dt = <ﬁ> Vn— — ——,
0 .

ce qui nous donne la formule de Stirling. [

Proposition. Soient X et Y deux v.a.i. de lot de Poisson de parameétres respectifs

A>0etu>0. Alors X +Y suit une loi de Poisson de parameétre \ + fi.
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Démonstration. On a

GX(t) = E[tX} - Ztke_/\y — e Meth — A1)
k=0 ’

Par indépendance, Gx vy (t) = Gx(t)Gy (t) = e**WED Done G,y est la fonction
génératrice d'une v.a. de loi P(A + p). Donc X +Y ol P+ p).

Rappel : On s’est servi du fait que la fonction génératrice caractérise entiérement
la loi d’une v.a.. En effet, si X et Y sont deux v.a. & valeurs entiéres telles que
Gx(t) = Gy (t) pour tout |t| < 1 (la série définissant Gx converge au moins pour
|t] < 1 puisque Gx (1) =1 < 00), 'unicité du développement d’une fonction en série

entiére montre que X et Y ont la méme loi. O

Théoréme (Théoréme central limite). Soit (X;) une suite de v.a.i.i.d. de carré
intégrable (et mon constantes). On note p = E[X;| et 0 = Var(X;) avec o > 0.
Alors en notant S, = X1+ -+ X,,, on a

Sp =N loi
== 2 N(0,1
oy/n  n— (0,1),

ce qui s’écril encore

Sy — Nt 1 T
—_— < = — 2
P( T \x> — o(x) / e~ 2 dt,

pour tout r € R.

Références :

— Aucune.
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3.18 Projection sur un convexe fermé et représen-

tation de Riesz

Soient H un espace de Hilbert et C' un convexe fermé non vide de H. Tout est
fait ici dans le cas d’'un espace de Hilbert réel mais fonctionne exactement de la

méme maniére en adaptant avec un produit scalaire hermitien.

Théoréme (Projection sur un convexe fermé). Pour tout x € H, il existe un unique
vecteur y € C tel que d(x,C) = ||z —yl|. On appelle y le projeté orthogonal de x sur
C.

Démonstration. On pose d = d(z,C) = infyec ||z — h||. Par définition de la borne
inférieure, il existe une suite (h,) d’éléments de C' telle que pour tout n € N,

|hn — x]|* < d* + £. On utilise lidentité du parallélogramme
Iz = 2% = 2[2]* + 2[12/|]* = |2 + &'||?
avec 2 =h, —xet 2’ =h,—x:

1 = hpll* = 20|h0 = 2l* + 20| by — 2[|* = N + By, — 22
2

ho + R
— 2||hn—x||2+2||hp—x||2—4‘%—x
2 2 2 2
< 2P 4+ S 42+ 5 —4d* < =+ 2,
n p nop

Bothe — CCH > d. Donc (h,) est de Cauchy,

donc convergente dans H qui est complet. On note y sa limite. Comme C' est fermé,

) hn+h
car C' étant convexe, % € C, donc ‘

y € C. Par continuité de la norme, ||y — z||* < d?, donc ||y — z|| = d et on a prouvé
I'existence du projeté orthogonal.
Unicité : supposons qu’il existe v,y € C telsquey # y' et d = ||[y—z|| = ||y’ —z]|.

Toujours par l'identité du parallélogramme, on a :
1 ? 1 1 ?
50 -a| = |5u-2+50-2

2 2 2

1 1
= Sy ==+ 1y =) = 7y = ¥'II
1
= &= ly—yI’ <,
4
ce qui est absurde car C' étant convexe, 3(y+y/) € C, donc ||3(y+¢) —z|| > d. O

Proposition. Soient x € H et y € C. Alors y est le projeté orthogonal de x sur C

si et seulement si (y —x,y — z) < 0 pour tout z € C.
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Démonstration. Supposons que y est le projeté orthogonal de x sur C'. Soit z € C.
Pour tout A € [0,1], (1 — A\)y + Az € C, donc par définition du projeté,

2= (1 =Ny =Az|| = [le =y + Ay = 2)[| = [lz =yl
En développant, on en déduit
lz = yl* + 2X(x — y,y — 2) + Ny — 2[* = [l -y,
soit encore, pour A # 0,
2@ —y,y—2) + Ally —z[I* > 0.

En faisant tendre X\ vers 0, on obtient (y — z,y — z) < 0.

Réciproquement, si cette condition est satisfaite, on a

Iz =2l = Ity —2) = (y =" =y —2|* + ly — 2l = 2(y — 2,y — 2) > ||y — «|”
pour tout z € C. Donc y est le projeté orthogonal de x sur C. [

On note p 'application de H sur C' qui & x € H associe son projeté orthogonal

sur C.

Théoréme. On suppose que C' est un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors H =

C ® Ct et p est une application linéaire continue.

Démonstration. Soient © € H, y = p(x), z € C. Alors t = y — z € C (sous-espace
vectoriel), donc d’aprés la proposition, (y — z,y — t) = (y — z,z) < 0. Comme
—z € C,onaaussi (y —z,—2) < 0. Donc (y — z,2) = 0. Comme ceci est vrai pour
tout z € C, alors & —y = o — p(x) € C+. On écrit x = p(x) + (x — p(z)) € C + C+.
La somme est évidemment directe, donc H = C' @ C+.

On en déduit ensuite que p est linéaire car c’est la projection orthogonale sur
C' au sens habituel. On peut vérifier : si x = y+ z et 2’ = ¢ + 2" avec y,y € C,
2,2 € C+, et si A € R, alors

pAr +2') = p\y + vy + Xz +2) = My + o = Mp(x) + p(o),
=YeC =ZeCt

car Y+ Z=pY+2Z)+ (Y +Z—pY +72)), et par unicité de la décomposition,
Y=pY+2)eCet Z=Y+Z—p(Y+Z)cC*.

Montrons enfin la continuité de p. Soit z € H qu’on écrit z = x + y avec x € C
et y € C+. Alors

lp()II* = [l ll* < Nzl + lyl* = [l + yll* = 1|2
Donc p est bien continue avec de plus [|p|| < 1. O
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Théoréme (Représentation de Riesz-Fréchet). Soit f une forme linéaire continue

sur H. Alors il existe un unique vecteur a € H tel que f(z) = (a,z) pour tout x € H.

Démonstration. Si f est I'application nulle, a = 0 convient. Sinon, Ker(f) est un
sous-espace vectoriel de H, fermé car f est continue. D’aprés le théoréme précédent,
H = Ker(f)@®Ker(f)*. Or Ker(f)* # {0} car f # 0. Soit alors h € Ker(f)*, h # 0.
Pour x € H,onaz — L&p ¢ Ker(f), d’ou

f(h)
(o= 230 ) o,

En développant, on obtient (h,x) = !f;,”jf(:p), soit encore
f(h)
70 = (i)

Le vecteur a = %h convient donc.

Montrons qu'’il est unique : soit a’ € H tel que pour tout = € H, f(x) = (a,z) =
(@', z). Alors (a — d’,x) = 0 pour tout x € H, donc a — a’ = 0. O

On pourrait admettre le premier théoréme (projection sur un convexe fermé)
pour aboutir au théoréme de représentation de Riesz-Fréchet (lecon sur les espaces
vectoriels normés et applications linéaires continues), ou inversement s’arréter avant
le dernier théoréme (représentation de Riesz-Fréchet) (legon sur les espaces de Hil-
bert).

On peut utiliser le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet pour montrer
Iexistence et I'unicité de I’adjoint d’une application linéaire continue entre espaces
de Hilbert.

Théoréme. Soient E, F deuz espaces de Hilbert et T € L(E, F). Alors il ezxiste une
unique application T* € L(F, E) telle que pour tout x € E et tout y € F,

(T'(z),y) = (z,T"(y))-
De plus, on o |T|| = ||T*|-
Démonstration. Pour y € F', on considére ’application
¢y x> (T'(x),y),
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qui est clairement linéaire. Elle est continue par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

|6y (@)] < T @)yl < [Tl lyll = Clle]

en posant C' = ||T|||y||. Donc d’aprés le théoréme de Riesz-Fréchet, il existe un

unique vecteur, qu’on note T*(y), tel que

¢y(x) = (T(x),y) = (x, T*(y))

pour tout x € E. On a ainsi défini une application 7% : ' — E.
Montrons que 7™ est linéaire. Soient y;,y2 € F et A € R. Alors pour tout z € E,

ol a .

(@, T (M +12)) = (T(x), Ay + 42)
= MT(2),y1) + (T(2),92)
= M, T"(y1)) + (z, T"(y2))
= (2, \T"(y1) + T"(y2))-

On en déduit immédiatement la linéarité de T*.

Montrons que 7™ est continue. Pour x € E et y € F', on a

(@, T ()| = [(T(@), y)| < 1T =[[[ly]]

Mais on a
IT* ()|l = sup |(z,T*(y))|,

llzl|=1
ce qui se montre facilement avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz en sachant que c’est

une égalité lorsque les deux vecteurs sont colinéaires. Ainsi
1Tl < [Tyl
i.e. T* est continue et || T*|| < ||T||. Par unicité de adjoint, on a (T*)* =T, d’ou :
1= T < 1T,

et enfin ||| = [|T%]. O

Reéférences :
— Francinou, Gianella, Nicolas - Orauz X-ENS, Analyse 3 - Page 152.
— Skandalis - Topologie et analyse, 3¢me année - Page 252 (raccourci pour mon-
trer que la projection est continue), page 261 (pour I'application & 'existence

d’un adjoint).
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3.19 Sous-espaces vectoriels fermés de LP(u)

Théoréme. Soit (X, F,u) un espace mesuré de mesure positive finie, et soit 1 <
p < 0o. Si F est un sous-espace vectoriel fermé de LP(u) et F' C L*™(u), alors
dlm(c(F) < 0.

Démonstration. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de LP(u) avec F' C L*®(pu).
Par emboitement décroissant (X est de mesure finie), on a F C L>® C L2 On va
montrer le résultat préliminaire suivant : il existe a > 0 tel que || f||lo < ]| f]]2, pour
tout f € F.

Montrons que les normes || - ||, et || - ||o sont équivalentes sur F'. D’abord, l'in-
jection L™ < LP est continue car X est de mesure finie. On montre ensuite que

Iinjection (F, || - ||,) < L* est aussi continue grace au théoréme du graphe fermé :

(1) L™ est un Banach et (F, || -||,) aussi car F est fermé dans L” qui est complet,

donc complet.

(i) Ensuite si (f,) est une suite de F' (donc aussi une suite de L) telle que
fo—> [ € Fetf,— ge& L>®, on sait qu’il existe une sous-suite de (f,,) qui

Nl [I-lloc
converge vers f presque partout (voir le développement sur la complétude de

LP(u)). Donc f = g presque partout, i.e. f = g dans L.
Le graphe de l'injection est donc fermé et celle-ci est continue. La continuité des

deux injections prouve que les normes | - ||, et || - [|o sont équivalentes sur F.

L’injection (F,||-||2) < LP est continue : si p < 2, ¢’est clair car X est de mesure
finie (emboitement décroissant). Si p > 2, pour f € F,ona [|[f||? = [ [f[P7?|f|* dpu,
et donc [[fI|2 < || fI|25 %[ f||3- Mais les normes || - ||, et || - |oc sont équivalentes sur
F il existe C' > 0 tel que || - ||oo < C|| - ||,- Donc

LA < CP2IAIR 2113,

et enfin : | fll, < C*2 |||
Finalement, comme || - ||, et || - [|s sont équivalentes sur F il existe a@ > 0 tel
que || f|leo < @||f||2, pour tout f € F.

Soit (f1,..., fn) une famille libre de fonctions de F', qu’on peut supposer ortho-
normale dans L? muni du produit scalaire induit par la norme || - ||> (quitte a utiliser
le procédé de Gram-Schmidt). On note B la boule unité fermée de C* pour la norme
| - [|2- Pour ¢ = (¢q,...,¢,) € B, on pose

n

fc = Zczfz

i=1
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On peut noter que || f|2 < 1

n n
Ifelly = llesfills =) lei® = llell3 < 1
i=1 i=1

Sachant que B est séparable (car inclu dans C™ séparable), il existe une suite
(c(k))ren dense dans B. Pour tout k, il existe une partie mesurable €, de X, avec
() = (X)), telle que || fom lloo = SUp,eq, | few) (2)]. Alors Q = (2, Q4 est encore
une partie mesurable avec (Q) = pu(X) (le complémentaire de Q est une réunion
dénombrable d’ensembles de mesure nulle, donc de mesure nulle).

Pour tout x € Q et tout k € N, | fe) ()] < || fer)||oo- D’aprés le résultat prélimi-
naire,

ety (@)] S I femylloo < allfepylle <

Par densité, il s’ensuit immédiatement que |f.(x)| < a pour tout ¢ € B et tout
z € Q (la convergence d’une suite (¢(k;));en de C™ pour la norme || - || implique la
convergence composante par composante).

Pour x € 2, on pose :

(m77fn(ac)) 5. . .
s’il existe ¢ tel que f;(x 0
ofx) = { T2, ane fitw) 7
0 sinon.

Il vient alors

feta Zfz filz) = [(1(@), - ful@))]]; -
e @),

En élevant au carré, et sachant que |fo)(2)]* < o, on obtient :

Z|f1($) ?

L’inégalité ainsi obtenue étant vraie pour tout x € {2, on intégre sur € :

/Q IfilPdp < a?u(Q) = a®u(X).
[y 2 du=ll =1

D’ou finalement :
n < alu(X),

et par conséquent F' est de dimension finie. O
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Remarque. L’intérét de s’étre ramené & L? est que c’est le seul des espaces LP A étre

muni d’'un produit scalaire hermitien :

(f.9) = /ngdu

qui en fait un espace de Hilbert, 7.e. un espace vectoriel complet pour sa norme
|| - |2 induite par ce produit scalaire hermitien. On a pu ainsi définir une famille
orthonormée dans L?. On note également que ce produit scalaire est bien défini car
si f,g € L?, fg € L' grace a Cauchy-Schwarz (ou l'inégalité de Holder avec p = 2
et ¢ = 2).
Remarque. Les hypothéses du théoréme ne peuvent pas étre diminuées. En effet, si
F ¢ L* ou si p = 400, alors si on prend F' = LP, F' est de dimension infinie. Pour
voir que LP est de dimension infinie, par exemple lorsque le domaine X d’intégration
est X = [0, 1] (de mesure finie), on peut prendre la famille des indicatrices Il[%w%l[
pour n € N* qui est libre dans L” pour p < oc.

Si on suppose maintenant F' C L™ et p < oo, mais u(X) = oo, le théoréme
est encore faux. On prend par exemple X = [0,00] et F' I’adhérence dans LP de
I'espace vectoriel de L” engendré par les fonctions indicatrices N, 4. On vérifie

que F' C L™ :si f € F, il existe une suite de complexes (););>1 telle que

F=> Nl
=0

Comme f € LP, ona ) -, | NP < oo, done A; — 0, donc la suite ();) est bornée, et
donc f est bornée, i.e. f € L*. Pourtant, les 1}, | forment une famille libre de

F, qui est donc de dimension infinie.

Dans ce qui suit, on désigne par X un espace mesuré quelconque muni d’une
mesure positive .

On rappelle que LP(u) est un espace vectoriel complexe. C’est immédiat avec
I'inégalité de Minkowski qui montre que si f,g € LP(u), alors f 4+ g € LP(u), et
le fait que ||af]|, = |a|||f]l,- On peut donc bien sir parler de la dimension de F

sous-espace vectoriel fermé de LP(u) comme C-espace vectoriel.

Théoréme (Emboitement décroissant). On suppose X de mesure fini : u(X) < oo.
Alors pour 1 < p < q, on a LY C LP et I'injection est continue. On a de plus, pour
ferLr:

11y < 1(X)# 11l

Démonstration. On applique 'inégalité de Holder avec ]% = ’5’ tL=1-—

D
SHS]

LS

S
7

/lelpdu< (/}{(\f;p)p’ du>”1/</)(1du)“.
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On éléve ensuite les deux membres a la puissance Il) et on a le résultat. O

Remarque. On a donc L>* C LP. Par exemple si X = [0,1], X est de mesure finie,
1

mais L ¢ L* : prendre la fonction x +— (\%) ’

Théoréme (Théoréme du graphe fermé). Soient E et F deuzx espaces de Banach,
et f une application linéaire de E dans F. On suppose que pour toute suite (z,) de
E telle que x,, » v € E et f(x,) >y € F, onay="T(x) (i.e. le graphe de f est

fermé). Alors f est continue.

Démonstration. On note
I'y={(z, f(z)), z € E}
le graphe de f. Comme I'; est supposé fermé dans E x F' complet, on a que I'; est
complet. Soient
Py Iy — F ot Do I'y — F
(z, f(x)) — = (@, f(x)) — [f(2).
Ces deux applications sont continues. De plus, p; est bijective, donc par le théoréme

d’isomorphisme de Banach, p; ' est continue. Finalement, f = py op; ' est continue.
O

Théoréme (Théoréme d’isomorphisme de Banach). Soient E et F' deuz espaces de
Banach, et f une application linéaire continue bijective de E dans F. Alors f=! est

continue.

Démonstration. f~! est continue car f est ouverte par le théoréme de 'application

ouverte. ]

Théoréme (Théoréme de Papplication ouverte). Soient E et F' deux espaces de
Banach, et f une application linéaire continue surjective de E dans F. Alors il

existe ¢ > 0 tel que
Br(0,¢) C f(Br(0,1)).
En particulier, [ est une application ouverte.

Démonstration. Résulte du théoréme de Baire. O

Définition. On dit qu'un espace topologique (X, T) est séparable s’il contient une

partie A au plus dénombrable dense dans X.

Exemple. L’ensemble R des réels est séparable car il contient Q qui y est dense et

dénombrable. Par conséquent, R" est séparable, et C* = R*" qussi.

Références :

— Rudin - Analyse fonctionnelle.
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3.20 Théoréme de Borel

Proposition. Soient a,b,c,d quatre réels avec a < b < ¢ < d. Alors il existe une

fonction f € C°(R) comprise entre 0 et 1, égale ¢ 1 sur [b,c] et nulle en dehors de
[a, d].

Démonstration. Soit ¢ la fonction définie par

e tsit>0
O0sit<O.

Vit

Alors 1 est de classe C*> sur R. En effet, elle est de classe C*> sur R* et on montre

par une récurrence facile que pour tout £ > 0 et tout k£ € N, il existe un polynéme

P8 (t) = B, (%) et

On montre ensuite par récurrence sur k que v est k fois dérivable sur R avec 1)*) (¢) =

Py tel que

o=

0 pour tout ¢t < 0 : c’est vrai pour k = 0 et si ¢’est vrai au rang k, alors

DB (1) — ®)(0) g (Nersit>0

t 0sit<O0,

qui tend vers 0 quand ¢ — 0, et donc 1(®) est dérivable en 0 et 1»*+1)(0) = 0. Ainsi

1 est indéfiniment dérivable sur R, donc de classe C*° sur R.

Soit maintenant la fonction a : ¢ — () (1 —t) définie sur R, qui est C* sur R,

positive et nulle en dehors de [0, 1]. On définit ensuite la fonction

Bt fota(s)ds

fol a(s)ds

qui est C* sur R, strictement croissante, nulle pour ¢ < 0 et égale & 1 pour ¢ > 1.

T—a d—=
reem (5222 (55

est C* sur R, comprise entre 0 et 1, égale a 1 siz € [b,c], nullesiz < aetx >d. O

Enfin, la fonction

Théoréme (Théoréme de Borel). Soit (a,)nen une suite quelconque de réels. Alors

il existe une fonction u € C¥(R) telle que u™(0) = a, pour tout n € N.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, il existe une fonction f € C*(R)

égale a 1 pour |z| < 3 et nulle pour |z| > 1. Notons fj,(z) = f()\kx)ak% et montrons
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que 'on peut choisir les A\ > 0 pour assurer la convergence uniforme sur R de la
série > fi. et de chaque série dérivée ) f,im) pour m € N.
Soient m € N et k£ > m. Par la formule de Leibniz de dérivation d’un produit,

0035 () () 05

Comme f et toutes ses dérivées f®) sont continues et nulles en dehors de [—1,1],

on a :

on peut trouver un majorant K, sur R pour chacune de ces fonctions. Soit M, le
maximum des K, pour p m. Pour |x| > /\i, fkm) (x) =0 car f est nulle en dehors

de [—1,1]. Pour |z| < 5=, on a la majoration :

m — 1 1
i w <l 3 ()57 Tt

)
1 1 m
< M,,

QmMm |ak|
(k —m)! /\i_m'

On choisit alors

A, = max(1, |ag|)

de sorte que A\F™™ > A, > |ag| car k —m > 1. Ainsi :
‘fk (x)’ S (k —m)l’
pour tout z € R (ev1demment vrai aussi pour |z| > ik ol fk )(z) = 0). La série
2™ My,

de fonctions >, ., fk est donc normalement convergente (la série ), _ est

(k—m)!
convergente et indépendante de x), donc uniformément convergente sur R. On en

déduit que u(z) = Y2 fu(z) est de classe C*° sur R et que pour tout = € R et tout

m € N,
=3 " ()
k=0

En particulier, pour tout m € N,

0 =3 £70) = a,
k=0

car fi(x) = akxk—]; pour tout z avec |z| < ﬁ, et ainsi

(m) -
50 = () =407

am 1 k=m.

O
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Remarque. Sila série entiére > a,z™ avait un rayon de convergence oo, le théoréme
serait évident en prenant u(x) = >~ a,x™. Si cette série entiére avait un rayon de

convergence R > 0, on pourrait prendre

S on g nf ()™ si || < 3

u(z) = . in
0si [z > =,

ou f est C* sur R, égale a 1 pour |z| < %, nulle pour x > %.

Remarque. Une conséquence du théoréme de Borel est 'existence de fonctions diffé-
rentes de la somme de leur série de Taylor sur tout voisinage de 0. En effet, soit la
suite (a,) définie par a, = (n!)? pour tout n € N. D’aprés le théoréme de Borel, il
existe une fonction u € C*®(R) telle que u™(0) = (n!)? pour tout n € N. §'il existait

un voisinage V' de 0 tel que u soit égal a la somme de sa série de Taylor sur V, alors

- n xTL = n
u(z) = Zu( )(O)F = Zn!x ,
n=0 ) n=0

pour tout z € V. Ceci est absurde car la série entiére > nlz™ a un rayon de conver-

on aurait

gence égal a 0.

Remarque. Le théoréme de Borel se généralise aux fonctions de n variables : si
(aa)aene est une suite quelconque de réels, alors il existe une fonction u € C*(R")
telle que 0°u(0) = a, pour tout « (en notation multi-indice). Pour cela, on peut

prendre

u(w) = 3 Fr)an

avec f € C*°(R™), f(z) =1 pour ||lz|| < i, f(z) = 0 pour [|z]| > 1, et les A, > 0

choisis convenablement par des calculs similaires aux précédents.

Références :
— Rouviere - Petit guide de calcul différentiel a ['usage de la licence et de [’agré-

gation - Page 359.
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3.21 Théoréme de Brouwer

Version partielle & présenter :

Théoréme (Version faible). On note B la boule unité fermée de R™ pour une norme

|- || quelconque. Alors toute application f : B — B de classe C' admet un point fize.

Démonstration. On peut supposer que la norme ||| est la norme euclidienne usuelle.
Soit f : B — B de classe C'. Raisonnons par I’absurde en supposant que f n’a pas
de point fixe.

On note S la sphére unité de R™. Pour z € B, on définit r(z) comme étant
le point d’intersection de S avec la demi-droite [f(z),z). En écrivant la formule
définissant r, on obtient que 7 est de classe C'.

On pose maintenant Fy(x) = (1 —t)x + tr(z) pour t € [0,1]. Il est clair que F}
est une application de classe C' de B dans B. En notant \ la mesure de Lebesgue
sur R™, on définit pour t € [0, 1],

P(t) = / det (DF,(z)) dA(z),

B
qui est polynomiale en ¢ (car a x fixé, t — Fi(z) est polynomiale en t).

Nous allons montrer que P est constant et strictement positif pour ¢ suffisamment
petit. Comme P est un polynoéme, on aura alors que P est constant non nul et on
verra ensuite pourquoi c’est absurde.

Si on montre que, pour t suffisamment petit, F} est un C!-difféomorphisme de B
sur é, de jacobien Jp, partout > 0, alors par le théoreme de changement de variable,

Ol aura :

P(t) = / det (DF,(x)) d\(z) = / Tr,(x) dA(x)

- /;uﬂ(xn d)\(a:)/F(éjld)\(i'J)

B

- / 1d\(z) = K,

ou K > 0 est le volume de B, et on aura montré ce qu’on voulait.

Appliquons le théoréme d’inversion globale :
(i) Puisque Fy(z) = (1 —t)z +tr(z), on a
Jp(x) = ap(2)t" + - - + a1 (2)t + ao(x)

avec ag,...,a, des fonctions continues de B dans R. Or Fy(z) = z, donc
DFy(z) = Idgn et Jg,(z) = 1 = ap(x). On pose

m = sup |a,(z)t"" + - + a1 (z)].
tﬁ%ﬁ]
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Alors pour tout t < % et tout x € B, il vient :
tan (@)t + -+ ar(2)] < 1,

d’ou
Jp(x) = t(an(@)t" "+ +ar(z)) + 1> 0.

(ii) On montre que F} est injective sur B pour ¢ suffisamment petit. Soient z,y € B
tels que Fi(x) = Fi(y). On a donc :

(1=t —y) =t(r(y) —r(z)).
Notons M = sup,cp || Dr(z)||. L’inégalité de la moyenne donne :
() = r(y)ll < Mllz =yl

d’ot (1—1t)|lz —y|| < tM|jz —y||. Pour ¢t suffisamment petit, disons t < 7, cela
implique x = y.
Le théoréme d’inversion globale nous dit alors que pour ¢ < min (7], %), F; est un
Cl-difféomorphisme de B sur F,(B) qui est ouvert.
Il reste & montrer que Fy(B) = B. On a déja clairement F,(B) C B (car Fy(z) =
(1 — ) + tr(x)). On va montrer que F,(B) est a la fois ouvert et fermé dans B,
ce qui impliquera ’égalité par connexité de B. L’ouverture est déja acquise. Pour la
fermeture, prenons (y,) suite de F,(B) convergeant vers y € B. On écrit y, = F(,,)
avec T, € B et on extrait de (z,) une sous-suite convergeant vers un élément x € B
par compacité de B. On a alors y = Fy(x). Si x € S, alors Fy(z) = z, et donc
y = x € S, ce qui est absurde. Donc =z € B, et y € Ft(B) On a donc bien

F,(B) = B.

Montrons enfin Pabsurdité. Pour ¢ = 1, on a F} = r, et donc DFi(x) = Dr(z),
qui n’est inversible en aucun point de B. En effet, 8'il existait x € B ot Dr(x) est
inversible, par le théoréme d’inversion locale, r induirait un C!-diffeomorphisme d'un
ouvert V de R inclu dans B contenant z sur un ouvert W de R" contenu dans S
(car I'image de r est dans ), ce qui est absurde car S = @. Donc P(1) =0, ce qui
contredit P(1) = K > 0. O

Version compléte :

Théoréme. On note B la boule unité fermée de R™ pour une norme ||-|| quelconque.

Alors toute application continue f : B — B admet un point fize.
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Démonstration. On peut supposer que la norme ||-|| est la norme euclidienne usuelle.
Soit f : B — B continue. Raisonnons par I’absurde en supposant que f n’a pas de

point fixe.

Montrons d’abord qu’on peut supposer f de classe C'. Soit a = inf,ep || f(x) —z||.
Par compacité de B, cette borne inférieure est atteinte, et comme f n’a pas de point

fixe, @ > 0. Soit g une fonction de classe C' telle que

«

1f = 9lloe.s = sup | f(z) = g(2)l| < 3,
z€EB

que l'on obtient par le théoréme de Stone-Weierstrass en raisonnant sur les compo-
santes de f : f = (f1,..., fn) et on pose g = (g1,...,9n) avec g; des fonctions de
classe C' telles que || f; — gilloc = sup,ep |fi(x) — gi(2)] < 355. On a

lg@@)ll < llg(x) = F@) + [[F @ < 1f = glloes + [ ()] < %+ 1,

pour tout x € B. On pose alors h = H%g, qui est C! sur B et a valeurs dans B.
2

Enfin, pour tout z € B, on a

@)~ 1@ < @) ~ 9@+ lo(@) — )]
1
= (1= ) ot + o) = 7o)

< o

Donc
[h(z) — 2| = |[f(z) — || = [|h(z) — f(2)]| > 0,
1.e. h n’a pas de point fixe. Ainsi, si on montre qu’il est absurde que toute fonction

C! de B dans B n’a pas de point fixe, il sera aussi absurde que f n’a pas de point

fixe.

On suppose alors f de classe C'. On note S la sphére unité de R”. Pour € B, on
définit r(z) comme étant le point d’intersection de S avec la demi-droite [f(z), ).

Montrons que 7 est de classe C! sur B. Pour x € B, il existe A\(z) € R, tel que
r(z) = f(z) + Az)(x — f(2)).
Comme r(z) € S, M(z) est solution de || f(z) + A(z)(z — f(2))]|* =1, i.e. de
1F @7+ 20(2) (f (@), 2 = f(2)) + A@)*le = f(2)||* = 1.
Le discriminant de cette équation du second degré en A(z) est clairement positif :

Alx) = 2(f(x),2 — f()) + 4|z — f@)|? (1= || f(2)]?) = 0.

>0
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On a méme A(z) > 0 car sinon il n’y aurait qu'un seul point d’intersection entre la
droite passant par x et f(x) et la sphére S, ce qui est absurde. Done, A(z) étant la
racine positive de ’équation, on obtient :

Ny - 2@ = @) + VA
20— J@F

et il est clair que A est de classe C! sur B. Donc r est de classe C! sur B.

On pose maintenant Fy(z) = (1 —t)x +tr(z) pour t € [0,1]. I est clair que F;
est une application de classe C! de B dans B. En notant \ la mesure de Lebesgue
sur R, on définit pour ¢ € [0, 1],

P(t) = / det (DFi(z)) d\(x),
B
qui est polynomiale en ¢ (car & x fixé, t — Fi(z) est polynomiale en t).

Nous allons montrer que P est constant et strictement positif pour ¢ suffisamment
petit. Comme P est un polynéme, on aura alors que P est constant non nul et on
verra ensuite pourquoi c’est absurde.

Si on montre que, pour ¢ suffisamment petit, F} est un C!-difféomorphisme de B
sur é, de jacobien Jp, partout > 0, alors par le théoréeme de changement de variable,
on aura :

Pt) = / det (DFy(x)) d\(z) = /B Tr,(2) dA(x)

B

_ /l§1|JFt(x)| dA(x):A(é)ldA(x>
_ / 1dA(z) = K,

B

ol K > 0 est le volume de B, et on aura montré ce qu’on voulait.

Appliquons le théoréme d’inversion globale :
(i) Puisque Fy(z) = (1 —t)x +tr(x), on a
Ji () = an(x)t" + -+ - + a1 (z)t + ap(z)

avec ay,...,a, des fonctions continues de B dans R. Or Fy(z) = z, donc
DFy(z) = Idgn et Jg,(z) = 1 = ap(x). On pose

m = sup |a,(z)t"" + -+ ay(z)].
€D
te[0,1]

Alors pour tout t < % et tout x € B, il vient :
tan ()" 4+ a(2)] < 1,
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d’ou
Ir(z) = t(an(@)t" "+ +ar(z)) + 1> 0.

(ii) On montre que F} est injective sur B pour ¢ suffisamment petit. Soient z, Yy E B
tels que Fy(x) = Fy(y). On a donc :

(1 =t)(z —y) =t(r(y) —r(@)).
Notons M = sup,cp ||[Dr(z)||. L’inégalité de la moyenne donne :
[r(x) = r(y)ll < Mllz —yl,

d’ou (1—1t)||z —y|| < tM|x—y||. Pour ¢ suffisamment petit, disons ¢ < 7, cela
implique x = y.
Le théoréme d’inversion globale nous dit alors que pour ¢ < min (n, %), F; est un
Cl-diffeomorphisme de B sur F,(B) qui est ouvert.
Il reste & montrer que Fy(B) = B. On a déja clairement Fy(B) C B (car Fy(x) =
(1 — ) + tr(x)). On va montrer que F,(B) est a la fois ouvert et fermé dans B,
ce qui impliquera I’égalité par connexité de B. L’ouverture est déja acquise. Pour la
fermeture, prenons (y,) suite de F,(B) convergeant vers y € B. On écrit y, = F(,,)
avec x, € B et on extrait de (z,,) une sous-suite convergeant vers un élément 2 € B
par compacité de B. On a alors y = Fy(x). Si x € S, alors Fy(z) = z, et donc
y = x € S, ce qui est absurde. Donc = € Z%, et y € Ft(B) On a donc bien

F,(B) = B.

Montrons enfin Pabsurdité. Pour ¢ = 1, on a F} = r, et donc DFy(x) = Dr(z),
qui n’est inversible en aucun point de B. En effet, 8il existait z € B ot Dr(z) est
inversible, par le théoréme d’inversion locale, r induirait un C!-difféomorphisme d’un
ouvert V de R inclu dans B contenant z sur un ouvert W de R" contenu dans S
(car I'image de r est dans S), ce qui est absurde car S = @. Donc P(1) = 0, ce qui
contredit P(1) = K > 0. O

Corollaire. Soit B(0, R) la boule fermée centrée en 0 de rayon R de R". Alors toute
application f : B(0,R) — B(0, R) continue admet un point fize.

Démonstration. Pour A > 0, soit hy, I’homothétie de rapport A :
h>\ : R — R”

T — AT.
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Alors ha o fohp: B(0,1) — B(0,1) est continue. Elle admet donc un point fixe z :

1
hy o fohg(z) = Ef(RIE) = .
Donc Rz € B(0, R) est un point fixe de f. O

Corollaire. Soit C' un ensemble converxe et compact de R™. Alors toute application

f:C — C continue admet un point fize.

Démonstration. Soit f : C' — C continue. Soit II : R® — C' la projection de R™ sur
C qui existe et est continue d’apreés le théoréme de projection sur un convexe fermé
dans un espace de Hilbert. Comme C' est compact, il est borné, donc il existe R > 0
tel que C' C B(0, R). On a donc une fonction f oIl : B(0, R) — B(0, R) continue.
1l existe donc x € B(0, R) tel que f oIl(z) = x. Mais foIl(z) € C car f: C — C.
Donc x € C et II(x) = x. Ainsi x est un point fixe de f. O

Théoréme (Stone-Weierstrass). Soit X un espace compact et A une sous-algébre de
Palgebre C(X,R) des fonctions continues & valeurs réelles, muni de la norme infini.

On suppose que :

(i) A sépare les points de X, i.e. pour tout x,y € X avec x # vy, il existe f € A
telle que [(x) # 1(y).

(ii) A est unitaire, i.e. 1 appartient 4 A.

Alors A est dense dans C(X,R).

Références :

— Aucune.
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3.22 Théoréme de Hardy-Littlewood

Théoréme. Soit (a,) une suite de complezes. On suppose que :
(i) an = 0(2),
(ii) La fonction S définie sur | — 1,1[ par S(z) = > " a,x™ admet une limite
lorsque x — 17

Alors la série Y a,, converge et sa somme vaut [.

Démonstration. On note que S est bien définie pour |z| < 1 car la série entiére
> anz™ a un rayon de convergence > 1 grace a a,, = O (%)

Quitte a considérer la suite (b,) définie par by = ag — [ et b, = a, pour n > 1,
on peut supposer que [ = 0.

On considére la fonction f : [0,1] — C telle que f(z) =0 pour z < 3 et f(z) =1

pour x > % Alorssiz < 1,on a 2" < % dés que n > N, = L—IH(Z)J. Donc

In(z)
Ny 0o
SN, = Zan = Zanf(m”).
n=0 n=0

Notre but est donc de montrer que lim, ;- >~ a,f(z") =0, car N, — oo quand
z— 1",

On considére 'ensemble E des fonctions ¢ : [0,1] — R telles que > a,p(z")
converge pour 0 < z < 1 et lim, ;- Y a,p(2") = 0. Pour montrer que f € E,
on va I'approcher par des polynomes nuls en 0 et valant f(1) = 1 en 1 (nécessaire si
on veut éviter des problémes a la limite en 17). L’intérét que les polynomes soient
nuls en 0 est qu’ainsi, ils sont bien dans F : si P = X* est un monéme, k > 1,
alors Y 07 Ja,P(z") = S(a*) est bien définie pour 0 < z < 1 et converge vers 0 par

hypothése du théoréme. Par linéarité, tout polynéme nul en 0 est dans E.

Pour approcher f ainsi, on lécrit f(z) = = + z(1 — x)g(z) pour une bonne

fonction g, en réalité définie par g(z) = ng):;)c si0<x <1, etg(0)=-1,¢(1) =1.
Il existe deux fonctions continues ¢; et g telles que g1 < g < go et [[ga—g1]]1 < € (on
prend g, égale a g partout sauf sur un petit voisinage a gauche de la discontinuité et
on relie les deux extrémités par une droite). Ensuite, comme g1 et go sont continues
sur le segment [0, 1], par le théoréme de Stone-Weierstrass, il existe deux polynomes
Q1 et Q7 tels que —e < g; — Q; < e sur [0,1]. Alors les polynomes Ry = Q1 — ¢ et
Ry = Q5 + € vérifient
Ri<gp<g<gp<h

et Rg—RleQ—Q1+25<g2—g1+4€. D’ou :
1 1
/ (Ro(x) — Ru(2)) da < / (92(2) — g1 () +4e) dz = g2 — g1 +4e < 5e.
0 0
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On pose enfin : P, = X + X (1— X)R;. Les polynémes P; et P, sont nuls en 0, valent
1 en 1 et vérifient P, < f < P,. Si on note

PQ(Z') — P1<ZL’>

Q) = z(l — )

= RQ(LU) — Rl(di),

alors @ est un polynome et vérifie ||Q|]; < 5e.

On utilise maintenant 'hypothése a,, = O (%) : il existe M > 0 tel que |a,| < Z.

Pour tout = € [0,1], on a :
Yoanf@") =Y a i) < Y lanl (P — Pr)(a")
n=0 n=0 n=0

< M i MQ(mn)

n=1 n
< MO-n) > Q).
n=1

Z anf(z™)| < Z an, Py (z™)|+M (1 — x) Z z"Q(x"),
n=0 n=0 n=1

—A(2) —B(a)

pour tout z € [0,1]. Comme P, € E, on a déja A(z) — 0. Pour montrer que
=1~

B(z) — 0, par linéarité, on calcule la limite lorsque @ est un monoéme : pour tout
x € [0,1],

- 1—x 1 1 !
1— n(,n\k _ — _ — = tkdt.
( x)nz%x(x) 1—akt 144+ +2kas- k+1 /0

D’ou par linéarité :
1

B(x) — i Q1) dt = [|Q]]x-

r—1—

Cela signifie que B(x) = |B(x)| < [|Q]|1+¢ pour z assez proche de 17, i.e. B(x) < 6e.
Enfin, il existe n < 1 tel que pour tout z € [, 1],

ianf(a:”) < (6M + 1)e.
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Application. Soit a, = # Alors a, = O (%) et pour x € [0, 1],

= (1)
S(z) = — 2" =1In(1 :
(z) ; " =1l +2)
La fonction S admet donc une limite quand x — 17, qui vaut In(2). Le théoréme

s’applique : > a, converge et

Application. Soit a,, = % Alors a,, = O () et pour z € [0,1],

— (-D)"
S(x) = "
(@) ;0 1t
oo (=D
n=0 2n-+1
démontrer). Donc xS(x?) = arctan(z) pour tout x € [0,1[. On en déduit :

On sait que arctan(z) = > 2?1 (on peut dériver termes a termes pour le

S(z) = arctzi;%(\/f)

pour tout x € [0,1[. La fonction S admet donc une limite quand x — 17, qui vaut

arctan(1) = §. Le théoréeme s’applique : ) a, converge et

o9

T
E Ay = Z
n=0

Références :
— Gourdon - Analyse - Page 289.
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3.23 Théoréme de Le Cam

Théoréme. Soit S,, une variable aléatoire telle que S, fot Z?Zl X; ou les X; sont des

v.a.i. de Bernoulli de paramétres p; €]0,1]. Alors il existe une v.a. Z fos PO pi)
telle que

1P = P2 <Y 0t
i=1
oi |[P5» — P?|| = suppeg |P>(B) — P#(B)].

Démonstration. Soit B € B. On commence par majorer, pour X et Y deux v.a.,
|PX(B) — PY(B)|]. On a :

(XeB)=({XeBIn{X=YHU({XeBIN{X £Y}).

Donc P(X € B)y=P{X e B}n{X =Y} +P{X e BIn{X #Y}), et on a

pareil pour Y. Donc :

|PY(B) - PY(B)] = |[PU{X e Byn{X #Y}) - P{Y € B}n{X #Y})|
< max (P{X € B}n{X £Y}),P{Y € B}n{X £Y}))
< P(X #Y),

ol pour la premiére inégalité, on a simplement remarqué que si 0 < a < b, on a

la —b] =b— a < b=max(a,b). En passant au sup, il vient :
IPX = PV < P(X £Y).
On va d’abord prouver le résultat pour n = 1. Soient p €]0, 1] et deux v.a.i. Y

et W telles que Y 2 P(p) et W o Ber(1 — (1 —p)eP). Soit X =1 — Lyy_w—qy, v.a.
a valeurs dans {0, 1}. On cherche la loi de X :

P(X=0)=PY =0,W =0)=P(Y =0)P(W =0)=(1—p)ePe ? =1 —p.

Donc X 2 Ber(p).
Montrons que P(X # Y) < p%. On décompose :

- i -

(X#Y}=({Y =0} n{X =1})u({Y = 1} n{X =0} u{Y >2}.

({y=0}yn{w=1}) —o

Donc

P(X£Y) = P(Y =0)P(W=1)+P(Y >2)
= e"(1-(1=p)e)+(1—e"—pe?)
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= p(l—e)
< P

car e ? > 1 — p. Finalement, si Sl X en posant Z =Y, on a le résultat annoncé

par le théoréme :

IP% = PZ| = |PY = PY| S P(X #Y) <p

On va maintenant étendre ce résultat & n entier > 1. On considére les v.a.
Y; o Pp:), W; o Ber(1 — (1 — p;)e??) avec Yi,...,Y,, Wq,... W, indépendantes.
Soit X; = 1 — Lyy,—w;, 0} On a donc X; = Ber(p,) et les X; sont indépendantes.
Enfin, on suppose que S, = Zl 1 X; et on pose Z=3rY.

Comme les Y; sont indépendantes, on a Z = = P(>°"  pi). En effet, si X et Y sont

deux v.a.7. de loi de Poisson de paramétres respectifs A > 0 et p > 0, alors

GX( Z the —/\ — e et = Al

Par indépendance, Gx 4y (t) = Gx(t)Gy (t) = e**WE1 Donc G,y est la fonction
loi

génératrice d’'une v.a. de loi P(A + p). Done X +Y =P\ + p).
Enfin, on a clairement () {X;, = Y;} C {S, = Z}. Donc {S, # Z} C
Ui {X; # Yi}, et ainsi :

P(S, # Z) < (U{X # Y}) D PXi#Y) <) pt

i=1
On a donc trouvé la v.a. Z qu’on cherchait. O
Application. Soient A > 0 et n € N* avec n > \. On pose p; = E et Z = P(N).

Alors (Sy,) converge en loi vers Z. On retrouve ainsi le résultat du théoréme central

limite poissonien dans ce cas particulier.

Démonstration. Par le théoréme de Le Cam, on a
S z S z SN
P"(B) — P“(B)| < ||P°" — P?|| < - =—,
PS(B) - PX(B)| < | 1<3(3)

pour tout B € B. En particulier avec B = {k}, on obtient :

NS
— < -
(S k) k' S r:o 0,
et ceci prouve que (S,,) converge en loi vers Z (voir compléments plus bas). O
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Définition. Pour X v.a. entiére et positive, on appelle fonction génératrice de X

la série entiére :

Gx(t) = E[tX] =) P(X = k)t*,
k=0
dont le rayon de convergence est clairement > 1.

Définition. On appelle fonction de répartition de X, ou de sa loi P¥, et on note

FX | la fonction définie sur R par
FE(t) = PY(] = oo,t]) = P({w / X (w) < t}) = P(X < 1).

Propriété. Une fonction de répartition admet au plus un nombre dénombrable de

points de discontinuité.

Démonstration. Soit D,, I'ensemble des points de discontinuité de F' avec un saut

d’amplitude plus grande que % En notant F(¢7) la limite & gauche de F'en t, on a:

D, = {tER/F(t)—F(t‘) > 1}.

n

Comme F est croissante et 0 < F' < 1, on a nécessairement Card(D,,) < n. L’en-

semble des points de discontinuité de Fest | J -, D,, qui est au plus dénombrable. [

Définition. Soient X,,, n € N, des variables aléatoires réelles, définies sur (€2, A, P).
On dit que (X,,) converge en loi vers X sil'une des conditions équivalentes suivantes
est vérifiée :

(i) lim, o F*"(t) = FX(t) en tout point de continuité ¢t de FX.

(ii) limy, e [ ¢(X,)dP = [ ¢(X)dP pour toute fonction ¢ : R — R continue

bornée.

(iii) lim, o0 0" (t) = ©* (t) pour tout t € R.

Proposition. Soient X,,, n € N, des variables aléatoires a valeurs entieres. Alors
(X,,) converge en loi vers X si et seulement si lim,, . P(X,, = k) = P(X = k),
pour tout k € N.

Démonstration. On suppose que (X,,) converge en loi vers X. Soit k& € N. D’aprés
la propriété précédente, toute fonction de répartition admet un nombre au plus

dénombrable de points de discontinuité. Donc il existe s et t avec

k—l<s<k<t<k+1
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tels que FX soit continue en s et en t. Alors par définition de la convergence en loi
de (X,,) vers X, on a la limite suivante :

P(X, =k)=F*(t) — F*(s) — FX(t) — FX(s) = P(X = k).

n—oo

Réciproquement, supposons que lim, .., P(X,, = k) = P(X = k), pour tout
k e N. Soit t € [k,k+1[. On a :

FX(t)=> P(X,=1) — Y P(X =1)=TF(¢),

=0

donc (X,,) converge en loi vers X. O

Théoréme (Théoréme limite central poissonien). Soit S, une variable aléatoire de
loi B(n,p,). Silim, ,oonp, = A > 0, alors S, converge en loi vers une variable

aléatoire de Poisson de parameétre \.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, il suffit de prouver que pour tout

k€N,
)\k
lim P(S, =k) =e "~

On calcule donc la limite de P(S, = k) = (})pE(1 — p,)"7*, ce qui est facile. O

Références :

— Carrieu - Probabilités, exercices corrigés - Page T8.
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3.24 Théoréme de Liapounov

Lemme. Soit A € M,(R) dont on note \y,...,\. les valeurs propres distinctes.
Alors il existe C > 0 tel que pour tout t € R et tout v € R",

le ] < O+ Je)" (Z etRe“”> [l]]-

i=1
En particulier, st Re(\;) < 0 pour tout i et si a est tel que 0 < a < min(—Re(\;)),

alors ||etx|| < Ke™%||z|| pour tout t > 0.

Démonstration. On écrit x = x1 + -+ -+ z, avec z; € E; = Ker((A — \;1,,)™) (sous-
espace caractéristique de A associé a la valeur propre \; de multiplicité m;). Chaque
E; est stable par A et

m;—1
A, =t
etAwi — ePhiptlA Alln)Ii — et <Z E(A _ /\i]n)k> .
k=0
On majore :

= tk ’t|k m;—1 n—1

> A=A Z < Gi(L+ )™ < Ci(1+ )

k=0

car & < Jt)F < (™ h)|tk. Puis

T
lezll < Y lleta]
i=1

< max(Cy)(1 4+ [t])" (Z effel )> max(||z|).

Or N(z) = max(||z;||) est une norme et toutes les normes sur R” sont équivalentes,
donc il existe C” tel que max(||z;]|) < C’||z||, ce qui donne le résultat.
Enfin, si Re();) < 0 pour tout i et si a est tel que 0 < a < min(—Re();)), on a

||€tAx|| / n—1 - t(Re(A;)+a)
- < C'max(C;) (1 + [t]) D efliiel ,

ez

et ce majorant est borné pour tout t > 0 car il tend vers 0 quand t — oo, d’oti la

deuxiéme assertion. O

Théoréme. On considére le systéme différentiel

y = f(y), y(0) =g

avec [ : R" — R" de classe C' telle que f(0) = 0. On suppose que la matrice
A= Df(0) a toutes ses valeurs propres de partie réelle strictement négative. Alors
pour xo assez proche de 0, la solution y(t) tend exponentiellement vers 0 lorsque t

tend vers 'infini.
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Démonstration. On pose, pour z,y € R",

b(x,y) :/ (e, et y) dt.
0

Cette intégrale est absolument convergente par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et
le lemme précédent. On définit ainsi une forme bilinéaire symétrique. On pose en-
suite g(x) = b(x,z) qui définit une forme quadratique définie positive : ¢(z) =
I etz dt = 0 et si g(z) = 0, alors e"*z = 0 pour tout ¢ (par continuité), donc
x = 0 en prenant ¢t = 0.

On note || - [|; = 1/¢ la norme associée a ¢, qui est équivalente a || - || sur R" de
dimension finie. On va étudier le comportement de [|y||,. Par la formule de Taylor-
Young, on a f(y) = f(0)+ Df(0).y+ o(|lyll) = Ay + o(|ly||). Pour la suite, on note
r(y) = fly) — Ay = o (|ly).

On a q(y) = 2b(y,y') = 2b(y, Ay) + 2b(y, r(y)). Or pour z € R™,

2b(x, Ax) = / 2(etz, e Ax) dt = [(etAx,etAx)]go = —||z|)?,
0

encore d’aprés le lemme pour la limite du crochet a linfini. On va maintenant

majorer b(y,r(y)) :
b(y, (W)l < llyllollr(y)llq
Ir@)llq

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée & la norme || - ||,. Mais et — 0quand

y — 0 par définition du reste. Soit € > 0 : il existe a > 0 tel que ¢(y) = [jy[|2 < a
implique [|7(y)[l, < €[|y[ly- Done

12b(y, 7(y))| < 2elly||2.

Par équivalence des normes, il existe C' > 0 tel que C|ly||2 < [|y|*, d’ou finalement :

q(y) = —llylI* + 2b(y, r(y)) < =Cllyll2 + 2ellyllz = —Ba(y)

pour ¢(y) < «, avec § = C — 2 > 0 si on choisit € < %

On suppose maintenant que la condition initiale zy vérifie q(zo) = ||lzoll7 < o
Alors q(y(t)) = lly(®)]|Z < o« pour tout t > 0. En effet, sinon il existerait un plus
petit temps to > 0 tel que ¢(y(to)) > «. Par continuité de ¢ — ¢(y(t)), on a en
fait q(y(to)) = «, et alors q(y)'(ty) < —Bq(y(ty)) < 0. Donc ¢q(y(t)) décroit et est
strictement plus grand que a pour t légérement inférieur a ¢y, ce qui contredit la

définition de ty. Donc pour tout t > 0, ¢(y(t)) < «, ce qui implique

q(y)'(t) < —Ba(y(t)),

pour tout ¢ > 0. On intégre cette inéquation différentielle :

(®a(y)) = ™ (q(y) + Baly)) <0,
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et donc t — ePlg(y(t)) est décroissante pour t > 0. Ainsi

a(y(t)) < e Mq(y(0)) = e q(x0),

pour tout ¢t > 0. Ceci prouve la décroissance exponentielle de y(t) vers 0. O

Compléments :

On a ainsi prouvé que les solutions de ¥’ = f(y) se comportent de la méme
facon que celles de 2/ = Az au voisinage de I’équilibre 0. L’origine est un point
d’équilibre attractif, propriété qui se transmet du systéme différentiel linéaire au
systéme perturbé par le petit terme correctif r(y). La solution du systéme linéarisé

est en effet 2(t) = ez qui converge exponentiellement vers 0 d’aprés le lemme.

On n’a pas parlé de I'existence d’une solution y définie pour tout ¢ > 0. Pour
x € R™, on note y 'unique solution maximale de y' = f(y) telle que y(0) = =, dont
Iexistence et 'unicité sont données par le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

On a ensuite prouvé a la fin de la démonstration que lorsque ||z||, < «, y(t)
reste dans la boule B,(0, ). Cela empéche donc y d’exploser en temps fini, et donc
y solution maximale est nécessairement définie pour tout ¢ > 0. En effet, supposons
par l'absurde que y soit définie sur I =]b, ¢[ intervalle ouvert maximal contenant
0 avec c fini. Alors comme f est continue, ¥’ = f(y) est bornée sur I, par un réel

M > 0. Par I'inégalité de la moyenne, on a donc :

ly(t1) — y(t2)|| < M1 — o

pour tout t1,ty € I. Par le critére de Cauchy, on en déduit que y(¢) admet une limite
finie [ lorsque t tend vers ¢ a gauche. De plus, y/(t) = f(y(t)) — f(I) quand t — c.
Par le théoréme de prolongement de la dérivée, cela prouve que y/(c) existe et vaut
f(1). Si on pose
v: lbe] — R
y(t)sit#c

lsit=c,

alors ¢ est solution du systéme différentiel sur |b, ¢|, ce qui contredit la maximalité
de y.
On peut prouver de la méme facon le théoréme suivant qui montre le phénomeéne

d’explosion en temps fini :

Théoréme. Soit l’équation différentielley’ = F(t,y) avec F : IxR™ — R™ continue,
I étant un intervalle ouvert de R. On suppose F' localement lipschitzienne par rapport

a sa deuzieme variable. Soit y une solution mazximale définie sur J =|a, B[. Alors :
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(i) Sia €I, alors limsup ||y(t)] = oo.
t—a

(11) Si B € I, alors limsup ||y(t)]| = oco.
t—f

Enfin, on peut remarquer qu’on a eu seulement besoin que f soit localement
lipschitzienne (pour le théoréme de Cauchy-Lipschitz et avoir la continuité) au voi-
sinage de 0 et différentiable en 0, et pas que f soit C!, cette hypothése impliquant

bien str les précédentes.

Reéférences :
— Rouviere - Petit guide de calcul différentiel a ['usage de la licence et de [’agré-

gation - Page 138.
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3.25 Théoréme des extrema liés

Théoréme. Soient f,qg1,...,9, : U — R des fonctions de classe C* sur un ouvert
U de R"™. On pose :

I'={zeU/g)="-=g(zx) =0}
St fir admet un extremum local en a € I' et si les formes linéaires Dgi(a), . .., Dgy(a)
sont linéairement indépendantes, alors il existe des réels A1, ..., \. (appelés multi-

plicateurs de Lagrange) tels que
Df(a) = MDgi(a) + -+ + N\ Dg,(a).
Remarque. Les \; sont uniques car la famille (Dg;(a)) est libre.

Démonstration. D’abord, on remarque que nécessairement, r < n car la famille
(Dg;(a)) est libre dans (R™)* de dimension n. Ensuite, si 7 = n, le théoréme est
évident car la famille (Dg;(a)) devient une base de (R")* et donc D f(a) s’exprime
sur cette base. On suppose donc r < n — 1.

Soit s = n —r > 1. On identifie R™ & R® X R" et on écrit les éléments de R™ sous
la forme (x,y) = (z1,...,%s,Y1,.-.,¥;). On pose a = (a, ) € R®* x R".

Comme la famille (Dg;(a)) est libre, la matrice

0 2] 0 0
ge(a) ... 52(a) 3H(a) ... Fi(a)
87‘ 87‘ 87’ 87«
goe=(a) ... 3E(a) F(a) ... Fk(a)

est de rang r. On peut alors en extraire une sous-matrice de taille r % r inversible, et

quitte a changer le nom des variables, on peut supposer que det <g—;(a)> # 0.
1<e,5<r

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, en notant ¢ = (g1,...,g,), on peut
donc trouver un voisinage ouvert U’ de o dans R®, un voisinage ouvert U” de § dans

R” et une fonction ¢ = (p1,...,p,) : U — U” de classe C! tels que
relU ,yelU et gx,y) =0 < xeU ety=qp).

Posons h(x) = f(z,p(z)). La fonction h admet un extremum local en z = « car
fla,o(@)) = fla,B) = f(a) et (z,¢(x)) € I' pour tout x € U’. Par conséquent,
Dh(a) =0, i.e. pour tout i € [1, 5],

oh 8% B
8@( 3@ Z 8% (a) =0.
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D’autre part, pour tout k € [1,r], gr(z, p(z)) = 0, donc en dérivant par rapport a

x;, pour tout i € [1, s], on obtient

g ~dp;, Ogp,
axi (a) — axl (Ck) ay] (0“) =0.

Ces deux derniéres égalités impliquent que les s premiers vecteurs colonnes de la

matrice
0, 0 e} e}
%(a) aai(a) %(a) ayfr(a)
0 p) p) p)
e - Ee o . e
dgr dgr dgr dgr
a_§:1<a) e B (a) B_ngl(a) o %r(a)

s’expriment linéairement en fonction des r derniers. Donc rg(M) < r. Or le rang
des vecteurs lignes est égal au rang des vecteurs colonnes, donc les r + 1 vecteurs
lignes de M forment une famille liée. 1l existe donc py, . .., i, non tous nuls tels que
poDf(a) + w1 Dgi(a) + - - - + pyDgp(a) = 0. Comme la famille (Dg;(a)) est libre, on
a nécessairement pg # 0, d’ou le résultat en divisant I’égalité par po. O

Une application importante du théoréme des extrema liés est le théoréme suivant

concernant la diagonalisabilité des endomorphismes symétriques :

Théoréme. Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien E. Alors E posséde

une base orthonormée de vecteurs propres pour u.

Démonstration. Considérons la fonction

fi+ E — R
r — (u(x),z),

qui est de classe C*°. Comme FE est de dimension finie (car euclidien), la sphére unité
de E est compacte et donc f atteint son minimum sur cette sphére en un point v.

D’autre part, on peut considérer le probléme de minimisation suivant : on cherche
A minimiser f sous la contrainte g(z) = [|z]|? — 1 = 0. Le théoréme des extrema
liés nous dit alors qu’il existe A € R tel que Df(v) = ADg(v). Or comme u est
symétrique, on a (u(x),h) = (x,u(h)), et on obtient en développant f(x 4+ h) =
(u(x+h),z+h):

Df(x).h =2(u(z),h).

Enfin, comme Dg(x).h = 2(x, h), on obtient
(u(v), h) = Av, h),
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pour tout h € E. On en déduit que u(v) = Av, i.e. que v est un vecteur propre de
u.

On pose maintenant e; = v et £’ = Vect(e;)t. Si x € £, alors
(u(z), 1) = (z,u(er)) = Az, e1) = 0,

i.e. E' est stable par u. On peut donc conclure par récurrence : E posséde une base

orthonormée de vecteurs propres pour .

Remarque : si p est une autre valeur propre de u et qu’on note w un vecteur

propre unitaire associé, alors

flw) = el = > inf Fla) =,
et donc A est la plus petite valeur propre de u. O]

Donnons deux autres applications du théoréme des extrema liés :

Application (Inégalité arithmético-géométrique). Soit n € N, n > 2. Alors pour

tout (z1,...,2,) € (Ry)",
n 1 n
i < = i

Démonstration. Soient s > 0, f : R" — R, (z1,...,2,) — [[_;2: g : R" —
R, (Z1,...,Zy) — > oz — S et

I'={(z1,...,2,) € R" / g(x) = 0}.

3=

La fonction f est continue sur le compact K = I'N (R )™ (compact car fermé borné) :
soit @ € K le maximum global de f sur K. On a en réalité a € U = I' N (R%)" car
f(x) =0 si 'un des z; est nul.

Donc fy admet un extremum global en a, et comme U est un ouvert de I', fir
atteint un extremum local en a. Clairement, Dg(a) # 0 (c¢’est méme vrai pour tout
x € R™), donc on peut appliquer le théoréme des extrema liés : il existe A € R tel
que Df(a) = ADg(a), et donc pour tout i € [1,n],

of ., fla) 99, .
8$i(a)— . —)\axi(a)—)\.

Or f(a) # 0, donc tous les a; sont égaux. Comme > " a; = s (car a € I'), on a
a; = 2. Finalement,
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pour tout x € K. Mais pour x € K, ona s =) ., z;, donc on obtient

n n n
Hl'i < (—Zi:l wz) ,
- mn

n

et cette inégalité est vraie pour tout z € (R,)"™ car elle est vraie pour n’importe

quel s > 0. n
Application. Soit n € N*. On munit M,,(R) de la norme | M| = ( i m?j)g.
Alors l’ensemble des éléments de SL,(R) = {M € M, (R),det(M) = 1} de norme
minimale est SO, (R) = {M € O,(R),det(M) = 1}.

Démonstration. On remarque que |M|* = tr(!MM). 1l s’agit donc de minimiser
f(M) =tr(*M M) sous la contrainte g(M) = 0 avec g(M) = det(M) — 1.

On vérifie les hypothéses du théoréme des extrema liés : f et g sont C! sur M,,(R)
(car f est une forme quadratique, et g est fonction du déterminant polynomial
en les coefficients de la matrice). L’ensemble SL,(R) = ¢~'({0}) est un fermé de
M, (R), donc le minimum de f sur SL,(R) est atteint en un point A € SL,(R).
En effet, dans tout espace vectoriel de dimension finie, la distance d de 0 & un
fermé F' est toujours atteinte puisqu’elle est atteinte sur le compact K des éléments
x de F tels que ||z|| < d + 1. La différentielle de g est celle du déterminant, donc
Dg(A).H = tr(*com(A)H). Ainsi Dg(A) # 0. Le théoréme s’applique donc : il existe
A € R tel que Df(A) = ADg(A).

En développant f(A+ H), on trouve Df(A).H = 2tr(*AH). Donc

2tr(*AH) = Mr(*com(A)H),

pour tout H € M,,(R). En prenant H = Ej;, on trouve que 24 = Acom(A). Comme
A est inversible et det(A) = 1, on a com(A4) = A~ (avec I'identité ‘com(A)A =
det(A)I,). Donc 2AA = AI,,. En prenant le déterminant, il vient 2" = A", et comme
tAA est une matrice symétrique définie positive, on a A > 0, donc A = 2. D’ou :
PAA =1, i.e. A € SO,(R).

On a donc démontré que le minimum de f sur SL,(R) était nécessairement
atteint en un point A € SO, (R), et la valeur de cette distance minimale est égale
a tr(*fAA) = tr(l,) = n. Réciproquement, tous les éléments M € SO, (R) vérifient
f(M) =mn, d’ou le résultat. O

Théoréme (Théoréme des fonctions implicites). Soient U un ouvert de R™ x RP,

a,b) un point de U et f: (x,y) — f(x,y) une application de classe C* de U dans
( y y
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R?. On suppose que f(a,b) =0 et que la matrice jacobienne D, f(a,b), formée des
dérivées partielles par rapport & y, est inversible, i.e. det(D, f(a,b)) # 0.

Alors Uéquation f(z,y) = 0 peut étre résolue localement par rapport auz variables
y o il existe V wvoisinage ouvert de a dans R™, W wvoisinage ouvert de b dans RP,
avec V- x W C U et D, f(z,y) inversible pour tout (xz,y) € V. x W, et une unique
application ¢ -V — W telle que

[xEV,yGWetf(x,y):O] — [xEVety:go(x)].
De plus, ¢ est de classe Ct sur V.

Exemple. Dans R?, on cherche le ou les points les plus proches de lorigine sur une
courbe C. Si la courbe C' est définie paramétriquement par x = x(t) et y = y(t) ot
t parcourt un intervalle I, il s’agit de déterminer le minimum sur I de la fonction
[t x(t)?+y(t)? (distance au carré de (x(t),y(t)) a Uorigine). C’est un probleme
d’extrema libres car x(t) et y(t) sont indépendants, et on le résout en sachant que
les extrema t sont des points critiques : nécessairement f'(t) = 0.

Si la courbe C' est définie implicitement par l’équation g(z,y) = 0, il s’agit de
déterminer le minimum de f : (x,y) — x* + y* lorsque x et y sont liés par celte
relation g(x,y) = 0. Le théoréme des extrema liés nous dit que D f(a,b) = ADg(a,b).

On résout alors le systeme de 3 équations en les 3 inconnues a,b, X sutvant :

% (a,b) = A%(a, b)
&(a,b) = A% (a,b)
g(a,b) =0.

Remarque. Si on suppose de plus D f(a) # 0, 'hypersurface S de niveau de f passant
par a, d’équation f(z) = f(a), est lisse en a (théoréme 5.11 dans Rouviére page 200).
La condition nécessaire d’extrema liés signifie alors que son espace vectoriel tangent
en a, qui est le noyau de Df(a), contient I'espace vectoriel tangent en I' (i.e. tous
les vecteurs v tels que Dg;(a).v = 0 pour tout ¢). Donc I' est tangent en a a S.

En reprenant 'exemple précédent, si on trace des cercles de centre O et de rayons
croissants jusqu’a rencontrer la courbe C', on voit sur un dessin que le ou les points
de C' qui minimisent la distance & Iorigine sont tels que C est tangente a un de ces
cercles. Les cercles sont en fait des niveaux de f(z,y) = x®+y?, ceci est donc justifié

par ce que 'on vient de dire.

Références :
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— Gourdon - Analyse - Page 327 (le théoréme), page 319 (la premiére applica-
tion), page 321 (la deuxiéme application).

— Benzoni-Gavage - Calcul différentiel et équations différentielles - Exercice 3.1
page 87 (I'application & la diagonalisabilité des endormorphismes symétriques).

— Rouviére - Petit quide de calcul différentiel a 'usage de la licence et de ’agré-
gation - Page 192 (théoréme des fonctions implicites) et page 372 (suppléments

sur le théoréme des extrema liés).
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3.26 Théoréme des quatre sommets

Théoréme. Soit f : R — R? un arc de classe C* paramétré par U'abscisse curvi-
ligne, T-périodique, correspondant & une courbe C fermée, simple et conveze (i.e.
qui délimite une partie convexe). Alors la courbure v de C' admet au moins quatre

points critiques sur chaque période.

Démonstration. Comme f est de classe C3, sa tangente unitaire 7" est de classe C?,
et sa normale unitaire N et sa courbure v sont de classe C!. Ces fonctions sont

également 7-périodiques et on a

Par intégration par parties, on a de plus
| v = el - [ 6T ds
0 —— Jo

_ /0 " N'(s)ds = N(r) = N(0) =0,

ou Pon s'est servi de la deuxiéme formule de Frénet : N'(s) = —~(s)T(s). En

écrivant f(s) = (z(s),y(s)), on a donc

| reas= [ e = [ uereas=o. ¢

Comme ~ est continue, elle admet au moins un maximum et un minimum sur
chaque période. Ces extrema sont des points critiques, notons-les s; et sy avec s; <
Sy < 81+ T.

Si v est constante, le résultat est immédiat. On suppose donc que ' n’est pas
identiquement nulle, et étant d’intégrale nulle sur une période (par (x)), 7' ne peut
étre de signe constant sur [sy, s; + 7.

On suppose que s; et sy sont les seuls points critiques de v. Comme C' délimite un
convexe, la droite (f(s1)f(s2)) sépare C' en exactement deux arcs, et par continuité
de v/, 4/ ne s’annule pas et reste de signe constant sur [sq, $o] et sur [s9, s1 + 7. Soit
ax + by + ¢ = 0 une équation de la droite (f(s1)f(s2)). Alors

g: s (ax(s) 4+ by(s) + c)v'(s)

doit étre de signe constant sur [sy, s; + 7). Or par (x), [] g(s)ds = 0, donc comme
g est continue, cela implique g = 0, ce qui est absurde car alors toute la courbe C

serait incluse dans la droite (f(s1)f(sz2)) et la courbure ~y serait constante.
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Donc v admet un troisiéme point critique s3 dans [s1, s; + 7] et on peut supposer
pour se fixer les idées que s; < s3 < s9 < 1 + 7. Supposons & nouveau que ce sont
les seuls points critiques de «y. Alors «' reste de signe constant sur [sy, s3], [s3, so] et
sur [sg,s1 + 7). Il y a donc nécessairement deux arcs adjacents ot 7' reste de méme
signe. S'il s’agit des arcs [sy, o] et [sq2, 51 + 7], c’est absurde d’aprés le raisonnement
précédent. Les autres cas de figure se traitent de la méme facon.

Finalement, v admet au moins quatre points critiques sur [s, s; + 7. O

Exemple. D’apres le théoreme des quatre sommets, une ellipse admet au moins
quatre sommets. Vérifions-le.
On parametre Uellipse par f :t — (acos(t),bsin(t)), t € [0,27], a,b > 0. On a

f'(t) = (—asin(t),beos(t)) et f"(t) = (—acos(t), —bsin(t)),

d’ou det(f'(t), f"(t)) = ab. De plus,

1F/(0)] = a2 sin®(£) + 12 cosi(),

et donc la courbure vaut

_det(f'(1), f'(1) ab
() = £/ N (a2 sin?(t) + b2 cos2(t))%'

En la dérivant, on trouve

) 3ab(b* — a?) cos(t) sin(t)
Y = .
(a2 sin?(t) + b2 COSQ( t))3
Il y a donc en réalité quatre annulations a ' =0, 7,7, 37”

On peut également déterminer la développée de l'ellipse, i.e. le lieu de ses centres

de courbure. Le vecteur tangent T'(t) vaut

= F(t) ! —a sin CoS
T =10 = e 1 eomqy o) beos(i)).

et le vecteur normal correspondant est donc
1

N(t) = () 1 P o) (—bcos(t), —asin(t)),

ou pour éviter les calculs, on peut prendre un vecteur N(t) perpendiculaire a T'(t)
tel que (T'(t), N(t)) soit direct, puis le normaliser. Les coordonnées des centres de

courbure C(t) sont donc :

Ct) = f(t)+—N(1)
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= (acos(t),bsin(t)) + a? sin®(t) + b* cos?(t)

ab
2 _ b2 b2 2
(a - cos® (t), 7 ¢ sin3(t)>.

(—bcos(t), —asin(t))

En bleu la développée de ellipse :

Remarque. Soit C' une courbe fermée simple. Le théoréme de Jordan, trés intuitif,
dit que le complémentaire de la courbe C dans le plan R? est composé de deux
composantes connexes dont 'une seulement est bornée. On note A 'adhérence dans
R? de la composante bornée. On dit que la courbe est conveze si pour tous points
Py, Py € C, le segment [P P,] est inclu dans A.

Il est aussi intuitif qu’une courbe fermée simple est convexe si et seulement si
sa courbure reste de signe constant. Pour s’en convaincre, on peut aussi utiliser la
troisiéme formule de Frénet : v(s) = ¢'(s). Si la courbure 7 reste positive, alors le
paramétre angulaire 6 (angle entre la tangente et I'axe des abscisse) est croissant.
On pourrait aussi décomposer la courbe en deux courbes : on note A le point le plus
a gauche, B le point le plus a droite, fi : z — y; la courbe "du bas", et fo : z — 1o
la courbe "du haut". Alors f; est une fonction de R dans R convexe, qui reste donc

au-dessus de ses tangentes, et fo concave, qui reste en-dessous de ses tangentes.

Définition. Une courbe continue f : [a, b] — R? est dite fermée si f(a) = f(b). Elle

est dite simple si fi, [ est injective, i.e. si la courbe ne se recoupe pas elle-méme.

Définition. Soit f : I — R? de classe C!. On dit que le paramétrage f est régulier
si f'(t) # 0 pour tout t € I.
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Définition. Soient (I, f) et (J,g) deux arcs paramétrés. On dit qu’ils sont C*-
équivalents s'il existe un C*-diffeomorphisme 6 de I sur J tel que f = go . On dit

aussi que (J, g) est un paramétrage admissible de arc (I, f).

Définition. Soit (7, f) un arc paramétré de classe C'. Un reparamétrage (J, g) de

I'arc est dit normal s’il vérifie ||¢'(u)|| = 1 pour tout u € J.

Définition. La longueur d’une courbe paramétrée f : [a,b] — R? est donnée par

n—1
() =sup Y [ f(tir1) = F(t)]
k=0
ol le sup est pris sur toutes les subdivisions tg = a < t; < --- < t,, = b de l'intervalle
[a, b], n étant quelconque.

Théoréme. Soit [ : [a,b] — R? une courbe paramétrée de classe C*. Alors

I(f) = / 1)l dt.

Démonstration. Soit to =a <t} < --- <t, = b une subdivision de I'intervalle [a, b].

Pour i € [1,n—1], on a

tit1

f(tiva) — f(t)]] =

raa < [l

ti

Cela implique, en sommant :

—_

n—

1f(tis1) = f(8)]] </ £/ dt.

il

0

En passant au sup sur toutes les subdivisions, on obtient

b
I(f) < / 1£ )] .

Pour montrer 1’égalité, on introduit la fonction ¢ : [a,b] — R qui donne la
longueur de la courbe entre a et ¢. Soient ¢ € [a,b] et h € R tel que t +h € [a,b]. La
longueur de la courbe entre les paramétres t et ¢t 4+ h est plus grande que la longueur
du segment reliant f(¢) a f(t + h) (le plus court chemin est la ligne droite), donc

[f(t+R)— fO) <ot +h)— o).
On en déduit 'encadrement suivant :

B _ t+h
LF(t+h) — O] _ olt+h) — () _ 1 / /()] du,

h = h S h
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la deuxiéme inégalité étant donnée par la majoration de [(f) établie en premier. Les
membres de droite et de gauche tendent vers la méme limite || f'(¢)|| quand h — 0,

donc par encadrement, ¢ est dérivable en ¢ et ¢'(t) = || f'(¢)]|. Finalement

o) = [ 17

ou l'on intégre & partir de a pour avoir p(a) = 0, puis

b
I(f) = p(b) = / T
]

Définition. On appelle abscisse curviligne de (I, f) toute application s de I dans

R telle que si ty,to € I avec t; < to, alors s(tz) — s(¢1) est la longueur de I'arc

([tr, t2], f)-

Proposition. Les abscisses curvilignes de l'arc orienté (I, f) sont exactement les

primitives de la fonction t — || f'(t)]|.
Démonstration. Cela découle de la définition et du théoréme précédent. O

Théoréme. Si (I, f) est un arc paramétré de classe C' régulier, alors toute abscisse

curviligne est un paramétrage admissible de classe C1.

Démonstration. Soit s une abscisse curviligne. Pour tout ¢ € I, §'(t) = || f'(t)|| > 0
car 'arc est régulier. Donc s est strictement croissante sur /. Comme s est continue
(car C1), s : I — J = s(I) est bijective. De plus, s’ ne s’annule pas sur I, donc s~!

est dérivable sur J et )

s'os!

(871)/ _
qui est continue sur J. Par conséquent, s est un C'-difféomorphisme, c’est donc un

paramétrage admissible de (I, f) de classe C!. O

Proposition. Si (I, f) est un arc paramétré de classe C' régulier, alors toute abs-

cisse curviligne est un paramétrage normal de (I, f).

Démonstration. On note J = s(I) et F'= fos™!. L’arc (J, F) est un arc paramétré
équivalent a (I, f). En dérivant f = F o s, on obtient f'(t) = s'(t)F'(s(t)), soit

encore , _ S S0
F'(s(t) = MO0

car toute abscisse curviligne est une primitive de ¢ — || f'(¢)||. On en déduit || F'(s)| =

1 et donc s définit un paramétrage normal (J, F') de (I, f). O
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Définition. Soit f : I — R? une courbe paramétrée de classe C2. On dit que la
courbe f est biréguliere si f'(t) et f”(t) sont linéairement indépendants pour tout
tel

Définition. Soit f : I — R? une courbe réguliére. Le vecteur tangent unitaire 3 la

courbe a 'instant ¢ est le vecteur

0
170l

Définition. Soit f : I — R? une courbe paramétrée biréguliére. La premiére nor-

T(t)

male ou normale principale en t € I est le vecteur

_ T
@l

N(t) :
Définition. Soit f : I — R? une courbe réguliére de classe C? paramétrée par
’abscisse curviligne. Le nombre v(s) = || f”(s)|| = ||T"(s)]| est appelé courbure de la
courbe f en s € I. C’est la norme du vecteur accélération d’'un mobile parcourant

la courbe & vitesse constante égale a 1.

Théoréme (Formules de Frénet). Soit f : I — R? une courbe réguliere de classe
C? paramétrée par l'abscisse curviligne. On note T le vecteur tangent unitaire, N le
vecteur normal unitaire, v la courbure et 6 le paramétre angulaire (que l'on définira

dans la démonstration). On a alors les formules de Frénet :

T'(s) = (s)N(s), N'(s) = —v(s)T(s), et 0'(s) =~(s).

Démonstration. Comme la courbe est paramétrée par I'abscisse curviligne, v(s) =
I ()|l = IIT"(s)||. Donc N(s) = ||§:E3|| = 7;/((5), ce qui donne la premiére formule
de Frénet.

Ensuite, 7' est une fonction de classe C! de I vers le cercle unité de R2, donc

d’aprés le théoréme de relévement, il existe une fonction 6 : I — R de classe C!
telle que T'(s) = (cos(@(s)),sin(ﬁ(s))), pour tout s € I. On appelle 0 le paramétre
angulaire. On dérive :

T'(s) = 0'(s)(—sin(0(s)), cos(6(s))).

Comme T"(s) = y(s)N(s), en prenant la norme dans ces deux égalités, on obtient
0'(s) = 7(s). On en déduit ensuite que N(s) = (—sin(4(s)),cos(6(s))). On dérive

maintenant I'expression de N et on trouve :
N'(s) = =0'(s)T(s),
i.e. N'(s) = —y(s)T(s). O
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Proposition. Soit (I, f) un arc paramétré de classe C? régulier. La courbure de

l'arc est donnée par la formule :

et (1), (1)
0= FmE

Démonstration. On prend s une abscisse curviligne de ’arc, et on note F' = fo s~

1

et J = s(I). Alors (J, F) est un reparamétrage de (I, f) par I'abscisse curviligne.

On a donc les formules de Frénet : en particulier, 4L (s) = ~(s)N(s).

d
On dérive t — f(t) = Fos(t) :

dF

F(t) = s'(t) - (s(t) = s' ()T (s(1))-

On dérive une deuxiéme fois :

dT

()

—_——
=7(s(t))N(s(1))

f'(t) = s"(0)T(s(t)) + ' ()"

Comme (7, N) est une base directe, on a det(7, N) = 1, donc :

det(f'(t), f"(t)) = det(s' ()T, 5'(t)*y(s(t))N) = s'(t)*(s(t)).

Enfin, s étant une abscisse curviligne, ¢’est une primitive de ||f'(¢)||, donc s§'(t) =
| f'(®)|l. On remarque alors que la courbure ~y(s(t)) ne dépend pas de labscisse

curviligne s choisie, et on la note v(¢). On a donc démontré ce qu’on voulait. ]

Références :
— Francinou, Gianella, Nicolas - Orauz X-ENS, Analyse 4 - Page 335.
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4.1. Différentielle d’une limite et application exponentielle

4.1 Différentielle d’une limite et application expo-

nentielle

Théoréme. Soient E et F' deux espaces normés, U un ouvert de E et une suite

d’applications fi. : U — F différentiables sur U. On suppose que, pour k — oo :
(i) La suite (fy) converge simplement sur U vers une application f.

(i1) La suite des différentielles D fi.(x) converge dans L(E, F) uniformément pour

x € U vers une application g(z).

Alors Uapplication limy_,, fr est différentiable sur U et

De plus si les fi, sont de classe C* sur U, il en est de méme de leur limite.

Démonstration. Soit € > 0. L’hypotheése (i) donne I'existence d’un entier NV tel que
pour tout k > N et tout x € U,

1D fi(z) = g(2)l| = sup [Dfi(x).h —g(x).h]| <e.

IR]l=1
D’ou, pour tout j,k > N,
1D fj(x) = D fr(@)]| < 2e.

Soit maintenant a € U. Pour r > 0 assez petit, la boule de centre a et de rayon r est
un convexe contenu dans U. On applique I'inégalité de la moyenne & f; — f; entre a
et a+ h, pour ||h]| < r:

[(fia+h) = fi(a)) = (fila+h) — fu(@)]| < 2]ll.

Fixons k > N. Comme f; est différentiable en a, il existe a < r tel que
Ifila+h) = fr(a) = Dfu(a).h]| = o(|[h]]) < el

pour ||| < a. Par ailleurs, par définition de la norme d’application, et d’aprés la

toute premiére inégalité, on a :
1D fi(a).h = g(a).h|| < ||Dfr(z) — g(@)|[[|A]l < ellnll.

Enfin, par I'inégalité triangulaire et les trois inégalités précédentes, on obtient :

1fi(a+h) = fi(a) — g(a).h|| < 4e[[hl],

242 || Romain Giuge



4.1. Différentielle d’une limite et application exponentielle

pour tout j > N et tout ||| < a. On fait maintenant tendre j vers l'infini :
1f(a+h) = f(a) = g(a).h]| < 4el|h],

ce qui établit la différentiabilité de f en a, avec D f(a) = g(a).
Siles f; sont de classe C!, les D f; sont continues sur U, donc D f = limy_,o D f5

aussi par convergence uniforme, ce qui prouve que f est Cl. O
Application. L’application exponentielle est de classe C' sur M, (C).
Démonstration. Soit la suite d’applications (fx)ren définie par :

fer Mu(C) — M,(C)
M Y M

p=0 pl

Pour tout p > 1, Papplication M +— MP est de classe C! sur M,,(C) car polyno-

miale en les coefficients de la matrice M. On développe ensuite :

(M+HY = (M+H)(M+H)...(M+ H)
= MP+ (MP'H+ MP2HM +---+ HM" ) + o (| H|),

ou 'on a bien sir pris une norme d’algébre sur M,,(C) (par exemple la norme

d’application linéaire). Ainsi, pour p > 1, I'application u, : M % a pour diffé-
rentielle : .
Duy(M).H = —=(MP"'H + MP*HM +--- + HM"™).
p!

Alors || Duy(M).H|| < }%pHMHp*HHH, ce qui nous donne :

HMHp‘l'
(p—1)!

Du,(M) est absolument convergente dans l'espace

[Dup(M)]| <

Par conséquent, la série »_

complet £(M,,(C), M,,(C)), et la convergence est uniforme sur toute boule | M| <

R. Comme les

(M) =) u, (M)

tendent vers exp(M) lorsque k — oo, en appliquant le théoréme, on obtient que

'application exponentielle est de classe C! sur toute boule, donc¢ sur M,,(C), et

Dexp(M).H = Y Du,(M).H

O
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Remarque. On peut en fait montrer que ’application exponentielle est de classe C*.

Remarque. L’expression de la différentielle obtenue ici n’est pas trés élégante. On

peut montrer par une autre méthode que

[e.e]

D exp(M).H = exp(M) (Z %(—w)’“(@)

k=1

ou wy(H) = MH — HM. On peut déduire cette expression de la notre de la fagon

suivante : on considére la série double

()Y Duy(M).H = <Z (_f)q> (ZDUP(M).H>

=Y ( > (_f>unP(M).H) .

On montre ensuite par récurrence sur k que

S O ).t = L (—onny ).

|
pramk L
Le calcul est élémentaire mais un peu long.

Théoréme (Inégalité de la moyenne). Soient E et F' deuz espaces normés sur R ou
C, U un ouvert de E et f : U — F une application différentiable en tout point de
U. Soient [a,b] un segment de droite tout entier contenu dans U et k une constante

positive. On suppose que pour tout z € [a,b], on a

IDf (@)l ey = _ 1D f(z)-hllr < k.
o

Alors on a linégalité de la moyenne :

1f(b) = f(a)llr < K[lb—al s

Reéférences :
— Rouviere - Petit guide de calcul différentiel a ['usage de la licence et de [’agré-

gation - Page 117.
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4.2 Points extrémaux de la boule unité de M,(R)

On note B la boule unité fermée de M,,(R) pour la norme

[M]| = sup [[MX],
I x1=1

ou ||MX|| est le norme euclienne de M X sur R™.
Théoréme. L’ensemble des points extrémauz de B est le groupe orthogonal O, (R).

Démonstration. Soit P € O,(R). Montrons que P est un point extrémal de B. On
remarque d’abord que P € B :
[Pl = sup [[PX| =1
[ X]l=1
car les matrices orthogonales conservent la norme. On suppose maintenant que P =
(U4 V) avec U,V € B. Soit X un vecteur colonne unitaire. Alors :

1 1 1
IX1 =1 = l[PX] = S |UX + VX[l < OTX[ + [VX]) < SUUI+ VD) < 1.

On en déduit que toutes les inégalités écrites sont en fait des égalités. Cela implique
que ||[U|| = [|[V]| =1, [UX]| = |[VX] = 1 et de plus les vecteurs UX et VX sont
positivement liés. Pour ce dernier point, il s’agit du cas d’égalité dans I'inégalité
triangulaire pour une norme euclidienne. Par conséquent, on a UX = VX, et cela
pour tout vecteur unitaire X, donc par linéarité, U = V. La matrice P est donc bien

un point extrémal de B.

Inversement, soit A € B avec A ¢ O,(R). On va montrer que A n’est pas
extrémal.

On écrit la décomposition polaire de A : il existe O € O,(R) et S € S tels
que A = OS. La matrice S est orthogonalement semblable & une matrice diagonale
D = Diag(dy,...,d,) avec les d; > 0, et qu’on peut supposer rangés par ordre
croissant : d; < --- < d,. On écrit donc S = ‘PDP avec P € O,(R). Comme
S =0"1Aet que O°' € O,(R) préserve la norme, on en déduit immédiatement que

IS = sup O AX|| = sup [|AX]|= A <1
1

[ X[=1 1X1=

ISl = sup ['PDPX| = sup |DPX]|| = sup DY,
[ Xl=1 X |=1 Y ||=1

la derniére égalité étant justifiée par le changement de variable X = 'PY possible
car ' P est inversible et conserve la norme. Donc ||S]| < 1 implique que d; < 1 pour
tout 7 (sinon ||De;|| = d; > 1, ce qui contredit ||D|| < 1).
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Sid; =1,alors D = I, et donc S = I, et A =0 € O,(R). Donc nécessairement,
d; < 1. On écrit alors d; = aTJFB avec —1 < a < 8 < 1, car dy peut étre vu comme

le milieu de deux points de [—1,1]. On pose alors
D' = Diag(a,ds, ...,d,) et D" =Diag(B3,ds,...,d,).
On a ainsi D = (D' + D") avec D' # D", et
A= %(O*PD’P +O0'PD"P),
On vérifie que les matrices O'PD'P et O'PD"P sont dans B :

|OtPD'P|| = sup |O'PD'PX| = sup |[D'PX| = sup |[D'Y] <1

s
[l X]I=1 [l xl=1 IY]l=1
car les coefficients diagonaux de D’ sont compris entre —1 et 1.

On a donc écrit A comme milieu de deux points distincts de B, ce qui signifie

que A n’est pas un point extrémal de B. n
Admettons le théoréme suivant :

Théoréme (Krein-Milman). Tout convexe compact d’un espace affine de dimension

finie est enveloppe convexe de l'ensemble de ses points extrémaud.
On déduit immédiatement des deux théorémes précédents :

Théoréme. L’enveloppe conveze de O,(R) est B.

Définition. Un point & d'un convexe X est dit eztrémal si X\{z} est encore
convexe. Cela équivaut a dire que z ne peut pas s’écrire comme milieu de deux

points distincts de X.
Exemple. Les points extrémauz d’un carré plein de R? sont ses quatre sommets.

Proposition (Cas d’égalité dans 'inégalité triangulaire). Soient E un espace pré-
hilbertien et u,v € E. St ||u+ v|| = |[ul]| + [|v]|, alors il existe \,u € Ry tels que

A= pv (i.e. u et v sont positivement liés).
Démonstration. Pour montrer I'inégalité triangulaire, on écrit :
lu+ol* = JJull* + [v]* + 2Re(ulv),

puis Re(u|v) < |(ulv)| < |Jull||v|| par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Donc I'égalité
|lu + v|| = [Ju]| + ||v| implique que toutes les inégalités précédentes sont en fait des
égalités. L’égalité dans Cauchy-Schwarz implique I'existence de A € C tel que v = A\u
(si on suppose par exemple u # 0). D’out (u|v) = A||u||? et comme Re(u|v) = |(u|v)],

on a que (u|v) est un réel positif. Donc A est un réel positif. O
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Références :
— Francinou, Gianella, Nicolas - Orauz X-ENS, Algébre 3 - Page 130.
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4.3 Sous-espaces de dimension finie de C(R, C) stables

par translations

Théoréme. On note E = C(R,C) et F' un sous-espace vectoriel de E de dimension

finie. Pour a € R, on définit ’endomorphisme 1, de E par 7,f(z) = f(z — a).
Alors F' est de dimension n et est stable par tous les 7,, a € R, si et seulement si

F est espace des solutions d’une équations différentielle linéaire homogéne d’ordre

n a coefficients constants.

Démonstration. Si F est Iespace des solutions d’une équations différentielle linéaire
homogéne d’ordre n a coefficients constants, alors F' est un sous-espace vectoriel de
E. De plus, F est de dimension n d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire
(qui nous donne un isomorphisme entre les solutions de I’équation et les conditions
initiales). De plus, il est clair qu’un tel sous-espace est stable par translations.
Réciproquement, supposons que F' est de dimension n et est stable par transla-
tions. Soit (f1,..., f,) une base de F. Pour a € Reti € [1,n], ona 7_,f; € F, donc

il existe des scalaires \;i(a), ..., A\in(a) tels que

filx +a) Z/\zk M) (%),

pour tout z € R. Pour z € R, notons Fi(z) = [ fi(t)dt. En intégrant (), on
obtient :

/ fl t—|— CZ Z)\m(a)Fk(ﬁ)

=F;( m—l—a) Fi(a )

Les f; étant linéairement indépendantes, les F; le sont aussi (sinon on obtien-
drait par dérivation une relation entre les f;). Nous démontrerons dans le lemme
ci-aprés que cela implique Dexistence de réels zi,...,x, tels que la matrice A =
(Fi(x))1<ij<n soit inversible. En évaluant (x) en x;, on obtient :

n
Fi(zj+a) = Fi(a) = ) Air(a)Fi(z;),
k=1
pour tout 7, j, soit encore B(a) = A(a)A en notant B(a) = (Fi(x;+a)— Fi(a))i<ij<n
et A(a) = (\ij(a))i<ij<n- On en déduit que A(a) = B(a)A™! pour tout a € R. Les f;
étant continues, les F; sont de classe C' et donc aussi Papplication a — B(a). Ainsi
a — A(a) est de classe C', et donc les \;; sont de classe C'. En évaluant en 2 = 0

dans (%), on trouve

a) = > fi(0)Aw(a)
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pour tout a € R, ce qui montre que les f; sont de classe C'. Par une récurrence
immeédiate, les f; sont en fait de classe C* et on obtient F' C C*(R, C).

On dérive maintenant (x) par rapport a a et on prend a = 0, ce qui nous donne :

fl() = N (0) fu(x),

pour tout x € R. D’ou f/ € F et F est donc stable par 'endomorphisme de dérivation
D. Comme I est de dimension finie n et que D|r est un endomorphisme de F', D|p
admet un polynéme minimal qu’on note p, de degré d < n. Comme p(D) = 0
sur F, on a F C Ker(u(D)) = {f € E/u(D)(f) = 0} qui est un sous-espace
vectoriel de dimension d = deg(u) d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire.

Donc n < d, et finalement d = n, ce qui implique F' = Ker(u(D)) et termine la

démonstration. O
Lemme. Soient hq, ..., h, des fonctions de R dans C linéairement indépendantes.
Alors il existe des réels x1, ..., x, tels que la matrice (hi(z;))1<ij<n SOit inversible.
Démonstration. On note K = Vect(hy,...,h,). Pour z € R, on note 4, la forme

linéaire f +— f(x). Soient I' = {0,, € R} et G = Vect(I') C K*. On note ensuite
G*={fe K/g(f) =0, pour tout g € G}.
Alors on vérifie facilement que G° = T = {0}. D’autre part, on a dim(G) +
dim(G°) = dim(K*). En effet, soit (g},...,g;) une base de G. On définit 'ap-
plication linéaire v par :
v: K — K
r o gi(@)g + -+ gy (2)gg.

Alors = € Ker(v) si et seulement si gf(z) = 0 pour tout 4, i.e. si et seulement si
¢(z) = 0 pour tout ¢ € G. Donc Ker(v) = G°. Si on note (g1,...,g,) la base anté-
duale de (g7, ...,g;), alors pour tout i, v(g;) = g;- On en déduit que Im(v) = G.
Finalement, par le théoréme du rang, dim(G) + dim(G°) = dim(K) = dim(K™).

Donc dim(G) = dim(K*), d’ou G = K*. 1l existe donc des réels zy, ..., x, tels
que (0gy,...,0z,) soit une base de K*. On décompose J,; sur la base (h;); :

0z, = Mhy 4+ -+ + Ny,

et en évaluant en h;, on trouve \; = 0., (h;) = hi(z;). Finalement, (h;(7;))1<ij<n €st

la matrice de passage de la base duale (h?) a la base (0,,), elle est donc inversible. [

Références :

— Aucune.
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4.4 Théoréme de Brauer

Théoréme. Soit K un corps de caractéristique quelconque. Pour toute permutation
o € Sp, on note P(o) € GL,(K) la matrice associée & la permutation de la base
canonique de K™ par o. Alors deux permutations o et T sont conjuguées dans S,, si

et seulement si P(o) et P(T) sont conjuguées dans GL,(K) (i.e. semblables sur K ).

Démonstration. Le sens direct est immédiat : si 7 = pop !, alors

P(1) = P(pop™') = P(¢)P(0)P(p) ",

car on peut vérifier & la main que P(o109) = P(01)P(02) pour tout gy, 09 € S,.

Supposons maintenant qu’il existe M € GL,(K) telle que
P(t) = MP(c)M™".

Pour montrer que o et 7 sont conjuguées, on va montrer que leurs décompositions
en produits de cycles a supports disjoints comportent le méme nombre de cycles
de chaque longueur. On note alors ¢ (o) le nombre de cycles de longueur k dans la
décomposition de o, et ¢ (7) celui de 7.

On remarque que

P(t™) = P(7)...P(t) = MP(0)... P(o)M ' = MP(c™)M ™"

On va alors s’intéresser aux cycles de 7™ et o™.

Lemme. Si ¢ est un cycle de longueur k, alors @™ est le produit de d cycles a

supports disjoints de longueurs s ot d = pged(k, m).

Démonstration. Si m divise k, c’est clair : on écrit ¢ = (1,2,...,k) et on constate

que
em=0,m+1,2m+1,...k—m+1)2m+2,....k—m+2)...(m,2m,..., k).

Sinon, soit d = pged(k,m). Alors les permutations ™ et ¢? engendrent le méme
sous-groupe H de S,. En effet, o™ = (%)@ et le théoréme de Bézout donne d =

mu + kv qui implique ¢ = (p™)“. On considére, pour z € [1,n], les orbites

O, = {¢(w), v € H} = {(¢")'(w), i € N} = {(¢")'(2), i € N},

orbites de 'action de H sur [1,n]. Comme la décomposition en cycles de o € S,
est 'ensemble des orbites de I'action de <o> sur [1,n], on en déduit que ™ et ¢?
se décomposent en cycles de la méme fagcon. Comme d divise k, d’aprés le premier
cas, o est le produit de d cycles & supports disjoints de longueur g, d’ou le résultat

pour ™. 0
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On applique ce lemme : chaque cycle de longueur k£ composant o se décompose

en pged(k, m) cycles dans o™. Ainsi, le nombre de cycles de o™ vaut

Z pged(k, m)cg (o).

k=1
De méme pour 7.

On pose V = K™. En notant (ey,...,e,) la base canonique de K™, on définit
une action de S, sur K™ par (¢,€;) +— ey). Un élément v = (v,...,v,) € V est

invariant sous une permutation ¢ € S, lorsque ses coordonnées vérifient v; = v

pour tout ¢, ¢.e. lorsqu’elles sont constantes sur les orbites de ¢. En notant
Ve={veV /o) =},

qui est clairement un sous-espace vectoriel de V', on a donc que dimg (V%) est égal

au nombre d’orbites de ¢ (y compris celles réduites a un point). Donc

dimg (V") = pged(k, m)ex(o),
k=1
et de méme pour 7. Enfin, comme P(7™) = MP(c™)M ™!, on a clairement I'iso-
morphisme
f: v — v
v +— Muv,

(injectivité immeédiate car M inversible, on vérifie la surjectivité & la main), donc

dimg (V") = dimg (V™). D’ou :
> peed(k,m)er(0) = pged(k, m)ex(7),
k=1 K1

et cette égalité est vraie pour tout entier m > 1. On note C(0) le vecteur colonne
constitué par les ¢, (o) pour 1 < k < n. De méme pour 7. On note ensuite A = (a;;)

la matrice telle que a;; = pged(i, j). Alors
AC(0) = AC(T).

Il ne reste plus qu’a prouver que la matrice A est inversible pour avoir les égalités
cx(0) = cx(7) pour tout k. On va montrer que le déterminant de A est non nul. Il
s’agit du déterminant de Smith. Pour le calculer, on se rappelle que pour tout entier
d>1,onad=}, (k) ou ¢ est I'indicatrice d’Euler. Ainsi,

peed(i )= > wk) = ok) = rasy,
k|pged(4,7) kl\ﬂi,:kﬁj =
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ot 7, = (k) si k|i et 0 sinon, sg; = 1 si k|j et 0 sinon. En notant R = (r45) et
S = (si;), on obtient que A = RS. Mais R est S sont des matrices triangulaires (I'une
inférieure, I'autre supérieure) de déterminants évidents : det(R) = ¢(1)p(2) ... p(n)
et det(S) = 1. D’ou

det(A) = det(R) det(S) = p(1)¢(2) ... ¢(n) # 0.

Enoncé du théoréme adapté pour la lecon Exemples d’actions de groupes sur les

espaces de matrices :

Théoréme. Soit K un corps de caractéristique quelconque. Pour toute permuta-
tion o € S,, on note P(o) € GL,(K) la matrice associée o la permutation de la
base canonique de K™ par o. On considére laction de GL,(K) sur lui-méme par
CONJUGaison :

(P.Q)— QPQ".
Alors deux permutations o et T sont conjuguées dans S, si et seulement si P(o) et

P(7) sont dans la méme orbite.

Proposition. Deuzr permutations sont conjuguées si et seulement si leurs décom-
positions en produits de cycles a supports disjoints comportent le méme nombre de

cycles de chaque longueur.

Démonstration. Sens direct : on suppose 0 = o179~ !. On décompose 7 en produit
de cycles a supports disjoints : 7 = ¢; ...cp. Alors 0 = (pcip™t) ... (pcpp™) et les
wcip~! sont des cycles de méme longueur que c¢; et a supports disjoints. En effet :

peio ™t = plar.. o) = ((on) ... (o).

Sens indirect : si 0 = (ay...ax) et 7 = (by ... 0bx) sont deux cycles de longueur £,
alors toute permutation ¢ telle que p(a;) = b; vérifie 7 = pop~!. On en déduit sans
probléme le résultat pour o et 7 lorsque leurs décompositions en produits de cycles

a supports disjoints comportent le méme nombre de cycles de chaque longueur. [J

Reéférences :
— Ferrand et Raoult - Sur des matrices de permutations conjuguées (document

PDF).
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5.1 Application du théoréme de Chevalley-Warning

Théoréme (Erdos-Ginzburg-Ziv). Soient n > 1 et aq,...,as, 1 des entiers. Alors

il existe des indices 14, ... ,1, tels que
a;, +---+a;, =0[n].

Démonstration. Supposons n premier, qu’on note n = p. On considére :

2p—1 2p—1

z : -1 z : -1
P1 = CLZXZp et P2 = sz .

i=1 i=1

Alors deg(Py) +deg(Py) =2p—2 < 2p—1 ot 2p — 1 est le nombre d’indéterminées.
On peut donc appliquer le théoréme de Chevalley-Warning : le nombre N de zéros
communs & P; et P est divisible par p. Or (0,...,0) est un zéro commun, donc N >
p = 2. Donc il existe (x1,...,29, 1) € Fipq non nul tel que Pi(x1,..., 29 1) =0
pour i € {1,2}. Mais si  # 0, z*~* = 1 dans F,. Donc

PQ(.?Zl, c ,l’gp_l) = Card ({Z/.Iz 7é 0}) ]-]Fp = 0.

Mais 1 < Card ({i / z; # 0}) < 2p— 1, donc nécessairement, Card ({i / z; # 0}) = p.

D’ou lexistence de 4,...,1, tels que x;, = 1 si k est I'un des 7; et 0 sinon, puis :

2p—1

p
— } : p—1 _ § : —
Pl(l’l, c. 7$2p71) = Q;T; = ai], = 0.
i=1 j=1

Pour montrer que le théoréme est vrai pour n entier > 1 quelconque, on va
montrer que s’il est vrai pour deux entiers m et n, il est vrai pour mn. Le résultat
s’en suivra immeédiatement en décomposant n en produit de facteurs premiers.

Supposons donc que le théoréme est vrai pour deux entiers m,n > 1, et prenons

des entiers aq, ..., asmn—_1. On applique le théoréme avec les 2n — 1 premiers entiers
ay,...,as,—1 : il existe un sous-ensemble [; de [1,2n — 1] tel que Card(l;) = n et
Z a; = 0n].
i€ly

On applique a nouveau le théoréme avec les 2n — 1 premiers entiers a; pour i €
[1,2mn — 1]\ : il existe 5 tel que Card(l2) = n et

Zai = 0[n].

i€ls

On recommence ainsi jusqu’a avoir effectué 2m — 1 étapes au total : en effet, au

bout de 2m — 2 étapes, il reste 2mn — 1 — (2m — 2)n = 2n — 1 entiers, et au bout
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de 2m — 2 étapes, il n’en reste plus que n — 1, ce qui n’est plus suffisant. En fin de

compte, pour tout j € [1,2m — 1], il existe ¢; € Z tel que

E a; = Nc;.

iEIj

Comme on a 2m — 1 entiers ¢;, on peut appliquer le théoréme pour extraire un
sous-ensemble J de [1,2m — 1] tel que Card(J) = m et

ch = 0[m)].

jeJ
Finalement,
ZZai :anj:nmk:EO[mn],
jed i€l jeJ
somme de mn entiers a;
ce qui termine la démonstration. O

Reéférences :
— Nathanson - Additive number theory - Page 50.
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5.2 Cyeclicité du groupe multiplicatif d’un corps fini

Définition. Soit G un groupe fini. On appelle exposant de G le plus petit entier
strictement positif n tel que ™ = e pour tout = € G. L’exposant est aussi le PPCM

des ordres des éléments de G.

Proposition. Soit G un groupe abélien fini. On note p l'exposant de G. Alors il

existe un élément de G d’ordre p.

Démonstration. On va montrer que ’ensemble des ordres des éléments de G est
stable par PPCM. Ainsi le PPCM de tous les ordres des éléments de G, qui est égal
en fait a 'exposant de G, est 'ordre d’un élément de G.

Soient z,y € G, m 'ordre de x et n 'ordre de y.

Montrons que si m et n sont premiers entre eux, xy est d’ordre mn. On a
d’une part (xy)™ = e, et d’autre part, si [ > 0 vérifie (zy)' = e, alors (2y)™ =
(™)} (y"™) = y'™ = e. Donc Im est un multiple de n, et comme m et n sont premiers
entre eux, [ est un multiple de n. De la méme facon, [ est un multiple de m, et donc
[ est un multiple de mn. Cela prouve que 'ordre de xy vaut mn.

Soit maintenant [ = PPCM(m,n). On va écrire | = m/n’ avec m’ et n’ définis
ainsi : si la décomposition en produit de puissances de nombres premiers de m
contient p;" et celle de n contient p;*, on mettra dans la décomposition de m/, p;* si
m; > n; et p? sinon, et dans celle de n’, p si m; > n; et p}'* sinon. Alors m’ et n’ sont
premiers entre eux, m’ divise m, n’ divise n, = est d’ordre m’ et y= est d’ordre
n'. D’aprés ce qui précéde, zm yw est d’ordre m'n’ =1, i.e. il existe un élément de
G d’ordre [ = PPCM(m, n).

L’ensemble des ordres des éléments de G est donc bien stable par PPCM. O

Proposition. Le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique.

Démonstration. Soit F, un corps fini & ¢ éléments. Alors Card(FF}) = ¢ — 1. Soit r
l'exposant de F}. D’apres le théoréme de Lagrange, 297! = 1 pour tout x € [y, donc
r<qg—1.

Par définition de I'exposant, le polynome X" — 1 s’annule sur F; donc possede
q — 1 racines distinctes, donc r > ¢ — 1. Finalement, r = ¢ — 1.

Comme 7 est I'exposant de [}, d’apreés la proposition précédente, il existe z € T,
d’ordre r, i.e. d’ordre g — 1, et donc F} =<z>. O
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5.3 Groupes d’ordre p?

Proposition. Soit G un groupe qui agit sur un ensemble E. On note Stab(z) =
{9 € G/g.x = x} le stabilisateur d’un élément x de E, et O, = {g.x,g9 € G}
Uorbite de x. Alors l'application
¢: G/Stab(z) — O,
qg — q.T

est bien définie et est une bijection. En particulier, si G est fini, Card(O,) divise
Card(G).

Remarque. 1’application ¢ est une bijection ensembliste, on ne parle pas d’isomor-
phisme car G/Stab(x) n’est pas nécessairement un groupe. En effet, Stab(z) n’est

en général pas distingué dans G.
Démonstration. Soient g, g’ € G tels que g = ¢'. Alors il existe h € Stab(x) tel que
g = gh. Ainsi,

g .x = (gh).x = g.(h.x) = g.x,

ce qui prouve que @ est bien définie.
La surjectivité de ¢ est immédiate par définition d’une orbite.

Montrons l'injectivité : soient g, ¢ € G tels que g.z = ¢'.xz. Alors

/—1 1

(¢ g9)a=g""(ga) =g (dx) = (¢ '¢) v =ecx =2z
Donc ¢'~1g € Stab(z), et donc ¢’ = 3. O
Proposition. Soit G un p-groupe (p premier) et Z son centre :
Z ={x € G/gx=uxg9,Yg € G}.
Alors Z n’est pas réduit au neutre.

Démonstration. On fait agir G sur lui-méme par conjugaison. Soit x € G. L’orbite

de z est :
O, ={gzg~ ', g € G}.
On a alors clairement :

r€Z — 0,={z}.

D’aprés la proposition précédente, le cardinal d’une orbite divise le cardinal de G,
il vaut donc soit 1, soit p, soit p?. L’ensemble des orbites réalisant une partition de

G, on a :

k
Card(G) = Card(Z) + Z Card(0O;),
i1

257 || Romain Giuge



5.3. Groupes d’ordre p?

oil les O; désignent les orbites de cardinaux p ou p?. Comme p divise Card(G) et
Card(O;) pour tout i, on obtient que p divise Card(Z). En particulier, Card(Z) > p

et donc Z n’est pas réduit au neutre. O
Proposition. Tout groupe d’ordre p? est commutatif.

Démonstration. Comme Z est un sous-groupe de G, Card(Z) divise Card(G) = p?,
donc vaut soit p, soit p? (il ne peut pas valoir 1 car Z est non réduit au neutre d’aprés
la proposition précédente). Supposons que Card(Z) = p et prenons x € G\Z. On

fait agir G sur lui-méme par conjugaison et on considére le stabilisateur de x :
Stab(z) = {g € G/ grg™" = x}.

Alors de fagon évidente, Z C Stab(x) et x € Stab(z). Donc Card(Stab(z)) > p. Mais
Stab(z) est un sous-groupe de G, donc son cardinal divise p?, donc Card(Stab(x)) =

p?, i.e.

Stab(z) = G.

Ceci signifie que pour tout g € G, grg~! = x, soit encore que x € Z. C’est absurde

et cela prouve que Card(Z) = p?, i.e. Z = G et G est commutatif. ]
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5.4 Réunion de sous-espaces stricts

Proposition. Soit & un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors si K est infini,

E ne peut pas s’écrire comme réunion de sous-espaces stricts.

Démonstration. Supposons que F = V3 U --- U Vy ol les V; sont des sous-espaces
stricts de E. On a nécessairement N > 2 car sinon E = V. Quitte a retirer un
certain nombre de sous-espaces, on peut supposer qu’aucun n’est contenu dans la
réunion des autres. Il existe donc x € Vi tel que x € V; U --- U Vy_1. D’autre part,
onn’apas ViU---UVy_1 C Vy carsinon £ = Vy. Donc il existe y € ViU---UVxn_1
tel que y & V.

On considére maintenant le vecteur y 4+ Az pour X € K. Il n’appartient pas a Viy
car sinon y € V. Donc il existe iy € [1, N — 1] tel que y + Az € V;,. On obtient
ainsi une application

p: K — [1,N—1]
A 1.
Cette application est injective : en effet, si A et p sont tels que iy =, alors y + \z

et y + px sont dans V;,, donc leur différence (A — p)x aussi. Comme = & V,, on

A

obtient A = p.
Par conséquent, K ne peut étre infini et on a Card(K) < N — 1. ]

Corollaire. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie avec K corps infini.
Soient Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E de méme dimension r. Alors il

existe un supplémentaire G commun a tous les F;.

Démonstration. Tl existe des sous-espaces G tels que F; NG = {0} pour tout 7 : le
sous-espace {0} en est un. On en considére un de dimension maximale, que I’on note
G. Sir+ dim(G) < dim(E), les sous-espaces F; @& G sont des sous-espaces stricts
de E. D’aprés la proposition, il existe un vecteur x n’appartenant a aucun de ces
sous-espaces. Mais alors le sous-espace G = G @ Kx est en somme directe avec tous
les F;, ce qui contredit la maximalité de G. On a donc r + dim(G) = dim(E) et G

est un supplémentaire commun a tous les Fj. O
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5.5 Sous-groupes a un parameétre de GL,(K)

Proposition. Soit ¢ : R — GL,(K) une application continue telle que pour tout
s,t €R, @t +s) = @(t)p(s). Alors il existe A € M,,(K) telle que pour tout t € R,

plt) = et

Démonstration. L'hypothése p(t + s) = ¢(t)p(s) entraine ¢(0) = »(0)?, et comme
©(0) est inversible, on obtient ¢(0) = I,,.
Comme ¢ est continue, on peut l'intégrer et on a :
1 t
5 ). o(s)ds P 0(0) = I,,.
Mais GL,(K) est ouvert, donc il existe ¢ > 0 tel que [*_¢(s)ds € GL,(K). On
intégre maintenant I’équation p(t + s) = p(t)p(s) a t fixé pour s € [—¢,¢] :

| ettras=a) [ os)as

—& —&

o) = ( et ) ([ et ds)l .

Cette écriture montre que ¢ est dérivable et on a

soit encore

Pt +5) = ¢'(H)p(s)

pour tout ¢,s € R. En particulier, on a ¢'(s) = ¢'(0)¢(s) pour tout s € R. En

posant A = ¢’(0) et en résolvant I’équation différentielle, on obtient

pour tout s € R, d’oit le résultat car ¢(0) = I,. O
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5.6 Tout hyperplan de M, (K) rencontre GL,(K)

Proposition. Soit n > 2. Alors tout hyperplan de M,,(K) rencontre GL, (K).

Démonstration. On sait qu’il existe une forme linéaire ¢ sur M,,(K) telle que H =

Ker(p).
On note E;; les matrices élémentaires ayant un 1 en position (7, 7) et des zéros

ailleurs.
S’il existe ¢, j avec i # j tels que ¢(E;;) # 0, alors A = I, — ;f((éf?) E;j est inversible
ij
et ¢(A) = 0. Donc H rencontre GL, (K).
Sinon, la matrice
0 ... ... 1
1
A= Egyl + E372 + -+ Enfl,n + El,n =
0O ... 10
est clairement inversible avec ¢@(A) = 0 et on obtient encore que H rencontre
GL,(K). O
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5.7 Un polyndéme irréductible

Proposition. Le polynome P = X? — X — 1 est irréductible sur IF,,.

Démonstration. Soit K un corps de décomposition de P sur [F,. Soit a € K une
racine de P. Alors pour tout ¢ € [0,p — 1], o + i est aussi racine de P. En effet :

Pla+i)=(a+i) —(a+1)—1=(a?+") — (a+1i) — 1 =" —1,

ot 'on a utilisé Frobenius pour dire que (a4 4)? = o 4+ 4*. Enfin, comme i € F,,
on a1 —1i=0,dou
P(a+1) =0.

Supposons maintenant P réductible sur F, : on écrit P = QR avec @, R € F,[X],
deg(Q),deg(R) < p. Dans K[X], on a

(X—O{—ik),

1

Q=

d
k=

oit d = deg(Q) et les i, € [0,p — 1]. On regarde le coefficient de X9~ dans Q, il

vaut :
—((a+id) + (a+ia) + -+ (a+ i) = —(da+iy + - +ip).

Comme () € F,[X], ce coefficient appartient a F,. Donc da € F,,. Mais comme d < p,
on a d € F;, donc o € F),. Et le fait que a € F,, implique o = «, ce qui contredit
ol —a—1=0. O

Rappelons le théoréme suivant donnant un critére d’irréductibilité pour un po-

lynéme (on regarde son irréductibilité modulo un idéal premier) :

Théoréme. On note K = Frac(A). Soient I un idéal premier de A et B = A/l :
B est un anneau intégre de corps de fractions L. Soit P = a, X" + -+ ag € A[X]

tel que @, # 0 dans B. Alors si P est irréductible sur B ou L, P est irréductible sur
K (donc aussi dans A[X] si c¢(P) =1).

Proposition. Le polynome P = XP — X — 1 est iwrréductible sur 7Z.

Démonstration. On a prouvé que P est irréductible sur F, = Z/pZ. Le théoréme
implique alors qu’il est irréductible sur Q, et puisque son contenu vaut 1 (il est

unitaire), il est irréductible sur Z. O
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5.8 Une fonction donnant tous les nombres premiers

Rappelons le théoréme de Wilson qui va nous servir a démontrer la proposition

qui suit :

Théoréme (Wilson). Un entier p > 1 est un nombre premier si et seulement si
(p—D!'+1=0[p.

Proposition. Soit la fonction

f: N — N
n +— 242nl[n+1],

ot la congruence est & comprendre ici comme ['unique entier congru a 2+2n! modulo
n+1 et compris entre 1 et n+ 1. Alors [ est a valeurs dans [’ensemble des nombres

premiers et elle les atteint tous.

Démonstration. Distinguons deux cas :

(i) Sin+ 1 est premier, alors par le théoréme de Wilson, n! = —1 [n+ 1], et donc
2+2n! =0 [n+1]. Ainsi f(n) =n+ 1.

(ii) Si m+ 1 n’est pas premier, on écrit n + 1 = ab avec a,b > 1. Si a # b, alors

n! = (ab— 1)! est divisible par ab car il contient a et b. Donc n+ 1 divise n! et
2+2n!=2[n+1].
Si on ne peut pas écrire n+1 = ab avec a,b > 1 et a # b, c’est que n+ 1 est le
carré d’un nombre premier : n+1 = p2. Sip > 2, alors p et 2p apparaissent dans
nl,doncn! =0 [n+1]. Sip =2, alorsn+1 =4etona2+2n! =14 =2 [n+1].
Finalement, dans tous les cas, si n + 1 n’est pas premier, f(n) = 2.

]
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