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Les épreuves écrites et orales portent sur les notions et les résultats indiqués dans les deux sections
suivantes.

Algebre et de géométrie

1. Structures algébriques : Groupes, Sous-groupes, Sous-groupe engendré par une partie, Groupe
cyclique, Morphisme de groupes, Ordre d'un groupe, Ordre d'un élément, Théoreme de Lagrange.
Groupe symétrique et Groupe alterné : Décomposition d'une permutation en produit de trans-
positions, en produit de cycles a supports disjoints : Signature. Anneaux et corps, Sous-anneaux
(au sens des anneaux unitaires), Morphisme d’anneaux, Caractéristique d’'un anneau, Corps,
Sous-corps, Corps premier, Corps de fractions d'un anneau integre. Idéaux, Idéaux premiers et
tibles et éléments premiers, PGCD et PPCM, Cas des anneaux principaux : Algorithme d’Euclide.
Congruences dans Z, Nombres premiers, Anneau Z/nZ, Théorémes de Bezout et de Gauss. Le
corps Q des nombres rationnels, le corps R des nombres réels, le corps C des nombres com-
plexes, Théoreme de D’Alembert-Gauss.

2. Anneaux de polyndmes a une indéterminée a coefficients dans un sous anneau A de C, Construc-
tion de A[X], Algorithme de la division euclidienne. Fonction polyndme, Racines et multiplicités,
Polyndme dérivé, Formule de Taylor. Arithmétique dans K[.X] (K un sous-corps de C), Algorithme
d’Euclide, Théoreme de Bezout et de Gauss, Polynémes irréductibles, Contenu d'un polyndome,
Polynome primitif, Critére d’Eisenstein. Relations entre les coefficients et les racines d'un po-
lyndme scindé, Sommes de Newton. Corps des fractions rationnelles a une indéterminée sur K,
Décomposition en éléments simples. Définition d’'un polyndémes a plusieurs indéterminées a co-
efficients dans K, Définition de polyndmes symétriques.

3. Algebre linéaire : Espaces vectoriels, applications linéaires. Produit d’espaces vectoriels. Sous-
espaces vectoriels et sous espaces affines, Espaces quotients, Somme de sous-espaces, Somme
directe, Supplémentaires. Familles libres, génératrices et bases, Applications linéaires, Image et
noyau, Algebre des endomorphismes d'un espace vectoriel E, Groupe linéaire GL (E), Sous-
espaces stables d'un endomorphisme, Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres.

4. Espaces vectoriels de dimension finie : Existence de bases, Isomorphisme avec K", Existence
de supplémentaires d'un sous-espace, Rang d'une application linéaire, Rang d'un systeme de
vecteurs, Espace dual, Rang d'un systeme d’équations linéaires, Base duale.

5. Applications multilinéaires : Déterminant d’'un systéme de vecteurs, d'un endomorphis- me,
Groupe spécial linéaire SL(FE), Orientation d'un R-espace vectoriel.



6. Matrices a coefficients dans un sous-corps de C : Opérations matricielles, Rang d’'une matrice,
Représentations matricielles d'une application linéaire, Changement de base, Opérations élé-
mentaires sur les lignes et les colonnes d'une matrice, Méthode du pivot de Gauss. Application
a la résolution de systemes d’équations linéaires, au calcul de déterminants, a l'inversion des
matrices carrées, a la détermination du rang d’'une matrice, a la détermination d’équations défi-
nissant un sous-espace vectoriel.

7. Réduction d'un endomorphisme en dimension finie : Sous-espaces stables d'un endomorphisme,
Lemme des noyaux, Polynome caractéristique, polyndmes annulateurs d'un endomorphisme,
Polynéme minimal, Théoreme de Cayley-Hamilton. Diagonalisation, trigonalisation.

8. Géometrie affine du plan complexe : Isométries du plan affine euclidien, Similitudes directes et
indirectes du plan, Classification des isométries en dimension 2, Ecriture complexe des simili-
tudes directes et indirectes.

9. Algebre bilinéaire sur un R espace vectoriel : Formes bilinéaires, Formes bilinéaires alternées,
Formes bilinéaires symétriques, Formes quadratiques, Forme polaire d'une forme quadratique,
Eléments orthogonaux : Interprétation géométrique, Formes non dégénérées, Représentation
matricielle, Changement de base, Rang d'une forme bilinéaire, Décomposition d'une forme qua-
dratique en somme de carrés, Théoreme d’'inertie de Sylvester.

10. Espaces vectoriels euclidiens : Isomorphisme d’un espace vectoriel euclidien avec son dual, Sup-
plémentaire orthogonal, Caractérisation de la projection orthogonale, Inégalité de Cauchy-Schwarz,
Norme euclidienne, Bases orthonormales, Procédé d’orthonormalisation de Schmidt, Groupe
orthogonal, Groupe spécial orthogonal, Décomposition d'un automorphisme orthogonal en pro-
duit de réflexions, Endomorphismes symétriques, Diagonalisation d'un endomorphisme symé-
trique, Réduction simultanée de deux formes quadratiques réelles 'une étant définie positive,
Décomposition polaire dans GL(n, R), Espaces vectoriels euclidiens de dimension 2 ou 3, Groupe
des rotations, Produit mixte, produit vectoriel. Angles en dimension 2 : Angles de vecteurs, Angles
de droites, Théoréme de I’angle inscrit, Cocyclicité.

Analyse et probabilités

1. Fonctions définies sur une partie de R et a valeurs réelles : Topologie de R, Sous-groupes addi-
tifs de R, Droite numérique achevée, Limite, Continuité a droite et a gauche, Continuité, Théo-
reme des valeurs intermédiaires, Parties connexes de R, Image d’un intervalle par une fonction
continue, Image continu d'un segment, Etude de la continuité des fonctions monotones, Conti-
nuité d'une fonction réciproque. Fonctions Lipschitziennes, Fonctions uniformément continues,
Théoréme de Heine. Fonctions dérivables, Dérivée d'une fonction composée, Dérivabilité d'une
fonction réciproque, Théoréemes de Rolle et des accroissements finis : Application au sens de
variation d’'une fonction. Dérivées d’ordre supérieur, Applications de classe C* et de classe C*
par morceaux, Formule de Leibniz, Formule de Taylor avec reste intégral, Formule de Taylor-
Lagrange, Formule de Taylor-Young, Calcul des développements limités et des développements
limités généralisés : Application a I’étude locale des fonctions. Fonctions usuelles polynomes,
Fonctions rationnelles, Fonctions Logarithmes, Fonctions Exponentielles, Fonctions puissances,
Fonctions circulaires et hyperboliques, Fonctions circulaires et hyperboliques réciproques. Com-
paraison locale des fonctions : Notations de Landau. Fonctions convexes d'une variable réelle,
Continuité et dérivabilité des fonctions convexes, Caractérisations de la convexité.



10.

11.

. Suites réelles et complexes : Convergence, Valeur d’adhérence, Suites de Cauchy, Complétude de

R et de C, Théoreme de Bolzano-Weierstrass, Parties compactes de R. Criteres de convergence
d’'une suite réelle, Comparaison des suites. Suites réelles définies par une relation u,+1 = f(u,):
Etude graphique, Points fixes attractifs et Points fixes répulsifs.

. Séries réelles et complexes : Convergence des séries a termes réels ou complexes, Séries géomé-

triques, séries de Riemann, Séries a termes positifs. Convergence absolue, Criteres de conver-
gence, Estimations des restes. Séries alternées, Critere Spécial des séries alternées. Produit de
deux séries.

. Intégrale sur un segment des fonctions continues par morceaux : Propriétés de l'intégrale, Linéa-

rité, Relation de Chasles, Positivité, Sommes de RIEMANN, Primitives d'une fonction continue,
Calcul de primitives et d'intégrales : Changement de variable, lintégration par parties. Méthodes
de calcul des primitives usuelles.

Intégrales généralisées : Intégrales absolument convergentes, Exemples de Riemann, Intégrales
semi-convergentes, Criteres de comparaisons, Comparaison d'une série et d'une intégrale.

. Suites et séries de fonctions : Convergence simple, Convergence uniforme, Continuité, dérivabi-

lité et intégration de la fonction limite. Cas des séries de fonctions, Convergence normale, Théo-
remes d’approximation de Weierstrass polynomial.

Séries entieres : Rayon de convergence, Propriétés de la somme d'une série entiére sur son disque
de convergence, Continuité, Dérivabilité par rapport a la variable complexe, Fonctions analy-
tiques sur un ouvert, Principe des zéros isolés, Opérations algébriques sur les fonctions analy-
tiques, Composition, Exponentielle complexe, Propriétés, Extension des fonctions circulaires au
domaine complexe, Développement en série entiere des fonctions usuelles.

Séries de Fourier des fonctions continues par morceaux d'une variable réelle, Lemme de Riemann-
Lebesgue, Théoremes de Dirichlet, Convergence en moy- enne quadratique, Formule de Parse-
val.

. Méthodes d’approximation : Méthodes de résolution approchée des équations f(x) = 0 par di-

chotomie, Méthode de Newton, Estimation de I'erreur pour la méthode de Newton, Polynéme
d’interpolation de Lagrange, Méthodes d’intégration des trapezes et de Simpson, Estimation de
'erreur, Approximation quadratique, Polynémes orthogonaux.

Calcul différentiel : Topologie de R", Parties ouvertes et parties fermées, Voisinages, Parties com-
pactes, Théoréme de Bolzano-Weierstrass, Complétude de R". Parties connexes. Normes usuelles,
Limites et continuité. Fonctions différentiables sur un ouvert de R" : Différentielle (application
linéaire tangente). Dérivée selon un vecteur, Dérivées partielles, Opérations algébriques sur les
applications différentiables, Composition d’applications différentiables. Applications de classe
C', Matrice jacobienne, Inégalité des accroissements finis. Applications de classe C* : Dérivées
partielles d’ordre k, Interversion de I’ordre des dérivations. Formule de Taylor avec reste intégral,
formule de Taylor-Young. Etude locale des applications a valeurs dans R : Développements limi-
tés, Recherche des extremums locaux. Difféeomorphismes, Théoreme d’inversion locale, Théo-
reme des fonctions implicites.

Equations différentielles sur un ouvert de R, de la forme X’ = f(¢, X). Théoréme de Cauchy-
Lipschitz, Solutions maximales, Probleme de I'existence globale. Dépendance par rapport aux
conditions initiales, Trajectoires d'une équation différentielle, comportement qualitatif. Systémes
différentiels linéaires. Méthode de variation de la constante, Cas des coefficients constants. Equa-
tions différentielles linéaires d’ordre supérieur a un.



12.

13.
14.

Théorie de la Mesure de Lebesgue : Concept de la mesure, Ensembles mesurables, Mesure de
Lebesgue, Théoremes sur les ensembles mesurables au sens de Lebesgue, Ensembles de Borel,
Caractérisation de la mesurabilité, Théoreme de Carathéodory. L'Intégrale de Lebesgue d'une
fonction mesurable positive : Définition de 'intégrale pour une fonction positive, Théoremes de
la convergence monotone, Inégalité de Tchebyschev, Lemme de Fatou, Théoreme de la conver-
gence dominée. Lintégrale d'une fonction mesurable quelconque : Théoremes de la Conver-
gence (monotone, uniforme, dominée, majorée), Lemme de Fatou, Relation entre Intégrales de
Lebesgue et de Riemann. Définition des espaces LP, Inégalités de Holder, de Young, de Min-
kowski et de Schwarz. Calcul d’'intégrales doubles et triples : Théoréme de Fubini. Intégrale dé-
pendant d'un parametre : Continuité et dérivation.

Statistique descriptive univariée et bivariée, Covariance.

Probabilités : Espace probabilisé, Définition d’'un espace probabilisé : Evénements, Tribus, Me-
sure de probabilité. Indépendance d’événements et de tribus, Probabilités conditionnelles : Dé-
finition, Formule des probabilités totales et théoreme de BAYES, Variables aléatoires, Loi d'une
variable aléatoire, Probabilité discrete, Densité de probabilité. Lois classiques : Loi discrete et
Loi absolument continue, Fonction de répartition et densité, Exemples de variables aléatoires :
variable de Bernoulli, Loi Binomiale, Loi de Poisson, Loi normale centrée, Loi uniforme, Loi expo-
nentielle, Loi de Gauss, Espérance et variance d'une variable aléatoire a valeurs réelles, Théoréme
de transfert. Indépendance de variables aléatoires. Loi conditionnelle d'une variable par rapport
a une autre.

15. Analyse fonctionnelle : Topologie des espaces métriques, Topologie induite, Suites, Valeurs d’adhé-

rence, Limites d’applications et continuité, Homéomorphismes, Produit fini d’espaces métriques,
Compacité, Connexité, Composantes connexes, Connexité par arcs, Propriétés métriques, Ap-
plications lipschitziennes, Applications uniformément continues, Espaces métriques complets,
Théoreme du point fixe pour les applications contractantes, Espaces vectoriels normés sur R ou
C, Topologie d'un espace vectoriel normé, Normes équivalentes, Cas des espaces de dimension
finie, Espaces de Banach, Séries absolument convergentes dans un espace de Banach, Norme
de la convergence uniforme, Espace des fonctions continues bornées sur un espace métrique,
a valeurs dans un espace de Banach, Complétude des espaces L”, ou 1 < p < oo, Etude de la
compacité de parties d'un espace vectoriel normé, Théoréme de Riesz, Théoréme d’Ascoli, Ap-
plications linéaires continues, Norme subordonnée.



