Développementslimités

|- Développements limités : Généralités :

1. Préliminaire

Lanotion de développement limité permet d’ approximer une fonction au voisinage d’un point par un
polyndme. Plus |’ ordre du développement limité est élevé, meilleure est |’ approximation.

2.Définitionl :
Soit f une fonction définie au voisinage deX, eR.Ondit que f admet un développement limité d’ ordre N

s'il existe desnombresréels g,,4, ,..., €t @, et unefonction & définie au voisinage de X, verifiant :
2 n n

F(X)=8,+ay (X=X | +8,( X=X ) +...+ 8 (X=X, +O((x—x0) )

ol 0((x—x0)n):(x—xo)”8(x) , avec :)!i_)r!jog(x)=0.

v" Lepolyndme H(X):ao+a1(x—XO)+a2(X—XO)2+...+an(X—XO)n s appelle partie principale

du développement limité.
v' Leterme s appellele reste du développement limité.

Remarquel : Lechangement de variable t = X— X, raméne |’ étude au voisinage de 0.

Eneffet: Si Xi— f (X) admet un développement limité d' ordren au voisinage de X, dlors:

h— f (Xo+h) admet un développement limité d’ordre N au voisinage de 0 .
f(x)= a0+a1(x—xo)+a2(x—x0) +...+an(x—x0)n+o((x—x0)”),
alors f(><0+h)=a0+a1h+a2h2+...+anh”+0(h”).

Remarque? :
X f (X) admet un developpement limité d’ ordre N au voisinage deX, s'il existe des nombresreels &,

f (x)—ao—al(x—xo)—az(x—xo)z—..-—an(X—Xn)n _0

..., €t 8, telsque: lim =
3. Exemple:
_ 1_Xn+1
(1) :Onsaitque: VNeN, VX #1L, 1+X +..+ X" = T—x , donc
vnel, ¥x #1 L =1 n XMy X _yn : X 0
S X#L g =X X =X =X g(X),ou &(X) TS

Ainsi : 1_i_ler+ A+ X"+ X ( ):1+x+...+x”+o(x”).

. 1 ] PN
Par suite X —— admet un développement limité atout ordre.
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(2) : soit P(X)=a,+aXx+ a,X*+...+a,xP, dors: P admet un développement limité & tout ordre au
voisinagede O :

S NP, dors: P(X)=a+aX+a,X* +...+ a,xP + X" (X).

S N< P, dors: P(X)=a,+aX+ X2 +..+ 3, X"+ X"g(X). On dit qu on atronqué P al’ordre n.
I1. Propriétés du développement limité :

1. Théoreme d’ unicité :

L e développement d’ une fonction numérique s'il existe est unique.

Dém:

Supposons que f admet un DLn(O) tel que f(X)=a,+ax+ X2 +...+ a,X"+X"g(X) avec

f(x)-f(0)

!(lgag(x) 0.Alors: @, !(I_f)T(]) f(x),a !(I_I‘)Ta ” et pour tout O< p<N,ona:
. f(x)—a,—ax—..—a_,xP?

ap = lim ( ) %74 p-1 , D’ol I unicité du développement limité de T d ordre Nau
X—0 xP

voisinage de 0.

2. Conséquences :

La partie principale du DLn(O) d’ une fonction paire (resp. impaire) est paire (resp. impaire)

ﬁ)sons que f est unefonction paire, alors: f (X)= PR, (X)+X"g(X) avec B, est un polynome de degré
net £(x)=>0. Alors: T (=X)=Py(=X)+X",(X) ot &(X)=(~1)" x"s(-x) 0.

et laparité f dedonne f(—X)= T (X)=F,(X)+X"¢(X). Donc:

Ph(—X)+X"g, (X)= By (X)+ X"g(X]. L'unicité du DL, (0) entraine: By (—X)=Fy(X).
Ainsi P, est paire.

Supposons que f  est unefonction impaire, alors: f (X)= B, (X)+ X"s(X) avec R, est un polynéme de
degrénet 6‘(X)7_)>00. Alors: f (—X)Z Pn(—X)+ Xné‘l(X) ol 6‘1(X) :(—1)n X”g(—X)QOO.
atlapaité f dedonne f(—X)=—f (X)=—F,(X)-X"g(X)=—F(X)+X"&,(X) , avec
gz(x)z-g(x)zg) -Donc: By (=X)+ X", (X)=—PF(X)+ X"&,(X). L'unicité du DL, (0)
entraine : Pn(—X)Z—Pn(X).Ainsi P, est paire.

3. Troncature :

Définition :

Si f admet un DLn(O) de partie réguliére P,, alors f admet un DLm(O) pour tout M< N dont lapartie

réguliereQ,, est obtenue en éiminant les termes de degré > M.
Qy,, est obtenue par troncature de P, al’ordrem.
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[I1. Théoreme de Taylor Y oung et applications :
1. Théoreme:

Soit f unefonction de classeC" auvoisinagede 0. Alors f admet un DLn(O) donné par :

f(x)= Z—xk+o(x”)_f(0)+f’(0)x+gx2+ —+ fr:n) x”+o(x”)

Démonstration : Par récurrence:

Pourn=0,0na: f estcontinueau point 0, donc: f(X): f (O)+8(X)= f (O)+O(l),ou
g(x)=f(x)-f (0)739'

Pourn=1,ona: f estdéivableau point 0, donc:

f(X)= T (0)+xF(0)+ xg(X) = f (0)+F"(0)+0(x).

Soit N e N". Posons::

-

(%) : «Si f estdeclasse C"adors f admet un DLn(O) donné par : f (X)= Zn:— ( ) ».

|
k=0

Mg: (9,)=(%.,). Supposons alors que la propriété( %, ) est vérifiée,

Soit T une fonction de classeC™! au voisinage de 0. Alors f’ est de classe C" au voisinage de 0. Par

K]

hypothése de récurrence, ona: f'’admetun DL, (O) donné par : f'(X) = Zn:
(=0

()

F(x)=Y "

X +O( ) D’ou:

ve>0,3a>0, VX el-a,qf, |f '(X)—i

k=0 kl N

n f (k-‘rl)(o) N+l !
Donc:Ve >0, 3o >0, VX € |a,af, |f (X)—Z (k1) x k+1 £8[X J .
~= (k+2)!

1
X
n+1|'

nea £ (K] (0)

En utilisant I’ inégalité des accroissements finis sur }O,X avec x>0, on obtient :

ve>0,3a>0, VX el-a,qf, |f(X)- i f(k+)1()c,))

Xk f (O) <g

0 f (k+1) (O)

Ainsi : f(x)=>’ ) xk+1—f(o):o(x”+1j.c.ad.: f(x):kz_é) i x"+o(x”+1).
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Applications :
On sait que: €XP, COS et SiNsont indéfiniment dérivables sur IR , et pour toutn € N et pour tout X € R, on

a:(ex)(n) —eX cos(”)(x):cos(x+ n%j et sin(”)(x)zsin(x+ n%) dou:

exp™ (0)=exp(0)=1, cos®™ (0)= cos(Zn%J =cos(nr)=(-1)",

cos®™ (0)= cos((Zn +1) %j E cos(nﬂ+%j =—sin(nz)=0,

$n@®)(0)=sin| 2n% |=sin(nr)-0,a

sin@™(0) =5 n[(2n+1)%J = sin(nﬂ+%j = cos(N7 ) = (-,

D'ol: & = Z(;X?k!m(x”) , COS(X) = kzn(:)(—l)k()2(—2kk)!x2k +o(x2”+1)

. k x2kd w2kl JrO(XZn+2)

et sin(X)= kzzé(—l (2k+1)!

(24
Lafonction X+—> (l+ X) est de classe C™ au voisinage de 0. Donc :

a(a-1 a(a-1)..(a—n+])

(2+ x)a =l+ax+—-; X2+ ..+ o x”+o(x”)
Exercice : Donner un DLS(O) de X>V1+X et X \/11;—)(
f(k)(O)
Remarque: Si T est declasseC™! auvoisinage de 0, dors: f(X)=>" K +O(X”).Onditquef
o K
f(k)(O)

admet un DL, (O) fort . Ce dernier donne plus ' informations que f(X)=>" ki
o K

n
+o(x”) .
V. Opérations sur les développements limités :

1. Intégration :
Si f est dérivable au voisinagedeO et ' admet un DLn(O), dors: f'(X)= P, (X)+X"g(X)ou

Pn(x)zzn:akxk et £(X)—>0. Posons: Qn(X)zzn:akﬁ. Ona: Qf(X)=Py(X). Il ensuit que:
= x>0 =5 “k+l
f'(X)=Qh(X)+X"e(X) ,cad.: f'(X)-Qh(X)=+X"¢(X).Donc:

ve>0,Ja >0, VX € |-a,a],
ve>0,da >0, VX € J-a,a,

g(x)‘ég ,D’ou:

Xn

X"g(x)| <&
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!

ve>0,3a>0, VX €]-a.d], ‘( (x)-Qn(x)]|<

n+l
X
B [ n +1J

D' aprés|'inégalité des accroissements finis, ona: Pour tout X € |-a, ] :

‘(f(x)—Qn(x))—(f(o)—Qn(o))sg%—o,c.ad.: f(x)—f(o) f(‘:j_ %ﬁ&
par siite: f ( )—f(O)—kZ::)ak X eip(x). so: f(x):f(o)+k§oakk+1 (x4).

Regle: Si f' admet un DL (O) au voisinage de 0, alors f admet un DLn+1(O) dont la partie principale est

obtenue en intégrant la partie principale du DLn(O) de ' et en choisissant f (O) comme constante
d’intégration.
Exemples: (1) : On sait que: LX=1+ X+ X%+ ...+ Xn—i-O(X”) ,aors:

X2 x3 X"

—In(l—x):—ln(1)+x+7+§+...+ﬁ+o(x”),cad:
—In(l—x):x+x2 +X§3+ +XFn+o(x ).

(2):Ona: IIm%—l dors: SINX= X+ Xg(X)=|X+0(X)|. Par intégration successive, on obtient :

—COS(X):—COS(O)+X—2+O(X2),d’ou: cos(x):l—x—2+o( ).Puis:

2 2
sin(x)=sin(0)+x—§-?+o( ) dou: sin(x)=x—§-?+o(x5) 1l en suit ;
x? x*

6\ x?  xt 6 .
+O(X ),c.a.d.: COS(X)zl——+—+O(X ) Par suite:

—C0s(x) =—cos(0)+ SR

204

x3 X°
3 E

N s X3 X 7
+o(x ),c.ad: S|n(x)=x——+—+o(x ) etc

sin(x)=sin(0)+x- TR

(3):Ona: !(igaele, Dol ; eX:1+£(X):1+O(1).Comme X € est declasse C*, adors:

Par intégration successive, on obtient : €¢ =€®+ X+ O(X) =L+ X+0(X)|, Puis:

NG NG
eX:e°+x+—+o(x) 1+ X+ -+ 0(X)|, Par stite:

2! 2!
X2 X3 X2 X3
=+ x+ 2|+§+o(x) 1+x+j+§+o( X)|, etc.
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Exemple d' application : Le prolongement par continuité en 0 de lafonction X+ Sin ( X) estil prolongeable

sin(x
s
par continuité ? On doit donc calculer [IM X
x—0 X
sSin(X
. 2 x( 1 o(x)
On sait que Sln(X)=X+O(X ),donc: = :O(l)—>0.
X X x—0
Exercice: 1. Donner le DL4(0) des fonctions COS( X) et €.
e _1-x—X
_1_ _ _ —1-X—
2. Calculer leslimites |imeX 1-X , |imex 1-X et lim 2
x—0 X -0  x2 x>0 X3

2. Substitution de type x+> axP :

soientaeR, f eDL,(0) e f(x)zzn:akxk+o(x”).0na:
k=0

f (axP)=a, +aaxP +2,a*x*" +...+ 8,@"x"™ +0(X"™). Donc: X+ f (axP) admetun DLy, (0).
Exemple:

On sait que:: %—1+x+x2+ A+ X" 1+o(xn 1)

Donc : % =1-X+X°+..+ (—l)n_l X4 O(X”‘l). Par intégration, on obtient :
X x3 1 X" .
In(l )—In(1+0)+x—?+§+ +(-1)" ?—I—O(X)Alns:
3
In 1+X) X—X72+X§+ +( 1) XFn+O(X) Par substitution , on obtient :

—1-X2+ x4 +...+(—1)n_1 Vel +(—1)n XN 4 O(in)_ Puis :

n_l in—l
2n-1
n X2I’H—l

n y2ntl

2n+1

Arctan(x)= Arctan(0)+ x—X—3+X—5+...+(—1)

375 (-1

+ 0(X2”+3) . Donc:

n-1 X2n -1

Arctan(Xx)=X— X3 X5 +(—1) 2N 1( )2n 1

35"

Exercice: Donner IeDL4(0)

n O(X2n+3)

(O)de arctan .Donner DLG(O) de X V1+ X2 .

1+ x?
3. Somme::
x)=kzn;)akx"+o(x”)et g(x)=ébkx"+o( "), dorsf (x)+g(x) Z(ak+b )< +0(x").

Régler : Si f et g admettent des DLn(O),anrsf + g admet un DLn(O) dont la partie principale est la

somme des parties principalesde et g.
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_ef+e*

Donner un DL3(0) de f (X) 5

4. Produit :

S f(x)= A(X)+X"g,(X)et g(x)=B(X)+X"¢,(X), dors:

f (x)g(x):A(x)B(x)+x”(A(x)gz(x)+ B(X)gl(x))—i—xngl(x)gz(x).GardonsdansA(X)B(X) les
termes de degré <N. Do : A(X) B(X)=C(X)+X™D(x)=C(X)+X"¢;(X). Ainsi :
f(x)g(x)=C(x)+0(x").

Regle: Si T et g admettent des DLn(O),AIorsIe produit admet un DLn(O) dont la partie principale

S obtient en prenant dans le produit des parties principales des termes de degré< n.

Exemple : Donner un DLS(O) de XH(l—I— x)ex. Donner un DLZ(O) de XH%.

5. Composition :

Régle: S f et gadmettent des DLn(O)et Ixim)g(x)zo, alorslacomposée f o g admet un DLn(O) dont
la partie principale s obtient en prenant dans |la composée des parties principales les termes de degré< N.

Démonstration :

Ona: f(x)=A(X)+X"g,(X) et g(x)=B(X)+Xx"g,(X), avec: A(X):Z(:)ak)(k etB(x)=> bx".
Puisque!(i_F)Tg)g(X)=O,alors: b, =0. Donc:

f (g(x))z A(B(x)+x”(c;z(x))+(B(x)+x”gz(x))n gl(B(x)+ x”gz(x)).

(B(x)+ x”gz(x))n =X (b + B Xt .+ X x”‘lgz(x))n = x"h(x),

ou': h(X):(bl+b2X+...+lq1X”‘1+ X”‘lgz(x))n. h est bornée au voisinage de 0.

Posons : &4(X) = h(X)gl(B(X)+ X”EZ(X)) .Ona: &(X)=>0.

x—0
En outre, ona:

A(B(X)+ X"z, (X)) =y + 8 (B(X)+ X" (X)) ..+ 8 B(X)+ X", (X))

A(B(X)+Xn52(x))=ao+kzn;,ak(B(X)+Xn82(X))k
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A(|3(x)+xn.92(x)):aoJr;1 [(B(x))k+ik§;(:k(8(x)) (xngz(x))k|}
A(B(x)+x“gz(x)):a0+kzn‘iak(8(x))k+klak[:(:Ck(B(x)) Kk '(x)J
A(B(x)+x“gz(x)):A B(x))+x kznllak[:(:CL(B(x)) n(k_l_ljgg ' )J
A(B(X)+ X", (X)) = A(B(X))+ X", (X)

Avec, &,(X)= kZi:lak [kzlcli((B(X))i Xn[k—i—ljglg—i (X)] >0

=
Dou: f (g(x)) = A(B(x))+x”g4(x)+ X', (X) = A(B(x))+o(xn).

Ladivision euclidienne de Ao B( X) par X" ,donne I existence de deux polynomes Q et R tels que::
AoB(X)=Q(X)X"+R(X) ,avec: R=0 ou deg(R)<n.Dou:

f og(X)=R(X)+Q(X)X"+X"g(X)

Exemple : Donner un DL;(0) de Xt In(cos(x)} .

Ona: In(cosx)= In(1+(cos(x)—1)j . Comme:: In(1+ x): x—X—2+X—3+o(x3) et

2
COS(X) :1—X7+0(X3) ,aors:

Puis: In(cos(x)):—%2+ o(x3) .

6. Ladivision:

X—>

Regle: Si f et gadmettent des DLn(O) etsilir%g(x);tO,aJors% admet un DLn(O).
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Démonstration : Supposonsque: T (X)= A(X)+X"g (X) et g(X)=B(X)+X"s,(X). Alors:

F(X) _agtax+..+ax" +X%(X) 1 g+aX+..+aX"+x"g(X)
g(x) by+bx+..+bXx"+xX"e,(X) b01+glox+m+

by
b
w:é(ao+a1x+...+anx“ +x“gl(x)){1+%x+...+%x” +x”gz(x)]

X"+ X", (X)

En suite, on applique les régles de compositions et de produit.

Exemple :
1
1. Donner un DL, 0) et un DL4(O) de XHF(X) et xnetan(x).

3. Donner un DL, 0) de Xi=> 7 -

(

2. Donner un DLZ(O) de XHtan(X)
(

4. Donner un DLS(O) e XF> VX2 +1+X.

Solutions :

1. Ona: COS(X):J.—X—2+O( )et i—1+X+0( ) donc :

2 1-x
1 1 X2
= :1+—+o(x2).
cos( X X2 2
X 1 > 0]
Cherchons un DL4(O) de XH%(X) ;
Ona: cos(X)=1- X22+ﬂ+o( ) 1 1+x+x2+o(x2) donc :

1-x
C"Sl<x>_1_(x22 o] { NXZZ ;ﬂ o) e

1 . X2 5
cos(x) 1+7+ﬂx +o( )
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2. tan(x)=sin(x)x cosl(x) = [x—%3+o(x4)}(1+x—22+2—54x4+o(x4)J _xt XX o(x*)

cad.: [tan(x)= x+%3+o(x4) .

3. Un DLS(O) de € =1+ X+X—22+%3+0(X3). Donc:

4. J1+x2 +x:(l+ x2)2+x:1+%x2+o(x2)+ x=1+ x+%x2+o(x2).

V. Applications :

1. Cdcul delimites:

. —g . xIn(x
Calculer leslimites suivantes : |ImX Snx lim ( )
x=>0  x3 x—>1 X—1

2. Position relative d’ une courbe et de sa tangente au voisinage d’' un point :

SupposoNs connu un DLp(O)a\/ec p>1. Donc: f(X)=ay+ax+AXP+xPg(X) avec lime(x)=0.

X—0

Latroncature al’ordre 1 donne: f (x)=a0+a1x+ XE(X) avec IXi_r)rag(X)zo.

F étant dérivable au point0 , alors: f (X)z f (O)—i— f’(O)X+ XE(X) avec!(i_rjaa(x)zo. L’ unicité du
DLl(O) Jlensuit: 8, = f (O) et a = f’(O). Par site, Iadroite(T): y=2a,+3aX estlatangente ala

courbe delafonction f au point o abscisse 0.

Par ailleurs, | (x)—(ao+alxj:Axp+xpg(x)=/1xp{1+%g(x)J.

Comme Iim1+lg(x):1, alors dansun voisinagede 0, ona: 1+1€(X)>O. Ainsi, le signe de
x=-0 A A
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f (x)—(aO+alx] est celui de AXP.

Exemple 1: Etudier la position relative de la courbe représentative de lafonction f (X) = (X+l) e et desa
tangente(T) au point A(O,l) .

2 : .
Onmontreque : f (X):l—X+§X3+O(X3) .Donc: f(X)=1-Xx+0(X). Puis: (T) y=1-Xx.
Lesignede f (X)—(l—X) est celui de %XS, donc: f (X)—(l— X) change de signe au voisinage de 0. On en

deduit que la courbe d’ équation Y = (X+ 1) e X traverse sa tangente(T) au voisinage de 0.

Exemple 2:Etudier la position relative de la courbe représentative de la fonction f (X) =X—3-2| n(x+1)
et de satangente(T) au point A(O, —3) .

3. Asymptotes et position relative avec la courbe au voisinage de I’ infini :

Il suffit d’ utiliser le changement de variable t = % puis donner un DL, (O) , pour aboutir &:

X—>+o0

c 1 1 1 _
f(X)zaX+b+W+W8[XpJ ou lim E[Xp] 0. Danscecas,ona:

v lim f(x)- (ax+b)=0, cad.: Iadroite(A) d équation Yy = ax+b est une asymptote obliquea

X—>—+00

Iacourbe(%’f ) au voisinage de +o0 .

v' Laposition relative delacourbe(%f ) et del’ asymptote (A) est donnée par le signe de

. . C C 1 /(1 1 (1
f(x)—(ax+b) c.ad. celui deﬁ,car: f(X)—(aX+b) F(1+C3(X n etl+Cg[XpJ
est positif au voisinage de—+oo .

Exemple : Etudier au voisinage de+oo et de —oo , le comportement de lafonction f définie par

f(X)=Xx+2Vx*-X.

V1. Développements limités usuels au voisinage de O :

Laformule de Taylor-Young permet d’ obtenir facilement |es dével oppements limités suivants, lorsque x — 0.

2 3 n n k

X X X X
e =1+X +—+"+.. +—+OX —+0 Xn
21 3l (x* kzzok! )
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3 5 2p+l A 2p+1 -
sin(x) = X_);_|+)5(5|+ +(_1)p(?i(p+l)| 0(x 2P*2) = Z( 1)° (;p+1)l (x2°*2)
cos(X) = 1_X7|2+XTT+ +( 1) o )+O(X2p+1) Z( ) (zp)| 2p+1)

X X5 X2p+1 A 2p+l X +1 A
sh(X)=X +=- TR (2 D) +0(x 2P*?) = Z (2p+1)l+0(x P+2)

2 X4

Ch(X) 1+%+—+ +(2 )|+O( 2p+l) Z(zp)l_i_O(XZpﬂ)

VaeR: (1+x)" =1+ Ix+a(a D2y soaD.(a—n+D) +o(x )

il 2! n!
(1+x)" :ia(a—])--r-)(la—pﬂ)xpw(xn)
p=0 -

Par définition ,on a: Ch (X ) =

Cas particuliers :

1 . 2 _T\ny N "= 3 (LK x K n
Toy =Lx+x +..4+(=D"x" +0(xX )—kZ::( D x* +o(x )

1
1 _ 2 n ny _ 3 k n
Ty =X XX +0(x")=>"x +o(x |
1, 1., 13 .5  n113.(2n-3) . . .
J1+X 1+2x 52X T 526X +.t (=1 2.4..(20) X" +o(x")
L& 1132k =3)

\/1+x_k;( 1) 24 (2K) X +o( )

o 1. 1., 13 5 13.(2n=3 0, n
SR Ly LAy A (1) RO O

— _ 13...(2k -3) _« n
J1-x =— k; 242K X +o(x )

1 .1, .13, . 0l3.2n-D . .,

— =1 SX+54X .+ (=1) > 4...(2n) X" +o(x")

1 k1.3...(2k 1) K n

Tox _kzo( V=50 (2K) x“+o(x")
Développement limité BTS Génie Informatique Pr. M. ALAHIANE
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1 ., 1. 13_,. .13.(2n-) 13..(2k-1) i
v Ly LR v 7o) SRR Z a2k ¢ rolx”)
Par intégration, on obtient :
n-1 k-1
1,1 (-1) n, (-1)
In(l+x)=x—§x2+§x3+...+ 2 x“+o(x”)=kz=’6 . x"+o(x”)

n k
arctan(x ) =X _%X3+%X5+_"+ (2;]1_?_1X2n+1+0( 2n+2) Zj ( ) X2k+1_|_O(X2n+2)

Exemples: Des DL, (0) de quelques fonctions & connaitre par coaur :

e~ 1+x+X—2+X—3+o(x3) sin(x) = x—X—3+o(x4)
B 21 3 3l
3

cos(x) = 1—7+o(x3) sh(x)=x+’;_|+o(x4)

ch(x)= 1+—+o(x3)

2!
VaeR: (L+x)” 1+lx+a(0£| Dy ala- g(a 2)x3+o(x)
N x3+0(x3) 1 =1+X +X2+X3+0(x3)
1+x 1-x

VI+X =1+= x—%x2+21436x3+0(x3)

Ax =1-Ly_ 1 y2_ 13 /3 3
IoX =looX =X 546X O

In(1+x )=x —%x2+%x3+o(x3)
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