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Développements limités 
 
I- Développements limités : Généralités : 
1. Préliminaire : 
La notion de développement limité permet d’approximer une fonction au voisinage d’un  point par un 
polynôme. Plus l’ordre du développement limité est élevé ,  meilleure est l’approximation. 
2.Définition1 : 
Soit f une fonction définie au voisinage de 0x ∈ . On dit que f admet un développement limité d’ordre n  

s’il existe des nombres réels 0a , 1a ,…, et na  et une fonction ε  définie au voisinage de 0x  vérifiant : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0

2
0 1 0 2 0 0...

n n
n x xf x a a x x a x x a x x o −= + − + − + + − + , 

 où ( )( ) ( ) ( )0 0
nnx x x xo xε− −=  ,  avec  : ( )

0
lim 0
x x

xε
→

= . 

 Le polynôme ( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 0 2 0 0...n

n
nP x a a x x a x x a x x= + − + − + + −  s’appelle partie principale 

du développement limité. 
 Le terme  s’appelle le reste du développement limité. 

Remarque1 :  Le changement de variable 0t x x= −  ramène l’étude au voisinage de 0. 

En effet : Si ( )x f x  admet un développement limité d’ordre n  au voisinage de 0x , alors : 

( )0h f x h+  admet un développement limité  d’ordre n  au voisinage de 0 . 

Si ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0

2
0 1 0 2 0 0...

n n
n x xf x a a x x a x x a x x o −= + − + − + + − + ,   

alors ( ) ( )0
2

0 1 2 ... n n
nf x h a a a h a h oh h+ = + + + + + . 

Remarque2 : 
( )x f x  admet un développement limité d’ordre n  au voisinage de 0x  s’il existe des nombres réels 0a , 1a

,…, et na  tels que : 
( ) ( ) ( ) ( )

( )0

2
0 1 0 2 0

0

...
lim 0

n
n n

nx x

f x a a x x a x x a x x

x x→

− − − − − − − −
=

−
 

3. Exemple : 

(1) : On sait que : 
1

  1, 1, 1 ... 1
n

n xn x x x x
+−∀ ∈ ∀ ≠ + + + =

−
, donc : 

( )
1

    1, 1, 1 ...1 1 1
n

n n nx xn x x x x x xx x x ε
+

∀ ∈ ∀ ≠ = + + + + = =
− − −

, où ( ) 0
01 x

xx xε
→

= →
−

. 

Ainsi : ( ) ( )1 1 ... 1 ...1
n n n nx x x x x x o xx ε+ += + + + = + + +

− . 

Par suite 1
1x x−  admet un développement limité à tout ordre. 
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(2) : Soit ( ) 2
0 1 2 ... p

pP x a a x a x a x= + + + + , alors : P  admet un développement limité à tout ordre au 

voisinage de 0 : 
Si n p≥ , alors : ( ) ( )2

0 1 2 ... p n
pP x a a x a x a x x xε= + + + + + . 

Si n p< , alors : ( ) ( )2
0 1 2 ... n n

nP x a a x a x a x x xε= + + + + + . On dit qu’on a tronqué P  à l’ordre n . 

II. Propriétés du développement limité : 
1. Théorème d’unicité : 
Le développement d’une fonction numérique s’il existe est unique. 
Dém : 

Supposons que f  admet un ( )0nDL  tel que ( ) ( )2
0 1 2 ... n n

nf x a a x a x a x x xε= + + + + +  avec

( )0
lim 0
x

xε
→

= . Alors : ( )0 0
lim
x

a f x
→

=  , 
( ) ( )

1 0

0
lim
x

f x f
a x→

−
=  et pour tout 0 p n< ≤ , on a : 

( ) 1
0 1 1

0

...
lim

p
p

p px

f x a a x a x
a x

−
−

→

− − − −
= , D’où l’unicité du développement limité de f d’ordre n au 

voisinage de 0. 
2. Conséquences : 
La partie principale du ( )0nDL  d’une fonction paire (resp. impaire)  est paire (resp. impaire) 

Dém : 
Supposons que f  est une fonction paire, alors : ( ) ( ) ( )n

nf x P x x xε= +  avec nP  est un polynôme de degré

n et ( ) 0
0

x
xε

→
→ . Alors : ( ) ( ) ( )1

n
nf x P x x xε− = − +  où ( ) ( ) ( )1 0

1 0
n n

x
x xx εε

→
= − − → . 

et la parité f  de donne ( ) ( ) ( ) ( )n
nf x f x P x x xε− = = + . Donc : 

( ) ( ) ( ) ( )1
n n

n nP x x x P x x xε ε− + = + . L’unicité du ( )0nDL  entraine : ( ) ( )n nP x P x− = .  

Ainsi nP  est paire. 

Supposons que f  est une fonction impaire, alors : ( ) ( ) ( )n
nf x P x x xε= +  avec nP  est un polynôme de 

degré n et ( ) 0
0

x
xε

→
→ . Alors : ( ) ( ) ( )1

n
nf x P x x xε− = − +  où ( ) ( ) ( )1 0

1 0
n n

x
x xx εε

→
= − − → . 

et la parité f  de donne ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
n n

n nf x f x P x x x P x x xε ε− +− =− =− =−  , avec

( ) ( )2 0
0

x
x xε ε

→
= − →  . Donc : ( ) ( ) ( ) ( )21

n n
n nP x x x P x x xε ε− + =− + . L’unicité du ( )0nDL  

entraine : ( ) ( )n nP x P x− =− . Ainsi nP  est paire. 

 3. Troncature : 
Définition :  
Si f  admet un ( )0nDL  de partie régulière nP , alors f  admet un ( )0mDL  pour tout m n≤  dont la partie 

régulière mQ  est obtenue en éliminant les termes de degré m> . 

mQ  est obtenue par troncature de nP  à l’ordre m . 
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III. Théorème de Taylor Young et applications : 
1. Théorème : 
Soit f  une fonction de classe nC  au voisinage de 0 . Alors f  admet un ( )0nDL  donné par : 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
2

2

0
0 0 ...! 2! !

k nn
k n n n

k

f f ff x x o x f f x x x o xk n=
= + = + + + + +′∑ . 

Démonstration :   Par récurrence : 

Pour 0n = , on a : f  est continue au point 0 , donc : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1f x f x f oε= + = + , où 

( ) ( ) ( ) 0
0 0

x
x f x fε

→
= − → . 

Pour 1n = , on a : f  est dérivable au point 0 , donc : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0f x f xf f xf o xx xε+ += + = +′ ′ . 

Soit *n∈ . Posons : 

 ( )nP  : « Si f est de classe nC alors f admet un ( )0nDL  donné par : ( )
( )

( )
0 !

kn
k n

k

ff x x o xk=
= +∑  ». 

Mq : ( ) ( )1n n+⇒P P . Supposons alors que la propriété ( )nP  est vérifiée. 

Soit f  une fonction de classe 1nC +  au voisinage de 0. Alors f ′  est de classe nC  au voisinage de 0. Par 

hypothèse de récurrence, on a :  f ′admet un ( )0nDL  donné par : ( )
( )

( )
0 !

kn
k n

k

ff x x o xk=

′= +′ ∑ , càd : 

( )
( )

( )
1

0 !

kn
k n

k

ff x x o xk

+

=
= +′ ∑ . D’où : 

( )
( ) ( )1

0
   

0
, , !0, 0, n

k
n

k

k

f
f x xk xxε α α εα

+

=
⎤ ⎡⎦ ⎣∀ − − ≤′> ∃ > ∀ ∈ ∑ . 

Donc : ( )
( ) ( )
( )

11
1

0
   

1

0
, , ! 10, 0,

nk
n

k

k k

f xf x x nxε α α εα
++

+

=

′⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎤ ⎡ ⎜ ⎟⎦ ⎣ + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

′
∀ − − ≤

+
> ∃ > ∀ ∈ ∑ . 

En utilisant l’inégalité des accroissements finis sur 0, x⎤ ⎡
⎦ ⎣ avec 0x > , on obtient : 

   , ,0, 0, xε α αα ⎤ ⎡⎦ ⎣∀ −> ∃ > ∀ ∈ ( )
( ) ( )
( ) ( )

11
1

0

0
0 11 !

nk
n

k

k

f xf x x f nk
ε

++
+

=
− − ≤

++∑ . 

Ainsi : ( )
( ) ( )
( ) ( )

1
1

0

10
0

1 !

k
n

k

k

nf
f x x f

k
o x

+
+

=

+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −
+

=∑ . C.à.d. : ( )
( ) ( ) ( )

1
1

0

0
!

k
n

k n

k

f
f x x o xk

+
+

=
= +∑ . 
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Applications : 
On sait que : exp , cos  et sin sont indéfiniment dérivables sur , et pour tout n∈  et pour tout x ∈ , on 

a : ( )( )nx xe e=  , ( )( )cos cos 2
n x x nπ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= +  et ( )( )sin sin 2
n x x nπ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + .d’où : 

( ) ( )( )exp 0 exp 0 1n = = , ( ) ( ) ( )(2 ) cos 1cos 0 cos 2 2
nn nn ππ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = −=  ,

( ) ( )(2 1) cos sin 0
2

cos 0 cos (2 1) 2
n n nn ππ ππ+ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

= + = − == + , 

( ) ( )(2 ) 0sin 0 sin 2 2 sinn n nπ π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

== = , et 

( ) ( ) ( )(2 1)
2

cos 1sin 0 sin (2 1) sin2
nn n n nππ π π+ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= = −= + = + . 

D’où : ( )
0 !

n k
x n

k

xe o x
k=

= +∑  , ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 1

0
cos 1

2 !

n kk k n

k

xx x o x
k

+

=
= − +∑   

et ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

2 1 2 2

0
sin 1

2 1 !

n kk k n

k

xx x o x
k

+
+ +

=
= − +

+∑ . 

La fonction ( )1x x
α

+  est de classe C∞ au voisinage de 0. Donc : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 1 ... 1
1 1 ...2! !

n nn
x x x x o xn
α α α α α α

α
− − − +

+ = + + + + +   

Exercice : Donner un ( )5 0DL  de 1x x+  et 1
1

x
x+

. 

Remarque : Si f  est de classe 1nC +  au voisinage de 0 , alors : ( ) ( ) ( )
( )

0

0
!

kn
n

k

f
f x O xk=

= +∑ .On dit que f  

admet un ( )0nDL  fort . Ce dernier donne plus d’informations que ( ) ( ) ( )
( )

0

0
!

kn
n

k

f
f x o xk=

= +∑ . 

IV. Opérations sur les développements limités : 
1. Intégration : 
Si f  est dérivable au voisinage de 0 et f ′  admet un ( )0nDL , alors : ( ) ( ) ( )n

nf x P x x xε= +′ où 

( )
0

n
k

n k
k

P x a x
=

=∑ et ( ) 0
0

x
xε

→
→ . Posons : ( )

1

0 1
kn

n k
k

x
k

Q x a
+

= +
=∑ . On a : ( ) ( )n nQ x P x′ = . Il en suit que : 

( ) ( ) ( )n
nf x Q x x xε= +′ ′  , c.à.d. :  ( ) ( ) ( )n

nf x Q x x xε− = +′ ′ .Donc : 

( )    , ,0, 0, xx εε α α εα ⎤ ⎡⎦ ⎣∀ − ≤> ∃ > ∀ ∈

 

, D’où : 

( )    , ,0, 0, n nx xxx εε α α εα ⎤ ⎡⎦ ⎣∀ − ≤> ∃ > ∀ ∈  
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( ) ( )( )
1

   , , 10, 0,
n

n
xf x Q x nxε α α εα

+⎛ ⎞′ ⎜ ⎟⎤ ⎡⎦ ⎣ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

′
∀ − − ≤

+
> ∃ > ∀ ∈  

D’après l’inégalité des accroissements finis, on a : Pour tout ,x α α⎤ ⎡⎦ ⎣∈ −  : 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1
0 0 01

n
n n

xf x Q x f Q nε
+

− − − ≤ −
+

,  c.à.d. :  ( ) ( )
1 1

0
0 1 1

n k n

k
k

x xf x f a k nε
+ +

=
− − ≤

+ +∑ . 

Par suite : ( ) ( ) ( )1
1

0
0 1

n
n k

k
k

xxf x f a xk ε+
+

=
− − =

+∑ . Soit : ( ) ( ) ( )1
1

0
0 1

n
n k

k
k

o xxf x f a k
+

+

=
+= +

+∑ . 

Règle : Si f ′  admet un ( )0nDL  au voisinage de 0, alors f  admet un ( )1 0nDL +  dont la partie principale est 

obtenue en intégrant la partie principale du ( )0nDL  de f ′  et en choisissant ( )0f  comme constante 

d’intégration. 

Exemples :  (1) : On sait que : ( )21 1 ...1
n nx x x o xx = + + + + +

− , alors : 

( ) ( ) ( )
2 3

ln 1 ln 1 ...2 3
n

nx x xx x o xn− − = − + + + + + + ,càd :  

( ) ( )
2 3

ln 1 ...2 3
n

nx x xx x o xn− − = + + + + + . 

(2) : On a : 
0
sinlim 1

x
x

x→
= , alors : ( ) ( )sin x x x x o xxε= + = + . Par intégration successive, on obtient : 

( ) ( ) ( )
2

2cos cos 0 2
xx o x− = − + + , d’où : ( ) ( )

2
2cos 1 2

xx o x= − + . Puis : 

( ) ( ) ( )
3

5sin sin 0 3!
xx x o x= + − + , d’où : ( ) ( )

3
5sin 3!

xx x o x= − + . Il en suit : 

( ) ( ) ( )
2 4

6cos cos 0 2! 4!
x xx o x− = − + − + , c.à.d. : ( ) ( )

2 4
6cos 1 2! 4!

x xx o x= − + + . Par suite : 

( ) ( ) ( )
3 5

7sin sin 0 3! 5!
x xx x o x= + − + + , c.à.d : ( ) ( )

3 5
7sin 3! 5!

x xx x o x= − + +  , etc 

 

(3) : On a : 
0

lim 1x
x

e
→

= , D’où : ( ) ( )11 1xe x oε+ = += . Comme xx e  est de classe C∞ , alors : 

 Par intégration successive, on obtient : ( ) ( )0 1x x o xe e x o x + += + + = , Puis : 

( ) ( )
22

0 1
2 2! !

x x xx o xe e x o x+ + + += + + = , Par suite : 

( ) ( )
2 2 33

0 1
2! 32! 3! !

x x x xx xx oe e x o x+ + + + += + + + = , etc. 
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Exemple d’application : Le prolongement par continuité en 0 de la fonction ( )sinx x  est il  prolongeable 

par continuité ?   On doit donc calculer 

( )

0

sin
1

lim
x

x
x

x→

−
.  

On sait que ( ) ( )2sin x x o x= + , donc : 

( )
( ) ( ) 0

1 0

sin 1
x

o x
ox

x
x

x →
= = →

−
. 

Exercice : 1. Donner le ( )4 0DL  des fonctions ( )cos x  et xe . 

                 2. Calculer les limites : 
0

1lim
x

x
e x

x→
− −  , 20

1lim
x

x
e x

x→
− −   et  30

2

2
1

lim
x

x

e
x

xx
→

− − −
. 

2. Substitution de type px ax  : 

Soient a∈ , ( )0nf DL∈  et ( ) ( )
0

n
k n

k
k

f x a x o x
=

= +∑ . On a :  

( ) ( )22
0 1 2 ...p p p np npn

nf ax a a ax a a x a a x o x= + + + + + . Donc : ( )px f ax  admet un ( )0npDL . 

Exemple : 

On sait que : ( )2 1 11 1 ...1
n nx x x o xx
− −= + + + + +

−
. 

Donc : ( ) ( )12 1 111 1 ...1
n n nx x x o xx
− − −−= − + + + +

+
. Par intégration, on obtient : 

( ) ( ) ( ) ( )
2 13

1
2 3

ln 1 ln 1 0 ... n n
n

n
x x xx x o x−

+ −+ = + − + + + + . Ainsi : 

( ) ( ) ( )
2 13

1
2 3

ln 1 ... n n
n

n
x x xx x o x−

−+ = − + + + + . Par substitution , on obtient : 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 12 4 2 2
2

1 1 ... 1 1
1

n nn n nx x x x o x
x

− −= − + + + − + − +
+

. Puis : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 5 2 1 2 11 2 3tan tan 0 ... 1 13 5 2 1 2 1

n nn n nx x x xArc x Arc x o xn n
− +− += + − + + + − + − +
− +

. Donc : 

( ) ( ) ( ) ( )3 5 2 1 2 11 2 3tan ... 1 153 2 1 2 1
n nn n nx x x xArc x x o xn n
− +− += − + + + − + − +− +  

Exercice: Donner le ( )4 0DL  de 2
1

1
x

x+
.Donner ( )5 0DL de arctan .Donner ( )6 0DL de 21x x+ . 

3. Somme : 

Si ( ) ( )
0

n
k n

k
k

f x a x o x
=

= +∑ et ( ) ( )
0

n
k n

k
k

g x b x o x
=

= +∑ , alors ( ) ( ) ( ) ( )
0

n
k n

k k
k

f x g x a b x o x
=

+ = + +∑ . 

Régler : Si f  et g  admettent des ( )0nDL , alors f g+  admet un ( )0nDL  dont la partie principale est la 

somme des parties principales de f  et g . 
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Donner un ( )3 0DL  de ( ) 2
x xe ef x

−+= . 

4. Produit : 
Si ( ) ( ) ( )1

nf x xA x xε= + et ( ) ( ) ( )2
ng x B x x xε= + , alors : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 1 2
n nf x g x A x B x x A x x B x x x x xε ε ε ε= + + + . Gardons dans ( ) ( )A x B x  les 

termes de degré n≤ . D’où : ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
3

n nA x B x C x x D x C x x xε+= + = + . Ainsi : 

( ) ( ) ( ) ( )nf x g x C x o x= + . 

Règle :  Si f  et g  admettent des ( )0nDL , Alors le produit admet un ( )0nDL  dont la partie principale 

s’obtient en prenant dans le produit des parties principales des termes de degré n≤ . 

Exemple : Donner un ( )3 0DL  de ( )1 xx x e+ . Donner un ( )2 0DL  de 1
xex x− . 

5. Composition : 

Règle : Si f et g admettent des ( )0nDL et ( )0
lim 0
x

g x
→

= , alors la composée f g  admet un ( )0nDL  dont 

la partie principale s’obtient en prenant dans la composée des parties principales les termes de degré n≤ . 

Démonstration : 

On a : ( ) ( ) ( )1
nf x xA x xε= +  et ( ) ( ) ( )2

ng x B x x xε= + , avec : ( )
0

n
k

k
k

A x a x
=

=∑  et ( )
0

n
k

k
k

B x b x
=

=∑ . 

Puisque ( )0
lim 0
x

g x
→

= , alors : 0 0b = . Donc : 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 1 2
nn n nf g x A B x x x B x x x B x x xε ε ε ε= + + + + .  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1
2 1 2 2...

nnn n n n n
nB x x x x b b x b x x x x h xε ε− −+ = + + + + = ,  

où : ( ) ( )( )1 1
1 2 2...

nn n
nh x b b x b x x xε− −= + + + + .   h  est bornée au voisinage de 0. 

Posons : ( ) ( ) ( ) ( )( )3 1 2
nx h x B x x xε ε ε= + . On a :  ( )3 0

0
x

xε
→
→ . 

En outre , on a : 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 0 1 2 2....
nn n n

nA B x x x a a B x x x a B x x xε ε ε+ = + + + + +  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )0
1

2 2

n

k

kn n
kA B x x x a a B x x xε ε

=

++ = +∑  
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

0
01

1

2 0
01

1

2 0
01 1

1

2
0

2

2

1

2

2

n k ii
k

ik

n kk in i
k

ik

n n kk in i
k

ik k

k in n i
k

i

n

n k i k i

n k i

k in
k

k in
k

k k

k

C B x

A B x x x B x C B x

A B x x x B x C B x

A B x x x A B x x C B x

A B x x x

x x

x

a a x x

a a x x

a a a

a

ε

ε

ε

ε

ε

ε

ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛

==

−

==

−

== =

−

=

− −

− −

−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+

+ + +

+ + +

+ = +

+ =

=

=

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1

2 4

2

n

k

n n

k i

A B x x x A B x x x

x

ε ε

ε
⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ = +

∑

 

Avec, ( ) ( )( ) ( )
1

4 001 2

1
0

n k ii
k xik

n k i k i
kx C B x x xaε ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−

→==

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= →∑ ∑  

D’où : ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )4 3
nn nf g x A B x x x x x A B x o xε ε= + + = + . 

La division euclidienne de ( )A B x par nx ,donne l’existence de deux polynômes Q  et R  tels que : 

( ) ( ) ( )nA B x Q x x R x= +  , avec : 0R =  ou ( )deg R n< . D’où : 

( ) ( ) ( ) ( )n nf g x R x Q x x x xε= + +  

Exemple : Donner un ( )3 0DL  de ( )( )ln cosx x . 

On a : ( ) ( )( )ln cos ln 1 cos 1x x⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + − . Comme : ( ) ( )
2 3

3ln 1 2 3
x xx x o x+ = − + +  et 

( ) ( )
2

3cos 1 2
xx o x= − + , alors : 

( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

2 3 2 32 2 2
3 31 1ln cos 2 3 2 2 2 3 2

g x g x x x xx f g x g x o x o x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= = − + + = − − − + − +  

Puis : ( )( ) ( )
2

3ln cos 2
xx o x= − + . 

6. La division : 

 Règle : Si f et g admettent des ( )0nDL  et si ( )0
lim 0
x

g x
→

≠ , alors f
g  admet un ( )0nDL . 
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Démonstration : Supposons que : ( ) ( ) ( )1
nf x A x x xε= +  et ( ) ( ) ( )2

ng x B x x xε= + . Alors : 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( )

0 1 1 0 1 1

100 1 2
2

0 0
1

1
0 1 1 2

0 0 0

... ...1
... 1 ...

1 ... 1 ...

n n n n
n n

n n
n nnn

n n n nn
n

f x a a x a x x x a a x a x x x
b bbg x b b x b x x x x x x x
b b

f x b ba a x a x x x x x x x
b b bg x

ε ε
ε ε

ε ε
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ + + + + + + +
= =

+ + + + + + + +

= + + + + + + + +

 

En suite , on applique les règles de compositions et de produit. 

Exemple :  

1. Donner un ( )2 0DL  et un ( )4 0DL  de 
( )

1
cos

x
x

 et ( )tanx x . 

2. Donner un ( )2 0DL   de ( )tanx x  

3. Donner un ( )2 0DL  de 1x
xx e −

. 

4. Donner un ( )3 0DL  de 2 1x xx + + . 

Solutions : 

1. On a : ( ) ( )
2

2cos 1
2
xx o x= − + et ( )1 11 x o xx = + +

−
, donc : 

( ) ( )
( )2

2

2

21 1
cos 1

1

2
2x x o

o
x

x x= =
−

+
+

+ . 

Cherchons un ( )4 0DL  de 
( )

1
cos

x
x

 : 

On a : ( ) ( )
2 4

4cos 1 2 24
x xx o x= − + +  et ( )2 21 11 x x o xx = + + +

−
, donc : 

( ) ( )
( )

2
4

2 4
4

2 4 2 41 1 1
cos 1 2 24

2 24 2 24 o x
x x x o x

x x x x⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
−

= + − + − +=
− +

. En fin : 

( ) ( )4 4
21 51

24cos 2 x o x
x

x+ + +=
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2. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 2 3 3

4 4 4 41 5tan sin 1
6 2 24 2 6cos
x x x xx x x o x x o x x o x

x
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

= × = − + + + + = + − +  

c.à.d. : ( ) ( )
3

4tan
3
xx x o x= + + . 

3. Un ( )3 0DL  de ( )
2 3

31 2 6
x x xe x o x= + + + + . Donc : 

( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

2 3 2 23 2 2

22
2

2

2

2

2
2

2

1 1
1 1 12 6 2 6 2 6

1
1 2 6 2 6

1
1 2 6 4

51
1 2 12

x

x

x

x

x x
e x x x x x xx o x o x o x

x x x x x o x
e

x x x x

x x x o x
e

o x
e

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= = =
− + + + + + + − − − +

== + − − + − − +
−

= − − + +

− + +
−

−

=

 

4. ( ) ( ) ( )
1
22 2 2 2 2 21 11 1 1 12 2x x x x x o x x x x o x+ + = + + = + + + = + + + . 

V. Applications : 

1. Calcul de limites : 

Calculer les limites suivantes : 30
sinlim

x
x x

x→
−  , 

( )
1

ln
lim 1x

x x
x→ −

. 

2. Position relative d’une courbe et de sa tangente au voisinage d’un point : 

Supposons connu un ( )0pDL avec 1p> . Donc : ( ) ( )0 1
p pf x a a x x x xλ ε= + + +  avec ( )0

lim 0
x

xε
→

= . 

La troncature à l’ordre 1 donne :  ( ) ( )0 1f x a a x x xε= + +  avec ( )0
lim 0
x

xε
→

= . 

F étant dérivable au point0 , alors : ( ) ( ) ( ) ( )0 0f x f f x x xε= + +′  avec ( )0
lim 0
x

xε
→

= . L’unicité du 

( )1 0DL  , il en suit : ( )0 0a f=  et ( )1 0a f= ′ . Par suite, la droite ( ) 0 1:T y a a x= +  est la tangente à la 

courbe de la fonction f  au point d’abscisse 0. 

Par ailleurs, ( ) ( ) ( )0 1
11p p pf x x x x x xa a x λλ ε λ ε⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
− += + =+ . 

Comme ( )0
11 1lim

x
xλ ε→

+ = , alors  dans un voisinage de 0 , on a : ( )11 0x
λ
ε+ > . Ainsi, le signe de 
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( ) 0 1f x a a x⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− +  est celui de pxλ . 

Exemple 1: Etudier la position relative de la courbe représentative de la fonction ( ) ( ) 21 xf x x e−= + et de sa 

tangente ( )T  au point ( )0,1A . 

On montre que : ( ) ( )3 321 3f x x x o x= − + + . Donc : ( ) ( )1f x x o x= − + . Puis : ( ) : 1T y x= −  . 

Le signe de ( ) ( )1f x x− −  est celui de 32
3 x , donc : ( ) ( )1f x x− −  change de signe au voisinage de 0. On en 

déduit que la courbe d’équation ( ) 21 xy x e−= +  traverse sa tangente ( )T  au voisinage de 0. 

Exemple 2:Etudier la position relative de la courbe représentative de la fonction ( ) ( )3 2ln 1xf x x − += −
et de sa tangente ( )T  au point ( )0, 3A − . 

3. Asymptotes et position relative avec la courbe au voisinage de l’infini : 

Il suffit d’utiliser le changement de variable 1t x= , puis donner un ( )0pDL , pour aboutir à : 

( ) 1 1
p p p

cf x ax b x x xε ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + + + , où 1lim 0px xε
→+∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= . Dans ce cas , on a : 

 ( ) ( )lim 0
x

f x ax b
→+∞

− + = , c.à.d. : la droite ( )∆  d’équation y ax b= +  est une asymptote  oblique à 

la courbe ( )fC  au voisinage de +∞ . 

 La position relative de la courbe ( )fC  et de l’asymptote ( )∆  est donnée par le signe de

( ) ( )f x ax b− +  c.à.d. celui de p
c
x , car : ( ) ( ) 1 11p p

cf x cx xax b ε
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

− = ++  et 1 11 pc xε ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

+  

est positif au voisinage de+∞ . 

Exemple : Etudier au voisinage de+∞  et de −∞ , le comportement de la fonction f  définie par 

( ) 22f x x x x= + − . 

VI. Développements limités usuels au voisinage de 0  : 

La formule de Taylor-Young permet d’obtenir facilement les développements limités suivants, lorsque 0x → . 

2 3

0
1 ... ( ) ( )

2! 3! ! !
nn k

x n n

k

x x x xe x o x o x
n k=

= + + + + + + = +∑  
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( ) ( ) 2 2
2 12 1 2 13 5

2 2

0
)sin( ) ... 1 ( ) 1 (

3! 5! (2 1)! (2 1)!
p

pp pp pp

k
xx x x xx x o x o

p p
+

++ +
+

=
= − + + + − + = − +

+ +∑  

( ) ( )
22 22 4

2 1 2 1

0
cos( ) 1 ... 1 ( ) 1 ( )

2! 4! (2 )! (2 )!

pp pp pp p

k

x x x xx o x o x
p p

+ +

=
= − + + + − + = − +∑  

2 12 1 23 5
2 2 2 2

0

1( ) ... ( ) ( )
3! 5! (2 1)! (2 1)!

pp p
p p

k

x x x xsh x x o x o x
p p

++
+ +

=

+= + + + + + = +
+ +∑  

22 22 4
2 1 2 1

0
( ) 1 ... ( ) ( )

2! 4! (2 )! (2 )!

pp p
p p

k

x x x xch x o x o x
p p

+ +

=
= + + + + + = +∑  

( ) ( )

( ) ( )

2

0
                    

( 1) ( 1)...( 1): 1 1 ...
1! 2! !

( 1)...( 1)1
!

n n

n
p n

p

nx x x x o x
n

px x o x
p

α

α

α α α α α αα

α α α
=

− − − +∀ ∈ + = + + + + +

− − ++ = +∑
 

Par définition , on a :     ( ) 2
x xe eCh x

−+=  et   ( ) 2
x xe eSh x

−−=  

Cas particuliers : 

( )2

0

1 1 ... ( 1) ( ) ( 1)1
n

n n n k k n

k
x x x o x x o xx =

= − + + + − + = − +
+ ∑  

( )2

0

1 1 ... ( )1
n

n n k n

k
x x x o x x o xx =

= + + + + + = +
− ∑  

( )

( ) ( )

12 3

1

0

1.3...(2 3)1 1 1.31 1 ... 1 ( )2 2.4 2.4.6 2.4...(2 )
1.3...(2 3)1 1 2.4...(2 )

n n n

n n k n

k

nx x x x x o xn
kx x o xk

−

−

=

−+ = + − + + + − +

−+ = − +∑
 

( )

2 3

0

1.3...(2 3)1 1 1.31 1 ... ( )2 2.4 2.4.6 2.4...(2 )
1.3...(2 3)1 2.4...(2 )

n n

n
k n

k

nx x x x x o xn
kx x o xk=

−− = − − − − − +

−− = − +∑
 

( )

( ) ( )

2

0

1.3...(2 1)1 1 1.31 ... 1 ( )2 2.4 2.4...(2 )1
1.3...(2 1)1 1 2.4...(2 )1

n n n

n k k n

k

nx x x o xnx
k x o xkx =

−= − + + + − +
+

−= − +
+ ∑
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( )2

0

1.3...(2 1) 1.3...(2 1)1 1 1.31 ... ( )2 2.4 2.4...(2 ) 2.4...(2 )1

n
n n k n

k

n kx x x o x x o xn kx =

− −= + + + + + = +
− ∑  

Par intégration, on obtient : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 3

0

1 11 1ln 1 ...2 3

n k
n

n n k n

k
x x x x x o x x o xn k

− −

=

− −
+ = − + + + + = +∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

3 5 2 1 2 2 2 1 2 2

0

1 11 1arctan ...3 5 2 1 2 1

n k
n

n n k n

k
x x x x x o x x o xn k

+
+ + + +

=

− −
= − + + + + = +

+ +∑  

 

Exemples :  Des ( )3 0DL  de quelques fonctions à connaitre par cœur : 

2 3
31 ( )

2! 3!
x x xe x o x= + + + +                                                           

3
4sin( ) ( )

3!
xx x o x= − +  

2
3cos( ) 1 ( )

2!
xx o x= − +                                                                       

3
4( ) ( )

3!
xsh x x o x= + +  

2
3( ) 1 ( )

2!
xch x o x= + +                      

( ) ( )2 3 3( 1) ( 1)( 2): 1 1
1! 2! 3!

x x x x o xα α α α α α αα − − −∀ ∈ + = + + + +  

2 3 31 1 ( )1 x x x o xx = − + − +
+

                                                      2 3 31 1 ( )1 x x x o xx = + + + +
−

 

2 3 31 1 1.31 1 ( )2 2.4 2.4.6x x x x o x+ = + − + +  

2 3 31 1 1.31 1 ( )2 2.4 2.4.6x x x x o x− = − − − +  

( ) ( )2 3 31 1ln 1 2 3x x x x o x++ = − +  

    


