Espaces probabilisés quel conques

|. Définitions:
1. Tribu:

Soit €2 un ensemble quelconque. Une tribu est un ensemble T de parties de €2 (c.&.d. un sous ensemble de
P(Q))tel que:
- QeT, B
- S AeT ,dors AeT,
+00
- S VN,A, T, dors UAqu.
n=0

2. Probabilité:
Soit(Q,T) un espace probabilisable. Une probabilité sur {2 est une application

p T — [0]]

A - p(A)
telle que:
- p(Q)=1,
- SilesA, sont deux &deux incompatibles, alors p[tj Aqlzf P(A) (o - additivite).
n=0 n=0

- Ondit que (Q,T, p) est un espace probabilisable.
n
Lasérie de terme généra p(A,) est convergente, c.ad. queS, = Z p(A() definit une suite convergente. En
k=0

effet Iasuite(Sh)n est croissante ( car atermes positifs) et magjoréepar 1 :

S :é p(Ak): p(kLZJOA(JS p(Q)=1.Donc: (Sn)nestconvergente.

3. Propriétés:
p(@)zo ; p(ﬁ)zl— p(A) ; Si les A sont deux adeux incompatibles, alors: p{OA}:Zn: p(A)
i=1 =1
p(AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB) ;s Ac B dors p(A)< p(B);
s AcAc..cAc.., dos p([oqu}Znﬂmo p(Ah) ;
n=1

SADAD..OA D...,dors p(ﬁ&jznirpw p(A,)
Exemple:

a  On lance une piéce de monnaie équilibrée indéfiniment. Soit A, I’événement : LesN premiers lancers

donnent « face ». pour tout Ne IN”", p(Ah):Z—];], et ADA D...DA D... L'intersection des

événements A, est I’événement A : « Obtenir indéfiniment ‘face’ ». Donc : nlimo p(Aq):O.
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b. On lance une piece de monnaie indéfiniment, la probabilité que la piece tombe sur latranche est 10710,
Soit I’ événement : au cours desn premiers lancers, la piéce tombe au moins une fois sur latranche.

% n
Pour tout Ne IN", p(A1)=1—(1—10_10) . Laréunion des événements A, est I’ événement :

A : «Unjour ou I’autre, la piéce tombe sur latranche ». On a: p(A): lim p(Ph):l.

N—+00
Ainsi, on remarque qu’il y a des événements de probabilités nulle, différents de |’ ensemble vide. De tels
événements sont dits quasi-impossibles . De méme, il existe des événements de probabilité 1, qui ne
sont pas |’ événement certain, de tels événements sont dits quasi-certains.

[1. Probabilité conditionnélle:

1. Définition : Soit B un événement de probabilité non nulle, La probabilité d un événement A sachant que B
p(ANB)

P(B)
2. Formule des probabilités composées : B un événement de probabilité non nulle, alors:
P(ANB)=p(A)x p,(B).
Généralisation : P(ANAN..0A )= P(A)x Py (A)X Para, (A)X X Pacan.ca  (A):

3. Indépendance :

Deux événements sont dits indépendants si p(Aﬁ B)z p(A)x p(B) ,c.ad. pA(B)z p(B) s p(A);tO.

et rédiséest: Pg(A)=

Lesé-vénements(Ah)n  Sont dits mutuellement indépendants si pour tout partiesfinies| delN :
(S

p(ﬂ AJ=H P(A)

nel nel
4.Formule des probabilités totales :

On dit que(A )i | est un systéme complet d' événements s.c.e. (| ensemble fini ou dénombrable) s :
S

‘v’i,p(A);tO - Vi # j,AﬁAj = (les A sont deux adeux digoints) et UA=Q :

iel

Formule des probabilités totales : Soit | un ensemble fini ou dénombrable d’indices, et (A )iel unsc.e, aors:
Pour tout événementsB, ona: p(B)=Z p(Am B):Z p(A)x Py (B)
el el

[11. Variables aléatoires discrétes infinies :
1. Définition : Soit(Q,T, p) un espace probabilisé. Une variable aléatoire sur {2 est une application

X :Q = IR telle que, pour tout X< IR, I’ensemble (X < X):={a), X(w)< X} , appartienta T .
Lavariable aléatoire X est diteinfinie discrétesi X (Q) est dénombrable.
Pour tout X € IR, (X :X)::{a),X(a)):x}.

2. Espérance mathématigue ( ou moyenne) :

Définition :

E(X)z > X% p(X = )ﬁ) sous réserve de convergence absolue de lasérie > X p(X = )ﬁ).
)le(Q) )le(Q)

3.Variance
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V(X)= E((X — E(X))zj = > (xi — E(X))2 (X =X ) sousréserve de convergence (absolue) :
)le(Q)

(moyenne des carrés des écarts ala moyenne)

4. Proposition( Théoréme de Koenig-Huyghens) : Si lasérie Z X p(X = Xi)eﬂ convergente, alors:

xeX(Q)
V(X)= E(XZ)_(E(X))Z = &E%Q]XZ p(X =% )—(E(X))z. (moyenne des carrés, diminuée du

Propridga.

V(aX +b)=a¥V(X);

S X et Y sontindépendants, alors: V(X —I—Y):V(X)—i—V(Y).

V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2c0v(X,Y) , ou:

cov(X,Y)= E((X —E(X))(Y—E(Y))j: E(XY)-E(X)E(Y), avec:

E(XY)=3 P, xY; o By =p(X =%.Y =)

Zv(xi)+2 Y oov(X,. X;).

KI<j<n

n
Généralisation: V (Z X ] —
1=1
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