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: Suites récurrentes linéaires d'ordre 2.

u =au

n+2

I.  Suites

Soit (Un) une suite récurrente linéaire d’ordre 2 définie par la donnée de U , U, et de la

neN
relation de récurrence : Un+2 =au

avec (ab) #(0,0).

La donnée de ert de U1 (conditions initiales) permet donc, de proche en proche, de calculer tous les

n+1+bun ou a et b sont, soit deux réels , soit deux complexes

termes de la suite (Un )neN .

Il s’agit de déterminer une « formule » permettant de calculer directement U, en fonction de N,
de Ugyetde U;.

On remarque que si a=bD =0, la suite (Un) est stationnaire égale a 0 pour tout N > 2.

neN

1. Cas des suites complexes :

Supposons que A et D sont deux complexes telles que(a,b) e (O, 0) .

Théoréme 1 :

7 Soit (Un )neN une suite récurrente vérifiant la relation de récurrence : U, =aun+1+bun ou
(a,b) e C?. on définit I’équation caractéristique (EC) “r?=ar+b.

1. Si (EC) admet deux racines[, et I, alors : 3(0{,,8)6@2 , VNneN , u, =ar"+pr,.

Démonstration :

Considérons la suite (Vn )neN définitpar: VNeN v, =u, ;- Uy

On remarque que si la suite (Un )neN est géométrique de raison I, alors la suite (Vn )neN sera nulle.
Ainsi (Vn )neN mesure |'écart a la géométrie.

Pourtout N€N,ona: vV ,=U —ru  =au ,+bu,-ru. .,

=(a-r)u,,, +bu, =(a—r)(un+1—run)+(ar +b_r2)un

v' Si I est une racine de (Ec ), alors la suite (Vn) sera géométrique de raison d—1I .

neN

Il en suit que si (Ec)posséde deux racines rl et r2, alors on pourra définir deux nouvelles suites

géométriquesenposant: VNeN I v, =U, ;=M Uy et vneN : w, =u, ;- luy.
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On sait que r1+r2 =a, donc: a—r1= r2 et a—r2 = rl.

D’ou (Vn)neN
raison rl. Par suite,, on obtient: VN eN Vi =V0I’2n et VhelN W, =W0r1n.

est une suite géométrique de raison r2 et (W n )neN est une suite géométrique de

u
soit: VNeN n+l
u

— n

— n
1 -rn
1 -r,

W, rn—v, rh
"2 02 _ n n
= =|ar] +,Br2 .

n+1

=r1—r2¢0.

Le déterminant de ce systéme est : A =‘

pou: VNeN U,

r=r
v Sir= —%est une racine double de (EC ),alors on ne peut définir qu’une seule suite
géométrique (Vn)neN deraison d—rF = .ponc: VNeN Vi =V0 rn.
;s . _ n
Dou: VNeN I U, =r u,+v,r".
Ona: Uy =T Ug+Vg, Uy=F UVl =T (I Ug+Vo)+V ol =T AUy +2r v et
_ 2 _ 2 _
Ug=T Uy +Vr 2 =T (r Uy +2rv ) +vor 2=, +3r g,
On remarque que: VN €N Up=r nUO-I- nvor n-1 @(n) .
On montre la proposition @(n) par récurrence :
#+ La proposition @(n)est vraie pour N =0.
+ Soit NeN. Supposons que la proposition est vraie au rang I . Alors :

— n_ n-1 n _ pn+ n
Upa =T Un+Vor =1 (rmug+nver v e =r "y +(n+ v r

. . —n n-1
4 Donc: |VNeN [ uU,=r Ug+ NVl

puisque I' # O (car sinon a=b=0 ), alors :

v
. —rn -1_ O |rn—
VneN @ uy=r"u,+nvr" _(uo+n7}r _(an+ﬂjr”.

Remarque : En pratique, on calcule les constantes & etﬂ en utilisant les conditions initiales :

U= + [ et U, = arl+ﬁr2 au cas oﬁ(EC) posséde deux racines distinctesl; et I',.

U, =[ et U, = (a+ﬂ)l’ au cas oU(EC) possede une racine double I .
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Il. Cas des suites réelles :

Supposons que a et D sont deux réels telles que(&,b) * (O, O) .

Théeoreme 2 :

,7Soit (Up ), _,, une suite récurrente vérifiant la relation de récurrence : U, ,, =8l ; +bUy, ou™
II' (a,b) e R?. on définit I’équation caractéristique (EC) ‘r?=ar+b.

: 1. Si(EC) admet deux racines reelles distinctes I'; et I', , alors:

i I(@, B)eR? , VneN , u, =ar +pr]

: 2. Si (EC) admet une racine réelle double I', alors :

: I(a,B)eR? , VneN , u, =(an+p)r".

| 3. Si(EC) admet deux racines complexes conjuguées I‘1 =0 e‘ 0 et I‘2 =0 e“ 9 avec

< 0€]0+w| . Aors: I(@,f)eR? , VNeN , u, =c"(acosnf+fsinnb) _/*/'

Démonstration :

Le théoréme 1 permet de conclure dans le cas des assertions (1) et (2).

Pour 'assertion (3) , on sait, d’aprés le théoreme 1, que :H(Q,ﬂ) € Cz , VN e N , Uy = Otrln +,Br2”

a+p=u 1 _
Via les conditions initiales, on aboutit a : _ , dont le déterminant est: —|= rl— rl #0.
ar + pr=u, 1
Apres résolution du systeme, on obtient: & = _—(r_luo —Ul) et
h=n
1 -1
f===—(uy—rUy)==—(rly—u,).
h=n 171

Ona (UO,Ul)ERz, donc: CZ:ﬁ. Par suite : Up, =ar1” +0[I’1n :ZSRe(arln).

Onpose: & = /1_2i H avec (ﬂ,,,u)ERZ.( /122936(00 et ,Ll=23m(0{) ). Il en suit que :

iRe(arln ) = ﬂ%e{%a” (cos(n9)+i sin(n@))}
ni

> cos(n@)

20 sm(n@)

ainsi: Up = 2Re(ary" )= o"Acos(nd)+uc" sin(nd) = ”(/ICOS(nH)+,uSin(m9D.

Enfin les conditions initiales U et U; permettent de déterminer les constantes réelles A et M.
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