Développements limités

I- Développements limités : Généralités :

1. Préliminaire :

La notion de développement limité permet d’approximer une fonction au voisinage d’un point par un
polyndme. Plus I’ordre du développement limité est élevé , meilleure est I’approximation.

2.Définitionl :

Soit f une fonction définie au voisinage de X,  IR. On dit que f admet un développement limité d’ordre n

s’il existe des nombres reels @,,4d,,..., et @, et une fonction & définie au voisinage de X, Vérifiant :

f(x)=a0+a1(x—x0)+a2(x—x0)2+...+an(x—x0)n+o((x—x0)”),
ou 0((x—x0)n):(x—x0)”5(x) , avec :)!i_)n)?og(x)zo.

v Lepolynome P,(X)=a, +a1(x—xo)+a2 (X—XO)2 +...+a, (X—XO)n s’appelle partie principale

du développement limité.
v' Leterme s’appelle le reste du développement limité.
Remarquel : Le changement de variable t = X—X, ramene I’étude au voisinage de 0.

En effet : Si X+ f (X) admet un développement limité d’ordre N au voisinage de X, alors :

hi—> f (XO—I—h) admet un développement limité d’ordre N au voisinage de 0 .
Si f(x)=a0+a1(x—x0)+a2(x—x0)2+...+an(x—x0)n+0((x—x0)”),
alors f(x0+h):a0+a1h+a2h2+...+anh”+o(h”).

Remarque2
Xt f (X) admet un développement limité d’ordre N au voisinage de X, s’il existe des nombres réels a,,a,

f (x)—ao—al(x—xo)—az(x—xo)z—...—an(x—xn)”

..... et a, telsque: lim =
B g}
3. Exemple :
) 1_Xn+1
(1) : Onsaitque: Vne IN,VX#L1+X+...+ X" = T—x , donc :
VneIN,VX¢1,L:1+X+...+X”+Xn+1:x” X :x”g(x),oug(x)ziao.
1-x 1-x 1-x 1—X x>0

Ainsi : N +X"g(X) =1+ X+ 4 X" +o(x“).
X

_ 1 . IR
Par suite X > —— admet un développement limité a tout ordre.
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(2) : Soit P(x)=a, +a X+a,x? +...+apXxP, alors : P admet un développement limité a tout ordre au
voisinage de 0 :

Si N> P, alors: P(X)=a,+aX+a,x*+...+a,xP + x"g(x).

Sin<p,alors:P(x)=a, +aX+a,x +..+a, X"+ X"&(X). On dit qu'on atronqué P a Iordre n.
I1. Propriétés du développement limité :

1. Théoréme d’unicité :

Le développement d’une fonction numérique s’il existe est unique.

Dém :

Supposons que T admet un DLn(O) tel que f(X)=a, +aX+a,X ...+, X" +X"&(X) avec

F(x)-f(0)

!(i_r)%g(x):O.Alors: aoz!(i_l‘l‘cl) f(x), aiz!(iir(l) et pourtout 0< P<n,ona:
f(x)-ay—ax—..—a, _x"*

T , D’ou Iunicité du développement limité de f d’ordre nau

a, = lim
Xx—0

voisinage de 0.

2. Conséquences :

La partie principale du DL, (O) d’une fonction paire (resp. impaire) est paire (resp. impaire)

Dém :
Supposons que f est une fonction paire, alors : f (X)= P, (X)+X"g(X) avec P, est un polynome de degré

net E(X)TLOO. Alors : f (—X): Pn(—X)—I—Xné‘l(X) ol El(X)z(—l)n X”g(—x)x—_>>00.

et laparité f de donne f (—X): f (X): Pn(X)—I—XnE(X). Donc :

P, (—X)-I— Xné‘l(X) =P, (X)—I— Xné‘(X). L unicité du DL, (O) entraine : P, (—X) =P, (X)
Ainsi P, est paire.

Supposons que f est une fonction impaire, alors : f (x)= P, (X)+X"&(X) avec P, est un polynome de
degrénet £(X)—>0. Alors: T (=X)=Fy(—X)+X"g (X) ot &(X) :(—1)n X"e(-x) 0.

et laparité f de donne f (—X):—f (X):—Pn(X)—XnE(X):— n(X)+Xn6‘2(X) , aVec
gz(x)=—g(x)7_>)00 -Donc: Py (=X)+X"g,(X) ==y (X)+X"&,(X] . Lunicité du DL, (0)
entraine : P, (—X):—Pn(X).Ainsi P, est paire.

3. Troncature :

Définition :

Si f admet un DL, (0) de partie réguliere P, alors f admet un DL, (O) pour tout M< N dont la partie

réguliere Q,, est obtenue en éliminant les termes de degré > m .
Q. est obtenue par troncature de P, a I’'ordrem .
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I1l. Théoreme de Taylor Young et applications :
1. Théoréme :

Soit f une fonction de classe C" au voisinage de 0 . Alors f admet un DL, (O) donné par :

f(x)= Z—xk+o(x”)—f(O)+f’(O)x+ﬁx2+ +fn(r;)x”+o(x”).

Démonstration : Par récurrence :
Pourn=0,o0na: f estcontinue au point 0, donc : f (X): f (O)+5(X): f (O)+O(l), ol

g(x)=f(x)-f (O)TLOO
Pourn=1,ona: f estdérivable au point 0, donc :
f(x)=f (O)+xf’(0)+xe(x): f (O)+xf’(0)+o(x).

Soit Ne IN™. Posons :

n

n
(8,) : «Si f est de classe C"alors f admet un DLn(O) donné par : f (X)= Z::fk— ( ) .

Mq: (£

n

)= (%,.) - Supposons alors que la propriété () est vérifiée.

n

Soit f une fonction de classe C™* au voisinage de 0. Alors T’ est de classe C" au voisinage de 0. Par

!

n
hypothése de récurrence, ona: f’admetun DL, (O) donné par : f'(X)= Z
=0

k+1

n
f
fr(x)= XK +0(x"). Dou:
D)= 2y Tk X o) ot

ve>0,3a>0,YXe laal |f/(x)-3

= k!

| ) a0 [
Donc.‘v’5>O,E|0£>O,VX€] a,af | T(x)=> ()] X <g .
k=0 +1):

En utilisant I’inégalité des accroissements finis sur ]O, X[ avec x>0, on obtient :
+

f(k 1) O n+l
V5>O,E|a'>0,VX€]—a,a[, f(x)—k; (k+l!)Xk+1_f(O)Sgr)1(+1'
w i) ) o w2t 110)
Ainsi : f(x)—I;) (k+1)!)Xk —f(O)zO(X 1j.c.a.d.: f(x):kz0 a x"+o(x )

Développement limité BTS Génie Informatique Pr. M. ALAHIANE

fkl x"+o(x”),cad:

Page 3



Applications :
On sait que : €XP, COS et Sinsont indéfiniment dérivables sur IR , et pour toutn € IN et pour tout X € IR,

ona :(ex)(n) =¢*, cos(™ (x)=cos[x+n%j et sin(™ (x) =sin[x+ n%j d’ou:

exp™ (0)=exp(0)=1, cos®" (0)= cos[Zn%} =cos(nz)=(-1)",

cos®™(0)= cos[(Zn +1)%j = cos[mw%j =—sin(nr)=0,

sin(n) (O)zsin[anj:sin(nﬂ) =0, et

sin(2n+ (O) =sin [(Zn +1)%j =sin [nﬁ+§j =cos(N7 )= (-)".

Dou: ¥ =3 X n cosx—n —1kx2k X% 4o x2"1
ou: e —kzom+o(x ) ( )—kZ:(:)( ) (2—k)' ( )

o
La fonction X > (1—!— X) est de classe C™ au voisinage de 0. Donc :

ala-l) 2 +m+a(a—1)...(a—n+1)
2! n!

Exercice : Donner un DLS(O) de X1+ X et X—

(1+x)a =1+ ax+ x”+o(x”)

1
JI+Xx

f (k) (0)
k!

(k)
Of k!(0)+o(x”).

Remarque : Si T est de classe C™ au voisinage de 0 , alors : f (X) = Z
k=

—I—O(X”) .On dit que f

(@)

admet un DL, (O) fort . Ce dernier donne plus d’informations que f (X) =

n
k:

V. Opérations sur les développements limités :

1. Intégration :
Si f est dérivable au voisinage de 0 et f’ admet un DL, (O) alors : f'(X)= P, (x)+x"g(x)ot

K+
Pn(X):Zn:aka et £(X)—>0. Posons : Qn(X)ziak Xt .Ona: Q) (x)=P,(x). llensuit que:
= x>0 = “k+l

f(x)=Qh(x)+x"e(x) , cad.: f'(x)-Q}(x)=+x"g(x).Donc:
ve>0,da>0,VX€e |-a,a] |¢(x)<& , Dou:
Vg>0,5|a>0,VX€]—a,a[,

Xn

X'¢(x)| <&
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!

V5>O,E|O(>O,VX€}—a,a[,

(F(x)-Qu(x)

n+l
X
<
- [5 n +1J

D’apres I’inégalité des accroissements finis, on a : Pour tout X € ]—a, a[ :

(1 (0-Qu(x)~((0)-n(0)
Par suite : f (X)— f (O)—éak%:x””g(x). Soit : f (X): f (O)+éak%+o(xn+l).

Régle : si f’ admet un DL, (O) au voisinage de 0, alors T admet un DLn+1(O) dont la partie principale est

Xn+1

<l¢ 0|, cad.:

n+1

obtenue en intégrant la partie principale du DL, (O) de ' et en choisissant f (O) comme constante
d’intégration.

Exemples : (1) : On sait que : i=1—|- X+ X2 4.4+ X" +O(X”), alors :

1-X
—In(l—x)=—In(1)+x+X72+X§+...+X—;+0(x”) cad :
~In(1-x)= x+X72+X§+...+X—;+o(x”).

(2) :Ona: !(II)T(])% =1, alors: SINX=X+ XE(X) =|X+ O(X) . Par intégration successive, on obtient :

-—COS(X)=-—COS(O)+~%§4—O(X2)JTOU: cos(x):]:—7?=+o(x2).Pum:
sin(x)=sin(0)+x—)§—3!+o(x5), d’ou: sin(x):x—x—i+o(x5) 1 en suit :
—cos(x)=—cos(0)+);—2!—ﬁ—i+o(x6), cad.: COS(X):l_;_Z!J“Z_L:J“O(XES) . Par suite :
sin(x)=sin(0)+x—é—3!+)é—j+o(x7),c.a.d: sin(x):x—x—?+)é—i+o(x7) et

(3):Ona: !(iﬂaex =1, D’ou: e¥ :1+5(X):l+0(l). Comme X > €* est de classe C*, alors :

Par intégration successive, on obtient : €* =e° + X—I—O(X) =|1+X+0(X)|, Puis :

N NG _ NG L
e¥=e +x+—+0(x)—l+x+—+o(x) , Par suite :

21 21
X 0 X2 X3 _ X2 X3
eX =g +x+ﬁ+§+o(x)_1+x+§+§+o(x),etc.
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Exemple d’application : Le prolongement par continuité en 0 de la fonction X > Sin (X) est il prolongeable

-1

par continuité ? On doit donc calculer IXing
_)

\_/><

sin(x
: - 2 X -1 0(x)
On sait que sm(x)=x+o(x ),donc: = =0(1)—)O.
X X x—0
Exercice : 1. Donner le DL4(O) des fonctions COS(X) et eX.
2
X
X_1_ X_1_ e -1-X—"-
2. Calculer les limites : |ime—1x , |ime—1x et lim 2
x—0 X x—0  x2 x—0 X3

2. Substitution de type X+ axP :

Soient a€ IR, f € DL,(0) et f(X)zZn:aka+0(X”).Ona:
k=0

f (axP) =8, +aax” +2,a’x*P +...+2,a"x"™ +-0(x™). Donc : X f (axP) admet un DLy, (0).

Exemple :
On sait que : ﬁzh X+ X2 +...+x”‘1+o(x”‘1).

1 o .
Donc : L:1— X+ X? +...+(—1)n X”‘1+0(X”_1). Par intégration, on obtient :

1+Xx

In(l+x)—ln(l+0)+x—x7+x?3+ (- 1)”1X—r:+0( ) Ainsi :

( ) X——+X§+ +( 1)n1x_n”+0( )Parsubstitution,onobtient:
1+1x2 =1-X2 4+ X4 4.+ (- 1)n_1x2(n_1)+(—1)n X2”+O(X2”).Pui5:
Arctan(x)=Arctan(0)+x—%3+%5+...+(—l) _1;(%_11 ( 1)n%+o(x2”+3)oonc:

X3 X5 n—1 X2n -1 n X2n+1

Arctan(x):x—§+?+...+(—1) - +(-1) A 1+o(x2”+3)
Exercice: Donner le DL4(O) 5 (O)de arctan .Donner DLG(O) de X > V1+ X2 .
3. Somme .
Si f( Zakx +0(x")et g(x be +0o(x"), alors f( Zn:(ak+bk)xk+o(x”).

Régler : Si f et g admettent des DLn( ) alors T +Q admet un DLn(O) dont la partie principale est la

somme des parties principales de f et .
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Donner un DLS(O) de f (X)= erte” .

4. Produit : i
si f(x)=A(X )+X 5( )et g(x)=B(x)+x" 8( ) alors
f(x)g(x)=A + X" A(X) & (X)+B(X) & X))+ X"&; (X) £ (X) . Gardons dans A(X) B () les

termes de degré <N . D’oU : A(X)B(X) C(X)+Xn+lD(X)=C(X)+Xn6‘3(x) . Ainsi :
f(x)g(x)=C(x)+0(x").
Régle : Si T et g admettent des DLn(O), Alors le produit admet un DLn(O) dont la partie principale

s’obtient en prenant dans le produit des parties principales des termes de degré<n.
eX
1-x

Exemple : Donner un DLS(O) de XH(1+ x)ex. Donner un DLZ(O) de X+

5. Composition :

Régle : Si f et g admettent des DLn(O)et !(ig(\)g (X)=0, alors la composée f o g admet un DLn(O) dont
la partie principale s’obtient en prenant dans la composée des parties principales les termes de degré<n.

Démonstration :

Ona: f(x)=A(X)+Xx"g (X) et g(x)=B(x)+x"g,(X), avec : A(x Zakx etB(x)= Zn:bkx".

k=0

Puisque ng(x)zo, alors : by =0. Donc :

F(9(X))= A(B(X)+ X", (X)) +(B(X)+X"5, (X)) & (B(X)+X"5,(x)).
(B(x)+x”52(x))n :x”(b1+b2x+...+bnx”‘1+x”‘lgz(x))n =x"h(x),

ou : h(X):(b1+b2X+...+ an”_1+X”_1€2(X))n. h est bornée au voisinage de 0.

Posons : & (X)=h(X) & (B(X)+ X", (X)) Ona: &5(x)>0.
Enoutre,,ona:

A(B(x)+ X", (x)) =4 +a1(B(x)+x”gz(x))+....+an(B(x)+x”52(x))n

n

A(B(x)+x”52(x))=ao +2.8 (B(X)+ Xngz(x))k

k=1
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A(B(X)Hng?(x)):a°+kilakgck(8(x)) xngz(x))k—.
A(B(x)+x gz(x)):a0+kilak {(B(x))k +kZ;Ck(B(X))‘(xngz(x))k.}
A(B(x)+x gz(x)):a0+k 1ak(B(x))k +kZ:;ak [TZ:CL(B(x)) xn(k_'lgg '(X)}

Dot : f(g(X))= A(B(X)]+ X", (X)+X'g5(X) = A(B(x)]+0(X").

La division euclidienne de Ao B (X) par x" ,donne I’existence de deux polynomes Q etR tels que :
AoB(x)=Q(X)Xx"+R(x) ,avec: R=0 ou deg(R)<n.Dou:
fog(x)=R(x)+Q(x)x"+x"g(x)

Exemple : Donner un DLS(O) de X In(cos(x)).

Ona: In(cosx)= In(1+(cos(x)—1)j. Comme : In(1+ x)= x——+—+o(x3) et

2
COS(X)=1—X7+O(X3), alors :

Puis : In(cos(x)) —X72+o(x3).

6. La division :
Régle : Si f et g admettent des DLn(O) et si!(i_r)t?)g(x);to, alors é admet un DLn(O).
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Démonstration : Supposons que : T (X)=A(X)+X"¢,(X) et g(x)=B(x)+X"&,(X). Alors :

f(X) ag+ax+..+ax"+x"g(X) 1 a;+ax+..+a,Xx"+x"g(X)
g(x) by+bx+..+bx"+x"g,(x) by g LB gn g £(x)
O bO ?
f(9_1 ey By ]
W_E(ao+a1x+...+anx +X gl(x))[1+ax+...+ax +X"&, ()

En suite , on applique les regles de compositions et de produit.

Exemple :

1. Donnerun DL, (0 etunDL( )de XI—)CL etXI—)tan(X).

0s(X)

2. Donner un DL, 0

3. Donner un DL, 0

(0)
(0)
(0)
4. Donner un DLS(O) de XI—)m+X

Solutions :

1. Ona: COS(X):l—X?ZnLO( )eti—l+x+0( ) donc :

1—x
1 1 2
cos(x) :1_)(22+0(X2) :1+X7+0(x2).

Cherchons un DL4(O) de X c 1

cos(x)

2 4
Ona: COS(X) 1- X7+%+0(X4) et%=1+x+xz+0(xz),donc:

1 1 x2 x4) (x?2 x4 A -
cos(x)_l_£><2_x4 =1 {2 24} {2 24} O(X)'E”f'n'
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2. tan(x)=sin(x)x 1 :{x—%3+o(x4)j{l+x72+%x4+o(x4)j:x+X;—X_3+o(x4)

3
c.ad.: |tan(x)= x+%+o(x4) .

3. Un DLS(O) de eX=1+X+X72+%3+0(X3). Donc :

D
x
>
H
||
[l
H
+
|
> I\.)||><
m|xN
N—
+
[
N
|
m|xN
N—
N
+
o
—_—
>
N
N—

| >

|

|

+
INE S
\-’v/

+
o @
>

N x| N
[
N
N
+
o
—_
<
N
N —

4. \1+x2 +x:(1+ x2)2+x:1+%x2+0(x2)+x:1+ x+%x2+o(x2).

V. Applications :

1. Calcul de limites :

) _gj . XIn(x
Calculer les limites suivantes : lim X S;nx Clim ( )
x>0 -1 X—=1

2. Position relative d’une courbe et de sa tangente au voisinage d’un point :

: — Py yb i _
supposons connu un DL, (O) avec p>1. Donc: f (X)=ay +ax+AxP +xPg(X) avec !(I_rg)g(x)—o.
La troncature & I’ordre 1 donne :  f (X) =a,+a X+ Xg(X) avec !(I_I‘)%g(x) =0.

F étant dérivable au point0 , alors : f (X)= f (O)+ f’(O)X+ X&(X) avec !(im)g(x) =0. L’unicité du
DLl(O) Jilensuit: a,= f (O) et @ = f’(O). Par suite, la droite(T) .y =2a,+aX est latangente a la

courbe de la fonction f au point d’abscisse 0.

par aileurs, f(x)_(ao+a1xj=/1xp+xpg(x)=,1xp[1+%g(x)j.

Comme Iim1+ig(x) =1, alors dans un voisinage de 0, ona: 1+15(X) > 0. Ainsi, le signe de
x>0 A A

Développement limité BTS Génie Informatique Pr. M. ALAHIANE Page 10



f (x)—(ao+alxj est celui de AXP.

Exemple 1: Etudier la position relative de la courbe représentative de la fonction f (X) :(X+1) e Xetdesa
tangente(T) au point A(O,l).

2 : :
On montre que : f (X)=1—X+§X3+O(X3). Donc : f(X)=1-Xx+0(X). Puis: (T).yzl—x :
Le signe de f (X)—(l— X) est celui de %Xs, donc: f (X)—(l— X) change de signe au voisinage de 0. On en

déduit que la courbe d’équation Y = (X+l) e~2X traverse sa tangente (T) au voisinage de 0.

Exemple 2:Etudier la position relative de la courbe représentative de la fonction f (X) =X—3-2In (X—i—l)
et de sa tangente(T) au point A(O,—B).

3. Asymptotes et position relative avec la courbe au voisinage de I’infini :

I suffit d’utiliser le changement de variable t = % puis donner un DL, (O) , pour aboutir & :

f(X):aX+b+£+i5 1 ot lim ¢ 1 =0.Danscecas,ona:
Xp Xp Xp X—>+00 Xp

v Xl_i)r]:loo f (x)—(ax+b):0, cad. :la droite(A) d’équation Yy =ax+b est une asymptote oblique &
la courbe(%f ) au voisinage de +o0 .

v’ La position relative de la courbe(%f ) et de I’asymptote (A) est donnée par le signe de

X .. C C 1 (1 1 (1
f (x)—(ax+b) c.a.d. celui de 7 car: f (X)—(aX+b)=F[l+Eg[FJJ et 1+65(FJ

est positif au voisinage de +o0 .

Exemple : Etudier au voisinage de+oo et de —o0, le comportement de la fonction f définie par

f(X)=x+2Vx*-x.
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