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Développements limités usuels au voisinage de

I- Développements limités usuels au voisinage de 0 :
La formule de Taylor-Young permet d’obtenir facilement les développements limités suivants,lorsquex — 0.
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Par intégration , on obtient :
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1I- Deux exemples a retenir :
1- Tangente tan ou tg : Méthode des Reports Successifs

La fonction tangente est impaire , ses développements a 1’ordre n et n+1 ont la méme partie régulicre.
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- Ona tan(0)=0,tan'(0) =1 ; donc : tan(x ) =x +o(x ) ; puis tan’(x ) =x > +o(x’).
Or tan(x ) est la primitive de1+ tan’(x ) quis’annule en 0 ; donc : 1+tan*(x)=1+x>+o(x")

Puis tan(x ) =x +%x *+o(x*) . Onréitére cette procédure autant de fois que 1’on désire ...

2 1 3 4 ’ 2 2 4 5 2 2 2 4 5
- tan"(x) = x+§x +o(x") | =x +§x +0(x”) ,donc 1+tan"(x )=1+x +§x +o(x”).

. 1 5 2 6 —_

Ainsi tan(x ) =x +§x +Ex +o(x") ,d’ou:

1, 2 ’ 2, 17

tan’(x)=|x +=x +—x"+o(x°) | =x*+Zx*+—x"+o(x’ uis :
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l+tan®(x)=1+x" +%x4 +1—7x ®+o(x7) il vient : tan(x ) =x N +£x i +1—7x7 +o(x®).
3 45 3 15 315
De proche en proche , on peut montrer que :
1 5 2 5 17 5, 62 4 1382 ,, 21844 929569 s
tan(x )=x +—x " +—x" + x'+ X+ X+ x4+ X
3 15 315 2835 155925 6081075 638512875
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10854718875 1856156927625
2- Tangente hyperbolique th : Méthode des Reports Successifs

Ona th(0)=0 , th'(0)=1 ; donc th(x)=x +o(x*) ( th étant une fonction impaire )
Or Vx eR: th'(x)=1-th’(x) ; donc : lhz(x):(x +0(x2))2 =x’+o(x’) ;puis:

x " +o(x 20)

th'(x)=1-th*(x)=1-x"+0(x’) . Comme th s’annule en 0 , alors : th(x)=x —lx3 +o(x*)
PR 2 1 3 4 ’ 2 2 4 5 :
Dou:th (x)= x—gx +o(x") | =x —Ex +o(x”) puis:
i 2 2 2 4 5 1 3 2 5 6
th'(x)=1-th"(x)=1-x +§x +o0(x”) .Donc: th(x)=x —gx +Ex +o(x”).
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Donc:th " (x)=|x ——x " +—x"4+0(x") | =x"——x"+—x +o(x ") . Ainsi:
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th'(x)=1-th’(x)=1-x>+=x*——x%+0o(x7) .Puis: th(x)=x ——x'4+—x"———x"+o(x?) .
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Donc : thz(x)z(x —lx3+£x5——7x7+0(x8)j :x2—2x4+£x6—£x8+0(x9);
3 15 5 3 45 315

Il en suit alors : th'(x)=1—th2(x)=1—x2+zx4—1—7x6+2x8+0(x9) ;D’ou :
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th(x)=x —lx3 +£x5 —ix7 +

15 315 2835

th’(x)=|x —lx3+ix5—i 7
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x’+o(x") , puis :
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315 2835 3 45 315 14175
Donc : th'(x)=l—thz(x)=1—x2+gx4—1—7xé+£){8—ﬁxm+0(x”) .D’ou:
45 315 14175
th(x)=x—lx3+ixs- 17 x'+ 62 x’- 1382
3 15 315 2835 155925
th(x):x—lx3+£xs— 17 It 62 O 1382 Oy 21844 ey 929569 NEH 6404582 <
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+o(x“)

x""+0(x"?) . On montre que :




II1I- Recherche d’équivalent :

x,eR o
. Trouver un équivalent de x , .

X

Exercice : soit (x,) _ la suite réelle définie par: )
X,,=x,+e"" , neN

Sulution: Ona x,,, —x,=e™ >0=(x,) est /.

Si (x,) , converge,alors limx,  —x, =lime™ =0 (Absurde: e’ =0 avec/ = lim x, )

n—>+owo n—>+w n—>+00

Donc : lim x, =+oo ( Théoréme de la limite monotone )

n—>+o0

Posons VneN: y =e™ ;desorteque: VneN: In(y,)=—x, . Alors:

ln(y—”jzln(yn)—ln(ynﬂ):—xn +x,,,=e ™ =y ;avec: limy, =lime™ =0 .Donc:

n4l n—+o0o n—>0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
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D’ou: ————~1. Via le théoréme de Césaro , on aura bien :
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x,=—In(y,)~ —ln[l) =[x, ~In(n)
n
IV- Développement limité d’une fonction implicite :
R > R
Exercice : Il existe une fonction de classeC” au voisinage de 0 telle que f(0)=0 ;
x P oy=fx)

X+y

définie implicitement par arctan(xy )+1=e . Déterminer le développement limité , a I’ordre 3 , de fen 0

g: R o R

Solution : Soit .Ona gestdeclasseC” surR* , g(0,0)=0 et
(x,y) +— arctan(xy)+1-e""

o X,y)= Lz—e”y , donc : 6—g(O, 0)=—1#0 ; L’existence de de classeC” surR’ résulte du

ox I+(xy) ox

théoréme des fonctions implicites :
da>0, Vxe ]—a,a[, f(x) e]—a,a[ o arctan(xf (x ) +1=e" 7Y Sx +f(x)= ln[1+ arctan(xf (x ))]

fest de classeC” au voisinage de 0 , donc f posséde un développement limité a tout ordre au voisinage de 0 .
Soit 7 (x)=ax +bx* +cx’+o(x’) le D.L; de fau point 0 . Alors :

xf (x)=ax’+bx’ +0(x3):arctan(xf ()c)):a>c2+bx3 +o(x?) ,car arctan(u) =u —%u3+0(u3) )

Donc : In(1+arctan(xf (x))) =ax > +bx’ +o(x>) ; or In(l1+arctan(xf (x))=ax’ +bx> +o(x?)
a+1=0 a=-1
Comme (x +/ (x ))—(ln(1+arctan(xf (x )))) est =0 au voisinage de 0, alors: b —-a=0<<b =1
c—-b=0 c=-1

Ensuite ,ona: |f (x)=—x —x>—x"+o(x")

Rappel : Au voisinage de0 ,on a: arctan(x)=x —%x +o(x’) et n(l+x)=x —%x ? +§x3 +o(x?) .
o)

x? Bonne Chance * Bon Courage
Inégalitées : Vx e R": x —7£ln(l+x)£x ; Vx eR: e >21+x
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. 2
Vx eR: ‘e"—l—x‘gx—e‘x‘ ; Vx € 0,z : osin(x)>—x ; Vx € 0,E : tan(x ) >x
2 2 Ve 2
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