BTS Génie Informatique 2 année Probléme Pr: M. Alahiane
Partie | :

ot 1 s fonction d s rariabte récle X e par s 1 (x)=In(Lx )=

1. @éz‘ﬁriﬂlhﬁrz , le domaine de définition de

2. Ktudier les vatiations de lx fonction ¥, et en déduire le signe de ¥ sur son domeine de définition.
Partie?:

X
On considére Q l fonction de b variable réclle X definic comme suit . (X )= (1+ le :

1. Xterminer le domaine de dfinition de i fonction Q .
2. Ktudier les variations de la fonction .
n
3. ClMontrer que . ¥n eN’, 2 < (1+%] <e.
n n
4. n déduire que . vneN, [nTH'J < n! < LnTH'j .
n
5. pour tout réel @, calculer lr imite lim— ——
n—+o Nl
Partie 3
Rour tour N e N’ : h (X )=— S Xk——e‘X 1+x+X2+ X
our tout N €N, on pase : n( )— kZoW_ Srtet ATl

1. Guleuler hy' (X)), pour tout réel X .
2. Qboit ae R . &n appliquant le théoréme des acoroissements finies a b fonction Ny, entre O ar @,
n+1
a
nt

a2 a"
monlrer que : l+ra+—=+..+— — e

St < g

. iy y an = an
3. a &wn déduire lor convergence de lr série HUMETTgUe Z Al él calculer sa somme z N
n>0 : n=0 :

b- & utilisant le théoréme de ‘Caylor-Lagrange, redémontrer ce 1ésullat.

L1 1 1 1 = |
4. @d/cukr.1+2Xl|+22x2!+23x3!+ ..... Tt T kZEJZ"xk!'




BTS Génie Informatique 2 année Sories usuelles Pr: M. Alahiane

[ Série géométrique et séries géomeétriques dérivées ]

Théoréme ;

1. &a sirie de torme général X", N €N, et convergonte ssi ‘X ‘ <1, de somme

1-Xx
—+00
Eﬁllf‘x‘<l: ZX”:—
n=0
2. &a série do torme gondral X", N e N, e convergonte ssi ‘X ‘ <1, dz somme 1 5.
(1-x)
—+00 l
Kour x| <1: > nx "= .
n=1 (1—X)

3. &a srie de lerme géndral N (n —l) X" 2 n>2 g CONVergeonte ssi ‘X ‘ <1, Az somme 3

ax)

o |x| <1 z G G ———
n=2 (1-x)
4. &es séries de lerme gendral NX", N e N, 2 n’>x", neN", wnt convergenles ssi ‘X ‘ <1, a:
1
@m/r‘xklz fnx”: X 5 ; Zn x " (X+3)
G )
Démonstration :

n
1. Soient N €N et X € R, considérons la somme partielle S, (X)Z ZXk =1+X +X2%+...+X".

Ona: (1-X)S;(X)=Sn(X)=XSy(X) =1+ X +..t X" —(x +x2+...+x”+1):1—x”+1.
n

1—X n+l
SiX #1, il vient : Sn (X ) = Z xk = (C’est I'identité géométrique),
k=0 1-x
n+l < n 1
. 1 +1 __ . . 1 — —
et si ‘X ‘ <1, alors n|LerX =0, , par suite : nILrPooSn (X ) = nZ: XN = %
Pour ‘X ‘ >1, le terme général X " he tend pas vers 0. La série Z X" est donc divergente.

n>0

2. soient NeN" et X eR,

n
considérons la somme partielle T, (X ) = Z kx K 1=1+2x +3x%+..4+nx"L. ona:

(L-XJTo (%) =Tq (X )=XT o (X) =1+ 2X +3X? +...4+NX ”‘1—(x +2X2 4.+ nx”)

=1+ X +...+ X" T_nx"




or, 1+ X +...+Xn_1=Sn_1(X), d’aprés (1), on a : pour ‘X‘<1 lim S ( )

N—o+oo  N-1

n|LI’DOO nXx"1=0,alors: nILer(l_x )Tn (X ) :%’ donc: i X = (1_];( )2 '

Pour ‘X ‘ >1, le terme général NX N1 e tend pasvers O. La sériez NX " est donc divergente.
n>1

. soientNeN" et X eR,

considérons la somme partielle U , (X ) =

ik(k —1)Xk_2.0na:
k=2

(1—X)U n (X)ZU n (X)—XU n (X)= i Kk (k —l)Xk_z—i k (k —:|.)Xk_1 , le changement
=2 k=2

d’indice | =K —1, dansa premlere somme et i=k dans la seconde somme permet de dire que :
(I-x)Un(x) = Z (l +1)x' -1 Z ( )x"1
n-1 -1
= 2+> 0 (i +x" =i (i -1)x' t=n(n-1)x"*
S5 i+ -5 i -2 2on(n-3

= 2+Z(i (i +1)=i (i -1))xi—1—n(n—1)xn—1

= 2+nf2ixi‘1—n(n—1)x”‘1

= 22|x"1 n(n-1)x"+*

(I-x)Un(x) = 2Tn_1(x)—n(n—1)x”‘1

Pour‘X‘<1,ona limT ()

n—+oo N-1

et lim n(n —1)X "~1-0, donc:
N—>+o00

=3

limU,(x)= (1_2)()3,i.e: r]i(”;n(n—l)x”2:(1_2)()3.

Pour ‘X ‘ >1, le terme général N (n —1)X N2 he tend pas vers 0. La série Z n (n —l)X N=2 st donc
n>2

divergente.

. Pour ‘X ‘ <1,o0na: an N1 ot convergente d’apres (2) ,de somme ZHX n-1_ ( )
n=1 1-x

série numérique X Z nx " -1 , de somme X Z Nnx n-1_ 5 i.e: Z Nnx" est convergente de
n>1 (1_)() n>1

+00
somme : nzz‘inx = (1_X )2 :




En outre, pour tout k EN*,ona: kZXk Ik(k —:I.)Xk —ka =k(k —1)Xk_2X2—ka_1X , donc:

ikzxk = ik(k—l)xk‘zxz—kxk‘lx
k=1 k=1
n n
= x2 Y k(k —1)xk‘2—x > kx
k=1 k=1
Zn:kzxk = X% Up(x)=x Tp(x)
k=1
: 2 : 2 -
Or, pour ‘X‘<l, ona: n|l>qlooUn(X)=(1_X)3 et n|l)l’pooTn (X)Z(l_x)2 ,d’ou : %:lnzxn est
2X 2 1- 1
convergente de somme : fnzx”:xz 2 3+X 1 5= X +X(3 X)=X(X+3).
= ax e ex)
Pour ‘X‘Zl, le terme général N2X" ne tend pasvers 0. La sérieznzxn est donc divergente, de
n>1

méme pour la série numérique ZHX n.
n>1

Exemples : Pour X =:—3 , ONn a successivement :
f 1 1
==
n—03 1_1 2
3

N.B: [Les résultats du théoréme sont a savoir par cceur, ainsi que leurs démonstrations. }




