T MATHEMATIQUES SERIES NUMERIQUES BTS-GI 2009-2010
Exercice n®1:
On considere ls suite definie pour tout N € N*, par .

. @t pose, pour tour N € N*,

_Un
n
1) CMontrer que (V n ) ast une sulle géometrigue.

Vi

2) Kaprimer Ny en fonction de N .

3) & déduire [ expression de Uy, on fonction de N .
n
4) Qdait la série Spy = ZV k- Gadculer Sy, en fonction de N et montrer que i suite Sy, ést convergente.
k=1
. n
Exercice 2: @w considere b suive définic pour tout N € N *, par Up = ﬁ—a atl a une constante réclle quelcongue.

tudier l comvergence de lr suite (Uy,) .

Exercice 3: QSuir n wn cntior naturel, NN > 2, on considere lr série de terme ginéral Up = 24 1
n J—
1) Contrer que cette série ast convergente.
oo , 4 _a b
2) étorminer les réels act b tels que : 7 1 n-1 n+i
. & L 4n+2

3) & déduire que : kgzuk =3 IGES)

4) Qn déduire b somme S de lr série (U ).

Exercice d:  QSoir nun entior natwrel, N 2> 2., on considere lr série de terme ginéral Up = 22 1
n —

1) Montrer que celte série est convergente.

2 _ a b
n2-1 nh-1 n+1
_3_2n+1
2 n(n+))’

Exercice b: Q%o 4 suie (Up) ddfinic par *Up =
n P

2) terminer les réels @ et 0 16l que

n
3) &n déduire que Z Uy & déduire la somme S de b série (Up ).
k=2
_1
n(n+1)
o . .. _a b
1. étorminer les récks @ a0 tels que : U, _ﬁ+m

2. On pose Sp =Uq+Uy +Ug+........... +Up_q +Up . Gutouder Sy et la limite S de Sy quand N tend vers +oo
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=2n
apcion - . . . _ 1 1, 1 1
Exercice 6: Q%o (Up ) la suite ddfimie sur N* par Uy, = kZ oottt Ten
1. %ﬂ[fﬁq‘&lﬁ/ﬁﬁm’[ﬁll[‘ n 4 N* u 1~Un = —3n-2 .
n n(2n+2)(2n+1)
2. &n déduire le sens de variation de lr suite (U ).
3. Etablir alors que (Up ) est une suite convergente.
Exercice 7 :
1. Ktudier lx convergonce de li série Z 2" =1+24+2%+......... + 2"
o1
2. Kltuder lx convergence de lr série Z >p
, . o 3
3. Ktudier lx convergence des séries de lerme général . @) Up = ]
400
4. Ktudier la convergence de lr série Z ———— delome ginéral Up = % .
n=0(2n +1)) (2n +1))
_E=D" )n

n
5. Ktudier lx convergence de lr série Z o (- de lerme général Up =

n n
Sl Y
6. Kudier lx convergence de lr série Z 1 2n+1 de terme qinéral Uy = Sl

( )n+1 (_ 1)n+1
7. tudier lx convergence de lr série z de lerme général Up = 5
n=1 n

2 n2
o de lerme ginéral Up =

8. Ktudier lr convergence de lr série Z T
= 2" +n

Exercice § :

2nrx

7. Ktuder lx convergence de lr série Z —SI n [—J de lerme général Uy, = 1 sin {—

3 n2

8. Kuudier l convergence de lr série Z arCtan n de terme général Up = arCtgn n
n=1 n

4. Ktudier la convergonce de la série de terme gonéral : Up = n+l ; V= 1

n! n!

|

2| ¥

Seéries Numériques



Solutions

Exercice n°1:;
n+ 1u
1) Rour tout entier N€N* V= n”;i 3;]“+1 = %UF” = %Vn

2) (V n ) &st done une suile géomdlrigue de raison % él de premicr lerme | = u—ll = :—]3'
1 n-1 1 n
3) Rour towt NeN*, v :%Vn—lzvl(gj :[él .

n
Rudsiue pour tout N € N*, V =UW“, on auwra U, =NV , :n{%}

Exercice2:

a" a" n a Inn
Un ="z posons Ny =INU, v, =In| = ~ =[na" -Inn* =nlna-aInn=n|lna-a— -

[im Llnn}_o’ [im Llna a“:]n]—lna

n—+owo| N n—+oo

onc . 2 cas .

Q% a>1,Ina>0e lim v, =+ 4o: limu,= lim e'n =+
N—-+o0 N>+ 1 N—+oo

MWa<l,lna<0e limv,=—w 4o1: lim u,= lim e'n =0.
N—+o0 N—o+o M notoo

n
/. 7 . a .
On conclut que lorsgue N tend vers infini | le comportement de 1, =— ast colur de @" pour a#1.
n(Z

Exercice 3
4 a b _a(m+)+b(n-1) _(a+b)n+(@-b) atb=0_ _ [
n2-1 n-1'n+l" p2g 21 M ap-g? 87210 =2
4 2 2
n2-1 n-1 n+1
n 2 2 2 2) . 4n+2
|<Z=:2uk _2+1_n+1_ﬁ_3_(n+1+ﬁJ_3 n(n+1)

oo lx série comverge vers S = _lim {
N—+o0
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~ 2 2., 2
N=2 5-1737273
. 2 2 _ 1
N=3 3-773;1°173
_ 2 2 _2_2
N=4 4-172+1° 35
_ 2 2 _i_l
N=5 §175:;1 23
_ 2 2 _ 2_2
=6 17 6:1" 5 7
_ 2 2 _l_i
N=7 7177:1°37°1
_ 2 2 _2_2
N=8 §-178:1°7 9
o 2 _ 2 _ 2 2
n=p-3 p-3-1 p-3+1 p-4 p-2
L 2 B 2 _ 2 2
N=P-2 o1 p-2+1 p-3 p-1I
o 2 _ 2 2 _3
n=p-1 p-1-1 p-1+1 p-2 p
_ 2 2 _ 2 2
n=»p p-1 p+1 p-1 p+1
Exercice 4 ;
2 _ 1 1
néi—-1 n-1 n+1
= K 2 n+l 2 |{n+1 n|] 2 n(nh+)
: 3 2n+11|_3 | 2n+1 | 3 (20 _3 5 (1] i (1]
nI—ImooL?_mj_é nI—I>Too[n(n+1)J_2 nI—Imoo(nZJ_Z 2n|—l>Too[nJ ’nI—ILTr]oo[n]_o
. n 3
oo lx série comverge vers S = _lim U, =5
N—>+oo| &=t 2
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p-1-1 p-1+1 p-2 p

11 1 1

p-1 p+1 p-1 p+1

Exercice b:
1 1 1 1 1

+00
_ . _ L 1
un —m 0N a . n(n+1)—n2+net n2+n +’;o ? hfﬁ”ﬁ ngomﬁf[dﬁﬂﬂﬂﬁ/ﬂ]ﬁfy_ﬁﬂfﬁﬁﬂVmﬂ

R S S
nn+l) n n+l1
@nﬁbﬁbﬂz‘fwaﬁmvﬁmm[:Slzulzl' 1—1 SZ:u1+u2:%—%+%—%=l—%
111

i 5 + 5 :—]3' =1->= 3 el de méme en observant les groupements de lermes qui

du théoreme de (Riemann. S est immédiat de vénfier que
_2
3

sannulent , on obtient

1 1 n
SZZU1+UZ+U3+ ......... u R n =

1 niana
400

3
Roar ddfinition de le somme d'une série, on a : Zun = limS,=Ilim —=1.
] N—>+o0 n—>+on+1

Exercice 6 ;
1 1
n —+1+...+ﬁ.
(1 1 1 1 ) (1, 1 1) 1 1 1
t u”+1_u”_(n+1+'"+ﬁ+2n+1+2n+2] (ﬁ+n+1+'"+ﬁ]_2n+1+2n+2 n’
-3n-2
n(2n+2)(2n+1)'

un: %:

dou: U, —Uy=
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2. & suite (Un) est décroissante puisque —3N —2< 0.
3. & suite ast pasitive puisque somme de lermes positifs ; clle ast décroissante et minorde, clle converge bien.

Exercice 7 ;

+00 p
Lirstic Yy 2" =142+2%+......... +2" direrge car Y 2" =142+2%+......... +2P =" =
n=0 n=0

p +00
lim 22”:22”— lim (2P —1) =4o0.
=0

N—+00 4 p—>-+oo

1
2 lr série Z ast la somme des lermes conséoutifs de la suite géométrique de Jer terme 1 at de raison =

2

n+1
n 1- +1
él ona: Zizl+%+i+ ......... +2in=(—1/)2—2{1—(1/2) ] i série converge puisguc

1
n 1 +00 1 N+l 1 n+1
im Y —=3% = lim 2{1—(1/2) Jzz; lim (ﬁ] =0 (g=2<1)

n
1 , n 1

& série de terme gonéral | = | comverge, on éorit ;. lim =
T S8 o gonéral | = | - converge, on derit - _lIIT E 5

3 .On considere la série de terme général Cona — pour tout NN ; or b série de terme général

n2+1 241 n2

— converge ( comme série de Riemeann avec o = 2), done la série de lerme général
n

+00
&on admeltant que Z Z , on peut dire que Z 5
=on n—on<+1

CONYerge .
n21 "

ast une Serie convergente .

On peut aussi LIIIZZS"KI’ Vi lhﬁﬁfﬁfﬂﬁ a 67111174/51705 @ﬂ directement .

3 3

~ =, la série de terme géndral —

n2+1 +° n2’ est convergente done Z

n2 241

+00
4. @On considere lr série positive Z % de terme général U, = 1 = 1

(2n+1) (2n+3) 4n2[1+ 1 ]2
2n2

2 2
@na.nU, = n = n done lim ndJ,, = =7 /)ﬁ‘l’ conséquent , l 1égle de (Rigmeann
(2n+1))2 AN +4n+1 N

ast une Serie convergente

$ appliguant au sévies & lerme positifs permet d affirmer que i série converge .

QRuarnd N tend vers [infini , Up st un équivilent de —— , on reconnait le terme général d une série de

1
4n?’
Riemann qui avee o = 2> Lest une série qui converge , dono la série de lerme général Uy, converge aussi
d apres le théoreme d équivilence des séries positives .
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- sz _1 n ’ N ’ P ,
5. & série de lerme géncral % répond au critére o une série allermée .

1 1 donc \I

& suile {%J ast décrotssante (on a pour tout N> 0, T_Sﬁ nt1 SV ou (‘un+l‘ S‘Un‘)( X Hxl )

neN

. n
a nl—lm V= | Im l =0, done lx série z - (D) converge. Gelle séri est appelée la série harmonique allernée
e /

n
<1 )
6./a série Z 0{5 terme général \Up =—— . On reconmndit une séric aliermnde, el i le théoreme

2n

special a/of' convergence des séries allerncées f@p/z'quﬁ Qfﬂ gffel, pour loul N\ entier naturel on i .
_ 1 1
‘u”ﬂ‘ 2(n+D+1 2n 13" 2n +1
! N (1)’
al n_I)rJTrloo‘un‘— , donc /dfmﬁr;)ﬁ

‘u n ‘ Ainsi, i suite définie par ‘U n ‘ ﬁ ast déeroissante

ast converg anle

)n+1 ( 1)n+1

e . O reconndil une série
n

de terme géndral Uy =

7. Ztudier b convergence de b série Z (=
n=1

dllernée, el i le théoréme spécial dﬁ convergence des sérics allernées f’ﬂpp/qu

. _ =+ 1 1 1
& gffet, pour tout n entier naturel on a \un ‘ =51 ‘ nall = 5=—> <= ‘un ‘ )
n n (n+D)° nc+2n+1 n
( )n+1
Ainsi, I suite ddfinic par ‘u n ‘ = asl décroissanle et | I m ‘u n ‘ =0, done lx série Z ast convergenle.
n=1
2 2
n n
8. 0<—i—<—=V
20+n 20 "
Etudions lx convergonce de lie séri de terme gindral N v en utilisant b 1égle dAlenbert
(n+1)? )
\Y n+1 ,
\;Hl -_2 = %[ n r-:_ 1} - % <1 donc lx série de terme gonéral Nl vy est comvergente . <3 apres le théoreme de
n n
2"
n 2
comparatson sur les séries & termes posityls , la séries de terme général Uy = o &st convergente dyzlement .

Exercice § :

1. Qb lr série Zun = Z zsm[znﬂJ ; pour tout N >0‘un‘ 128|n[227[J — . & s Z 5 CoMvere
n=1 n n

+00
(théoreme de (Rigmann ), done lr série Z ‘u n ‘ converge ( onitére de comparzison

& série Z Uy, &t absolument convergente Z

n=1

1 2n7z
3

] st Gﬁl’ﬂ]ﬁfg’ﬂﬂ[ﬁ .
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400
2. Quit lx série Z arctann . Rour tomt N >0, 0ma: 0L arctann < , done 0<Up <£xi. & série
2 2 2 5% 2
= N n 2n n
+00 +o0 +00
Z r, 1l 7 Z — conmverge ( théoréme de (Riemann) donc lr série Z arctann . convergene.
%2 n? 285n? =k

u u n+2 n+1 n+2 n! n+2 .
n+l ‘ n+l — — — n+l _
3. O caleule Un . @Om obtient u —[(n 1)!}/( Al j—(n 1)!>< - 1—(n 1)2 , donc n|”+noo ™ 0

, 0<1. e dapres li régle dAlembert , li série Z nn—_';l ast convergeonte

Co_n Jn_Jyn _Jn_nJn-nn+2/n_ 2Jn
4 Ona Un =05 Un == Ty T nn+)  n(n+1)’

celle expression est positive pour
Jn 1 » o1, . ‘
tout N> 2. On a done Uy >~ ou Up > ——— . & sdrie de lerme ginéral —— diverge ( comme sérig de (Riemeann
n n1/ 2 nl/ 2
1 iy R n . AR Lo )
avec O = > <), on déduir done que lx série Z ast divergente .on peut aussi lx régle d équivilence -
n=0

n-2
\/ﬁ ~ \/ﬁﬁfﬁﬁd \/ﬁ

~ i conclusion vient de meaniére immédiate . li série de terme ginéral Jn
n—-2+o n n-2 +o n

n-2
ast divergente.
uelyues séris muneiigues de rerence St farmomipne - c'est \a série " %
n>1
SSien que son terme géncral tend vers O en + o, celle séri st divergente en gffét .
op
1 .1 11 1 1 1 1 1 1
kZ:1?_1+§+ §+Z +§+6+7+§+ --------- + 2p_—]-—|_1+ -------- +2_p
2termes 4termes oPLtermes
2p
1 .1 11 1 1 1 1 1 1
kZ:1?_1+§+ §+Z +§+6+7+§+ --------- + 2p_—]-—|_1+ -------- +2_p
2termes 4termes oPLtermes
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1.1
—4+>2x=: = = >4x= - > 2P
3+4_2x4, 5+6+7+8_4><8, ................ 2|O_1+1+ ........ +2p_2 *op
2p
1 1 1 1 1.1 1 n1 p
_> — —_ — p = - : => ~
2k _1+2+2><4+4><4+ ....... +2 ><2IO l+2(1+1+1+|.o. ......... +1) ; donc kZ::ln _l+2
. . . N Inn . » . N1 p
sott VY un entier neturel non nul soit  l partic enticre du nombre o ona. NzL" a: Z o > 1+7
k=1
quand N tend vers teo , P tend égaloment vers + oo dou b série Z 1 ast une série divergente.

n>1
[l Raisonnement par Récurrence.

Propriété : Qi P( n) une proprité dépendant dun entier Vet Ny un entier fié
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Ltape |: P arifivation (initiclisation)
O vérifie que b propricié est veaic pour le promier terme > P(0) ou P(1) ast rrae.
Etape?: FCoradive .
On suppose que i propricié est vtz pour le torme de rang NN €t on démontre que si clle
est vraic pour b rang N\ élle est vraie pour b rang N+ 1.
Q&7 pour tout entier N > Ng on & P(N) vraie = P(N+ 1) wraie

Exercice3:  émoner par récurrence que pour toul N 21, on a .

n n(n+1)
1. kK=1+2+3+..+n=—~—1~.
I(Z;L +2+3+..+ 5
n
2, Zk2:12+22+32+...+n2:n(n+1)6(2n+1)
k=1

Exercice 3 :

Qb a démontrer par récurrence que z k3= (Z k J . Pro=1: 1 13=12

2
n
On suppose que Z k3= {Z k} st idie z k3= ( n(n2+1)] _ nz(n4+1)2
k=1

ni:lkSZZk3+(n+1)3: n%(n +1)2+(n+1)3= n2(n+12+4(n+1)° _ (n+1)*(n2+4n+4)
=1 =1 4 4 4
2
_(n+)n+22_((n+D(n+2)) _ §
4 2 k=1

2 2
Qﬁammo’dﬂfnpmmzb’rfmbaf(mnmzlf)13+23+33+ .......... +n3=" (n4+1)
Sémonstration :
&0 principe est le méme que pour lx somme des 1 premicrs carés
posons :

S =14 2+74 +a
S,=1 428+ 4
S,=1T 42+ +x°
I formule du binome de Nowlon permet déerire : o+ 1)* — k% = 457+ 6% + 4k +1

on obtient en faisant varier kK#1sn , N guations que lon peut ajouter membre a membre :

o) I BTS GI2 Séries Numériques



A e O A - T E R B
3P o2t 42t 462 +4x2+1

(r+1) —nt =dun’ +6xni+dun+l
(m+1) —1= 48, + 65, +45, +»
en tsolant Sz on oblient la formule de lr somme des cubes.

P22 432442y g 0o 2t lERY ]

Qbamme des n promiers carrds (non nuls) &

démonstration .
posons:

S =1+ 243 4. +n

42 2 2
Sp=1"+27+ . +n ﬁnym'z‘quﬁ:(k+l)3-k3:3k2+3k+1
o peul done éctire i ajouler membre a membre les n égalilés survanies .

21 s 3x1 43141
F - 2 =3x2t+3x2 41
4 3 = 3x3 4 3x341

(41 —n = 3xn +3xn+1

(r+17 —1=3x (1 +2° +3F 4+ 4+ 29+ 3x(1+24+3+. +u)+=x
(m+107 = 1=3x 5, +3=x5,+#x
35, =(n+1° -1-35,-#»
anian+1)
-
2

35, =(n+107 —(n+1)-

38, =(n+10 -1

anin+1)

1
35, = {”; 20 +1)" - 234 ]

5, = e gn v 22— 3a]
TR W
5. = ;—z{;—z+lj:6(2?z+1}
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