BTS. Gl. 2 éme Année TD:

Calcul intégral

Pr. M. ALAHIANE

Exercicel :
Déterminer les primitives suivantes :

t e’dt dt | '”t LI
-[ 1+t3

t dt
[, (2
A /1+t 2 t Int
Exercice 2 :
Calculer les intégrales suivantes :

[inta , [ 2L

2+t +1
Exercice 3 :

Déterminer les limites suivantes sans
pour autant calculer les intégrales correspondantes :

jzdt

1
. x dt  ,.  c2xet _ 2x @t
lim —,Ilmj = dt, lim [ =—adt.
x—>+odx Nt " x—=0Jx t x—>+odx t

x>0
Intégration par parties
Exercice 4 :

Déterminer les primitives suivantes :

jtlnt dt ,jt Arctant dt ,j(tz—t +1)e“dt

Exercice 5 :
Calculer les intégrales suivantes : N € N

"Arctant dt | [[In(1+t2)dt , [t"Int dt
Jo Join(a+t?)dt, [

Exercice 6 :

Soit T : [a b] >R declasse Ct.
Pour N €N, on pose :

j f o
liml,=0
N—+00

Changement de variables
Exercice 7 :

Déterminer les primitives suivantes en
procédant par un changement de variable adéquat.

Int e?
JI+x/_ It+t Int)’ ROCE

Exercice 8 :
Calculer les intégrales suivantes via un
changement de variable adéquat :

j;@dt jt JI-t2 dt | j'”t

J‘e Int
Lt 4t (Int)’

sm nt dt

Montrer que :

e 1 1 1
t, [ ——dt, [ dt
L tint +1 Ioet +1

dt .

2 In(1+t)—Int
L t2
Exercice 9 :

Observer jozln(cost) dt :J'O“In(cos(%—t ]] dt

Ny

En déduire J'Eln(1+ tant) dt

Exercice 10 :
Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle

vx e[ab], f (@a+b-x)=f (x).
Montrer que :
b a+b

jaxf (x)dx = = 1, (x) dx .

Calculer l'intégrale suivante : j”&)(z dx
% 1+(cosx )
Fonctions dont la variable est borne
d’intégration

que :

Exercice 11 :
Soit f : R — R une fonction continue.
Justifier que les fonctions g : R — R suivantes

sont de classe C1 et exprimer leur dérivée.

=j::f (t)t
b- g(x)=] x f(t)dt.
e g(x)=[ f (t+x)dt.

Exercice 12 :
Soit f : R—>RdeclasseClet F: R" >R
définie par: VX e R’ F =—J

1. Montrer que F peut étre prolongée par
continuité en 0. On effectue ce prolongement.

2. Montrer que F est dérivable surR" et y calculer
F'(x).
3. Montrer que F est dérivable enO et observer
F'(0)=0.
Suite dont le terme général est défini par
une intégrale

Exercice 13 :

1(1—X)n eX

Onpose,pourneN,|n=J‘O S dx .
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1. Montrer que :

liml,=0.
n—+oo

1
2. Montrer que : | =m+ Iy
. 1
3. En déduire que : € = n|LI’p ZW
Ck=0K:

Exercice 14 :
e n
PourneN,Onpose:|n=I1(|nX) dx .

1. Calculer | et ;.

2. Etablir une relationentre | et |,
< e
n+1

4. Déterminer lim |, puis un équivalent de |,
N—+00

3.Endéduire que: VneN, O<I

5. Soit ( n) une suite réelle définie par :

neN
U,=a

=e—(n+1u, ,

On suppose que a # |

D, =|u,

Exercice 15 :

neN

o+ Montrer, en étudiant

n‘que ‘ un‘—)+oo.

1 dx

Pourn € N, On pose : —
P 0 1+x"

Unp =
1. Calculer Uy, Uy et U,.

2. Montrer que (un) est une suite strictement

neN
croissante.
3. Montrer que : limu, =1.
n—-+w
4, Etablir :
Ir‘dX In2 1
VneN, J' o ———J'In1+x ) dx
5. Montrer que : lim In(1+x )dX =0, eten
N—+00
In2 1
déduire que : U, =1-——+4+0| =
n n

Exercice 16 :
Pour P et  entiers naturels, on

oo =] (t-a)" (b—t)"dt

1. Former une relation de récurrence entre | pg et

2. Donner une expression de | pq @ laidede

pose :

p+1g-1-

factoriels.

Somme de Riemann

Exercice 17 :
Déterminer les limites des suites
définies par le terme général suivant :

D n J k
Zn2+k2 ’ kzzln2+k2'

k=1
1
0 g 0z ((2n))
—_ t
2oz | ke |
Exercice 18 :

En faisant apparaitre une somme de Riemann,

déterminer un équivalent simple de S Z\/_
-1

Formules de Taylor

Exercice 19 :
Montrer que :

YnelN, VX ek,

o3 x| e
k=0 ' (n +1)!
. . &, xk
En déduire : n|l)l1100kzz;) W

Exercice 20 :
En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange a la
fonction X = In(1+ X ) entre O et 1, montrer que :

n-1
111 (-1)
1- Sttt n:iwan
Exercice 21 :
k+ 1 1
Montrer que : VK >1, I dx <
a k  XInx kInk
n
En déduire une minoration de , puis
Zk| kP
- . 1
donner la nature de la série numérique Z .
~ nlnn
Exercice 22 :
Soit f la fonction définie sur R par :

2X 2
f(x)=]" e'dt
(x)=],
Montrer que f est une fonction impaire.

2. Justifier que T est de classe Cl, puis étudier ses
variations.
3. Montrer que:

VX € ]0,+oo[ xe™* <f (x)<xe™"

Puis en déduire: lim f (X)
X —>+00
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