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Exercice 1 : 
1. On considère l’équation différentielle  ( )E  : 

     ( )2 1 6   ,    0,xy x y x ⎤ ⎡⎦ ⎣+ + = − ∈ +∞′  

 a. Trouver une solution particulière  f de  ( )E  sous  

      la forme  ( ) af x
x

= , où a  est une constante  

      réelle à déterminer. 

  b. Résoudre l’équation différentielle  ( )1E  : 

        ( )2 1 0xy x y+ + =′  sur  0,⎤ ⎡⎦ ⎣+∞ . 

  c. En déduire les solutions de  ( )E . 

2. Soit  g la fonction définie par  : 

      ( )
23 3xeg x x
− −=    ,        0,x ⎤ ⎡⎦ ⎣∈ +∞ . 

 a.  Donner le développement limité d’ordre 2 de  

       2xe − au voisinage de 0 . En déduire le  
      développement limité d’ordre 1de  ( )g x  au  

      voisinage de 0. 

  b. En déduire  ( )0
lim
x

g x
→

. 

Exercice 2 : 
On se propose de résoudre l’équation différentielle 

( ) :    2    xE y y x e− =′  

1. On admet qu’il existe une unique fonction  0v    

     solution de  ( )E  vérifiant   ( )0 0 1v = . 

      Donner une équation de la tangente  ( )T à la courbe   

      représentative de la fonction  0v en son point  

      d’abscisse 0. 
2.   On considère l’équation différentielle  

( )0 :    2   0E y y− =′  

       Donner les fonctions solutions de  ( )0E . 

3.    Soient a  et b deux réels et soit u la fonction réelle   

       définie sur \ par :      ( ) ( ) xu x ax b e= + . 

a. Déterminer l’unique couple ( ),a b  tel que u  soit  

               l’unique solution de l’équation différentielle  ( )E  

b.  Montrer que  v  est solution de l’équation 
différentielle  ( )E si et seulement si v u−  est 

Solution de l’équation différentielle ( )0E . 

a. En déduire l’ensemble de solutions de  ( )E . 

Exercice 3 : 
On considère la suite réelle  ( )n nI

∈` définie par : 
1

0
,        n t

nn I t e dt∀ ∈ = ∫`  

1. a. Calculer  0I . 

    b. A l’aide d’une intégration par parties ,   
         déterminer  1nI +  en fonction de  nI  . 

    c.   En déduire les valeurs exactes de  1I  ,  2I  et   3I . 

2. a. Démontrer que pour tout entier naturel  n  ,  

         on a :               0
1n

eI
n

≤ ≤
+

. 

    b. En déduire la convergence de la suite  ( )n nI
∈` . 

     c. Pourn∈` , déterminer la valeur de  

( )1n n nnI I I ++ +  

     d. En déduire  lim nn
nI

→+∞
. 

3. La suite  ( )n nI
∈`  est elle monotone ? 

4. Pour tout entier naturel n , on admet  l’existence  
     d’un couple  ( ),n na b  d’entiers relatifs, tel que  

n n nI a b e= + . 

a. Donner  0 0 1 1,   ,    a b a et b . 

b. Exprimer  1na +  et  1nb +  en fonction de  na  et  nb . 

N.B : On admet que e  est un nombre  
           irrationnel. 

c. En déduire une expression simple de  na . 

d. La suite ( )n na
∈`  admet‐elle une limite lorsque

n tend vers +∞ ? 
Exercice 4 : 
Calculer les intégrales suivantes : 
 

( )

( )

( ) ( )

1

20 0
1 12 3
1 1

1 1

2 21 1

1 1

3 40 0

arctan            sin 2
1

3 5   
5             

1 1
2 2            

1 1

x

x dx x dx
x

x x dx e dx
x dx dx
x x

dx dx
x x

π

− −

− −

+

+ +

+ +

+ +

∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫
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( )
1 3

2 20 2
 3 1          

6 81 e

x dx dx
x xx − ++

∫ ∫  

Exercice 5 : 
A l’aide d’une intégration par parties, calculer les 
intégrales suivantes : 

( ) ( )

( )

( ) ( )

1 x
0 0

1 2

1 0
1 1

20 0

1 12
1 20 2

     sin   xe

ln         1 ln 1

     arctan  
1

lnln 1   
1

e

x

x x dx dx

x x dx x x dx

xe dx x x dx
x

x xx dx dx
x

π

+ +

+

+
+

∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

Exercice 6 : 
En utilisant des changements de variables, calculer 
les intégrales suivantes : 

( )

( )
( )

1 2
1

2
0

1

21

1 2
40

1

0

1  ,           sin

1  ,         tan
1 sin 2

1 1 ,   
22 5

 ,             
1

1  ,             
1

x
x

x dx x t

xdx u
x

xdx u
x x
x dx u x
x

dx t e
e

π
−

−

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− =

=
+

+=
+ +

=
+

=
+

∫

∫

∫

∫

∫

 

Exercice 7 :             Intégrales de Wallis 

Pour tout n∈` , on pose :   ( )
 2
 0

 sin  n
nI x dx

π
= ∫  

1. Vérifier que :  0 2
I π=  et  1 1I = . 

2.  Montrer que la suite  ( )n nI
∈`  est positive et  

 décroissante. 
3. Montrer, à l’aide d’une intégration par parties , 

que :  2
1
2 nn

nI I
n+
+=
+

. 

4. En déduire que pour  n  , on a :  

( )1 3 ... 1
 

2 4 ... 2n
n

I
n

π× × × −
=

× × ×
et que pour n impair ,   

( )2 4 ... 1
 

1 3 ...n
n

I
n

× × × −
=

× × ×
 . 

5. Montrer, à l’aide du changement de variable 

cosu x= ,   ( )1 2
2 11

1 2
n

nx dx I +−
− =∫ . 

6. Montrer que :  1 n nI I +∼ . 

7. A l’aide de  ( ) 11 n nn I I ++ , montrer que : 

  
2nI
n
π∼ . 

8. En déduire que : 
( )
( )

1 3 ... 2 1
 2  

2 4 ... 2
n n

n π
× × × +
× × ×

∼ . 

Exercice 8 : 
Résoudre les équations différentielles suivantes : 

( )
( )
( )
( ) ( )
( ) ( )

2
1

2
2

3

2 3
4

5

:  2 2 3

:  

:  cos

:  3 3 1

:  1 ,  0 0

x

x

x

E y y x x

E y y e

E y y x

E y y x e

E y y e y

+ = − −′

+ =′

+ =′

− = +′

+ + = =′

 

Exercice 9 : 
Résoudre les équations différentielles suivantes : 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
1

2 3
2

:  1 2 2,  1 0

:  1 x x x x

E x y xy y

E e y e y e e

+ + = =′

+ − = +′
 

Exercice 10 : 

On pose :    ( )1 2
0

:  1 n x
nn I x e dx−∀ ∈ = −∫` . 

On se propose de démontrer l’existence de trois réels 

a ,b  et c tels que :  2 2
1

n
b cI a on n n

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + + + . 

1. Calculer  0I  et  1I . 

2. Etudier la monotonie de la monotonie de la suite 

( )n n
I

∈`
. 

3. Déterminer le signe de  nI pour  tout n∈` , Qu’en 

déduit‐on ? 

4. Montrer que  * 1,  0 1nn I n∀ ∈ ≤ ≤
+

` . En 

déduire la limite de l suite ( )n n
I

∈`
. 

5. Montrer que  ( )1,  2 1 1 nnn I n I+∀ ∈ = − +` . 

6. En déduire la limite de la suite ( )n n
nI

∈`
 

7. Déterminer la limite de la suite ( )( )1n
n

n nI
∈

−
`
. 

8. Donner alors les valeurs de  a , b  et  c . 


