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1 NOMBRES COMPLEXES.

1 Nombres complexes.

1.1 Partie réelle et imaginaire d’un complexes.

z ∈ C ⇐⇒ z = x + iy avec (x, y) ∈ R2 et i2 = −1, x s’appelle la partie
réelle de z et se note Re(z), y s’appelle la partie imaginaire de z et se note
Im(z). On a les résultats suivants :

Re(z + z′) = Re(z) + Re(z′) Re(z) = 0 ⇐⇒ z ∈ iR

Im(z + z′) = Im(z) + Im(z′) Im(z) = 0 ⇐⇒ z ∈ R

1.2 Conjugué d’un complexe.

z = x − iy s’appelle le conjugué de z. On a : z + z′ = z + z′.

Re(z) =
z + z

2
Im(z) =

z − z

2i
zz′ = zz′ zn = zn ∀n ∈ Z

1.3 Module d’un complexe.

|z| =
√

x2 + y2 s’appelle module de z. on a : |z| = |z|.

|z|2 = zz |z| = 1 ⇐⇒ z =
1

z
|zz′| = |z||z′| |zn| = |z|n, ∀n ∈ Z

|z + z′| ≤ |z| + |z′| Inégalité triangulaire

1.4 Affixes et images.

Soit z = x+ iy et M = (x, y), z s’appelle affixe de M et M s’appelle l’image
de z, on note alors M(z).

Si A(a) et B(b) alors AB = |b − a|, la distance entre A et B.

En particulier, |z − a| = r est l’équation du cercle de centre A(a) et de
rayon r,

et |z − a| = |z − b| est l’équation de la médiatrice du segment
[A, B] tel que A(a), B(b)

1.5 Ecriture exponentielle.

eiθ = e−iθ =
1

eiθ

Formules d’Euler : cos θ =
eiθ + e−iθ

2
et sin θ =

eiθ − e−iθ

2i

Formule de Moivre : (cos θ + i sin θ)n = einθ

eiϕ + eiθ = 2 cos
(

ϕ−θ

2

)

ei ϕ+θ
2 1 + eiθ = 2 cos

(

θ
2

)

ei θ
2

eiϕ − eiθ = 2i sin
(

ϕ−θ

2

)

ei
ϕ+θ

2 1 − eiθ = −2i sin
(

θ
2

)

ei θ
2

1.6 Arguments d’un complexe non nul.

On a ∀z ∈ C∗ z

|z| est de module 1, donc s’ecrit sous la forme z
|z|

= eiθ,

c’est à dire z = reiθ = r(cos θ + i sin θ) avec r = |z| cette écriture s’appelle
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1 NOMBRES COMPLEXES. 1.7 Complexes et géometrie plane.

forme trigonométrique de z, les réels θ satisfaisant cette relation s’appellent
des argument de z et se notent arg(z), ils sont tous égaux modulo 2π.

arg(zz′) ≡ arg(z) + arg(z′) [2π] arg(z) ≡ arg
(

1

z

)

≡ −arg(z) [2π]

z ∈ R ⇐⇒ arg(z) ≡ 0 [π] z ∈ iR ⇐⇒ arg(z) ≡ π
2

[π]

1.7 Complexes et géometrie plane.

1.7.1 Propriétés.

Si A(a), B(b), C(c), alors :

– (
−̂→
AB,

−→
AC) ≡ arg

(

c − a

b − a

)

[2π].

– A, B, C alignés ⇐⇒ c − a

b − a
∈ R.

– AB ⊥ AC ⇐⇒ c − a

b − a
∈ iR.

– 4 points Mi(zi) avec 1 ≤ i ≤ 4 sont cocycliques ou alignés si et seulement

leur birapport

z3 − z1

z3 − z2

z4 − z1

z4 − z2

est un nombre réel.

– La transformation z 7→ z′ tel que z′ = z + a est la translation de vecteur−→
OA où A est le point d’affixe a.

– La transformation z 7→ z′ tel que z′ − w = k(z − w) est l’homothetie de
rapport k et de centre ω, le point d’affixe w.

– La transformation z 7→ z′ tel que z′ − w = eiθ(z − w) est la rotation
d’angle θ et de centre ω, le point d’affixe w.
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2 EQUATION DU SECOND DEGRÉ.

2 Equation du second degré.

ax2 + bx + c = 0 s’appelle équation du second degré, son descriminant est
∆ = b2 − 4ac

2.1 Ses solutions.

Les solutions sont :

x1 =
−b −

√
∆

2a
, x2 =

−b +
√

∆

2a
si ∆ > 0

x = − b

2a
si ∆ = 0

z1 =
−b − i

√
−∆

2a
, z2 =

−b + i
√
−∆

2a
si ∆ < 0

2.2 Son signe.

Son signe est résumé dans les tableau suivants :
– Si ∆ > 0 :

x −∞ x1 x2 +∞
Signe de Signe de a 0 −Signe de a 0 Signe de a

ax2 + bx + c

– Si ∆ = 0 :

x −∞ − b

2a
+∞

Signe de Signe de a 0 Signe de a

ax2 + bx + c

– Si ∆ < 0 :

x −∞ +∞
Signe de Signe de c

ax2 + bx + c
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3 ASYMPTOTES.

3 Asymptotes.

3.1 Asymptote horizontale.

Si lim
x−→∞

f(x) = b, alors la droite d’équation : y = b est un asymptote

horizontale à la courbe.

3.2 Asymptote verticale.

Si lim
x−→a

f(x) = ∞, alors la droite d’équation : x = a est un asymptote ver-

ticale à la courbe, en général a est une extrémité du domaine de définition de
f .

3.3 Asymptote oblique.

Si lim
x−→∞

f(x) − (ax + b) = 0, alors la droite d’équation : y = ax + b est un

asymptote oblique à la courbe.
Pour étudier la postion de la courbe par rapport à celle de son asymptote, on
étudie le signe de f(x) − y :

– Si f(x) − y ≥ 0 au voisinage de ∞, alors Cf est en dessus de son asymp-
tote.

– Si f(x)− y ≤ 0 au voisinage de ∞, alors Cf est en dessous de son asymp-
tote.
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4 LIMITES.

4 Limites.

4.1 Limite d’une fraction rationnelle.

lim
x−→∞

anxn + . . . + a0

bmxm + . . . + b0

= lim
x−→∞

anxn

bmxm

4.2 Tableau des limites.

Limites possible Formes indetérminées

Somme

l + (+∞) = +∞
l − (+∞) = −∞
l + (−∞) = −∞
l − (−∞) = +∞
+∞ + (+∞) = +∞
+∞− (−∞) = +∞
−∞ + (−∞) = −∞
−∞− (−∞) = +∞

+∞− (+∞)
+∞ + (−∞)
−∞ + (+∞)
−∞− (+∞)

Produit

l × (+∞) = +∞ si l > 0
l × (+∞) = −∞ si l < 0
l × (−∞) = −∞ si l > 0
l × (−∞) = +∞ si l < 0
+∞× (+∞) = +∞
+∞× (−∞) = −∞
−∞× (−∞) + ∞

0 × (+∞)
0 × (−∞)

Quotient

1

+∞ = 0,
1

−∞ = 0

1

0+
= +∞,

1

0−
= −∞

1

0+

Rapport

l

+∞ = 0 si l 6= 0

l

−∞ = 0 si l 6= 0

+∞
l

= +∞ si l > 0

+∞
l

= −∞ si l < 0

−∞
l

= −∞ si l > 0

−∞
l

= +∞ si l < 0

+∞
0+

= +∞ +∞
0−

= −∞
−∞
0+

= −∞ −∞
0−

= +∞

+∞
+∞

+∞
−∞−∞

+∞
−∞
−∞

+∞
0

−∞
0

0

0

7



5 DÉRIVATION.

5 Dérivation.

5.1 Définition.

On dit que f est dérivable au point a si et seulement si lim
x−→a

f(x) − f(a)

x − a
est finie, on pose alors :

f ′(a) = lim
x−→a

f(x) − f(a)

x − a

5.2 Opérations sur les dérivées.

(u + v)′ = u′ + v′ (uv)′ = u′v + uv′

(

1

v

)′

= − v′

v2

(u

v

)′

=
u′v − uv′

v2

5.3 Tableau des dérivées.

5.3.1 Situations simples.

La fonction Sa dérivée La fonction Sa dérivée

k (Constante) 0 x 1

xn nxn−1
1

x
− 1

x2

1

xn
− n

xn+1

√
x

1

2
√

x

cos(x) − sin(x) sin(x) cos(x)

tan(x) =
sin(x)

cos(x)

1

cos2(x)
= 1 + tan2(x)
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5 DÉRIVATION. 5.4 Équation de la tangente.

5.3.2 Situations composées.

La fonction Sa dérivée La fonction Sa dérivée

un nu′un−1
1

u
− u′

u2

1

un
− nu′

un+1

√
u

u′

2
√

u

cos(u) −u′ sin(u) sin(u) u′ cos(u)

tan(u) =
sin(u)

cos(u)

u′

cos2(u)
= u′(1 + tan2(u))

5.4 Équation de la tangente.

L’équation de la tangente à la courbe de f au point a est :

∆ : y = f ′(a)(x − a) + f(a)

5.5 Les variations de f .

– Si f ′ ≥ 0 sur [a, b], alors f est croissante sur [a, b].
– Si f ′ > 0 sur [a, b], alors f est strictement croissante sur [a, b].
– Si f ′ ≤ 0 sur [a, b], alors f est décroissante sur [a, b].
– Si f ′ < 0 sur [a, b], alors f est strictement décroissante sur [a, b].

9



6 EXPONENTIELLE.

6 Exponentielle.

Définition.

La fonction exponentielle, est l’unique fonction dérivable sur R, notée exp, dont
la dérivée est elle même, et qui prend la valeur 1 en 0

exp′ = exp exp(0) = 1

On vérifie que exp(1) = 2, 71, qu’on notera dans la suite e, on a alors :

e = 2, 71 et exp(x) = ex pour tout réel x

Propriétés.

e0 = 1 ea ≥ 0 ea = eb ⇐⇒ a = b ea ≤ eb ⇐⇒ a ≤ b

ea+b = eaeb
1

eb
= e−b

ea

eb
= ea−b epa = (ea)p pour p ∈ Z

(ex)′ = ex (eu)′ = u′eu lim
x−→0

ex − 1

x
= 1

lim
x−→+∞

ex = +∞ lim
x−→−∞

ex = 0 lim
x−→+∞

ex

x
= +∞ lim

x−→−∞
xex = 0
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7 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES.

7 Équations différentielles.

7.1 Équation différentielle sans second membre.

La solution générale de l’équation différentielle y ′ = ay est :

f(x) = keax

7.2 Équation différentielle avec second membre.

La solution générale de l’équation différentielle y ′ = ay + b est :

f(x) = keax − b

a

où k est un constante qu’on peut déterminer si on connait une condition initiale
de type y(x0) = y0.
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8 PRIMITIVES.

8 Primitives.

8.1 Définition.

On appelle primitive de f sur un intervalle I, toute fonction F , dérivable
sur I telle que :

F ′ = f

Remarque.

Si F est une primitive de f sur I, toutes les autres primitives de f s’écrivent
sous la forme :

F + c où c est une constante.

8.2 Tableau des primitives.

8.2.1 Situations simples.

La fonction Sa primitive La fonction Sa primitive

k (Constante) kx x
x2

2

xn
xn+1

n + 1

1

x2
−1

x

1

xn
− 1

(n − 1)xn−1

1√
x

2
√

x

cos(x) sin(x) sin(x) − cos(x)

1

cos2(x)
tan(x) ecx

1

c
ecx

ex ex
1

x
ln(|x|)

12



8 PRIMITIVES. 8.2 Tableau des primitives.

8.2.2 Situations composées.

La fonction Sa primitive La fonction Sa primitive

u′un
un+1

n + 1

u′

u2
−1

u

u′

un
− 1

(n − 1)un−1

u′

√
u

2
√

u

u′ cos(u) sin(u) u′ sin(u) − cos(u)

u′

cos2(u)
tan(u) ecx

1

c
ecx

u′eu eu
u′

u
ln(|u|)
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9 NOTION D’INTÉGRALE.

9 Notion d’intégrale.

Si f est continue sur [a, b], son integrale sur [a, b] est le nombre réel noté
∫ b

a

f(t) dt, défini par :

∫ b

a

f(t) dt = F (b) − F (a) où F est une primitive de f sur [a, b]

F (b) − F (a) est souvent noté par [F (t)]ba, crochet de F sur [a, b].

9.1 Propriétés des intégrales.

–

∫ c

a

f(t) dt =

∫ b

a

f(t) dt +

∫ c

b

f(t) dt. Relation de Chasles.

–

∫ a

a

f(t) dt = 0 et

∫ a

b

f(t) dt = −
∫ b

a

f(t) dt.

– La valeur moyenne de f sur [a, b] est
1

b − a

∫ b

a

f(t) dt.

–

∫ b

a

(f(t) + g(t)) dt =

∫ b

a

f(t) dt +

∫ b

a

g(t) dt.

–

∫ b

a

cf(t) dt = c

∫ b

a

f(t) dt.

– Si f ≥ 0 sur [a, b], alors

∫ b

a

f(t) dt ≥ 0.

– Si f ≤ 0 sur [a, b], alors

∫ b

a

f(t) dt ≤ 0.

– Si f ≤ g sur [a, b], alors

∫ b

a

f(t) dt ≤ 0

∫ b

a

g(t) dt.

–

∫ b

a

u′v = [uv] −
∫ b

a

uv′. Intégration par parties.

– L’aire, (la surface) de la partie située entre l’axe des abscisses et la courbe
de f sur [a, b] est :

A =

∫ b

a

f(t) dt.
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10 LOGARITHME.

10 Logarithme.

10.1 Définition.

Le logarithme néperien, est la fonction notée ln définie sur ]0, +∞[, comme
étant la fonction réciproque de exp qui s’annule en 1, autrement dit :

Le domaine de définition de ln est ]0, +∞[ ln x existe si x > 0

La dérivée de ln est
1

x
(ln x)′ =

1

x

ln est la primitive de
1

x
qui s’annule en 1

∫ x

0

1

t
dt = ln x

ln 1 = 0

10.2 Variations.

ln est strictement croissante lnx < ln y ⇐⇒ x < y

ln x < 0 ⇐⇒ 0 < x < 1
ln x > 0 ⇐⇒ x > 1

ln est bijective sur ]0, +∞[ lnx = ln y ⇐⇒ x = y

ln x < 0 ⇐⇒ x = 1

10.3 Propriétés algébriques.

ln(ab) = ln a + ln b ln(ap) = p ln a ln (
√

a) =
1

2
ln a

ln

(

1

b

)

= − ln b ln
(a

b

)

= ln a − ln b

10.4 Limites usuelles.

lim
x−→1

(

ln x

x − 1

)

= 1 lim
x−→0

(x ln x) = 0 lim
x−→+∞

(

lnx

x

)

= 0

10.5 Composée avec un logarithme.

Théorème 1.

Si u est une fonction dérivable et strictement positive sur ]0, +∞[, alors :

(ln u)′ =
u′

u

Théorème 2.

Si u est une fonction dérivable, qui ne s’annule jamais sur ]0, +∞[, alors la

primitive de
u′

u
est :

– ln u si u(x) > 0 pour tout x > 0.
– ln−u si u(x < 0 pour tout x > 0.
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10 LOGARITHME. 10.6 Logarithme décimal.

10.6 Logarithme décimal.

C’est la fonction définie sur ]0, +∞[ par la formule

log x =
ln x

ln 10

Fin.
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