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I. CATEGORIES ET FONCTEURS

1.1. Cat�gories

Une cat�gorie C consiste en une collection d'objets X (on �crira X Ô C bien que
C ne soit pas un ensemble en g�n�ral) et pour tout X, Y Ô C d'un ensemble de
morphismes HomC(X, Y). Si f Ô HomC(X, Y), on dit que X est la source de f et YÊ
son but et on �crira f : X #@ Y. On se donne une op�ration qui � f : X #@ Y et g :
Y #@ Z associe leurs compos�e g ì f : X #@ Z et on demande que l'on ait toujours
et h ì (g ì f) = (h ì g) ì f. Enfin, on demande aussi que pour tout X Ô C, il existe un
morphisme identit� IdX : X #@ X tel que l'on ait toujours IdY ì fÊ= f et f ì IdX = f.

Exemples : i) On dispose de la cat�gorie Ens des ensembles avec pour
morphismes les applications et de la cat�gorie Top des espaces topologiques avec
pour morphismes les applications continues. Aussi, si G est un mono�de, on peut
consid�rer la cat�gorie GGGG ayant pour seul objet G et pour morphismes les �l�ments
de G.

ii) On peut consid�rer les cat�gories Mon des mono�des, Gr des groupes et
Ann des anneaux. On peut aussi consid�rer la cat�gorie A-mod (resp. Mod-A) des
modules � gauche (resp. � droite) sur un anneau (resp. anneau commutatif) A.
Comme cas particulier, on trouve la cat�gories K-ev des espaces vectoriels sur un
corps K avec les applications lin�aires et la cat�gorie Ab des groupes ab�liens. On
peut aussi consid�rer les cat�gories G-mod des modules � gauche sur un mono�de
G et A-alg des alg�bres commutatives sur un anneau A. On pourra aussi
s'int�resser � la cat�gorie K-evf des K-espaces vectoriels de dimension finie. Enfin,
il y a aussi la cat�gorie MatA dont les objets sont les entiers naturels et les
morphismes m #@ n, les matrices � n lignes et m colonnes � coefficients dans
l'anneau A.

iii) On dispose aussi de la cat�gorie GrT des groupes topologiques avec
homomorphismes continus et de la cat�gorie K-evt des K-espaces vectoriels
topologiques avec applications lin�aires continues si K est topologis�. Un autre
exemple est fourni par les cat�gories Met (resp. Comp) des espaces m�triques
(resp. m�triques complets) avec application uniform�ment continues ou par la
cat�gorie K-evn des espaces vectoriels norm�s et les applications contractantes
sur un corps valu� K (par exemple sur é ou å).

iv) On peut aussi consid�rer un ensemble partiellement ordonn� (A, ²)
comme une cat�gorie : Les objets sont donc les �l�ments de A et pour tout �, º de
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A, il y a un unique morphisme � #@ º si � ² ºÊet aucun sinon. Comme cas
particulier, on peut consid�rer si X est un espace topologique, l'ensemble Ouv(X)
des ouverts de X muni de l'inclusion Ç.

Une cat�gorie est petite si ses objets forment un ensemble. Elle est finie si
(ses objets et) ses morphismes sont en nombre fini. Si C et C' sont deux cat�gories,
la cat�gorie produit est la cat�gorie ayant pour objets les couples (X, X') d'objets de
C et C' et pour morphismes (X, X') #@ (Y, Y'),Ê les couples de morphismes X #@
Y et X' #@ Y'. On appelle cat�gorie duale de C, la cat�gorie Cop ayant m�mes
objets que C obtenue en renversant les fl�ches. Une sous-cat�gorie C' de C est une
cat�gorie dont tous les objets sont des objets de C et tous les morphismes sont des
morphismes de C, les identit�s et la composition �tant induit par ceux de C. On dit
que C' est une sous-cat�gorie pleine de C si tout morphisme X #@ Y de C avec X, Y
Ô C',Êest un morphisme de C'.

Exemples : i) La cat�gorie duale de (A, ²) est (A, ³).

ii) Les cat�gories Ens, Top, Mon, Gr, Ann, A-mod et A-alg ne sont pas
petites, mais (A, ≤) (et donc aussi Ouv(X)), GGGG et MatA sont des exemples de
petites cat�gories.

iii) Ab est une sous-cat�gorie pleine de Gr, qui est elle m�me une sous-
cat�gorie pleine de Mon.

1.2. Structure interne d'une cat�gorie

Un inverse � gauche (ou une r�traction) pour f : X #@ Y est un morphisme g :
Y #@ XÊ tel que g ì f = IdX. Un inverse � droite (ou une section) pour f est un
morphisme h : Y #@ X tel que h soit un inverse � gauche pour f dans Cop.

Proposition. Si f poss�de une r�traction r et une section s, alors r = s.

Un inverse pour f est un morphisme qui est � la fois un inverse � gauche et �
droite. On le note f-1. On dit alors que f est un isomorphisme et que X et YÊsont
isomorphes. Enfin, on dit que f est un monomorphisme (ou que f fait de X un sous-
objet de Y) si g = h chaque fois que f ì g = f ì h. On dit que f est un �pimorphisme
(ou que f fait de Y un quotient de X) si f est un monomorphisme dans Cop.
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Exemples : i) Dans Ens, un monomorphisme est simplement une application
injective et elle poss�de toujours un inverse � gauche. De m�me, un �pimorphisme
est une application surjective et elle poss�de toujours un inverse � droite. Enfin, un
isomorphisme est tout simplement une application bijective.

ii) Dans Top, Gr, Ann, A-mod et A-alg, les monomorphismes sont les
morphismes injectifs. Un isomorphisme de Top est tout simplement un
hom�omorphisme. Dans A-mod, tout homomorphisme bijectif est un
isomorphisme.

Exercices : i) Dans Top, il y a des applications bijectives (continues) qui ne sont
pas des hom�omorphismes.

ii) Dans Ann, il existe des monomorphismes qui sont aussi des
�pimorphismes mais pas des isomorphismes (ç Ì@ Ý).

iii) Dans Ab, il existe des �pimorphismes qui n'ont pas de section et des
monomorphismes qui n'ont pas de r�traction.

Proposition. i) Un morphisme poss�dant une r�traction est un monomorphisme
(dual).

ii) Le compos� de deux monomorphismes en est aussi un (dual).

iii) Si g ì f est un monomorphisme alors f aussi (dual).

1.3. Objets universels

Un objet X de C est final si pour tout Y de C, il existe un unique morphisme Y
#@ X, appel� morphisme final. Il est initial si c'est un objet final de Cop et on
parle alors de morphisme initial

Exemples : L'ensemble {0} est final dans Ens (ou Top) et l'ensemble ¯ est initial.
Dans A-mod, le module nul est � la fois final et initial. Dans A-alg, l'anneau nul est
l'objet final et A est l'objet initial. Dans (A, ²), un plus grand �l�ment est un objet
final et un plus petit �l�ment est un objet initial.

Proposition. Un objet final est unique � unique isomorphisme pr�s (dual).
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Un objet X de C est un produit d'une famille {X�}�ÔA d'objet de C s'il existe une
famille {p� : X #@ X�}�ÔA de morphismes de C appel�es projections telle que pour
toute famille de morphismes {f� : Y #@ X�}�ÔA de C, il existe un unique
morphisme f : Y #@ X tel que, pour tout �, on ait f� = p� ì f. C'est une somme de
la famille {X�}�ÔA si c'est un produit dans Cop. On parle alors d'injections.

Exemples : Le produit cart�sien ¸E� d'une famille d'ensembles est leur produit
dans Ens et leur union disjointe óE� est leur somme. Dans Top, on a le m�me
r�sultat avec la topologie la moins fine (resp. la plus fine) rendant continues les
projections (resp. les injections). Dans A-mod ou Gr, le produit cart�sien est
toujours le produit mais c'est la somme directe ou le produit libre qui est la somme.
Dans A-alg aussi, le produit est le produit cart�sien, mais la somme de deux
anneaux est leur produit tensoriel sur A. Dans (A, ²), la borne inf�rieure (resp.
sup�rieure) d'une famille est leur produit (resp. leur somme).

Proposition. i) Si on se donne une famille de morphismes f� : X� #@ Y� et si X
(resp. Y) est produit des X� (resp. Y�) avec projections p� (resp. q�), alors il existe
un unique morphisme f : X #@ Y tel que q� ì f = f� ì p� (dual).

ii) Si X (resp. X') est produit des X� avec projections p� (resp. p'�), alors il
existe un unique isomorphisme f : X ~@ X' tel que p'� ì f = p� (dual).

iii) Si Y est un produit de X par lui m�me, il existe un unique ¶X : X #@ Y tel
que IdX = p1 ì ¶ = p2 ì ¶ (dual).

Exercice : Dans Top, X est s�par� si et seulement si ¶X est ferm�e.

Un objet Z est un noyau de f1, f2 : X #@ Y s'il existe un morphisme i : Z #@
X, appel� inclusion, tel que f1 ì i = f2 ì i et que pour tout morphisme g : T #@ X tel
que f1 ì g = f2 ì g, il existe un unique h : T #@ Z tel que i ì h = g. On dit alors que
la suite

Z i#@  X 
f1#@
f2#@ Y

est exacte � gauche. On dit que Z est un conoyau de f1, f2 : X #@ Y si c'est un
noyau de f1 , f2  dans Cop. On parle alors de projection et de suite exacte � droite.

Exemples : Un noyau de f, g : E #@ F dans Ens est donn� par Ker(f, g) : = {x Ô
X, f(x) = g(x)}. Le quotient Coker(f, g) de F par la plus petite relation
d'�quivalence r satisfaisant f(x) r g(x) pour x Ô E, est un conoyau de f, g. Dans
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Top, on trouve les m�mes ensembles avec la topologie induite ou la topologie
quotient. Dans A-mod, Ker(f - g) est un noyau de f, g et Coker(f - g) est un
conoyau de f, g.

Proposition. i) Si Z (resp. Z') est un noyau de f, g : X #@ Y (resp. f', g' : X' #@
Y') avec morphisme d'inclusion i' et si Ä : X #@ X' et ´ : Y #@ Y' sont deux
morphismes tels que ´ ì f = f' ì Ä et ´ ì g = g' ì Ä, alors il existe une unique fl�che
Â : Z #@ Z' telle que i' ì Â = Ä ì i (dual).

ii) Si Z (resp. Z') est un noyau de f, g avec morphisme d'inclusion i (resp. i'),
alors il existe un unique isomorphisme Â : Z ~@ Z' tel que i' ì Â = i (dual).

iii) Si Z est un noyau de f, g : X #@ Y, alors le morphisme d'inclusion i : Z
#@ X est un monomorphisme (dual).

iv) Si Z est un noyau de f, g : X #@ Y et j : Y Ì@ Y' un monomorphisme,
alors Z est aussi un noyau de j ì f et j ì g. (dual).

On dit que X est un produit fibr� de f1 : X1 #@ Y et f2 : X2 #@ Y s'il existe p1
: X #@ X1 et p2 : X #@ X2 satisfaisant f1 ì p1 = f2 ì p2 appel�es projections tels
que pour toute paire de morphismes g1 : Z #@ X1 et g2 : Z #@ X2 satisfaisant f1 ì
g1 = f2 ì g2, il existe un unique morphisme f : Z #@ X tel que f1 = p1 ì f et f2 = p2
ì f. On dit alors que le diagramme

X
p1#@ X1

Àp2 Àf1
X2

f2#@ Y

 est cart�sien. On dit que X est un coproduit fibr� ou une somme amalgam�e de f1 :
Y #@ X1 et f2 : Y #@ X2 si c'est un produit fibr� de f1  et f2  dans Cop. On parle
alors d'injections et de diagramme cocart�sien.

Exemples : Un produit fibr� de f1 : X1 #@ Y et f2 : X2 #@ Y dans Ens, Top, ou
A-mod est donn� par X1 |Y X2 : = {(x1, x2) Ô X1 | X2, f1(x1) = f2(x2)} avec la
structure induite. Une somme amalgam�e de f1 : Y #@ X1 et f2 : Y #@ X2 dans
Ens ou Top est donn�e par le quotient de X1 ó X2 par la plus petite relation
d'�quivalence telle que f1(y) r f2(y) si y Ô Y.

Proposition. i) Si X (resp. X') est un produit fibr� de f1 : X1 #@ Y et f2 : X2 #@ Y
(resp. f'1 : X'1 #@ Y' et f'2 : X'2 #@ Y') avec projections p1 et p2 (resp. p'1 et p'2) et si
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´ : Y #@ Y', Ä1 : X1 #@ X'1 et Ä2 : X2 #@ X'2 sont tels que ´ ì f'1 = f1 ì Ä1 et ´ ì f '2
= f2 ì Ä2, alors il existe un unique morphisme Ä : X #@ X' tel que p'1 ì Ä = Ä1 ì p1 et
p'2 ì Ä = Ä2 ì p2 (dual).

ii) Si X (resp. X') est un produit fibr� de f1 et f2 avec projections p1 et p2
(resp. p'1 et p'2), il existe un unique isomorphisme Ä : X ~@ X' tel que p '1 ì Ä = p1 et p '2
ì Ä = p2 (dual).

iii) Dans un diagramme cart�sien

X'  
f'

#@ Y'
À À
X  

f
#@ Y ,

si f est un monomorphisme, alors f' aussi (dual).

Exercice : Si le diagramme

X'  
f

#@ Y'
À À
X  

f'
#@ Y ,

est cocart�sien et f est un monomorphisme, alors f aussi dans Ens, Top ou A-
mod mais pas dans Gr (prendre pour f l'injection de A4 dans A5 et pour X un
quotient on trivial de A4).

Proposition. i) Si C poss�de un objet final 0, un produit fibr� de X #@ 0 et Y #@
0 est un produit de X et Y (dual). D'autre part, 0 est le produit vide (dual).

ii) Si X est un produit de X1 et X2, alors un noyau de f1 ì p1, f2 ì p2 : X #@ Y
est un produit fibr� de f1 : X1 #@ Y et f2 : X2 #@ Y (dual).

iii) Si Z est un produit de Y par lui m�me et si f1, f2 : X #@ Y, il existe un
unique f : X #@ Z tel que p1 ì f = f1 et p2 ì f = f2 et alors, un produit fibr� de f et
de ¶Y est un noyau de f1, f2 (dual).

1.4. Foncteurs

Un foncteur (covariant) F : C #@ C' est une op�ration qui � tout X Ô C associe
un objet F(X) Ô C'Êet � toute fl�che f : X #@ YÊassocie un morphisme F(f) : F(X)
#@ F(Y). On demande que F(IdX) = IdF(X) et que F(g ì f) = F(g) ì F(f). On
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dispose du foncteur identique IdC : C #@ C et on peut aussi composer deux
foncteurs F : C #@ C' et G : C' #@ C" de mani�re �vidente. Un bifoncteur est un
foncteur C | C'Ê#@ C". On d�finit de mani�re �vidente le produit F1 | F2 : C1 | C2
#@ C'1 | C'2 de deux foncteurs F1 : C1 #@ C '1 et F2 : C2 #@ C'2. Si F : C #@ C'
est un foncteur, il lui correspond de mani�re �vidente un foncteur Fop : Cop #@
C'op. Enfin, on dit aussi qu'un foncteur F : Cop #@ C' est un foncteur contravariant
de C dans C'.

Exemples : i) On dispose des foncteurs oublis Top #@ Ens, A-mod #@ Ens, Gr
#@ Ens, Ann #@ Mon. On dispose aussi des foncteurs d'inclusion Ab Ì@ Gr,
Gr Ì@ Mon, Comp Ì@ Met et K-evf Ì@ K-ev. Tout morphisme de mono�des
G #@ H induit un foncteur G #@ H.

ii) On a le foncteur d'ab�lianisation G �@ Gab := G/[G, G], Gr #@ Ab. On
peut aussi consid�rer le foncteur �vident n �@ An, MatAÊ#@ A-mod. On dispose
du foncteur Gln : AnnÊ#@ Gr, et en particulier du foncteur A �@ A*. Il y a aussi
le foncteur M �@ M' : = HomA(M, A), A-mod #@ A-mod.

iii) Un foncteur covariant (A, ²) #@ (B, ²) est une application croissante.
Toute application continue f : Y #@ X fournit un foncteur f-1 : Ouv(X) #@
Ouv(Y). On peut consid�rer la cat�gorie Cat des petites cat�gories avec pour
morphismes les foncteurs. On dispose alors d'un foncteur contravariant X �@
Ouv(X), Top #@ Cat.

iv) Si A est un anneau, on peut consid�rer le bifoncteur (M, N) �@
HomAb(M, N) de Mod-A | Ab dans A-mod, qui est covariant en M et
contravariant en N ou le bifoncteur (M, N) �@ M ¢A N de Mod-A | A-mod dans
Ab qui est covariant en les deux variables.

v) Si A #@ B est un morphisme d'anneaux, on dispose du foncteur de
restriction des scalaires B-mod #@ A-mod et du foncteur d'extension des
scalaires A-mod #@ B-mod, M �@ B ¢A M.

vi) On peut consid�rer les foncteurs E �@ Egros et E �@ Edisc, Ens #@
Top qui munissent un ensemble de la topologie grossi�re ou discr�te et dans l'autre
sens, le foncteur X �@ ¹0(X). On a aussi le foncteur Ens #@ A-mod (resp. Ens
#@ Gr) qui associe � E le A-module libre AE (resp. le groupe libre) sur X. Enfin, on
peut consid�rer le foncteur Mon #@ Ann qui associe au mono�de G l'anneau
ç[G].

Proposition. Un foncteur pr�serve les sections (dual) et les isomorphismes.
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Exercice : Un foncteur ne pr�serve pas toujours les monomorphismes ni les
�pimorphismes.

Un foncteur F : C #@ C' est fid�le (resp. pleinement fid�le) si les applications
f #@ F(f), Hom(X, Y) #@ Hom (F(X), F(Y)) sont injectives (resp. bijectives).
Il est essentiellement surjectif si tout objet de C' est isomorphe � un objet de la
forme F(X).

Exemples : Le foncteur d'ab�lianisation est surjectif. Les foncteurs oubli Top #@
Ens, A-mod #@ Ens, Gr #@ Ens, Ann #@ Mon sont fid�les. Le foncteur
MatKÊ#@ K-evf, n �@ Kn, est pleinement fid�le et essentiellement surjectif.

Proposition. i) Le compos� de deux foncteurs (pleinement) fid�les est (pleinement)
fid�le.

ii) Si C' est une sous-cat�gorie de C, le foncteur d'inclusion C' Ì@ C est fid�le.
Il et pleinement fid�le si et seulement si C' est une sous-cat�gorie pleine de C.

iii) Si F est pleinement fid�le et F(X) est isomorphe � F(Y), alors X est
isomorphe � Y.

iv) Si F est fid�le et F(f) est un monomorphisme alors f est un
monomorphisme (dual).

1.5. Transformation naturelle

 �tant donn�s deux foncteurs F, G : C #@ C', une transformation naturelle �
: F #@ G est une collection de morphismes �X : F(X) #@ G(X) tels que pour tout
f : X #@ Y, on ait G(f) ì �XÊ= �Y ì F(f). On d�finit de mani�re �vidente la notion
d'identit� naturelle IdF en prenant IdF

X  = IdF(X), la compos�e de deux
transformations naturelles en prenant (º ì �)X = ºX ì �X et la notion
d'isomorphisme naturel � en demandant qu'il existe º : G #@ F tel que º ì � = IdF
et � ì º = IdG. On dit qu'un foncteur F : C #@ C' est une �quivalence de cat�gories
s'il existe G : C'�Ê#@ C tels que G ì F soit naturellement isomorphe � IdC et F ì G
soit naturellement isomorphe � IdC' On dit alors que F et G sont quasi-inverses. On
dit que C et C' sont anti-�quivalentes si Cop et C' sont �quivalentes.
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Exemples : det : GlnA #@ A* d�finit une transformation naturelle. De m�me, la
projection G #@ Gab d�finit une transformation naturelle entre l'identit� de Gr et
le foncteur compos� Gr #@ Ab Ì@ Gr. L'application canonique M #@ M", x
�@ (u �@ u(x)) d�finit une transformation naturelle entre l'identit� et le
foncteur bidual sur A-mod. Le foncteur bidual E �@ E" induit une �quivalence
entre K-evf et elle m�me. Le foncteur MatKÊ#@ K-evf, n �@ Kn est une
�quivalence de cat�gories.

Proposition. Une transformation naturelle � est un isomorphisme si et
seulement si pour tout X, l'application �XÊen est un.

On dira que � est un monomorphisme ou un �pimorphisme si pour tout X,
l'application �XÊen est un.

Th�or�me. Un foncteur est une �quivalence de cat�gories si et seulement si il est
pleinement fid�le et essentiellement surjectif.

Proposition. i) Si A est une petite cat�gorie et CÊune cat�gorie quelconque, les
foncteurs D : A #@ C forment une cat�gorie CA avec pour morphismes les
transformations naturelles. Un morphisme T de CA est un monomorphisme si et
seulement T� en est un pour tout � Ô A (dual).

ii) Si A est une petite cat�gorie et F : C #@ C' un foncteur, il existe un unique
foncteur FA : CA #@ C'A, tel que FA(D) = F ì D si D Ô CA et FA(T)� = F(T�) si T
est un morphisme de CA et � Ô A. On a toujours (G ì F)A= GA ì FA.

iii) Si Â : A #@ B est un foncteur entre petites cat�gories, il existe un unique
foncteur Â* : CB #@ CA tel que Â*(D) = D ì Â si D Ô CB et Â*(T)� = TÂ(�) si T est
un morphisme de CB et � Ô A. On a toujours (µ ì Â)* = Â* ì µ*.

iv) Si A et B sont deux petites cat�gories, le foncteur (CA)
B
 #@ CA|B qui

envoie D Ô (CA)
B sur le foncteur (�, º) �@ D(º)(�) et (u, v) #@ D(º')(u) ì

D(v)� est une �quivalence de cat�gories.

1.6. Foncteurs repr�sentables

Si X Ô C, on d�finit un foncteur hX : CÊ#@ Ens en posant hX(Y) : = Hom(X,
Y) et hX(f)(g) = f ì g si f : Y #@ Z et g : X @ Y. A f : Y #@ X, on associe une
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transformation naturelle hf : hX #@ hY en posant hZ
f  : hX(Z) #@ hY(Z), g �@

g ì f.

Proposition. Si A est une petite cat�gorie, on obtient un foncteur contravariant �
�@ h�, A #@ EnsA.

On dit qu'un foncteur F : C #@ Ens est repr�sentable s'il est naturellement
isomorphe � un foncteur de la forme hX.

Exemples : Si A est un anneau et S une partie multiplicative de A, le foncteur B
�@ {Ä : A #@ B, Ä(S) Ç B*}Êdans la cat�gorie des anneaux commutatifs est
repr�sentable par AS. Le foncteur oubli sur Gr est repr�sentable par ç et le
foncteur oubli sur A-mod est repr�sentable par A. Le foncteur oubli sur Top est
repr�sentable par l'espace ponctuel. Le foncteur oubli sur A-alg est repr�sentable
par A[T]. Si A est un anneau, le bifoncteur P #@ Bil(M, N; P) de Mod-A | A-
mod dans Ab est repr�sent� par M ¢A N.

Exercice : Le foncteur oubli de la cat�gorie Grf des groupes finis vers Ens n'est
pas repr�sentable.

Lemme de Yoneda : Soit F : C #@ Ens un foncteur et X Ô C. Soit s Ô F(X). Si Y Ô
C, on note �Y : hX(Y) #@ F(Y), f �@ F(f)(s). Alors � est une transformation
naturelle hX #@ F. De plus, l'application s �@ � ainsi construite est une bijection
de F(X) sur la collection des transformations naturelles hX #@ F (qui est donc un
ensemble).

Proposition. i) Un foncteur F : C #@ Ens est repr�sentable si et seulement si il
existe X Ô C et s Ô F(X) tels que pour tout Y Ô CÊ et tout t Ô F(Y), il existe un unique
f : X #@ Y tel que F(f)(s) = t.

ii) Si X et X' repr�sentent le m�me foncteur � l'aide de s et s', respectivement,
alors il existe un unique isomorphisme f : X ~@ X' tel que F(f)(s) = s'.

iii) Si A est une petite cat�gorie, alors le foncteur contravariant � �@ h�, A
#@ EnsA est pleinement fid�le(dual).

iv) Soit f : X #@ Y un morphisme de C et F : C #@ Ens un foncteur fid�le
repr�sentable. Alors f est un monomorphisme si et seulement si F(f) est
injective.
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Proposition. i) Un objet est final si et seulement si il repr�sente le foncteur
contravariant Y �@ {0} (dual).

ii) Un objet est un produit des X� si et seulement si il repr�sente le foncteur Y
#@ ¸Hom(Y, X�) (dual).

iii) Un objet est un noyau de f, g : X #@ Y si et seulement si il repr�sente le
foncteur Z �@ Ker(hf

Z , hg
Z ) (dual).

iv) Un objet est un produit fibr� de f1 : X1 #@ Y et f2 : X2 #@ Y si et
seulement si il repr�sente le foncteur Z �@ Hom(Z, X1) |Hom(Z, Y) Hom(Z, X2)
(dual).

Tout foncteur repr�sentable �tant unique � unique isomorphisme pr�s, on
parle souvent de l'objet qui le repr�sente. En particulier, on note souvent 0 ou e
l'objet final, ¯ l'objet initial, ¸ ou | le produit (fibr�), ó la somme (amalgam�e), Ker
le noyau et Coker le conoyau.

1.7. Limites

Un diagramme commutatif X dans C de base A est un foncteur D d'une petite
cat�gorie A dans la cat�gorie C. On dispose du foncteur diagonal ¶A : C #@ CA, qui
� X associe le diagramme constant    X    : � �@ X, u �@ IdX. Si D est un diagramme
commutatif de base A dans C et si le foncteur compos� hD ì ¶A est repr�sentable
par X, on dit que X est la limite inductive de D et on pose Lim@   D := X. Si Dop

poss�de une limite inductive X, on dit que X est la limite projective de D et on pose
LimÒ   D := X. On parle de limite finie si A est finie. Dire que X = LimÒ   D signifie donc
qu'il existe un morphisme canonique S :    X    #@ D tel que si Y Ô C et T :    Y    #@ D est
un morphisme, il existe un unique g : Y #@ X tel que T = S ì    g   .

Se donner un diagramme commutatif X dans C de base A revient � se donner
le syst�me suivant : pour tout � Ô A, un objet X� := D(�) de C et pour toute fl�che u
: � #@ º, un morphisme fu = D(u) : X� #@ Xº tels que l'on ait toujours fvìu = fv ì
fu. On a alors X = LimÒ   D si et seulement si il existe une famille {p� : X #@ X�}�ÔA
de morphismes de C satisfaisant fu ì p� = pº pour tout u : � #@ º, telle que pour
toute famille de morphismes {f� : Y #@ X�}�ÔA de C satisfaisant fu ì f� = fº, il
existe un unique morphisme f : Y #@ X tel que, pour tout �, on ait f� = p� ì f. On
�crit parfois LimÒ   D =: LimÒ  (X�, fu)  ou m�me LimÒ   X�.


