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1 Groupes et groupoïdes fondamentaux.

Groupe fondamental : une introduction

La notion de groupe fondamental d’un espace topologique a été introduite

dans le but de formaliser la notion intuitive de « trou ».

Un exemple d’espace topologique troué est bien sûr  R
2 

\ {(0, 0)},  c’est-à-

dire le plan privé de son origine. Un autre exemple est constitué par le

cercle  S
1 

;  on peut voir ce dernier comme la bordure d’un trou. On verra

que ces deux espaces topologiques ont le même groupe fondamental.

L’idée de la construction du groupe fondamental est un peu de considé-

rer un trou comme un clou que l’on pourrait attraper au lasso.  Récipro-

quement, si on lance un lasso à travers un espace topologique et que l’on

peut le resserrer jusqu’à le réduire à son nœud coulant, il paraît naturel

de conclure que cet espace n’a pas de trous.

Formal isa t ion  de  la  n o t ion  de  «  lasso  »   
a

Soient  X  un espace topologique et  x
0

 l’un de ses points.

On appellera lacet de  X  d’extrémité  x
0

une application continue  !

de  I  := [0, 1] dans  X  telle que :   !(0)    =   ! (1)  =  x
0

.

Le terme de « lacet » est consacré par l’usage. Il semble faire référence, 
a

non pas à nos familiers et inoffensifs lacets de chaussures, mais au
a
si-

nistre lacet de l’étrangleur.  L’extrémité  x
0 

 d’un lacet  !  peut être vue

comme le nœud coulant. 
a

A strictement parler, un lacet ainsi défini n’est pas vraiment la formalisa-

tion de l’idée de lacet concret mais plutôt de l’image instantanée d’un tel

lacet.  Pour rendre l’idée qu’il est loisible de resserrer ou de desserrer un

lacet concret (en soie, de préférence), on introduit la relation suivante. 

Soient  X  un espace topologique et  x
0

 l’un

de ses points.  
a

On définit la relation  ® 
a
entre deux lacets

!
1  

et  !
2 

 d’extrémité  x
0   !

2
  !

1

x
0

2 Groupes et groupoïdes fondamentaux

!
1  

®  !
2

‹fi

Il existe une application continue
a
" de I × I  dans  X

telle que :  #  t $ I,   " (0, t)  =  !
1
(t),   " (1, t)  =   !

2
(t) ;

        # s $ I,   " (s, 0)  =  x
0

= " (s, 1).

Propos i t i on  1 .1

La relation  ®
a
 est une relation d’équivalence

sur l’ensemble des lacets de  X  d’extrémité  x
0 

.

Réflexivité de  ® :  Si  !  est un lacet de  X  d’extrémité  x
0
,  il est facile de

voir que l’application
a

(s, t) d  !(t)  met en relation  ! avec lui-même.
a

Symétrie de  ® :  Si deux lacets  !
% 
 et  !

2 
de  X  d’extrémité  x

0 
  sont mis

en relation par l’application  "
a

de I × I  dans  X,  il est facile de vérifier

que l’application  (s, t) d " (1-s, t)  met en relation  !
2  

avec  !
%
.

Transitivité de  ® :  Si trois lacets  !
%
,  !

2
  et   !

3 
de  X  d’extrémité  x

0 

sont tels que   !
% 
 et  !

2 
soient en relation par l’application  "

1
de I × I

dans  X  et que   !
2 
 et  !

3 
soient en relation par l’application  "

2 
 de I × I

dans  X,  il est facile de vérifier que l’application  "   définie par : 
a

# (s, t)  $  0 1
2

,[ ]× I .   "(s, t)  = "
1
(2s, t)

# (s, t)  $  1
2
1,[ ]× I .   "(s, t)  = "

2
(2s-1, t)

met en relation  !
% 
 avec   !

3 
.

Déf in i t i on

Nous appellerons provisoirement classe de lacet une classe d’équiva-

lence de la relation  ®.  Pour tout lacet  !,  on notera  &!'  la classe de  !

La proposition suivante donne un exemple de lacets équivalents.

Changement  admiss ib le  de  pa ramét rage

On appellera changement admissible de paramétrage une applica-

tion continue de  I  dans  I  dont l’ensemble des points fixes contient les

deux points  0  et  1.

On dira d’un lacet  µ  qu’il se déduit d’un autre lacet  !  par changement

de paramétrage s’il existe un changement admissible de paramétrage  f

tel que :  µ   =   !  o f.
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Propos i t i on  1 .2

Deux lacets dont l’un se déduit de l’autre par

changement de paramétrage ont la même classe.

Soient donc un lacet  !  et un changement admissible de paramétrage  f.

Il est facile de vérifier que l’application  "  de I × I  dans  X  définie par ;

" (s, t)    =    ! (
) s t   +  (1-s) f(t) *+

met en relation  !  et  ! o f.

Compos i t ion  de  deux  lace ts

Soient deux lacets  !
% 
 et  !

2 
de  X  de même extrémité  x

0 
.  Il est facile

de vérifier que l’application   !
% 
•  !

2 
définie par :

# t  $ 0 1
2

,[ ].   !% •  !2 (t)  =  !
1
(2t)

# t $ 1
2
1,[ ],   !% •  !2 (t)  =  !

2
(2t-1)

est un lacet de  X  d’extrémité  x
0

.

Propos i t i on  1 .3

La relation  ®  est compatible avec la loi de composition  •.

Soient  !
0
,  !

1 
 et  µ trois lacets de  X  d’extrémité  x

0 
 tels que   !

0  
 et

!
%

soient en relation par l’application  " de I × I  dans  X.

Pour tout élément  s  de  I,  posons  !
s 

:  t  d "(s, t).  Il est facile de

vérifier que tous les !
s
  sont des lacets de  X  d’extrémité  x

0
.

Soient les deux applications  ,  et  -  définies sur  I × I  par :

,(s, t)   =   () !s
 •  µ *+ (t) ;    -(s, t)   =   () µ  •  !

s

*
+ (t).

Il est facile de vérifier que  ,  et  -  sont continues et qu’elles mettent 
a

respectivement en relation   !
0

• µ avec !
1

• µ et µ • !
0

avec µ • !
1
.

Composi t ion de deux c lasses de lacets  
a

Soient  &!'  et  &µ'  deux classes de lacets de  X  d’extrémité  x
0
.

La proposition précédente permet de définir la composée   &!' • &µ' 
a

comme la classe   &! • µ'. 
a

4 Groupes et groupoïdes fondamentaux

Théorème 1 .4

La loi de composition  • 
a
munit l’ensemble des classes de

lacets de  X  d’extrémité  x
0
 d’une structure de groupe.

Associativité de  • :  Soient  !,   µ   et  .   trois lacets de  X  d’extrémité 
a

x
0
.  On a rappelé les définitions de  ! • (µ • .)  et de  (! • µ) •  .  dans les

deux tableaux ci-dessous à gauche. 
a
Soit   f  le changement admissible

de paramétrage dont le graphe est représenté ci-dessous à droite. 
a

0  / t  / 1

2

1

2
/ t  / 3

4

3

4
/ t  / 1

! • (µ • .) (t) ! (2t) µ (4t-2) .  (4t-3)

0  / t  / 1

4

1

4
/ t  / 1

2

1

2
/ t  / 1

(! •µ) •.  (t) ! (4t) µ (4t-1) .  (2t-1)

f

Il est facile de vérifier que :  () (! • µ) •  . *+ o f   =   ! • (µ • .).

D’après la proposition 1.2,  ! • (µ • .) et (! •µ) • . ont la même classe.

•  admet un élément neutre.  Notons  0  le lacet constant d’image  x
0 

.

Soient  g
1
  et  g

2   
les changements admissibles de paramétrage dont les

graphes sont représentés ci-dessous,

Il est facile de vérifier que pour tout lacet 
a
!

d’extrémité  x
0
,  on a :

! •0 =  ! o g
1 

  et    0 •!  =  ! o g
2

D’après la proposition 1.2,  ! • o , 0 •! et

! ont la même classe.

g
1

g
2

Toute classe de lacet  &!'  admet un symétrique pour  •.

Soit  !  un lacet de  X   d’extrémité  x
0
.    Posons :   !

-
: t d ! (1 - t)

0  / t  / 1

2

1

2
/ t  / 1 0  / t  / 1

2

1

2
/ t  / 1

! • !
-
 (t) ! (2 t) ! (2 - 2t) !

- 
• ! (t) ! (1-2t) ! (2t -1)

"
1
 (s,

a
t) ! (2st) ! (2s– 2st) "

2
 (s,

a
t) ! (s - 2st) ! (2st - s)
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Les deux tableaux ci-dessous rappellent les valeurs de  ! • !- 
et de  !-

• ! 

et montrent que ces deux lacets sont mis en relation avec le lacet cons-

tant  0  par les applications  "
1  

et "
2
,

Déf in i t i on

Le groupe que l’on a ainsi exhibé est appelé le groupe fondamental de
a

X  au point  x
0
.  On le note  1

1 
(X, x

0
).

On l’appelle aussi le groupe de Poincaré de  X  au point  x
0
.   C’est ce

qui explique le  « 1 »  de la notation.  
a

Quelques exemples triviaux

Le concept général de groupe fondamental apparaît donc assez simple.

En revanche, à l’usage, en dehors des cas triviaux que nous allons abor-

der maintenant, le calcul effectif du groupe fondamental d’un espace to-

pologique donné s’avère très complexe.

Par t ies  é to i lées  e t  convexes  d ’un  espace vec tor ie l  topo log ique

Soit  R  un R-espace vectoriel topologique.

Rappelons que, pour tout couple  (x, y)  d’éléments distincts de  R,  on

définit le segment  [x, y]  de  R  d’extrémités  x  et  y  par :

[x, y]  :=  { tx + (1-t)y  2 t$ I}.

On dit qu’une partie  A  de  R qui contient un élément  x
0

 est étoilée

en  x
0
 si, pour tout autre élément  y  de  A,  le segment  [x

0
, y]  est

contenu dans  A. 
O

On dit qu’une partie  B  de  R  est convexe si elle est étoilée en chacun

de ses points.

Propos i t i on  1 .5

Si 
a
A  est une partie d’un R–espace vectoriel topologique étoilée

en  x
0
,  alors   1

1 
(A, x

0 
)  =  { &0'}.

Tout lacet   !  de  A  d’extrémité  x
0
  est en relation avec le lacet constant

0  par l’application  "  :  (s, t) d  (1-s)x
0 

+  s !(t).

6 Groupes et groupoïdes fondamentaux

Coro l la i re  1 .6

Si 
a
A  est une partie convexe d’un R–espace vectoriel topologique

alors, pour tout point  x  de  A,   1
1 

(A, x)  =  0.

C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente.

Malheureusement, ce sont les seuls exemples que nous pouvons donner

pour l’instant.  L’exemple non trivial le plus élémentaire, celui du cercle

S
1
, nécessite le recours à une notion un peu plus abstraite.

Chemins et groupoïde de Poincaré. 
a

De quelle manière le groupe fondamental   1
1 

(X, x)  d’un espace topologi-

que  X  en l’un de ses points  x  dépend-il de ce dernier ?  
a 

Telle est la question à laquelle cette section apporte une réponse.

On va utiliser dans cette section une notion algébrique qui n’est peut–

être pas familière au lecteur :  le groupoïde.

On peut définir rapidement la structure de groupoïde comme une catégo-

rie dont toutes les flèches sont inversibles. Derrière cette définition lapî-

daire se cache une structure algébrique qui généralise des notions très

diverses qui vont de celle de groupe à celle de graphe d’une relation

d’équivalence.

Dans toute cette section,  X  désignera un espace topologique.

Chemins  d ’un  espace  topo log ique  ;  débu t  e t  f i n  d ’un  chemin

On appelle chemin de  X une application continue de  I dans  X.

Si  3   est un tel chemin de  X,  les points  3(0)   et  3(%)   sont respecti-

vement appelés le début et la fin de  3.   Le couple  () 3(%) ,  3(0) *+  est ap-

pelé le bornage de  3, 
a

Les lacets introduits plus haut ne sont autres que des chemins dont le

début et la fin sont égaux.

Les chemins peuvent, comme les lacets, être composés, ou plus exacte-

ment, mis bout à bout.
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Compos i t ion  de  deux  chemins  
a

On dira que deux chemins   3
% 
 et  3

2 
de  X  sont composables dès que

la fin de  3
% 
 et le début de  3

2 
coïncident.

Si   3
% 
 et  3

2 
sont deux chemins composables de  X,  il est facile de véri-

fier que l’application   3
% 
•  3

2 
définie par :

# t  $ 0 1
2

,[ ].   3
% 
•  3

2 
(t)  =   3

1
(2t)

# t  $ 1
2
1,[ ],   3

%
 • 3

2 
(t)  =  3

2
(2t-1)

est un chemin de  X
a

dont le début et la fin sont respectivement le

début de  3
%
  et la fin de  3

2
.

Déf in i t i on

On définit la relation  ® 
a
entre deux

chemins  3
1  

et  3
2
  de  X.

x
0

x
1

  3
1

  3
2

3
1  

®  3
2
‹fi

3
1  

et  3
2 

  ont le même début et la même fin que l’on

   notera respectivement par   x
0

  et  x
1

- Il existe une application continue
a 
4 de I × I  dans

X  telle que :  # t $ I,   4 (0, t)  =  3
1
(t),   4 (1, t)  =  3

2
(t)

         # s $ I,   4 (s, 0)  =  x
0 

;  4 (s, 1)  =  x
1

.

On a ainsi étendu aux chemins la relation  ®, que l’on avait définie plus

haut sur les lacets.

Les propositions 1.1, 1.2, 1.3 et 1.4 se généralisent facilement aux che-

mins. Leurs démonstrations seront laissées au lecteur.  Elles s’effectuent

de façon identique à celles des quatre premières propositions en utilisant

des applications analogues.

Propos i t i on  1 .7

La relation  ®  est une relation d’équivalence

sur l’ensemble des chemins de  X.

Remarquons qu’il est loisible de définir le début, la fin et donc le bor-

nage d’une classe de chemins.

8 Groupes et groupoïdes fondamentaux

Propos i t i on  1 .8

Deux chemins de  X  dont l’un se déduit de l’autre par

changement de paramétrage ont la même classe.

Propos i t i on  1 .9

La relation  ®  est compatible avec la loi de composition  •.

Théorème 1 .10

La loi de composition  •  munit l’ensemble des classes de

chemins de  X  d’une structure de groupoïde de base  X.

Nota t i ons

Précisons que, dans ce groupoïde,

- L’unité associée au point  x  est la classe  &0
x 
'   du lacet constant de 

valeur  x.
a

- L’inverse de la classe  &3'  est la classe  &3
5
'  du chemin  3

-
: t d 3(1-t).

Déf in i t i on  a

Le groupoïde
,
que l’on a ainsi exhibé est appelé groupoïde de Poincaré

de  X.    On le note 1
..

1
(X).

Remarquons que le groupe fondamental de  X  en l’un de ses points  x
a

n’est autre que l’ensemble des éléments de  1
..

1
 (X)  dont la source et le

but sont tous deux égaux à  x.
a

Les familiers des groupoïdes y reconnai-

tront le groupe d’isotropie de 1
..

1
(X)  en  x.

Le tréma sur le  1  tente de rappeler que  1
..

1
(X)   est un groupoïde, dont

les éléments comportent deux extrémités. 
a
On a introduit cette notation

de manière à ne pas créer de confusion avec le classique  1
1 

(X)  que nous

rencontrerons un peu plus bas.  
a

Remarque

Soit  A  une partie d’un espace topologique  X  munie de la topologie in-

duite par celle de  X.  Rappelons que tout chemin de  A  est un chemin de

X  et que tout chemin de  X  dont l’image est contenue dans  A  est un
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chemin de  A.   Rien ne prouve que deux chemins de  A  ayant la même

classe en tant que chemins de  X  ont de ce fait la même classe en tant

que chemins de  A.

C’est pourquoi,  pour un chemin  3  de A,  on notera respectivement 
a

&3'
A

et   &3'
X

 ses classes en tant que chemin de  A  et de  X.

Propos i t i on  1 .11

Soient  X  un espace topologique,  A  un sous-espace topologique

de  X  et  (3, 6)  un couple, de chemins de  A.

Alors :    &3'
A 

 =  &6'
A 

›fi &3'
X 

 =  &6'
X

La démonstration est immédiate,

L’implication réciproque est fausse mais tant que nous n’aurons pas ex-

hibé des espaces topologiques dont le groupoïde de Poincaré n’est pas

banal, nous ne pourrons pas le montrer.

Dans la suite, on aura parfois besoin de découper un chemin en mor-

ceaux ou, ce qui revient au même, de décomposer sa classe en plusieurs

facteurs. C’est pour cela que l’on introduit les portions de chemins.

Por t i on  d ’un  chemin

Soient  3  un chemin de  X  et   [a,  b ]  un intervalle contenu dans
a

I.

Notons  7
a,b

  l’application affine qui transforme  [a,  b ]  en  I.  Autre-

ment dit   7
a,b

est la composée de la translation de terme  -a  suivie de

l’homothétie de rapport   
1

b a5
.

On appellera portion de  3  correspondant à [a,  b ]  le chemin de  X

défini par  :  t d   3 () 7a,b 

-1  
(t) *+

On notera ce dernier  3
a b,[ ]

Remarque

Il est facile de vérifier que, lorsque   3
% 
 et  3

2 
sont deux chemins compo-

sables de  X,  on a :     
3 3
1 2

1
2

0

!

,[ ]
   =  3

1 
   et     

3 3
1 2

1
2

1

!

,[ ]
    =   3

2
.

10 Groupes et groupoïdes fondamentaux

 Lemme 1 .12

Soient  3  un chemin de  X  et  { t
0
, t

1
, … , t

p
}  une suite stricte-

ment croissante de points de I   telle que :    t
0
 = 0  et  t

p
 = 1.

On a :      &3'     =     3
t t
0 1
,[ ]

 • .… •  3

t t
p p5[ ]1

,

Soit   f  le changement admissible de paramétrage affine par morceaux

tel que : - f () 0
1
2

,[ ] *+   =   [0,  t
1

] ,

- # i, 1 / i / p-2, f t ti i i i

1

2

1

2
1 1

, ,+ +
8
9:

;
<=

(
)

*
+

= [ ]
- f tp p

1

2
1 1

1 15 5
8
9:

;
<=

(
)

*
+

= [ ], ,

Il est facile de vérifier que :

3 3 3

t t t t t t
p p0 1 1 2 1

,
!

,
! ... !

,
...

[ ] [ ] [ ]
(

)

>
>

*

+

?
?

(

)

>
>

*

+

?
?

(

)

>
>

*

+

?
?

5

     =     3  o f.

La proposition 1.8 donne l’égalité recherchée.

Rappel  :  espaces connexes par  arcs

On dit qu’un espace topologique  X  est connexe par arcs lorsque,

pour tout couple  (x, y)  de points de  X,  il existe un chemin de  X  de

début  x  et de fin  y.

La connexité par arcs est une notion que le lecteur a déjà dû rencontrer

en topologie générale. En fait, comme le montre le corollaire suivant, cet-

te notion est en rapport très étroit avec le groupoïde de Poincaré.

Coro l la i re  1 .13

Pour tout espace topologique  X  les deux

assertions suivantes sont équivalentes.

 (i) X  est connexe par arcs ;

(ii) 1
..

1
(X)  est un groupoïde transitif.

C’est seulement une traduction de la connexité par arcs en termes caté-

goriques.
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 Coro l la i re  1 .14

Si un espace topologique est connexe par arcs alors

tous ses groupes fondamentaux  sont isomorphes.

Tous les groupes d’isotropie d’un groupoïde transitif sont isomorphes.

Déf in i t i on

Lorsqu’un espace topologique  X  est connexe par arcs, toute l’informa-

tion que recèle son groupoïde de Poincaré réside donc en fait dans l’un

quelconque des groupes d’isotropie de ce dernier.

C’est pourquoi on définit dans ce cas le groupe fondamental de  X

comme l’un quelconque de ses groupes fondamentaux.

On le note   1
1 

(X).

Terminons cette section en rappelant pour fixer les idées, les rapports

entre connexité et connexité par arcs.

Déf in i t i on

On dira qu’un espace topologique  X  est localement connexe par arcs

lorsque la topologie de  X  admet une base de voisinages connexes par

arcs.

Propos i t i on  1 .15

Un espace topologique  X  connexe par arcs est connexe.

Un espace topologique  X  connexe et localement connexe

par arcs est connexe par arcs.

Soit  X  un espace topologique connexe par arcs. Montrons qu’il est con-

nexe.  Pour cela, on va  montrer que toute application continue de  X

vers l’espace discret à deux éléments  {0, 1}  est constante.

Soit  f  une telle application.  Choisissons au hasard un point  x
0 

 de   X.

Ce dernier étant connexe par arcs, chacun de ses points est la
a
fin d’un

chemin de début  x
0 

. Soient respectivement  x  et  3  : @ f X un

point de  X et le chemin qui lui est associé. 
a
I  étant connexe et l’appli-

cation   f 3  :  I f {0, 1}, continue, cette dernière est constante.
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D’où :   f (x)  =  f (x
0
).   Le point  x  étant quelconque,  f  est constante.

Soit  X  un espace topologique connexe et localement connexe par arcs.

Montrons qu’il est connexe par arcs.

L’idée de la démonstration est de montrer que pour tout point  x  de  X 
a

l’ensemble  X
x
  des points de  X  reliés à   x  par un chemin de  X  est à la

fois ouvert et fermé dans  X.  
` 
Etant non vide (il contient  x),   X

x  
 sera

alors égal à  X.  
a

Soit y  un point de  X
x
.  Par hypothèse,  y  admet dans  X  un voisinage

U  connexe par arcs, Il est facile de vérifier, en utilisant la composition 
a

des chemins, que tout point de  U,  étant relié à  y,  est relié à  x. 
a

X
x   

contient donc  U.  Le point  y  étant quelconque,  X
x
  est ouvert.

Soit y  un point de  X
x

.
a

Par hypothèse,  y  admet dans  X  un voisinage

U  connexe par arcs qui rencontre  X
x
,   Le point  y  est relié à un point

de   U A  X
x
   qui lui-même est relié à  x. Le point  y  appartient donc à

X
x
,  Le point  y  étant quelconque,  X

x 
contient sa propre adhérence.

X
x 

est donc fermé,

Exemple c lass ique d ’espace connexe par  arcs   1 .16

Tout ouvert connexe d’un R–espace vectoriel topologique locale-

ment convexe est connexe par arcs.

Espaces simplement connexes

Propos i t i on  1 .17

Pour tout espace topologique  X, les trois assertions suivantes 
a

sont équivalentes.  
a

(i) Le groupoïde  1
..

1
(X)  est banal, c'est à dire isomorphe à  X ×X.

(ii) X  est connexe par arcs et, pour tout point  x
a
de  X,  le grou-

pe  1
1 

(X, x)  est réduit à  {&0
x
'}.

(iii) Tout couple de points de  X  est le bornage d’une classe de 

chemins et d’une seule.

La démonstration est immédiate.
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Déf in i t i on

On dit qu’un espace topologique  X  est simplement connexe lorsqu’il

vérifie les assertions de la proposition précédente.

Le lecteur aura avantage à se figurer un espace topologique simplement

connexe comme « un espace sans trou ».   Cette approche est intuitive et,

par conséquent, assez grossière.  Les résultats suivants permettent de

l’affiner.

Remarque

Le lecteur pourra montrer facilement que la connexité par arcs et la sim-

ple connexité sont des notions topologiques. Autrement dit tout espace

topologique homéomorphe à un espace connexe par arcs ou simplement

connexe est lui aussi, selon le cas, connexe par arcs ou simplement con-

nexe.

Exemple  c lass ique d ’espaces  s imp lement  connexes  1 .18

Tout ouvert étoilé d’un R–espace vectoriel topologique localement

convexe est simplement connexe.

C’est un corollaire des propositions 1.5, 1.15 et 1.14,

Propos i t i on  1 .19

Si  A  et  B  sont deux parties simplement connexes

d’un espace topologique  X  telles que :

- A  et  B  soient des ouverts de  A B B ;

- A A B  soit non vide et connexe par arcs.

alors  A B B est simplement connexe.

Remarquons tout d’abord que l’hypothèse «  A A B
est connexe par arcs » est nécessaire. Dans la fi-

gure ci-contre, on a pris pour  A  et  B  deux étoi-

les ouvertes du plan.  D’après la proposition pré-

cédente, ces deux parties du plan sont simplement connexes.  Il est faci-

le de voir que leur intersection n’est pas connexe et que leur réunion

présente un trou donc n’est pas simplement connexe.

Tout d’abord,   A  et  B  étant connexes par arcs,  puisque   A A B  est
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non vide,  A B B  est connexe par arcs.  D’après la proposition 1.14 ,  il

reste à montrer que pour un point   x arbitrairement choisi de  A B B,

1
1 

(A B B,  x)   =   {&0
x
'}.     Choisissons un point  x  de  A A B,  un lacet

!  de  A B B  d’extrémité  x  et montrons que :   &!'  =  &0
x
'.

L’idée de la démonstration est de décomposer  !  en un nombre fini de

chemins  {3%,  32, … ,  3
p} tels que :

- le bornage de chacun d’entre eux soit contenu dans  A A B ;

- chacun d’entre eux soit contenu soit dans  A  soit dans  B ;

- &!'  =   &3
%
' •  &3

2
' • ... •  &3

p
' .

Supposons ceci établi, et achevons la démonstration.

Puisque  A A B   est connexe par arcs, pour tout indice  i,  1 / i / p,  il
a

existe un chemin   µ
C
  de  A A B  qui a le même bornage que  3

C
.

Les  deux chemins  3
C
  et  µ

C  
 sont contenus soit dans  A  soit dans  B,

Donc, puisque A  et  B  sont simplement connexes, on a :  &3
C  
'
C
  =  &µ

C  
'
C
.

C  désignant   A  ou  B  selon le cas. 

a

D’après la proposition 1.11,  on a :   &3
C  
'  =   &µ

C  
'.

D’où :  &!'   =     &3
%
' •  &3

2
' • ... •  &3

p 
'     =     &µ

%
' •  &µ

2
' • ... •  &µ

p 
'   

= & µ
%
 •  µ

2
 • ... •  µ

p
'    

Le lacet  !  de  A B B  a donc la même classe que le lacet µ
%
• µ

2
• ... • µ

p

qui est contenu dans  A A B  donc dans  A.  
a
Ce dernier étant simplement

connexe, on a :   & µ
%
 •  µ

2
 • ... •  µ

p
'
A
  =  &0

x
'
A

D’après la proposition 1.12, on a :   & µ
%
 •  µ

2
 • ... •  µ

p
'  =  &0

x 
'   et donc :

&!'  =  &0
x 
'.

Construisons les   {3%,  32, … ,  3
p }.

Puisque A  et  B  sont des ouverts de A B B,  tout point  t  de I  admet

un voisinage dans  I  de la forme  [a,  b]   tels que   ! (
) [a,  b]*+  soit con-

tenu soit dans  A  soit dans  B .
a 

I  étant compact, il peut être recouvert

par un nombre fini de ces intervalles. 
a
Les bornes de ces derniers, étant

en nombre fini, peuvent être ordonnées. 
a
On obtient ainsi la suite crois-

sante  {t
0
, t

1
, … , t

n
} de points de I.  Il est facile de vérifier que   t

0
 = 0,
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que  t
n
 = 1  et que, pour tout indice  C,   0 / i / n-1, ! (

) [ ti , ti+1
]*+  est

contenu soit dans  A  soit dans  B .

Eliminons de cette suite les termes  t
i 
  tels que   ! (

) [ ti-1 
,  t

i
]*+   et

! (
) [ ti , ti+1

]*+   soient contenus dans  A,  puis les termes  t
j 
  tels que

! (
) [ tj-1 

,  t
j
]*+   et  ! (

) [ tj , tj+1
]*+   soient contenus dans  B.

Après cette opération, on obtient une suite  {t
0
, t

1
, … , t

n
}  telle que :

- t
0
 = 0,   t

n
 = 1  et :   # i,  t

i  
$  A A B.

- 0 / i / p-1, ! (
) [ ti , ti+1

]*+  est contenu soit dans  A  soit dans  B .

On pose alors, pour chaque indice  C,   1 / i / p, 3
i
   =  !

t t
i i
,

+[ ]1
 .

Il est facile de voir, grâce notamment au lemme 1.12, que les chemins

{3%, 3
2
, … , 3

p} ainsi obtenus remplissent les trois conditions requises. 
a

Coro l la i re  1 .20

Pour tout entier  n  supérieur ou égal à  2,

la sphère  S
n
  est simplement connexe.

Soient  A   =  S
n  

\  {(1, 0, 0, .., 0)} et  B  =  S
n  

\  {(-1, 0, 0, .., 0)}.

Il est bien connu que  A  et  B  sont homéomorphes à  R
n   

et que  A A B

est homéomorphe au cylindre  S
n-1 

× R.   A  et  B  sont donc simplement

connexes et, si  n  est supérieur ou égal à  2,  A A B  est connexe par

arcs.  On achève en appliquant la proposition précédente.

La boussole intuitive du lecteur doit être affolée par ce dernier résultat.

La sphère  S
2
,  par exemple, comporte notoirement un trou et est pour-

tant simplement connexe. Il est donc nécessaire d’affiner notre approche.

Nous proposons au lecteur de visualiser un espace simplement connexe

comme un espace qui ne présente aucun trou le traversant de part en

part.

16 Groupes et groupoïdes fondamentaux

Les foncteurs de Poincaré.

Propos i t i on  1 .21

Soient  X  et  Y  deux espaces topologiques et

f : X f Y  une application continue.

En posant
a
&3'  d  &f o 3',  on définit une ap-

plication  1
..

1
(f)  de  1

..
1
(X)  vers  1

..
1
(Y),

De plus   1
..

1
(f) est un morphisme de groupoïdes.

Il est facile de vérifier que lorsque deux chemins  3
% 
 et  3

2
  de  X  sont en

relation par l’application continue
a
4 :  I × I f X,  les deux chemins

de  Y  que sont les applications   f o 3
% 
 et  f o 3

2 
 sont en relation par

l’application f o 4.
a
L’application  1

..
1
(f)  est donc bien définie.

Pour montrer la seconde assertion, il suffit de remarquer que, pour tout

couple   (3
%
, 3

2
)  de chemins composables de  X  on a :

f  o  (3
%

• 3
2
)    =   (f  o  3

%
) • ( f  o 3

2
).

Propos i t i on  1 .22

1
..

1
:

D
E
F

GF

X d 1
..

1
(X)

f d 1
..

1
(f)

définit un foncteur de la catégorie Top

des applications continues vers la catégorie Gpd  des morphismes

de groupoïdes.

Il suffit de remarquer la relation évidente :  1
..

1
(f o g) = 1

..
1

(f) o 1
..

1
(g)..

Déf in i t i on

Le foncteur  1
..

1
  sera appelé foncteur de Poincaré généralisé.

Propos i t i on  1 .23

Pour tout couple  (X, Y)  d’espaces topologiques, la bijection bien

connue  Top (
) I,  X × Y *

+ H Top (
) I,  X *

+ × Top (
) I,  Y *

+    induit

une bijection  1
..

1
(X × Y)   H 1

..
1
(X) ×  1

..
1
(Y).
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On utilise la bijection  Top (
) I× I, X ×Y *

+ H Top (
) I× I, X *

+ ×Top (
) I× I, Y *

+

pour montrer que, pour tout couple  () (3
1
, I

1
),  (3

2
, I

2
) *+   de chemins de

X × Y,   on a : (3
1
, I

1
) ®

X×Y
(3

2
, I

2
) ‹fi 3

1
®

X
3
2

et I
1

®
Y
I

2
.

Remarque

Lorsque   f :  X f Y
a

est une application continue entre deux espaces

topologiques connexes par arcs, la restriction de  1
..

1
(f) à l’un quelconque

des groupes d’isotropie de  1
..

1
(X) induit un morphisme de groupes, noté

1
1
(f),  de  1

1
(X) vers  1

1
(Y).  

a

Déf in i t i on

Le foncteur de la catégorie Topca  des applications continues entre es-

paces topologiques connexes par arcs vers la catégorie Grp  des mor-

phismes de groupes, défini par :  X  d 1
1
(X) ,  f  d 1

1
(f),  est

appelé foncteur classique de Poincaré. 
a

Le cercle

Le cercle est l’exemple le plus élémentaire d’espace topologique non sim-

plement connexe.

Théorème 1 .24

1
1

1S( ) H   (Z  +)

L’idée de la démonstration consiste à examiner les propriétés topologi-

ques de l’application  p :  R f
d (c )  

S
t t t

1

os 2 sin 21 1,

D
E
G

puis leur traduc-

tion algébrique via le foncteur de Poincaré.

L’application  p  peut être visualisée de la façon suivante :

Considérons le plongement de  R  dans  R
3 

 qu’est l’hélice définie par :

s  d  (cos 21s, sin 21s. s) ;   p  s’identifie à la restriction de la troi-

sième projection de  R
3 

 à cette hélice.

18 Groupes et groupoïdes fondamentaux

Le lecteur vérifiera immédiatement que  p  possède

les deux propriétés élémentaires suivantes :

- # J $ S
1
,    p 

-1 
(J)  H  Z

- Soient   U
1  

et U
2  

deux arcs ouverts de  S
1
,  dis

tincts de  S
1
  et dont la réunion est  S

1
.

Alors, pour  1 / i / 2,   p
–1 

(U
i
)   est la réunion 

disjointe d’une suite   �
,Ui n n

{ }
$Z

  d’ouverts de  R

tels que la restriction de  p  à chacun d’entre eux

soit un homéomorphisme.

1

p

On dira que   �
,Ui n n

{ }
$Z

  est la suite des copies de l’arc  U
i
.

Lemme 1

Pour toute application continue  h :  Y  ×  I  f  S
1

et toute 
a

application continue  �f  :  Y f R  telle que   p �f   =  h Y ×{ }0

il existe une unique application continue   �h  : Y  ×  I  f R

telle que  :   -  p �h   =  h

-  �h
Y ×{ }0

  =  �f .

Soient donc  h  et �f  comme ci-dessus. 
a

Première étape

Autour de chaque point
a 

y  de Y,  il existe un voisinage  N
y   

et une

application continue  �h
y 

,  définie sur  N
y
× I  qui remplit localement

les deux conditions de l’énoncé.
a

De plus si  M  est un voisinage de  y  dans N
y  

  et si  g  est une ap-

plication continue de  M × I  dans 
a
R  qui remplit les mêmes condi-

tions que  �h
y 

,  alors  g  et �h
y 

  coïncident sur  M × I.

Soit donc  y  un point de  Y.  
a

Soit t  un point de  I ;  h  étant continue, il existe un voisinage de 
a

(y, t), de la forme N
y,t 

×  I
y,t 

,  où   I
y,t 

 est un intervalle fermé et tel

que  h () N
y,t 

×  I
y,t

*
+ soit contenu dans l’un des deux arcs ouverts de
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S
1
 introduits ci-dessus.

I  étant compact, on peut extraire de son recouvrement  Iy t t I,{ }
$

  un

sous-recouvrement fini.  Autrement dit il existe une partie finie  A
a

de

I  telle que  Iy t t A,{ }
$

 recouvre  I .   Posons alors   N
y,0

  :=  Ny t

t A

,

$

I .

En ordonnant les bornes des intervalles  Iy t t A,{ }
$

,  on obtient une

suite   0  =  t
1

<  t
2

<  … <  t
k(y)-1

 < t
k(y) 

 =  1  croissante de  k(y)  points

de  I,  tels que chacun des intervalles  t tk k, +[ ]1 soit contenu dans l’un

des intervalles  Iy t t A,{ }
$

.
a

Pour tout indice  k,  1 / k / k(y),  l’ensemble  h () N
y,0 

×  t tk k, +[ ]1 *
+ est

donc contenu dans l’un des deux arcs ouverts   U
1   

et U
2 

 de S
1
.

On va utiliser un raisonnement par récurrence sur  k,  1 / k / k(y). 
a

Soit  H
k  

l’hypothèse de récurrence suivante :

  (H
k
)

Il existe un voisinage N
y,k

  de  y  dans  Y,  contenu dans   N
y,0

et une application   �h
y,k

  :   N
y,k  

×  0 1, tk +[ ] f   R continue

et qui remplit les deux conditions de l’énoncé.  
a

De plus si  M  est un voisinage de  y  dans N
y,k  

  et si  g  est

une application continue de  M × 0 1, tk +[ ] dans 
a
R  qui remplit

les mêmes conditions que  �h
y,k 

,  alors  g  et �h
y,k 

  coïncident

sur  M × 0 1, tk +[ ].

Montrons  H
1 .  

 Pour cela,   posons :  h () N
y,0  

×  0 2, t[ ]*+ K  U
i(1)

Soit  � ( )Un 1    la copie de  U
i(1) 

 qui contient  �f (y)

Soient :   N
y,1 

   =    N
y,0

A   �f
1 (
)
�
( )Un 1

*
+

et �h
y,1 

:   N
y,1  

×  0 2, t[ ] f   � ( )Un 1    la composée de

l’inverse local de  p  et de  h,

On a évidemment     p �h
y,1  

 =   h

et �
,hy Y1 0×{ }

  =   �f .

De plus, soient M  un voisinage de  y  dans  N
y,k

  et une autre applica-
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tion continue   g : M  ×  0 2, t[ ] f R  qui remplit les deux condi-

tions précédentes,

a)  D’après la seconde condition et le choix de  N
y,k

 ,  on a :

# z $ M,  g(z, 0)    =   �f (z)   $ �
( )Un 1 .

b)  Soit  z  un point de  M ; 
a
g  étant continue,  g () {z} ×  0 2, t[ ]*+  est

connexe. D’autre part, d’après la première condition,

g () {z} ×  0 2, t[ ]*+ K    p
-1 (
) U

i(1)
*
+ .

Puisqu’il est connexe,  g () {z} ×  0 2, t[ ]*+   est contenu dans la copie de

U
i(1) 

 qui contient  �f (z), c'est à dire d’après a), dans  � ( )Un 1 .

c) L’image de  g  est donc contenue dans  � ( )Un 1   et donc, d’après la

première condition,   g  =  �h
y,1 

.

Supposons que  L
k 

soit vérifiée et montrons  L
k+1

.

Il existe un voisinage   N
y,k

  de  y  dans  Y,  contenu dans   N
y,0

et une

application   �h
y,k

  :   N
y,k  

×  0 1, tk +[ ] f   R continue et qui remplit

les deux conditions de l’énoncé.

Considérons  
a
N

y,k 
×  t tk k+ +[ ]1 2, .  Il est facile de vérifier que  l’ensem-

ble   h () N
y,k 

×  t tk k+ +[ ]1 2, *
+ est contenu dans l’un des deux arcs ou-

verts de  S
1
 introduits ci-dessus.  Notons-le   U

n(k+1)
 .

Soit  � ( )Un k +1   la copie de  U
n(k+1)

  qui contient le réel   �h
y,k

(
) y, t

k+1
*
+ ,

Soient alors  N
y,k+1 

    =    N
y,k 

A   � �
, ( )h Uy k Y t n k

k×{ }

5

+
+

(
)

*
+ ( )

1

1

1

et �I :  N
y,k+1  

×  t tk k+ +[ ]1 2, f  � ( )Un k +1    la composée

de l’inverse local de  p  et de  h.

�I  vérifie ;   p �I   =  h

�I
Y tk×{ }+1

 =   � ,hy k Y tk×{ }+1

On définit alors  �h
y,k+1 

sur   N
y,k+1 

×  0 2, tk +[ ]   en recollant  �h
y,k  

et

�I, c'est à dire en  posant :
�h
y,k+1 

 = �h
y,k   

sur   N
y,k+1 

×  0 1, tk +[ ]
�h
y,k+1 

 = �I sur   N
y,k+1 

×  t tk k+ +[ ]1 2,

Il est facile de vérifier que   �h
y,k+1  

est une application continue qui
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`

`

`

remplit les deux conditions de l’énoncé. 
a

On pose finalement :   N
y 

:= N
y,k(y) 

   et   �h
y 

  :=  �h
y,k(y)

.

De plus  on montre comme pour  �h
y,1   

que �I  est la seule application

continue de   N
y,k+1  

×  t tk k+ +[ ]1 2,   vers  R  qui vérifie ces deux condi-

tions. 
a

Seconde étape 
a

Soit  y  un point de  Y.  D’après l’étape précédente, si  z  est un autre 
a

point de  Y  tel que  N
z   

contienne  y,  alors  �h
z

coïncide avec  �h
y   

sur

(
) N

z
 A N

y
*
+ ×  I  et donc en particulier sur  {y} ×  I.

Tous les  �h
z 
 définis à la première étape au « voisinage » d’un point  y

de  Y  coïncident sur {y} × I. On peut donc attribuer leur valeur

commune à  �h sur  {y} × I .

Tirons les conséquences algébriques du lemme 1 :

Lemme 2

Pour tout élément  &I'  de  1
..

1
S
1( )  et tout élément  x

de  R  tels que le début de  &I' soit égal à  p(x),

il existe un unique élément 
~
&I'

x
 de  1

..
1
 (R)  tel que :

-   1
..

1
 (p) . 

~
&I'

x
  =   &I'

-   x  soit le début de  
~
&I'

x
.

a

Soient un élément  x  de  R   et un élément &I'  de  1
..

1
S
1( ) de début p(x).

Tout d’abord le lemme 1 permet d’associer à un représentant  I  de  &I'

un unique chemin   M  de  R, de début  x  tel que :  p M  =  I.  

(Pour le voir, remplacer respectivement dans l’énoncé du lemme 1  Y

par un ensemble  {N}  réduit à un seul élément,  h  par  I,   �f  par l’ap-

plication  N d x  et  �h   par  M.)

On dit que le chemin  M  est le  p-relèvement de début  x  du chemin  I.

Pour pouvoir poser : ~&I'
x

=  &M',  il nous faut montrer que si I
0

et  I
1

sont deux représentants de  &I'  et si  M
0

et  M
1
  désignent respective-

ment les  p-relèvements de début  x  de  I
0

et de  I
1 

,   alors :
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`

`

&M
0
'  =  &M

1
'..

Par hypothèse,  I
0

et  I
1
 sont mis en relation par une application con-

tinue  L  :  I × I f S
1
  telle que : 

a

# t $ I,   L (0, t)  =  I
0
(t),   L (1, t)  =  I

1
(t)

# s $ I,   L (s, 0)  =  p(x) ;  L (s, 1)  =  I
1
(1)   = I

0
(1)

D’après le lemme 1, il existe une unique application continue -  de

I × I  vers R  telle que :    p -  =  L   et que : # s $ I,   - (s, 0)  =  x.

Il est facile de vérifier que  -
(0 , .) 

  et  -
(% , .) 

  sont respectivement des  p-

relèvements de début  x  de  I
0

et de  I
1.

 D’après l’unicité du  p-relè-

vement,  on a :    -
(0 , .) 

 =   M
0
    et   -

(% , .) 
  =  M

%
.

Enfin, considérons l’ensemble  -() I × {1}*+ .  Il est connexe et est contenu

dans l’ensemble discret   p
-1 

(I
0
(1)).  Il est donc réduit au point  M

0 
(1).

-  met donc en relation les chemins   M
0

et  M
1
.

~
&I'

x
 est donc indépendant du choix du représentant  I  de  &I'.

Montrons maintenant l’unicité de   ~&I'
x

,

Solent  &M'  et  &O'  deux éléments de  1
..

1
(R)  de début  x  et tels que :  

a

1
..

1
(p). &M' =  1

..
1
(p). &O' .   Autrement dit :   &p o M' =   &p o O'.

Il existe donc une application continue  "  :  I × I f S
1
  telle que :

# t $ I,   " (0, t)  =   p o M (t),    " (1, t)   =   p o O (t)

# s $ I,   " (s, 0)  =  p(x)  ;  " (s, 1)  =   p o M (1)   =   p o O (1)

D’après le lemme 1, il existe une application continue 4  de  I × I  vers

R  et une seule telle que :    p 4  =  "   et que : # s $ I,   4 (s, 0)  =  x.

Il est facile de vérifier que  4
(0 , .) 

  et  4
(% , .) 

  sont respectivement des  p-

relèvements de début  x  de  p o M  et de  p o O.  D’après l’unicité du  p-

relèvement,  on a :    4
(0 , .) 

 =   M    et   4
(% , .) 

  =  O.

Enfin, considérons l’ensemble  4() I × {1}*+ .  Il est connexe et est contenu

dans l’ensemble discret  p
-1

(p o M (1)).  Il est donc réduit au point  M(1).
a

4  met donc en relation les chemins   M et  O.   D’où : &M'  =  &O'.

Montrons le théorème.
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Remarquons tout d’abord que  S
1

a
est connexe par arcs. La notation

1
1

1S( )  est donc justifiée.  Identifions  1
1

1S( )  avec  1
1

1
1 0S , ,( )( ).

On a vu à la proposition 1.18 que  R  est simplement connexe. 1
..

1
(R)

s’identifie donc au groupoïde banal   R ×R.  
a

On a :   p
-1 

(1.0)  =  Z.   On en déduit que le sous-groupoïde de  1
..

1
(R)

1
..

1
(p)

-1 (
) 11

1
1 0S , ,( )( )*+   s’identifie au groupoïde banal  Z ×Z.

De plus, on a :     # (i, j)  $  Z ×Z,   1
..

1
(p) (i,  j)   = 1

..
1
(p) (0,  j-i)

Soit en effet un élément  (i, j)  de Z ×Z,   (i,  j)  et  (0, j-i)  sont respec-

tivement les classes des chemins  t d  (j-i)t + i   et  t d  (j-i)t.  En

composant ces deux chemins par  p,  on obtient le même chemin de  S
1
.

D’après le lemme 2,  la restriction de  1
..

1
(p)  à  {0} ×Z  est une bijection

d’image  1
1

1
1 0S , ,( )( ).  De plus, si  (i, j)  est un élément de Z ×Z,  on a :

1
..

1
(p) (0, i+j)  =   1

..
1
(p) () (0, i ) • (i, i+j) *+    =   1

..
1
(p)  (0, i)   • 1

..
1
(p)  (i, i+j)

   =   1
..

1
(p)  (0, i)   • 1

..
1
(p) (0, j) .

La restriction de 1
..

1
(p)  à  {0} × Z  induit donc un isomorphisme de grou-

pes de  (Z, +)  vers  1
1

1
1 0S , ,( )( ).

Remarque

Comme le suggère la démonstration au lecteur attentif, ce théorème for-

malise l’intuition suivant laquelle le groupe fondamental d’un cercle est

l’ensemble des tours complets, dans un sens ou dans l’autre, que peut

faire un lacet autour de ce cercle.

Cont re -exemp le  1 .26

La réciproque de la proposition 1.11 est fausse.

Soit  ! :  t  d (cos 21t, sin 21t) le lacet de  S
1
  d’extrémité  (1, 0).

R
2
  étant simplement connexe, on a :    ! R2   =   0

( , )0 1 R2

On a par contre ;   !
S
1 P 0

( , )0 1 1
S

 .

En effet    !
S
1   =   1

..
1
(p) . 1

I
  =   1

..
1
(p). (0, 1).

Donc en notant M l’isomorphisme de  (Z, +)  vers  1
1

1
1 0S , ,( )( )  construit

à la proposition précédente,  1   =  M
-1 (

) !
S
1
*
+ P M

-1 (
) 0

( , )0 1 1
S

*
+ =  0.
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Propos i t i on  1 .26

1
1

2
0 0R \ ,( ){ }( ) H   (Z, +)

Remarquons tout d’abord que  R
2

0 0\ ,( ){ }
a
est connexe par arcs. La no-

tation  1
1

2
0 0R \ ,( ){ }( )  est donc justifiée. Rappelons que le passage en

coordonnées polaires induit un homéomorphisme de  R
2

0 0\ ,( ){ }
a
sur

R
+
×

*
S
1
:  Ce dernier étant homéomorphe à  R × S

1
,  on voit aisément que

R
2

0 0\ ,( ){ }  est homéomorphe à  R ×S
1
.  D’après les propositions 1.22

et 1.23,   1
..

1
R
2

0 0\ ,( ){ }( )  est isomorphe à  1
..

1
(R)  × 1

..
1

S
1( ).

Cet isomorphisme de groupoïdes induit un isomorphisme de groupes en-

tre  1
1

2
0 0R \ ,( ){ }( )  et  1

1
(R)  × 1

1
S
1( ). 

a

On a vu précédemment que les groupes  1
1
(R)  et  1

1
S
1( )  sont respecti-

vement isomorphes à  {0}  et à  (Z, +). 
a
 D’où le résultat,
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2 Recollements d’espaces topologiques.

2.0 Introduction

V
1

V
2

trou

Considérons l’espace topologique  X  constitué

par le plan  R
2
  privé de deux points que nous

appellerons « les trous de  X ». On peut décom-

poser  X  en deux bandes ouvertes,  V
1
  et  V

2
,

horizontales ou
a
verticales suivant la disposition

des trous,
a
de façon à ce que chacune d’entre

elles ne comporte qu’un seul trou.
a
Il est facile

de vérifier que
a
chacune de ces deux bandes est

homéomorphe à  R
2 

\  { (0, 0)} et donc que (proposition 1.26)   !
1
(V

1
)  et

!
1
(V

2
)  sont tous deux isomorphes à  (Z  +).

Considérons un lacet  "  de  X.  Trois cas se présentent ; 

a) "  n’enserre aucun 

des deux trous.

b) "  enserre un seul 

des deux trous.

c) "  enserre les deux 

trous.

Dans tous les cas, on peut décomposer  "
a
en deux lacets dont chacun

est contenu dans l’un des  V
i
.  On peut donc associer à la classe  #"$  de 

"  le « produit formel » d’un élément de   !
1
(V

1
)  et d’un élément de  !

1
(V

2
).

On aurait tendance à penser que  !
1
(X)  est isomorphe au produit libre

!
1
(V

1
)  * !

1
(V

2
)    %    (Z  +)  *  (Z  +).

Le théorème de Van Kampen démontre et généralise cette impression.

Sa version pour les groupes ne s’applique qu’à certains recouvrements

ouverts.
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2.1 Le théorème de Van Kampen pour les groupoïdes

Nota t ions  
a

Soit  X
a 

un espace topologique muni d’un recouvrement  {V
a

}
a&A

  par

des ouverts connexes par arcs. 
a

Pour tout élément  a  de  A,  on notera   j
a
  le morphisme de groupoïdes

de  !
..

1
'
( V

a

)
*   vers  !

..
1
'
( X )

*   image par le foncteur de Poincaré de l‘inclu-

sion   j
a  

:  V
a

i X.   Rappelons que, pour tout chemin  + de  V
a
,   j

a

transforme la classe  ##+$$  de  +   dans  V
a
  en la classe  #+$  de  +  dans  X.

On notera *a&A

!
..

1
'
( V

a

)
*   le produit libre des groupoïdes  !

..
1
'
( V

a

)
*  et   ,

a

l’inclusion de  !
..

1
'
( V

a

)
*   dans  *a&A

!
..

1
'
( V

a

)
* ,

On notera  J   le morphisme de groupoïdes de  *a&A

!
..

1
'
( V

a

)
*   vers  !

..
1
'
(X
)
*

induit par la famille  { j
a

}
a&A

.   Rappelons que :  - a & A,    J  ,
a   

=  j
a 

.

De plus, la restriction de  J    aux unités est l’identité de  X. 
a

Considérons maintenant un couple  (a, b)  d’éléments de  A.  On notera 
a

i
ab

  le morphisme de groupoïdes de  !
..

1
'
( V

a
. V

b

)
* vers  !

..
1
'
( V

b

)
* ,  image

par le foncteur de Poincaré de l’inclusion   i
ab 

:  V
a  
. V

b 
i  V

b
.

Il est facile de vérifier que   j
b

i
ab

et j
a

i
ba

sont tous deux égaux à l’ima-

ge par le foncteur de Poincaré de l’inclusion  V
a
. V

b
i  X et donc

que, pour tout élément  #+$  de  !
..

1
'
( V

a
. V

b

)
* , ,

a
i

ba
(#"$) • ,

b
i

ab
(#"$

-1
)

appartient au noyau de   J .

Propos i t i on  2 .1 .1

Soit  X
a 

un espace topologique muni d’un recouvrement  {V
a
}

a&A

par  des ouverts connexes par arcs. 
a

Alors, avec les notations introduites ci-dessus,  J   est surjectif.
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Soit  #+$ un élément de  !
..

1
'
( X )

* .  En utilisant le même procédé topologi-

que que dans la proposition 1.19  on décompose le chemin  +
a
en une

succession  +  =   /
0
 •  /

2
 • ... •  /

p
de chemins de  X   tels que, pour tout

i,  1 1 i 1 p,  le chemin  /
i 
  soit contenu dans un  V

a(i)
.

Il est alors immédiat que ;  #+$  =   J  
'
( ##/1$$  2  ##/2$$  2 ... 2  ##/p$$

)
* ,

Considérons le sous-ensemble  N  de  *a&A

!
..

1
'
( V

a

)
*  défini par :

N  :=  {,a
i

ba
(#+$) •,

b
i

ab
(#+$-1)   3  (a, b) & A × A,    #+$ & !

..
1
'
( V

a
. V

b

)
*} .

On a remarqué, en introduisant les notations,  que  N  est contenu dans

le noyau de  J .

Propos i t i on  2 .1 .2

Soit  X
a 

un espace topologique muni d’un recouvrement

{V
a
}

a&A
  par des ouverts connexes par arcs. 

a

Alors,
a
avec les notations introduites ci-dessus, le noyau

de  J   coïncide avec le sous-groupoïde distingué de
a

*a&A

!
..

1
'
( V

a

)
*   engendré par  N,

Notons  [N]  le sous-groupoïde distingué de *a&A

!
..

1
'
( V

a

)
*  engendré par  N,

On sait déjà que :  [N]  4  Ker J .   On va montrer que  Ker
[N]

J  est banal

En fait, puisque  J   induit l’identité sur  X,  son noyau est un multi-

groupe contenu dans le multigroupe d’isotropie de  *a&A

!
..

1
'
( V

a

)
*

Donnons-nous un élément  5  = #+
1
$$ 2 ##+

2
$$ 2 ... 2 ##+

p
$$ du noyau de  J .

La donnée de   5  équivaut à celle d’un lacet  + = +
0
• +

2
•... • +

p
  formé de

la succession des chemins  '
(
+

i
)
*1 1 i 1 p

dont chacun est contenu dans

un certain  V
a(i)

  ;   de plus, en notant  x  l’extrémité de  µ,  on a ;

#µ$  =  #+
1
$  •  #+

2
$  • ... •  #+

p
$   =   #6

x
$.

Soit donc  7  :  I × I f
a
X  une application qui met en relation  µ  avec

le lacet constant  6
x

 : t  d x.
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L’idée de la démonstration est de construire, à partir de 7,  une suite

'
(5

j )
*
1 1 j1 q

  d’éléments de  *a&A

!
..

1
'
( V

a

)
*    telle que :

5
1  

8 5  ( [N] )  ;   5
q 

 =   6

et : - j, 1 1 j 1 q-1,  5
j+1

8 5
j 
 ( [N] ) .

Première étape
a

La première étape consiste à décomposer  7,
a
considérée comme un che-

min de l’espace topologique des lacets de  X  d’extrémité  x,
a
 en une suc-

cession de tels chemins dont les bornes consécutives (qui sont, rappe-
 a

lons-le, des lacets de  X)  ne diffèrent entre elles que par une déforma- 
a

tion dans l’un des  V
a 

.

Par une construction topologique
a
analogue à celle utilisée dans la propo-

sition 1.19, on exhibe deux subdivisions 0  =  s
0
  <  s

1
 < … <  s

m
= 1   et

0  =  t
0
  <  t

1
 < … <  t

n   
= 1  de l’intervalle   I  telles que l’image par  7 du

rectangle  R
jk

  :=   s s
j j9[ ]1

, × t t
k k9[ ]1

,   soit contenue dans un cer-

tain  V
b(j, k)

.     Quitte à la raffiner, on peut de plus supposer que la sub-

division  '
(
s

j
)
*1 1 j1 m

est plus fine que celle qui sert à décomposer  µ  en

+
0
• +

2
•... • +

p
.   Autrement dit : on peut identifier la restriction de  µ  à un

intervalle  s s
j j9[ ]1

,   avec la restriction d’un certain  +
i 
 à ce même inter-

valle. On a ainsi obtenu un « découpage » du pavé  I × I 
a
suivant les rec-

tangles  R
jk

.   Dans la figure, on a représenté le cas où  m = 5  et  n = 4.

0 = s
0

s
1

s
2

s
3

s
4

s
5 

= 1

t
1

t
2

t
3

1 = t
4

R
11

R
12

R
42

R
43

R
43

L’idée est de choisir pour éta-

pes successives de la décom-

position de  7  les lacets for-

més de la composition de  7 

et des différentes successions

des côtés  (verticaux ou hori-

zontaux) consécutifs des rec-

tangles  R
jk

.   On en a représenté deux en pointillés dans la figure 1 ci-

dessus.  Afin de préciser, on introduit les notations suivantes : 

1 1 :  1 k /
i

jk
  est le composé de  7  et du côté horizontal supérieur
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du rectangle  R
ji

(1 1 k= i-1) /
k

jk

+1
 est le composé de  7  et du côté vertical droit du rec-

tangle  R
jk

k+2 1 :  1 m+1 /
i

jk
  est le composé de  7  et du côté horizontal inférieur

du rectangle  R
j i-1

.

(0 = k = i-1) /
1

0j
 est le composé de  7  et du côté vertical gauche du 

rectangle  R
j1

.

Puis, pour chaque couple d’indices  (j, k), 
a
1 1 j 1 n, 0 1 k 1 m,  on définit

le lacet  ;
jk 

 par :  ;
jk

  :=  /
1

jk
 •  /

2

jk
 • …. •  /

m

jk

+1
.

Autrement dit, pour tout couple d’indices  (j, k) différents de zéro,
a
;

jk 
est

le lacet de  X  qui résulte de la composition de 
a
7  avec le chemin de  I × I

de source  (0, t
j
)  et de but  (1, t

j-1
)  qui emprunte successivement les cô-

tés horizontaux supérieurs des rectangles  R
j1

,  R
j2

 .…, R
jk

,  puis le côté

vertical droit de
a
ce dernier rectangle et enfin les côtés horizontaux infé-

rieurs des rectangles  R
j k+1

,.…, R
j m

.

De même  ;
j0

a
 est la composition de  7  avec le chemin de  I × I  de

source  (0, t
j
)  et de but  (1, t

j-1
)   qui emprunte successivement le côté

vertical gauche de  R
j1

  puis les côtés horizontaux inférieurs des rectan-

gles  R
j1

,.…, R
j m

.

On introduit ici une notation un peu délicate : 
a
pour chaque triplet d’in-

dices  (i, j, k), 1 1 i 1 m+1, 1 1 j1 n, 0 1 k 1 m
a

 soit  a(i, j, k)  l’élément de

<  tel que  V
a(i, j, k) 

  contienne le rectangle qui figure dans la définition

de  /
i

jk
.  On notera alors ##/

i

jk$$ la classe de  /
i

jk
  dans  V

a(i, j, k)
.

Seconde étape

Soit, pour tout couple d’indices  (j, k),  1 1 j1 n, 0 1 k 1 m, l’élément  5
jk

de  *a&A

!
..

1
'
( V

a

)
*   défini par :  5

jk
 := ##/

1

jk$$ 2 ##/
2

jk$$ 2.,.2 ##µ
m

jk

+1
$$.

On a ainsi obtenu une suite  '(5
h )
*
1 1 h 1 (m+1)n

d’éléments de  *a&A

!
1 
'
( V

a

)
* .

On a utilisé le dénombrement 
a
(j, k)  d  (m+1)( j-1) + k+1. 

a

I l nous faut maintenant montrer les relations (1)
a
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Compte tenu des diverses hypothèses et définitions,
a
il est facile de véri-

fier que les chemins qui composent  5
10

a
 peuvent être regroupés par pa-

quets de façon à redonner   5  = #+
1
$$ 2 ##+

2
$$ 2 ... 2 ##+

p
$$ Il est tout aussi

aisé de voir que :  5
nm

 =  #6
x
$.

Il nous reste à montrer que ;   - h, 1 1 h 1 q-1,  5
h+1

8 5
h 

 ( [N] )

Il nous faut traiter deux cas :

   (i)  - j, 1 1 j 1 n-1,

5
jm

8 5
(j+1)0 

( [N] )

  (ii)  - (j, k), 1 1 j 1 n, 0 1 k 1 m-1,

5
jk

8 5
j(k+1) 

( [N] )

(voir la figure ci-contre).

Traitons d’abord le second cas.

R
11

R
12

R
42

R
43

;
43

;
42

;
20

;
15

Soit un couple d’indices  (j, k), 1 1 j 1 n, 0 1 k 1 m-1.  Ainsi que l’on peut

le voir sur la figure ci-dessus, 5
jk

  e(  5
j(k+1) 

 ne diffèrent que par les che-

mins associés aux côtés du rectangle  R
j(k+1)

.

Posons   b :=  a (j, k)  et  c  := a (j, k+1).  Considérons le chemin   /
k

jk

+1
.

Par construction, /
k

jk

+1
.est un

chemin de  V
b 
. V

c
  tandis

que par définition, la classe 
a

de  /
k

jk

+1
  qui figure dans  5

jk

est un élément de !
..

1
'
( V

b

)
* .

R
jk

R
j(k+1)

/
k

jk

+1
/

k

j k

+

+

2

1( )

/
k

jk

+2

/
k

j k

+

+

1

1( )

Notons  ##/
k

jk

+1
$$

b
cette dernière et  ##/

k

jk

+1
$$

c  
 la classe de  /

k

jk

+1
  dans

!
..

1
'
( V

c

)
* .  Soit enfin  5̃ jk

  l’élément de  *a&A

!
1 
'
( V

a

)
*  obtenu en remplaçant

##/
k

jk

+1
$$

b 
 par   ##/

k

jk

+1
$$

c
  dans   5

jk
.

Il est tout aussi aisé de voir qu’il existe deux éléments  =
a
et  >  du grou-

poïde  *a&A

!
..

1
'
( V

a

)
*   tels que l’ on ait les égalités suivantes :

5̃ jk
    =       =  2  ##/

k

jk

+1
$$

c
  2 ##/

k

jk

+2
$$

c
  2 >



Topologie algébrique  31

  5
j(k+1) 

    =      = 2  ##/
k

j k

+

+

1

1( )$$
c
  2 ##/

k

j k

+

+

2

1( )$$
c
  2   >

Le rectangle  R
j(k+1)

  étant simplement connexe et l’application  7 étant

continue,  on a :  ##/
k

jk

+1
$$

c
  2 ##/

k

jk

+2
$$

c 
   =    ##/

k

j k

+

+

1

1( )$$
c
  2 ##/

k

j k

+

+

2

1( )$$
c
 . 

D’où :   5̃ jk
  =   5

j(k+1)
  et finalement :   5

jk 
 8   5

j(k+1) 
( [N] ).  

a

Traitons le premier cas : - j, 1 1 j 1 n-1,   5
jm

8 5
(j+1)0 

( [N] ).

En se reportant à la figure 2,
a
on verra que, mis à part les chemins cons-

tants associés aux côtés verticaux, 
a
5

jm
  et   5

(j+1)0
  sont composés des

classes des mêmes chemins, 
a
Ils ne diffèrent que parce que ces classes

ne sont pas calculées dans les mêmes voisinages. 
a
Ils sont donc équiva-

lents modulo  [N]. 
a

Exemple  2 .1 .3

Si  A 
a
et  B  sont deux ouverts disjoints d’un espace topologique

X  alors  !
..

1
'
(
A ? B)

*
% !

..
1
'
(
A)
*

u !
..

1
'
(
B)
*

Comme mentionné à l’exemple 1 donné dans l’annexe algébrique 2, on

a : !
..

1
'
(
A)
* * !

..
1
'
(
B)
*

% !
..

1
'
(
A)
*

u !
..

1
'
(
B)
*
. 

D’autre part, dans ce cas  N  =  @  et, par suite,  [N]
a
 est réduit aux

unités de  !
..

1
'
(
A)
* * !

..
1
'
(
B)
*
.   D’où le résultat.

Exemple 2 .1 .4   (retour sur la proposition 1.19)

Reprenons l’exemple. évoqué dans la

figure ci-contre. Soient  V  et  W  ces

deux étoiles ouvertes du plan.

!
0 

'
( V ? W )

* %    (Z +).

La démonstration repose sur les trois faits d’ordre topologique suivants :

(1) V  et  W étant connexes par arcs,  puisque   V . W  est non vide,

V ? W  est connexe par arcs.

(2) Les étoiles  V  et W  sont évidemment étoilées, donc simplement 

connexes.
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(3) V . W  comporte deux composantes connexes (par arcs). qui sont

toutes deux simplement connexes.

On prie le lecteur de noter que le reste de la démonstration est, grâce au

théorème précédent,  de nature strictement algébrique.

D’après la proposition 1.14 , le fait (1)  entraîne qu’il est licite

d’employer la notation  !
0 
'
( V ? W )

* .

D’après les propositions 1.18 et 1.17,
a
le fait (2)  entraîne que les  grou-

poïdes
a
!
..

1
(V)  et  !

..
1
(W)  sont banals, c'est à dire respectivement iso-

morphes à  V × V  et à  W × W.
a

L’exemple 2 donné dans l’annexe algébri-

que 2 fournit la description de  !
..

1
(V)  * !

..
1
(W).

Rappelons que  !
..

1
(V)  * !

..
1
(W)  s’identifie à l’ensemble qui contient, d’une

part les couples de la forme  (x, x),  x  &  V ? W,
a

qui sont les unités de ce

groupoïde et d’autre part les éléments '
( (x

1
, y

1
), … , (x

p
, y

p
) )*   du grou-

poïde  (V×V) (W×W)  dont les termes appartiennent alternativement à

(V×V) et à  (W × W) et qui ne comportent aucune unité. Insistons sur le

fait que pour tout élément  '( (x
1
, y

1
), … , (x

p
, y

p
) )* de !

..
1
(V) * !

..
1
(W)  avec

p A  2  pour tout indice  i ,  1 1 i 1 p-1,   y
i   

et  x
i+1   

sont des éléments de

V u W  dont l’un est censé appartenir à  V
a
 et l’autre à  W,  mais qui cor-

respondent au même élément de  V . W. 
a

Notons  C
1  

et  C
2
  les deux composantes connexes de  V . W  et choisis-

sons arbitrairement un point  z
1
  de  C

1
  et un point  z

2
  de  C

2
.

Puisque  V ? W  est connexe par arcs, il est licite de considérer  !
0
(V? W)

comme le groupe d’isotropie de  !
..

1
(V ? W)  au point  z

1 
.

D’après le théorème de Van Kampen, on a :  
a

!
..

1
(V ? W)   % !

..
1
(V) * !

..
1

( )W
N[ ]

.

Après avoir remarqué que, d’après l’exemple 1 ci-dessus, on a :

!
..

1
(V . W)   % '

(
C

1 
× C

1
)
*

u   '
(
C

2  
× C

2
)
*
,  

a

il est facile de vérifier que, dans ce cas, la relation d’équivalence engen-

drée par  N  coïncide avec la relation d’équivalence engendrée sur le
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groupoïde  !
..

1
(V)  * !

..
1
(W) 

a
par la relation R   définie sur (V ×V) u (W ×W)

comme suit. 
a

(x
1
,  y

1
)  R   (x

2
,  y

2
)   ‹fi

B

C
D

E
D

Ces deux couples correspondent au mê

me élément de   '
(
C

1 
× C

1
)
*
uuuu '

(
C

2 
× C

2
)
*

Lemme

!
1
'
(
 V ? W,  z

1
)
*
  est isomorphe au sous-groupe  H  du groupe

d’isotropie de  !
..

1
(V)  * !

..
1
(W)  en  z

1
  dont les éléments sont en-

gendrés par les quatre éléments
a
suivants de (V×V)u (W×W) :

'
(
z

1 
,  z

2
)
* v 

;   '
(
z

1 
,  z

2
)
*w 

;   '
(
z

2 
,  z

1
)
* v

 ;   '
(
z

2 
,  z

1
)
*W 

.

De plus  H est isomorphe à  (Z, +).

Remarquons que les éléments de  H  distincts de l’unité  '
(
z

1 
,  z

1
)
*

ne

peuvent prendre que deux formes :  
a

ou bien   '
(
z
1
, z

2
)
* v

'
(
z
2
, z

1
)
*W

'
(
z
1
, z

2
)
* v

'
(
z
2
, z

1
)
*W

….. '
(
z
1
, z

2
)
* v

'
(
z
2
, z

1
)
*W

                                             p  fois   '
(
z
1
, z

2
)
* v

'
(
z
2

, z
1
)
*W

ou bien '
(
z
1
, z

2
)
*W

'
(
z
2
, z

1
)
* V

'
(
z
1
, z

2
)
*W

'
(
z
2
, z

1
)
* V

,….. '
(
z
1
, z

2
)
*W

'
(
z
2
, z

1
)
* V

p  fois  '
(
z
1
, z

2
)
*W

'
(
z
2

, z
1
)
* V

Notons le premier élément  F(p)  et le seeond   F(-p).

On laisse au lecteur le soin de montrer que l’application  F  ainsi défi-

nie est un isomorphisme de groupes de  Z  sur  H.

Un élément de  H  n’est congru qu’à lui-même modulo  [N].

Supposons en effet que deux éléments distincts  F(p)  et  F(q)  de  H

sont congrus modulo  [N].  Leur « quotient »,   F(p) F(q)
-1 

=  F(p-q)  de-

vrait donc appartentr à  [N]  et,  par suite, comprendre des termes

appartenant à  '
(
C

1 
× C

1
)
*
uuuu '

(
C

2 
× C

2
)
*

distinct des unités.

y
 Ceci est

impossible, par définition de  G. 
a
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Tout élément du groupe d’isotropie de  !
..

1
(V)  * !

..
1
(W)  en  z

1
   est

congru à un élément de  H  modulo  [N]. 
a

Soit par exemple   '
(
z
1
, y

2
)
* v

'
(
y

2
, y

3
)
*W

….. '
(
y

p-1
, z

1
)
* U

   un tel élé-

ment. Le  U  du dernier couple désigne  V ou  W  selon que p  est

pair ou impair.

Traitons tout d‘abord les deux premiers couples : '
(
z
1
, y

2
)
* v

'
(
y

2
, y

3
)
*W

.

Deux cas se présentent selon que  y
2
  appartient à  C

1
 ou à  C

2
.

y
2
&C

1
'
(
z
1
, y

2
)
* v

'
(
y

2
, y

3
)
*W

  =   '
(
z
1
, y

2
)
* V  

'
(
y

2
, z

1
)
*W

'
(
z
1
, y

3
)
*W

.

8   '
(
z
1
, y

2
)
* V  

'
(
y

2
, z

1
)
* V

'
(
z
1
, y

3
)
*W

'
( [N] )*

     = '
(
z
1
, y

3
)
*W

y
2
&C

2
'
(
z
1
, y

2
)
* v

'
(
y

2
, y

3
)
*W

   =  '
(
z
1
, z

2
)
* V  

'
(
z
2

, y
2
)
* V

'
(

y
2

, y
3
)
*W

8 '
(
z
1
, z

2
)
* V

'
(
z
2

, y
2
)
*W

'
(

y
2

, y
3
)
*W

'
( [G] )*

     =  '
(
z
1
, z

2
)
* v

'
(
z
2

, y
3
)
*W

On constate que, modulo  [N],  on peu( remplacer le  y
2

 dans

l’élément  '
(
z
1
, y

2
)
* v

'
(
y

2
, y

3
)
*W

….. '
(
y

p-1
, z

1
)
* U

 par  z
1

ou z
2
.  Il est

facile de vérifier qu’il en est de même pour tous les autres  y
i
.

La conclusion dé la démonstration est immédiate.

Exemple  2 .1 .5   (Retour au cercle)

On peut retrouver le résultat 1.24 par une dé-

marche analogue à celle de l’exemple précédent.

On utilise un recouvrement de  S
1
  par deux arcs

ouverts qui se chevauchent, comme dans la figu-

re ci-contre. Ces deux ouverts et leur intersec-

tion ont les mêmes propriétés topologiques que

leurs homologues de l’exemple précédent.

2.2 Le théorème de Van Kampen pour les groupes

Soit  X
a 

un espace topologique muni d’un recouvrement  {V
a
}

a&A
  par

des ouverts connexes par arcs.
a
le théorème 2.1.2  fournit une description
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de  !
..

1
(X)  à l’aide des  !

..
1
'
( V

a

)
* , En théorie, le groupoïde !

..
1
(X)  comporte

toute l’information relative aux divers groupes  !
1
'
(X, x )* ,  x  décrivant  X,

En fait, le lecteur attentif aura remarqué que même dans le cas très sim-

ple de 2.1.4,  le calcul des groupes fondamentaux n’est pas immédiat.

Le théorème de Van Kampen pour les groupes permet, moyennant une

hypothèse supplémentaire à propos du recouvrement, de calculer direc-

tement le groupe fondamental.

Déf in i t i on

Soit  X  un espace topologique.  
a

On appellera recouvrement de Van Kampen au sens large de
a
X un

recouvrement ouvert  {V
a
}

a&A
  de  X  tel que :  

- Pour tout élément  a  de  A,  V
a 

 soit connexe par arcs.

- V
a

a A&
I H @ .

- Pour tout élément  (a, b)  de  A × A,   V
a
. V

b  
 soit connexe par arcs.

On appellera recouvrement de Van Kampen de
a 

X un recouvrement

de Van Kampen au sens large  {V
a
}

a&A
  de  X  qui de plus vérifie :  

- Pour tout élément  (a, b, c)  de  A × A × A,  V
a
. V

b
. V

c
est connexe 

par arcs. 
a

Nota t i ons

Soit  X
a 

un espace topologique muni d’un recouvrement de Van Kampen

au sens large  {V
a
}

a&A
.

On montre facilement que  X  est connexe par arcs.

Par hypothèse, il existe un point  x
0 

 de  X  qui appartient à tous les ou-

verts du recouvrement.
a 

Tous les espaces topologiques que nous utilise-

rons seront connexes par arcs et contiendront  x
0

Il est donc licite de convenir que tous les calculs de groupes fondamen- 
a

taux et de morphismes de groupes se feront en prenant le point  x
0 

 pour

base. 
S
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On utilise les mêmes symboles que dans la section précédente consacrée

aux groupoïdes, Le lecteur est donc invité à la vigilance.

Pour tout élément  a  de  A,  on notera   j
a
  le morphisme de groupes de

!
1 
'
( V

a

)
*   vers  !

1 
'
( X )

*   image par le foncteur de Poincaré en  x
0 

de l’in-

clusion   j
a  

:  V
a

i X.   Rappelons que, pour tout lacet  " de  V
a
,   j

a

transforme la classe  ##"$$  de  "   dans  V
a
  en la classe  #"$  de  "   dans  X.

On notera *a&A

!
1 
'
( V

a

)
*   le produit libre des groupes !

1 
'
( V

a

)
*  et   ,

a

l’inclusion de  !
1 
'
( V

a

)
*   dans  *a&A

!
1 
'
( V

a

)
* ,

On notera  J   le morphisme de groupes de  *a&A

!
1 
'
( V

a

)
*   vers   !

1 
'
( X )

*

induit par la famille  { j
a

}
a&A

.   Rappelons que :  - a & A,    J  ,
a   

=  j
a 

.

Considérons maintenant un couple  (a, b)  d’éléments de  A.  On notera 
a

i
ab

  le morphisme de groupes de  !
1
'
( V

a
. V

b

)
* vers  !

1
'
( V

b

)
* ,  image par

le foncteur de Poincaré en  x
0 

de l’inclusion   i
ab 

:  V
a  
. V

b 
i  V

b
.

Il est facile de vérifier que   j
b

i
ab

et j
a

i
ba

sont tous deux égaux à l’ima-

ge par le foncteur de Poincaré en  x
0

de l’inclusion  V
a
. V

b
i  X et

donc que, pour tout élément  #"$  de  !
1
'
( V

a
. V

b

)
* , ,

a
i

ba
(#"$) •,

b
i

ab
(#"$

-1
)

appartient au noyau de   J .

Propos i t i on  2 .2 .1

Soit  X
a 

un espace topologique muni d’un recouvrement de Van

Kampen au sens large  {V
a

}
a&A

.

Alors, avec les notations introduites ci-dessus,  J   est surjectif.

Soit  #"$ un élément de  !
1 
'
( X )

* .

En utilisant le même procédé topologique que
a
dans la proposition 1.19

on décompose le lacet  "  en une succession  "  =   /
0
 •  /

2
 • ... •  /

p
de

chemins de  X   tels que, pour tout  i,  1 1 i 1 p,  le chemin  /
i 
  soit con-
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tenu dans un  V
a(i)

.

Pour tout  i,  1 1 i 1 p, soit  x
i  

 la fin de  /
i  

 (et le début de  /
i+1

).   Tous

les  V
a  
. V

b  
 étant par hypothèse connexes par arcs,  il existe, pour

tout  i,  1 1 i 1 p-1,  un chemin  ;
i 
 de  V

a(i)  
. V

a((+1) 
 qui relie  x

i
  à  x

0
.

Dans la décomposition    /
0
 •  /

2
 • ... •  /

p
de  ",  on peut alors intercaler

 ;
i
• ;

i

-1
 entre  /

(
  et  /

(+1
.    Si bien qu’en posant :   µ

0
  : =   /

0
• ;

0
,

 µ
p
   :=   ;

p-1

-1
• /

p
et pour  2 1 i 1 p-1,   µ

i
    :=   ;

i-1

-1
• /

i
• ;

: 
,  on obtient

un lacet  µ = µ
0
• µ

2
• ... • µ

p
formé de la succession des lacets '

(
µ
i
)
*11 i1p

dont chacun est contenu dans  V
a(i)

   et tel que :  #"$  =  #µ$.

On voit alors facilement que   #µ$  =   J  
'
( ##µ1

$$  2  ##µ
2
$$  2 ... 2  ##µ

p
$$ )* ,  ce

qui achève la démonstration.  
a

Dans l’exemple ci-contre,  on a

évoqué le cas de trois ouverts du

plan que l’on a dessiné en blanc.

Les chemins intercalaires  '
(
;

i
)
*

sont au nombre de deux et sont

dessinés en lignes droites. On a

doublé ces dernières pour rappeler que les chemins qu’elles représentent

sont parcourus dans les deux sens.

Considérons le sous-ensemble  N  de  *a&A

!
1 
'
( V

a

)
*  défini par :

N  :=  {,a
i

ba
(#"$) •,

b
i

ab
(#"$-1)   3  (a, b) & A × A,    #"$ & !

1
'
( V

a
. V

b

)
*} .

On a remarqué, en introduisant les notations,  que  N  est contenu dans

le noyau de  J .

Propos i t ion  2 .2 .2   (théorème de Van Kampen)

Soit  X
a 

un espace topologique muni d’un recou-

vrement de Van Kampen au sens strict  {V
a
}

a&A
.

Alors le noyau de  J  coïncide avec le sous-groupe

distingué de *a&A

!
1 
'
( V

a

)
*   engendré par  N.
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Notons  [N]  le sous-groupe distingué de *a&A

!
1 
'
( V

a

)
*   engendré par  N.

On sait déjà que :  [N]  4  Ker J .    On va montrer que :  Ker
[N]

J   =  0.

Donnons-nous un élément  5  = ##µ
1
$$ 2 ##µ

2
$$ 2 ... 2 ##µ

p
$$ du noyau de  J .

La donnée de   5  équivaut à celle d’un lacet  µ = µ
0
• µ

2
•... • µ

p
  formé de

la succession des lacets  '
(
µ

i
)
*1 1 i 1 p

dont chacun est contenu dans un

certain  V
a(i)

  ;  de plus :    #µ$  =  #µ
1
$  •  #µ

2
$  • ... •  #µ

p
$  =  #6$.

Soit donc  7  :  I × I f
a
X  une application qui met en relation  µ  avec

le lacet constant  6  : t  d x
0 

.

L’idée de la démonstration est de construire, à partir de 7,  une suite

'
(5

j )
*
1 1 j1 q

  d’éléments de  *a&A

!
1 
'
( V

a

)
*    telle que :

5
1  

8 5  ( [N] )  ;   5
q 

 =   6

et : - j, 1 1 j 1 q-1,  5
j+1

8 5
j 
 ( [N] )

(1)

Première étape

La première étape consiste à décomposer  7,
a
considérée comme un che-

min de l’espace topologique des lacets de  X  d’extrémité  x
0
,  en une suc-

cession de tels chemins dont les bornes consécutives (qui sont, rappe-
 a

lons-le, des lacets de  X)  ne différent entre elles que par une déforma- 
a

tion dans l’un des  V
a 

.

Par une construction topologique
a
analogue à celle utilisée dans la propo-

sition 1.19, on exhibe deux subdivisions  0  =  s
0
  <  s

1
 < … <  s

m
= 1

et   0  =  t
0
  <  t

1
 < … <  t

n   
= 1  de l’intervalle   I  telles que l’image par  7

du rectangle  R
jk

  :=   s s
j j9[ ]1

, × t t
k k9[ ]1

,   soit contenue dans un cer-

tain  V
b(j, k)

.     Quitte à la raffiner, on peut de plus supposer que la sub-

division  '
(
s

j
)
*1 1 j1 m

est plus fine que celle qui sert à décomposer  µ  en

µ
0
• µ

2
•... • µ

p
,   Autrement dit : on peut identifier la restriction de  µ  à un

intervalle  s s
j j9[ ]1

,   avec la restriction d’un certain  µ
i 
 à ce même inter-

valle. On a ainsi obtenu un « découpage » du pavé  I × I 
a
suivant les rec-

tangles  R
jk

.   Dans la figure, on a représenté le cas où  m = 5  et  n = 4.
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L’idée est de choisir pour étapes successives de la décomposition de  7 

les lacets formés de la composition de  7  et des différentes successions

des côtés  (verticaux ou horizontaux) consécutifs des rectangles  R
jk

. 
a

0 = s
0

s
1

s
2

s
3

s
4

s
5 

= 1

t
1

t
2

t
3

1 = t
4

R
11

R
12

R
42

R
43

R
43

On en a représenté deux en

pointillés dans la figure 1 ci-

contre.

Pour des raisons qui apparai-

tront bientôt, on tire parti de

la continuité de  7  pour défor-

mer légèrement le découpage

précédent en déplaçant les côtés verti- 
a

caux de certains des rectangles  R
jk  

 de

telle sorte que : 
a

a)   Un point de  I × I  soit contenu 
Q

     dans au plus trois  R
jk

  ;

b)  Chacun des  R
jk  

 soit contenu dans

7
-1

'
(
V

b(j, k)
)
*
.

R
11

R
12

R
42

R
43

La figure 2 ci-dessus à droite illustre une déformation de ce genre appli-

quée au cas évoqué précédemment.

Précisons l’expression « certains des rectangles » utilisée plus haut.
a
On

laisse inchangés les rectangles de la rangée horizontale du bas,
a
c'est à

dire les  {R
1k

; 1 1 k 1 m}, puis on déforme les rectangles intérieurs des

rangées paires. 
a

Soit, pour tout couple d’indices  (j, k) différents de zéro,
a
;

jk   
le lacet de

X  qui résulte de la composition de 
a
7  avec le chemin de  I × I  de source

(0, t
j
)  et de but  (1, t

j-1
)  qui emprunte successivement les côtés hori-

zontaux supérieurs des rectangles  R
j1

,  R
j2

 .…, R
jk

,  puis le côté vertical

droit de ce dernier rectangle puis les côtés horizontaux inférieurs des 
a

rectangles  R
j k+1

,.…, R
j m

.

Soit encore  ;
j0 

la composition de 
a
7  avec le chemin de  I × I  de source
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(0, t
j
)  et de but  (1, t

j-1
)  qui emprunte successivement le côté vertical

gauche de  R
j1 

 puis les côtés horizontaux inférieurs des rectangles

R
11

R
12

R
42

R
43

;
43

;
42

;
20

;
15

R
j1

,.…, R
j m

.

La figure 3 ci-contre illustre ces

définitions lorsqu’on les applique

au cas évoqué précédemment.

Pour chaque couple d’indices

(j, k), 1 1 j 1 n, 0 1 k 1 m,  il est

facile de vérifier que le lacet ;
jk

se décompose en une succession  /
1

jk
• /

2

jk
• …. • /

m

jk

+1
  de m+1 che-

mins dont la description détaillée suit : 

1 1 :  1 k /
i

jk
  est le composé de  7  et du côté horizontal supérieur

du rectangle  R
ji 

.

(1 1 k = i-1) /
k

jk

+1
 est le composé de  7  et du côté vertical droit du rec-

tangle  R
jk 

.

k+2 1 :  1 m+1 /
i

jk
  est le composé de  7  et du côté horizontal inférieur

du rectangle  R
j i-1

.

(0 = k = i-1) /
1

0j
 est le composé de  7  et du côté vertical gauche du 

rectangle  R
j1

.

Seconde étape

Pour tout couple d’indices  (j, k),  1 1 j1 n, 0 1 k 1 m,   on va associer un

élément  5
jk 

 de  *a&A

!
1 
'
( V

a

)
*  à chaque  ;

jk
.

Pour ce faire,
a
on commence par dresser la liste de tous les sommets des

rectangles R
jk
.  On appellera ces points des « sommets ».  Grâce à la lé-

gère déformation que nous avons fait subir aux rectangles R
jk
, chacun

de ces points est le sommet d’au plus trois rectangles. L’image d’un som-

met par 7  appartient donc à l’intersection des trois ouverts du recou-

vrement qui correspondent à ces trois rectangles.

Le recouvrement étant un recouvrement de Van Kampen, on peut asso-

cier à chacun de ces sommets un chemin qui a pour source son image
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par  7,  qui a pour but  x
0 

  et qui est contenu dans l’intersection des

trois ouverts du recouvrement qu’on lui a associé un peu plus tôt.

Pour abréger on appellera par la suite ce chemin le « raccord » associé

au sommet.
et »

Si l’image d’un sommet par  7  est  x
0 

,  (comme, par

exemple, pour certains des sommets du bas du pavé) 
a
on lui associe le

lacet cons-tant pour  raccord. 
a

Pour tout triplet d’indices  (i,  j, k) ,  1 1 i 1 m+1,  1 1 j1 n, 0 1 k 1 m
a

 soit

a(i, j, k)  l’élément de  <  tel que  V
a(i, j, k) 

  contienne le rectangle qui figu-

re dans la définition de  /
i

jk
.

En encadrant  /
i

jk
  avec l’inverse du raccord associé à sa source et le 

a

raccord associé à son but, ces deux derniers chemins étant contenus 
a

dans  V
a(i, j, k)

,   on obtient un lacet  µ
i

jk
 de  V

a(i, j, k)  
 représentant

l’élément  ##µ
i

jk $$  de   !
1 
'
( V

a(i, j, k)

)
*

On pose ensuite : 5
jk

  :=  ##µ
1

jk $$ 2 ##µ
2

jk $$ 2.,.2 ##µ
m

jk

+1
$$

On a ainsi obtenu une suite  '(5
h )
*
1 1 h 1 (m+1)n

d’éléments de  *a&A

!
1 
'
( V

a

)
* .

On a utilisé le dénombrement 
a
(j, k)  d  (m+1)( j-1) + k+1. 

a

I l nous faut maintenant montrer les relations (1).
a

Compte tenu des diverses hypothèses et définitions,
a
il est facile de véri-

fier que les lacets qui composent  5
10

a
 peuvent être regroupés par pa-

quets de façon à redonner   5  = ##µ
1
$$ 2 ##µ

2
$$ 2 ... 2 ##µ

p
$$.  Il est tout aussi

aisé de voir que :  5
nm

 =  #6$.

Il nous reste à montrer que :    - h, 1 1 h 1 q-1,  5
h+1

8 5
h 

 ( [N] )

Il nous faut traiter deux cas :   (i) - j, 1 1 j 1 n-1,   5
jm

8 5
(j+1)0 

( [N] )  
a

et  (ii)  - (j, k), 1 1 j 1 n, 0 1 k 1 m-1, 5
jk

8 5
j(k+1) 

( [N] )   (voir figure 3) 
a

Traitons d’abord le second cas.  Soit un couple d’indices  (j, k), 1 1 j 1 n,

0 1 k 1 m-1.   Ainsi que l’on peut le voir sur la figure 3,   5
jk

  e(  5
j(k+1) 

 ne

diffèrent que par les lacets associés aux côtés du rectangle  R
j(k+1)

.
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Posons   b :=  a (j, k)  et  c  := a (j, k+1).  Considérons le lacet  µ
k

jk

+1
  qui,

rappelons-le, est obtenu en

encadrant le chemin   /
k

jk

+1

avec les deux raccords as-

sociés à ses bornes.

Par construction,  µ
k

jk

+1
 est

un lacet de  V
b
. V

c

a

 tandis

R
jk

R
j(k+1)

/
k

jk

+1
/

k

j k

+

+

2

1( )

/
k

jk

+2

/
k

j k

+

+

1

1( )

que par définition, la classe de µ
k

jk

+1
   qui figure dans  5

jk
 est un élément

de !
1
'
( V

b

)
* .    Notons  ##µ

k

jk

+1
$$

b 
  cette dernière et  ##µ

k

jk

+1
$$

c 
 la classe de

µ
k

jk

+1
 dans !

1
'
( V

c

)
* .

Soit enfin  5̃ jk
  l’élément de  *a&A

!
1 
'
( V

a

)
*  obtenu en remplaçant

##µ
k

jk

+1
$$

b 
 par  ##µ

k

jk

+1
$$

c   
dans   5

jk
.

Il est facile de vérifier que :  5
jk 

 8 5̃ jk
  ( [N] ).

Il est tout aussi aisé de voir qu’il existe deux éléments  =
a
et  >  du grou-

pe  *a&A

!
1 
'
( V

a

)
*   tels que, en notant respectivement  I

0 
 et  I

2 
 les rac-

cords associes aux sommets supérieur gauche et inférieur
a
droit du rec-

tangle  R
j(k+1) 

,   on ait les égalités suivantes :

5̃ jk
    =       = 2  I

0

-1
2  ##/

k

jk

+1
$$

c
  2 ##/

k

jk

+2
$$

c
  2   I

2 
2 >

  5
j(k+1) 

    =      = 2 I
0

 -1
2  ##/

k

j k

+

+

1

1( )$$
c
  2 ##/

k

j k

+

+

2

1( )$$
c
  2   I

2 
2 >

Le rectangle  R
j(k+1)

  étant simplement connexe et l’application  7 étant

continue,  on a :  ##/
k

jk

+1
$$

c
  2 ##/

k

jk

+2
$$

c 
   =    ##/

k

j k

+

+

1

1( )$$
c
  2 ##/

k

j k

+

+

2

1( )$$
c
 . 

D’où :   5̃ jk
  =   5

j(k+1)
  et finalement :   5

jk 
 8   5

j(k+1) 
( [N] ).  

a

Traitons le premier cas : - j, 1 1 j 1 n-1,   5
jm

8 5
(j+1)0 

( [N] ).  
a

Les sommets inférieurs des rectangles  R
j ) 

,  R
j 2 

, … , R
jm 

  et les som-

mets supérieurs des rectangles  R
(j+1) ) 

,  R
(j+1) 2 

, … , R
(j+1)m  

forment une

subdivision de la ligne horizontale  t  =  t
j 
  de  I × I.  (voir figure 3)  On

peut alors décomposer 5
jm

  et   5
(j+1)0 

 suivant cette subdivision. On ob-
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tient ainsi deux éléments de   *a&A

!
1 
'
( V

a

)
*   qui sont composés des clas-

ses des mêmes lacets. 
a
Ils ne diffèrent que parce que les classes ne sont

pas calculées dans les mêmes voisinages. Ils sont donc équivalents mo-

dulo [N].

On notera que l’hypothèse selon laquelle  {V
a

}
a&A

. 
a
est un recouvre-

ment de Van
a
Kampen au sens strict sert à choisir les raccords de façon

à pouvoir associer à chaque côté commun à deux  des rectangles  R
ij 

  un

lacet qui soit contenu
a
dans l’intersection des membres du recouvrement

associés à ces rectangles. 
a

Le lecteur est invité à comparer cette démonstration avec celle de 2.1.2.

2.3 Applications du théorème de Van Kampen

Exemple  du  débu t  2 .3 .1

Considérons l’espace topologique  X  constitué par le plan  R
2

privé de deux points que nous appellerons « les trous de  X ».

Alors :  !
1 

(X)  %  Z* Z. 
a

V
1

V
2

trou

Décomposons  X 
a
en deux ouverts

V
1
 et  V

2
   comme le montre la fi-

gure ci-contre.
a 

Comme ces derniers

sont homéomorphes à  R
2

0 0\ ,( ){ },

Il vient, d’après la proposition 1.26,     !
1
'
(

V
1
)
*

%   !
1
'
(
V

2
)
*

%   Z. ;

Il est facile de vérifier que  {V
1
, V

2}  constitue un recovrement de Van

Kampen au sens la rge de  X.  Puisqu’il est réduit à deux éléments, il est

clair que c‘est aussi un recovrement de Van Kampen au sens strict.

D’autre part, comme on le voit sur la figure,  V
1
. V

2
  est simplement 

a

connexe.  Dans ce cas, on a donc :   N  =  {0} ;  d’après le théorème pré-

cédent,    !
1 

(X)   %   !
1
'
(

V
1
)
* * !

1
'
(
V

2
)
*

%   Z* Z.
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Cont re -exemp le  2 .3 .2

Soit  X  l’ouvert de  R
3
 constiitué du demi-espace  {(x, y, z) ; z> 0}

privé du demi-cercle  C  :=  {(0, y, z) :  y
2 

+ z
2 

= 1 }.

Soit  Y  l’ouvert de  X  défini par ;   Y  =  {(x, y, z) & X ;  z< 1

2 }.

Soit  ,   :   !
0
 (Y)  f  !

0
 (X)

a
 l’image de l’inclusion  Y i X

par le foncteur de Poincaré.  
a

Alors : !
0
 (X) %   Z !

0
 (Y)  %   Z * Z ;

,  :  (i, j) d   i – j

a)  Calcul de  !
0
 (X).

Notons  X
1

l’ouvert de  R
3
 constiitué du demi-espace  {(x, y, z) ; z> 0}

privé de la droite   {(0, y, 1) :  y & R } .

 y

 z

 (y, z)

f (y, z)

Soit l‘application  f  de R × R
+
*  vers lui-

même définie par :

f (y, z)  = y z
y
z

y z
2 2 2 2
+ +'

(
)
*

ctg ,

Ou, si l’on préfère, étant  donné un point  M

de 
a

R × R
+
* ,  on définit  f(M)  comme

l’intersection de la droite paralléle à l’axe des

« z » et tangente au cercle centré en O  qui

contient  M   et de la droite qui passe par  O  et par  M.  Il est facile de voir

qu’une construction géométrique « réciproque » permet de définir l’in-

verse de  f. Puisque  f  et son inverse sont le fruit de rconstructions  « à

la règle et au compas », elles sont toutes deux continues.  
a
1

R 
× f  induit

donc un homéomorphisme de  X  sur  X
1
.

D’après la proposition 1.22,   !
0
 (X) % !

0
 (X

1
).

X
1 

 est homéomorphe à  R × '
( R × R

+
*   \ (0, 1) )* .  Donc, d’après les

propositions 1.23 et 1.26 ,    !
0
 (X) % !

0
 (X

1
) %   Z.

b)  Calcul de  !
0
 (Y).

Rebaptisons  Z  l’espace topologique constitué par le plan  R
2
  privé de

deux points que nous acons évoqué à la proposition précédente.
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Il est facile de vérifier que  Y  est homéomorphe à   Z ×  0
1

2
,] [ .  Donc,

d’après les propositions 1.22, 1.23  et la proposition précédente, on a :

!
0
 (Y)  %  Z * Z.  

a

c)  Calcul de  ,.

Soient  P  le plan   {z  =  1

4
.},  le point M

0 
'
( 0, 0. 1

4

)
*   et  M

1  
et  M

2
  les

éléments de  P . C  dans l’ordre des ordonnées croissantes. 
a

Soient les éléments  #"$
Y

et #µ$
Y
  de  !

0
(Y)  =  !

0
(Y, M

0
)  qui correspondent

respectivement aux éléments  (1, 0) et (0, -1)  de  Z* Z 
a

L’un des repré-

sentants de  #"$
Y
  est un lacet  "  d’extrémité   M

0
, qui décrit une seule

fois le périmètre d’un cercle situé dans le 
a

plan  P,  de centre  M 
1
  et qui passe par  M

0

et ce, dans le sens direct. 
a
 De même l’un

des représentants de  #µ$
Y
  est un lacet  µ,

d’extrémité  M
0a

qui décrit une seule fois le

périmètre d’un cercle situé dans le plan 
a
P,

de centre  M 
2
   et qui passe par  M

0
   et ce,

dans le sens inverse. Dans la figure ci-dessus on peut voir  "  et  µ  en

bleu respectivement en haut, à gauche et en bas, à droite.

Comme on a cherché à le suggérer dans la figure, les deux cercles bleus

horizontaux qui sont de sens opposés se transfornent l'un en l'autre en

pivotant autour de  M
0
  tout en suivant  C. 

a

On en déduit que  "  et  µ

ont la même classe dans  !
0
(X, M

0
), Puisque  #"$

X
correspond à l’élément

1  de  Z,  on a :  , (0, -1)  =  , (1, 0)   =  1.

Le résultat provient alors du fait que  ,  est un morphisme de groupes.

Exemple   2 .3 .3

Notons C  le cerole horizontal de rayon  1  contenu dans  R
3  

et

centré à l’origine.    Alors   !
1 
'
( R

3
 \ C )

* % Z.

Soient  a, 0 < a < 1
a
 et  C

1 
 et  C

2
  les ouverts de  C  représentés ci-contre.
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Posons :

U
1

= R × ]-a,+J [×R,

U
2 

 =  R × ]-J, a [ × R,

V
1  

 =   U
1 

 \  C
1 

  et

V
2  

 =   U
2 

 \  C
2 

.

Il est facile de vérifier

que  V
1
,  V

2
  et leur intersection sont tous trois connexes par arcs. 

a
V

1

et  V
2
   sont donc les membres d’un recouvrement de Van

a
Kampen au

sens strict de  R
3
 \ C.

a)  Calcul de  !
1 

(V
1
)  et de  !

1 
(V

2
) .

Comme on tente de le figurer ci–contre,   V
1 

 est un mem

bre d’une partition de  R × ]-a,+J [,
a
 Par une construction analogue à

celle du a) de la proposition précédente, on peut donc montrer que  V
1

est homéomorphe à   R × '
( ]-a,1 [?]1,+J [ )* ×  R.    D’après les pro-

positions 1.23 et 1.26 , !
0
 (V

1
) %   Z.

On montrerait d’une façon analogue que :   !
0
 (V

2
) %   Z.

b)  Calcul de   !
0
 (V

1 
. V

2
)   et de  N.

Connme au b) de la proposition précédente,
a
il est facile de vérifier que

V
1
. V

2
est homéomorphe à   Z × ]-a, = [, d’où : !

0
(V

1
. V

2
) % Z* Z .

De façon analogue au c) de la proposition précédente, on montre que les

morphismes   ,
1

:
a
!
0
(V

1
.V

2
) f !

0
(V

1
) et ,

2
:
a
!
0
(V

1
.V

2
) f !

0
(V

2
)

correspondent tous deux au morphisme { Z* Z  f Z
   i * j    d  i  -  j

Il est donc facile de vérifier que  N  correspond à  {i * -i :  i & Z},

c) Conclusion

Un simple calcul algébrique montre que :    Z* Z 
N[ ] % Z.

D’après  2.2.2 ,    !
1 
'
( R

3
 \ C )

* % Z.
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3. Déformations et homotopies

3.0  Exemple concret

Nous avons tous assisté à ce numéro de cirque dans lequel l’artiste tire

de ses poches des ballons multicolores, les gonfle et les tord dans le but

de les assembler en poupées qu’il lance ensuite aux enfants du public.

Aux yeux du mathématicien, chacun de ces ballons peut être modélisé

par un sous-espace topologique de  R
3
  soumis à un processus continu

de déformations tant en terme temporel qu’en termes spatiaux.

Notons B
0
  le sous-espace topologique de  R

3
  associé au ballon vide du

début du numéro et  i
0
: B

0
i R

3
son inclusion canonique. On repré-

sente l’état du ballon à l’instant t
!

par l’image d’une application continue

i
t
: B

0
f R

3
. On a ainsi un processus continu en termes spatiaux. 

a

On a ainsi défini une fonction  t  d  i
t
,  de  R  vers l’ensemble des ap-

plications continues de  B
0 

dans R
3
,   noté Top"# B

0
, R

3 $
% .

Puisque le processus a évidemment un début et une fin, cette fonction  
a

t  d  i
t
  est définie sur un intervalle fermé. Quitte à la composer

avec une transformation affine, on peut supposer qu’elle est définie sur

l’intervalle unité  I  = [0, 1].

Pour traduire l’hypothèse selon laquelle le processus est continu en

terme temporel, on suppose que l’application  (t, x)  d  i
t 
(x),  de  I ×

B
0 

 dans  R
3 

 est continue. 
a

En fait, comme on le voit dans l’annexe topologique, la correspondance

exponentielle,  si on munit Top"# B
0
, R

3 $
%  de la topologie compacte-ouver-

te, en notant Top
&'
"
# B

0
, R

3 $
%   l’espace topologique ainsi obtenu, la der-

nière hypothèse revient à dire que l’application  t  d  i
t
,  de  (  sur

Top
&'
"
# B

0
, R

3 $
% ,  est continue.
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3.1 Généralisation

Dans l’exemple précédent, on a introduit le concept de processus continu

de déformations appliqué aux sous-espaces topologiques.

On peut étendre ce concept en l’appliquant aux applications continues.

Définition

Soient  X  et  Y  deux espaces topologiques.

On appelle « processus continu de déformations de  X  dans  Y »  une

application continue de  I ×X  vers  Y.

Soient  f  et  g  deux applications continues de  X  vers  Y.

On dira que  g  est le produit d’un processus continu de déformations

appliqué à  f  si et seulement s’il existe une application continue  ) de

I × X  vers  Y  telle que :  * x+ X ,  )(0, x)  =  f(x)    et  )(1, x)  =  g(x).

Exemples

!

I S

t, t t

1
×

( ) ( )

,
-
./

f R

d

2

0 0 0cos , sin
   est un processus continu de déforma-

tions qui transforme l’application constante  0 d  (0, 0)  de  S
1
 vers

R
2 

en l’inclusion canonique de  S
1
 dans  R

2 
.

! On passe de l’une à l’autre des

deux figures ci-contre par le

processus continu de déforma-

tions qui suit :

)  :     [0, 1] × [0, 21] f R
2

)
t
: [0, 1] f R

2

s    d "
#

- sin "
#
1
1
+ 2t s - 1

2
t $% - sln 1

2
t , cos "#

1
1
+ 2t s - 1

2
t $%

$
%

)
t
: [1, 21] f R

2

s d "
#

- sin "
#
1
1
+ 2t s - 3

2

1 t $% - sln 1
2

t , cos "#
1
1
+ 2t s - 3

2

1 t $%
$
%

Si vous lisez ce cours à l’écran avec Acrobat Reader ©, cliquez sur le

cercle ci-dessus.
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Le cheminement utllisé pour arriver à ce résultat rébarbatif est détaillé

dans AE1.

Proposition 3.1.1

Lorsque  Y  est séparé, un processus continu de déformations de

f  vers  g  n’est rien d’autre qu’un chemin de Top
KO

"
# X, Y $

% ,  de

début  f  et de fin  g.  
a

C’est une conséquence immédiate de la correspondance exponentielle

Proposition 3.1.2

Soient  X  et  Y  deux espaces topologiques.  La relation  2  défi-

nie sur Top"# X, Y $
%  par :

f  2  g   ‹fi « g  est le produit d’un processus continu de

déformations appliqué à   f » 

est une relation d’équivalence.

Réflexivité de  2 :  Si  f est un élément de Top"# X, Y $
% ,   il est facile de

voir que l’application
a

(t, x)  d  f(x) met en relation  f avec lui-même.
a

Symétrie de  2 :  Si   f  et  g  sont deux éléments de Top"# X, Y $
%  tels que

g  soit le produit du processus continu de déformations  )  appliqué à   f,

il est facile de vérifier que l’application  (t, x) d ) (1-t, x)  est un pro-

cessus continu de déformations qui transforme  g  en f .

Transitivité de  2 :  Si  f
3
,  f

2
  et f

3
 sont trois éléments de Top"# X, Y $

%  tels

que  f
3
  et  f

2
  soient en relation par l’application  )

1
de I × X  dans  Y  et

que   f
2
  et f

3
  soient en relation par l’application  )

2
de I × X  dans  Y,  il

est facile de vérifier que l’application  )  définie par :  
a

* (t, x)  +  0 1
2

,[ ]× X .   )(t, x)  = )
1
(2t, x)

* (t, x)  +  1
2

1,[ ]× X .   )(t, x)  = )
2
(2t-1, x)

est un processus continu de déformations qui transforme  f
1

en f
3
 .
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Changement de terminologie

On a introduit le terme de « processus continu de déformations » parce

qu’il semble décrire l’intuition de laquelle l’on est parti.

A la lumière du résultat précédent les premiers mathématiciens qui se

sont penchés sur ce sujet ont préféré le terme d’homotopie.

Soient  X  et  Y  deux espaces topologiques et  f  et g  deux applications

continues de  X  vers  Y.

Une homotopie de  f  vers  g  est donc une application continue  ) de

I × X  vers  Y  telle que :  * x+ X ,  )(0, x)  =  f(x)    et  )(1, x)  =  g(x).

On dira que  f  et  g  sont homotopes s’il existe une homotopie de  f

vers  g  (ou, ce qui revient au même, de  g  vers  f).

On a déjà rencontré deux cas particuliers d’homotopie au chapitre 1 :

ce sont les équivalences entre les lacets ou entre les chemins.

Remarque sur la terminologie

Le terme  « homotopie »  qui signifie à peu près « ressemblance de lieu »

peut très bien ne pas paraître suffisamment parlant au lecteur.  Il est

néanmoins consacré par l’usage : c’est la seule raison pour laquelle nous

l’utiliserons.

Classes d’homotopie

D’après la proposition précédente, si  f  est une application continue

de  X  vers  Y,  on peut définir sa classe d’homotopie.

On notera cette dernière  4f 4.

Poposition  3.1.3

Une homotopie entre deux éléments  f  et  g  de  Top (X, Y)

n’est autre qu‘un chemln de  Y
X 

  de début  f  et de fin g,-

C’est une conséquence de la correspondance exponentielle. (A2.1.1)
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3.2 La catégorie des classes d’homotopie

La structure de la catégorie des applications continues (composition des

applications) induit sur l’ensemble des classes d’homotopie une structure

de catégorie.

Proposition 3.2.1

Soient  X, Y  et  Z  trois espaces topologiques,

f  et  g  deux applications continues de  X  vers  Y

r  et  s  deux applications continues de  Y  vers  Z

Alors :  4f 4  =   4g 4 et   4r 4 =  4s 4 ›fi 4r o  f 4 =  4s o  g 4

Soient  5 une homotopie de  f  vers  g  et ) une homotopie de  r  vers  s.

On définit alors  6 :  I × X f  Z par :   6 (t, x)   =   ) (t, 5 (t, x)).

Il est facile de vérifier que  6 est une homotopie de  r o  f vers s o  g.

Remarquons que lorsque  X  et Y  sont slc,  5 est analogue à un chemin

de  f  vers  g,   ),  à un chemin de  r  vers  s,  et  6  au chemin obtenu en

composant point à point  )  et  5.

Définition

La proposition précédente permet de définir la composée  4r 4 o  4 f 4 des

classes d’homotopie  4f 4 et  4r 4 comme la classe d’homotopie 4r o  f 4.

Il est facile de vérifier que cette loi de composition munit l’ensemble des

classes d’homotopie d’une structure de catégorie que l’on notera

Htop.
a)

Il est aussi aisé de montrer que la surjection canonique | | : f d 4f4

de Top sur Htop
a

est un foncteur.

Les objets de Htop sont donc les espaces topologiques et ses flèches

sont les classes d’homotopie, a$

Les types d’homotopie

On dira que deux espaces topologiques  X  et  Y  ont le même type  a

d’homotopie lorsqu’ils sont isomorphes dans Htop  c'est à dire lorsqu’il

existe une application continue af  de  X  vers  Y  dont la classe

d’homotopie 4f 4 soit inversible dans  Htop.
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Lemme 3.2.2

Tout espace topologique  X  a le même type d’homotopie 
a

que le cylindre unité de base  X, I × X.  
a

Plus précisément, les classes d’homotopie des applications
a

7
X  

:  (t, x)  d x   et    )
0
 :  x d (0, x)    sont inverses

l’une de l’autre dans Htop.

Tout d’abord, on a évidemment :  7
X  

o  )
0

 = 1
X 

.

Reste à vérifier   4)
0 

o  7
X
 4  =  43

I × X 
4. Soit  h :  

I I X I X

s t x st x

× × ×

( ) ( )
,
-
.

f

d, , ,
.

Il est facile de vérifier que  h  est une homotopie de  )
0 

o  7
X 

vers  3
I×X

.

Proposition 3.2.3

Si  f  et  g  sont deux applications continues  de  X  vers  Y,

la donnée d’une homotopie  8  de  f  vers  g  entraine la

donnée d’une conjugaison   u
8 

  de  1
..

1
f   vers   1

..
1
g . 

a

Soit, pour tout point  x  de  X,   u
8 

(x)  :=  98
x
: . 

a

Puisque 8
x 

: t  d  8 (t, x)  est un chemin de  Y  de source   f (x )  et

de but  g (x),   u
8 

(x)  est une flèche de   1
..

1
Y  de   f (x )  vers  g (x).

Il faut montrer que,  pour toute flèche  9;:  de  1
..

1
X  de source  y  et de 

but  z,    1
..

1
g . 9;:    =   "# u

8 
(z)$%

-1 "
# 1

..
1
f . 9;: $%

"
# u

8 
(y)$%

Soit donc  ;  un chemin de  X  de source  x  et de  but  y,

7
z

X

;

i
0

o ;

i
1

o ;

7
y

Posons :

i
0
 :

X I X

x x

f

d

×

( )
,
-
. 0,

i
1
 :

X I X

x x

f

d

×

( )
,
-
. 1,

7
x 

: 
I I X

t t x

f

d

×

( )
,
-
. ,

Les chemins   7
z

----

  •  ( i
0

o ;)  • 7
y 

et   i
1

o ;  sont mis en relation par

<  :
I I X I X

s t x st i t st
z s y

× × ×

( )( ) ( )� ()( )� ( )

,
-
/

./
=

f

d, , 7 ; 7
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On a donc :   (1)   97
z

----
  •  ( i

0
o ;)  • 7

y 
: =   9 i

1
o ;:

D’autre part, on a :  8o 7
y

= 8
y
, 8o 7

z
= 8

z
, 8o i

0
= f, 8o i

1
= g.

En appliquant  1
..

1
8   à l’égalité (1) ci-dessus, on obtient :

1
..

1
g . 9;:    =   "# u

8 
(z) $%

-1 "
#
1
..

1
f . 9;: $%

"
# u

8 
(y) $% .

3.3 Espaces contractiles

L’espace topologique non vide le plus simple que l’on connaisse est le sin-

gleton  (i.e. : espace topologique réduit à un point). Pour étudier l’homoto-

pie, il semble naturel de rechercher les espaces topologiques qui ont le

même type d’homotopie qu’un singleton.

Un singleton étant un objet terminal dans  Top,  (voir Annexe)
^
il est facile

de vérifier, en utilisant le foncteur surjectif  | |   que c’est aussi un objet 
a

terminal dans  Htop.  
a

Un espace topologique qui a le même type d’homotopie qu’un singleton 
a

sera donc aussi un objet terminal dans  Htop.

Notation

Soient  X  et  Y  deux espaces topologiques et  x  l’un des points de  X.

On notera  Y>x   l’application constante de  Y  vers  X  de valeur  x.

Proposition 3.3.1

Soit un espace topologique  X.

Les trois assertions suivantes sont équivalentes.

(i) X  contient un point  x  tel que l’application   

X>x   soit homotope à l’identité de  X.

(ii) X  est un objet terminal dans  Htop.

(iii) X
a
a le même type d’homotopie qu’un singleton.

(i) ›fi (ii)  Soit  x  le point de  X  tel que  X>x  soit homotope à l’iden-

tité de  X  et soit  Y  un autre espace topologique,  Y>x  est évidemment

une flèche de  Top.   Soit alors  f : Y  f X  une autre flèche de  Top . 
a
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On a :   X>x  f   =  Y>x      et   4f 4  = 41
X   

f 4   = 41
X(
4   4f 4 .

D’après (i),   41
X
4 = 4X>x 4. D’où :   4f 4 = 4X>x 4 4f 4 = 4X>x f 4 = 4Y>x 4

(ii) ›fi (i)   (i) n’est qu’une conséquence immédiate de (ii).

(iii) ‹fi (ii)   C’est purement catégorique ;  voir  l’annexe algébrique.

Espaces contractiles

Un espace topologique qui vérifie les assertions de la proposition précé-

dente est dit contractile.

Remarque

La condition (i) est celle qui sert le plus souvent à déterminer si un espa-

ce est contractile ou non.  C’est la plus intuitive des trois et la première à

avoir été utilisée.

Exemples

Rappelons que l’on dit qu’une partie  A  de  R
n 

  (ou, plus généralement 
a

d’un espace vectoriel topologique  E)  est étoilée en un de ses points  x
0

si, pour tout point  x  de   A,  le segment   x x,
0[ ] = {x

0
+ t (x - x

0
) : t+ ( }

est contenu dans  A.

Tout sous-espace étoilé d’un espace vectoriel topologique

est contractile.

Si  A  est un sous-espace étoilé en 
a
x

0
,   

I A A

t x x t x x

×

( ) + =( )
,
-
.

f

d,
0 0

est une homotopie de  A>x
0 

vers l’identité de  A.

Corollaire 3.3.2

Tout espace topologique contractile est simplement connexe.

Soit  X
a
 un espace topologique contractile.  On a donc :  

X
1

XX
=

X
X>x

0X
.

Il est aisé de voir que :  1
..

1
1

X
= 11

..
1X  et que :  1

..
1
(X>x

0
) = 1

..
1
X> 9?(x

0
):.

D’après 3.2.3,  il existe une application  u   de  X  vers  1
..

1
X   telle que :
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* 9;: + 1
..

1
X, 9;: :  x f y 

9;:   =   "# u  (x)$%
-1

9?(x
0
): "# u (y)$%    =    "# u  (x)$%

-1 "
# u (y)$%

L’application  (x, y) d 
"
# u  (x)$%

-1 "
# u (y)$%   est donc un isomor-

phisme du groupoïde banal  X × X  vers  1
..

1
X.

3.4 Homotopies invariantes sur des sous-espaces

Définition

Soient  X  et  Y  deux espaces topologiques,  A  un sous-espace de  X  et

f  et g  deux applications continues de  X  vers Y  qui coïncident sur  A.

Une homotopie invariante sur  A de  f   vers  g   est une homotopie  8

de  f  vers  g   telle que :  * t + I,   8
t A A A

f g= =

Deux applications continues  r  et  s  de  X  vers Y seront dites

A–homotopes si et seulement si :

- r  et  s  coïncident sur  A.     Autrement dit :  r s
A A

=

- Il existe une homotopie invariante sur  A  de  r  vers  s.  
a

Les catégories TTTToooopppp
2

et HHHH ttttoooopppp
2

Soit  Top
2

la catégorie dont :

- les objets sont les couples  (X, A)  d’espaces topologiques tels que  A 
a

soit un sous-espace de  X ;
a

- les flèches de  (X, A)  vers  (Y, B)  sont les flèches  f  de  Top de source

X  et de but  Y  telles que :  f(A) @ B.

Proposition  3.4.1

La relation  A  définie sur les flèches de  Top
2 

par :  
c

r A s ‹fi

,
-
/

./

r  et  s  ont même source  (X, A)  et même but  (Y, B)

r  et  s  sont  A–homotopes

est une relation d’équivalence.

C‘est une conséquence immédiate de 3.1.2.
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Notations

Si  r  est une flèche de Top
2
,  on notera   4r 4

2
  sa classe d’équivalence

selon  A. 
a 

Dans la pratique courante, toutefois,
a
une même application

continue  peut servir à désigner plusieurs flèches de Top
2
.  Par exem-

ple, soient  f  une application continue de  X  vers
a
,Y  telle que : *

f(A) @ B  et  A’ @ A 
a
.  f  est alors sous-jacente à au moins trois flèches

distinctes de Top
2 

, à savoir les flèches de  (X, A)  vers  (Y, B),  de  (X, A’)

vers  (Y, B)  et de  
a

(X, A)  vers  (Y,  f(A’))  
a

Il sera alors commode de désigner par  
X

f
X A 

  la classe de la flèche de

(X,A) vers (Y,B) et par  
X

f
X A’

  la classe de la flèche de (X,A’) vers (Y,B).

On a alors le pseudo-résultat suivant :

Résultat 3.4.2

Pour tout couple  (f, g)  d’applications continues de X vers Y

et tout couple  (A, A’) de sous-espaces de  X  tel que :   A‘  @  A,

on a : 
X

f
X

-

A 
 =   

X
g
X A 

››››fifififi
X

f
X

-

A’
   =   

X
g
X A’ 

.

 Proposition 3.4.3

Soient  (X, A),  (Y, B)  et  (Z, C) trois objets de Top
2
 ,   

a

p  et  q  deux flèches de Top
2 

 de  (X, A) vers  (Y, B),

r  et  s  deux flèches de Top
2 

 de  (Y, B)  vers  (Z, C).

Alors : 4p 4
2
= 4q 4

2
et 4r 4

2
= 4s 4

2
›fi 4r o p 4

2
= 4s o q 4

2
.

Tout d’abord, on a :  p
A

 =  q
A

et ;   r
B

 =  s
B

 ;

si bien que :  (r o p)
A

=  r
B

o  p
A

=   s
B

o  p
A

  =   (s o q)
A

.

Soient  5 une A-homotopie de  p  vers  q  et ) une B-homotopie de  r

vers  s.  Comme dans 3.2.1 ,  on définit alors  6 :  I × X f  Z par :

6 (t, x)   =   ) (t, 5 (t, x)).   6 est une homotopie de  r o p vers s o q.

De plus :  * t + I,    6
t A

  =   )
t  

o  5
t A

    =   )
t B

o  p
A

    = r
B

o  p
A

.
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Définition

La proposition précédente permet de définir la composée  4p 4
2

o 4r 4
2

des classes  4p 4
2
 et  4r 4

2 
 comme la classe d’homotopie  4p o r 4

2

Il est facile de vérifier que cette loi de composition munit l’ensemble des

classes d’une structure de catégorie que l’on notera Htop
2
.
a)

Il est aisé de montrer que la surjection canonique  | |
2
: pd 4p 4

2
  de

Top
2

sur Htop
2

est un foncteur.

Rappelons que les objets de Htop
2  

sont les objets de Top
2 

 et que ses

flèches sont les classes selon la relation A. 
a

Les espaces topologiques munis d’une origine.

Soit
a
Top

• 
 la plus grande des sous-catégorie de Top

2
dont les objets

sont de la forme  (X, {x}),  x + X. 
a

On appelle Top
• 

la catégorie des espaces topologiques munis d’une

origine.  
a

Rappelons qu’une flèche  f :  (X, x)  f  (Y, y)  de cette catégorie

n’est rien d’autre qu’une application continue de  X  vers  Y  telle que :

f (x)  =  y.

Notation

On note Htop
•  

la sous-catégorie de Htop
2
  image de  Top

•   
par le fonc-

teur  | |
2
.  0n notera  | |

•  
le foncteur de Top

•   
vers Htop

• 
 induit par | |

2
.

Proposition 3.4.4

Soient f  et  g  deux flèches de Top
• 
, de même source  (X x

0
)   et

de même but  (Y, y
0
).  Alors  

X
f
X • 

 =  
X

g
X • 

›fi 1
3 
( f)  =  1

3 
(g)

Soit  8  l’homotopie invariante sur  x
0 

entre  f  et  g.  Pour tout lacet  B

de  X  d‘extrémité  x
0
,  il est facile de vérifier que  l’application continue

< :  
I I X

s t s t

×

( ) ()( )
,
-
.

f

d, ,8 B
   met en relation les lacets  f o B  et  g o B.
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3.5  Contractions et rétractions

Définition : contraction

Soit  X  un espace topologique. On appellera contraction de  X  une

application surjective et continue de  X  vers l’un de ses sous-espaces.

Si  A  est un sous-espace de  X,   une contraction  f :  X s A  sera

appelée contraction de  X  en  A.

Remarque

Toute application continue  f  de  X  dans lui-mê

me se factorise canoniquement par une contrac-

tion  f̂  comme le montre la figure.

X s f (X) i X

 f

 f̂ i
f(X)

Dans la suite, on aura tendance à confondre  f  et la contraction  f̂ .

Définition : contraction progressive

Soient  X  un espace topologique et  A  un sous-espace de  X.  
a

On dira qu’une contraction  f  de  X  en  A  est progressive lorsque 
@

l’application de  X  dans lui-même i
A

o f est homotope à l’identité de  X.

Proposition 3.5.1

Soient  X  un espace topologique et  A  un sous-espace de  X.

Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

 (i) f  est une contraction progressive de X  en  A.

(ii)  La classe   4f4 est un inverse à droite de   4i
A

 4  dans Htop. 
a

La démonstration est immédiate.

Corollaire 3.5.2

Un espace  X  est contractile si et seulement s’il existe une con-

traction progressive de X  en l’un de ses points.

Proposition 3.5.3

Un espace  X  est contractile si et seulement s’il

existe une contraction progressive de X  en un

sous-espace contractile.
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Un singleton étant contractile, la nécessité de la condition est évidente.

Le seul intérêt de cette dernière se trouve dans sa suffisance.

Soient donc un sous-espace contractile  A  de  X,  l’inclusion  i
A

de  A 
a

dans X   et une application continue  f  : X f A    telle que   i
A

o f  
a

soit homotope à  1
X 

.  D’où :

X
1

XX
=

X
i
A

o f
X

=
X

i
A

o 1
A

o f
X

=
X

i
A

o (A>x) o f
X

=
X

i
x

o X>x
X

.

Exemple 3.5.4 :  le peigne

1
2

1
3

1
4 10.......

Soit  P  le sous-espace de  R
2
 défini par :

P  =   I I
n

I

n

×{ }( ) C { }×( ) C ,
-
.

D
E
F
×

"
#
4

$
%
G

"

#

4
4

$

%

G
G

=

H

0 0
1

1

U

P   est suggéré par la figure ci-contre.

Soit  p ; 
P I

x y x

s

d

× { }

( )
,
-
.

0

0( , ) ,
.  L’application

I :
I P P

t x y x t y

×

=( )( )
,
-
.

f

d( , , ) , 1
   est une homotopie de l’identité de  P  vers

p.  L’application  p  est donc une contraction progressive de  P  en  {0} × I.

Ce dernier étant contrac-tile,  P l'est également d’après la proposition

précédente.

Définition : rétraction

Soit  X  un espace topologique. On appellera rétraction de  X  une

con-traction dont la restriction à son image est l’identité de celle-ci.

Autr-ment dit : une contraction  f :  X s A  est une rétraction si et

seu-lement si    f o i
A  

=  1
A
, 

a
i
A 

:  A i X   étant l’inclusion canoni-

que.

Exemples de rétractions

1) On définit l’application  r  du carré unité de  R
2

vers  {0} × ( C   I × {1} .

a  Pour tout point  (x, y)  de  I × I,  tel que  y J 1-

x ,  on définit  r (x, y)  comme le point d’intersec-

tion de  {0} × (  avec la droite de pente  -1  qui
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contient  (x, y). Autremet dit :   r (x, y)   =   (0, x+y).

b Pour tout point  (x, y)  de  I × I,  tel que  y K 1-x ,  on définit  r (x, y)

comme le point d’intersection de I × {1} avec la droite de pente  -1 qui

contient  (x, y).   Autrement dit :   r (x, y)   =   (x+y - 1, 1).

Il est facile de vérifier que  r,  ainsi définie, est une rétraction de  I × I

vers  {0} × ( C   I × {1} .

2) Une application constante  (X>x)  d’un espace topologique  X  vers

l’un de ses points est trivialement une rétraction.

3) Toute projection d’un espace vectoriel topologique est une rétraction.

Définition : rétraction progressive

Soient  X  un espace topologique et  A  un sous-espace de  X.   
a

On dira qu’une rétraction  f  de  X  en  A  est progressive lorsque
a
l’ap-

plication de  X  dans lui-même i
A

o f est A-homotope à l’identité de  X.

Proposition 3.5.4

Si  E  est une partie convexe d’un espace vectoriel topologique,

toute rétraction définie sur  E  est progressive.

Soit  r :  E s A @ E  une rétraction.  Pour tout point  x  de  E  et tout

élément  t  de  I,  le vecteur  t r(x) + (1-t) x  est contenu dans  E.

L’application  h  définie sur  I × E  par :    h (t, x)  =  t r(x) + (1-t) x   est

donc une application continue de  I × E  vers   E.  Il est facile de vérifier

que  h  est une A-homotopie de l’identité de  X  vers i
A

o f .
a

Définition : espaces rétractiles

On dira qu’un espace topologique est rétractile s’il existe une rétrac-

tion progressive de X  en l’un de ses points.

Remarque

Tout espace rétractile est contractile.

Les parties étoilées d’un espace vectoriel topologique, que l’on avait citées

comme exemple d’espace contractile sont en fait, rétractiles.
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Proposition 3.5.5

Un espace  X  est rétractile si et seulement s’il

existe une rétraction progressive de X  en un

sous-espace rétractile.

Un singleton étant rétractile, la nécessité de la condition est évidente. Le

seul intérêt de cette dernière se trouve dans sa suffisance.

Soient donc un sous-espace rétractile  A  de  X,  l’inclusion  i
A

de A 
a

dans X  et une rétraction progressive  f  : X f A .  

En utilisant 3.4 2 et 3.4.3, on a : 

X
1

XX A
=    

X
i
A

o f
X A

  =  
X

i
A

o f  o 1
AX A

›fi
X

1
XX x

  =  
X

i
A

o 1
L

o f
X x  

 =  
X

i
A

o (A >x) o f
X  x

  =  
X

(X >x)
X  x

Proposition 3.5.6

Si  f  est une rétraction progressive de X en  A  et si  g   est une

rétraction progressive de A en  B,  alors  g o f  sera une rétrac-

tion progressive de X  en  B.

Il est facile de vérifier que  g o f  est une rétraction.

Soient  8 l’homotopie invariante sur  A  entre  1
X
  et  i

A 
o f   et  M l’ho-

motopie invariante sur  B  entre  1
A
   et  i

B 
o g .

Il est facile de vérifier que l’application  N  définie par ; 

* t  + 0 1
2

,[ ].   N (t, x)  =  8 (2t, x)

* t + 1
2

1,[ ],   N (t, x)  =  M (2t-1,  f(x))

est une homotopie invariante sur  B  entre  1
X
   et  i

B 
o g o f,

Proposition 3.5.7

Si   f  est une rétraction de X
a
 en  A,  alors, pour

tout point  x  de  A,   1
1
(f, x)  est un morphisme

surjectif de groupes.  
&é
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Si  f  est une rétraction progressive de X
a
en  A,

alors, pour tout point  x  de  A,  1
1
(f, x) est un iso-

morphisme de groupes entre  1
1
(X, x)  et  1

1
(A, x).

Soit donc  x  un point de  A.
a 

Convenons que tous les lacets que nous

considèrerons auront  x
a
 pour extrémité  et que nous noterons respecti-

vement  1
1
(X),  1

1
(A).  et  1

1
(g).  pour  1

1
(X, x),  1

1
(A, x).  et  1

1
(g, x).

Tout d’abord, si   f  est une rétraction, pour tout lacet  B  de  A ,  on a :  
a

f o B = B ,  ce qui entraine que   1
1
(f)  est surjectif. 

a

Si  f  est une rétraction progressive de X
a
 en  A,  soit  8  l’homotopie in-

variante sur  A  entre   i
A 

o f  et  1
X
.  Soit un élément  9B:

X 
 de  1

1
(X)  tel

que :   9?:
A
    =    1

1
(f). 9B:

X 
  :=   9 f o B:

A  
.  Il est facile de vérifier que

l’application continue   < :  
I I X

s t s t

×

( ) ()( )
,
-
.

f

d, ,8 B
    met en relation les

lacets  l
A 

o f o B  et  B.

D’où : 9B:
X

= 9 l
A

o f o B:
X

= 1
1
(i
A
) . 9 f o B:

A
= 1

1
(i
A
) . 9?:

A
  =  9?:

X
.

Exemple 3.5.8

Il n’existe aucune rétraction du disque unité   D
1

en sa frontière  S
1 

.

L’existence d’une telle rétraction entrainerait, d’après la proposition pré-

cédente, l’existence d’un morphisme surjectif de groupes de  {0} sur 
a
Z.

Corollaire 3.5.9

Toute application continue du disque unité  D
1
 vers lui-même

admet au moins un point fixe.

Rappelons qu’un point  a
0
  de  D

1 
 est un point fixe d’une application  f

de  D
1
 vers lui-même dès que :   f (a

0
)  =  a

0
.

On va montrer que l’existence d’une application continue de  D
1
 vers lui-

même sans aucun point fixe entraine l’existence d’une rétraction de  D
1
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en sa frontière  S
1
.  Ceci établl, la conclusion sera une conséquence im-

médiate de  3,5.6.

Soit donc  f  une application continue de  D
1
 vers lui-

même sans aucun point fixe.

Soit  a  un point de  D
1
.   Par hypothèse, le vecteur

a f a( )  n’est pas nul.  Il existe donc un unique réel

négatif   O   tel que l’extrémiié du vecteur  O a f a( )  ap-

•

a•
 f(a)

•

•
r(a)

partienne à  S
1
.  Notons cette extrémiié  r(a).

Calculons  O  en fonction de  a :

Par hypothèse,  1 =  O r a( )
2
 =   Oa a f a+ O ( )

2

ce qui donne :  a f a( )
2
O

2  
 +  2 O Oa a f a� ( ) +   Oa

2
 -  1    =   0

Le discriminant est égal à :

"
# Oa a f a� ( ) $%

2  
 -    Oa

2
a f a( )

2
  +   a f a( )

2

ou encore  à  : a f a( )
2 "

# 1  -   Oa
2 "
# 1  -  cos

2
0 $%

$
% ,

cette dernière expeession étant visiblement positive.

D’où les deux valeurs suivantes de  O  :

O   =    =  
Oa a f a Oa a f a Oa a f a a f a

a f a

� ± �( ) = +( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2

2

Examinons le signe de cette expression : 

"
# Oa a f a� ( ) $%

2  
 +   a f a( )

2 "
# 1   -   Oa

2 $
% K "

# Oa a f a� ( ) $%
2`

›fi Oa a f a Oa a f a a f a�( ) = +( ) ( ) ( )
2 2 2 2

K
X

Oa a f a� ( )
X

›fi Oa a f a Oa a f a Oa a f a a f a� + �( ) = +( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

K   0

Puisque   Oa
2
 -  1   est négatif ou nul,  lorsque les deux valeurs de  O

sont toutes deux non nulles, elles sont de signes opposés. La valeur

négative de  O  que nous recherchons doit donc s’écrire :

O   =    =  
Oa a f a Oa a f a Oa a f a a f a

a f a

� + �( ) = +( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2

2
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Comme, par hypothèse,  a f a( )
2
  n’est jamais nul, il est facile de véri-

fier que  l‘application  a  d  O   est continue.   Il en est de même de

l’application  r  :  a d r(a).

D’autre part, en revenant à la définition géométrique de  r(a),  on voit

que, lorsque  a appartient à  S
1
,  on a :   r(a)  =  a.

L’application  r  est donc une rétraction de  D
1 

 en  S
1
.
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4 Les limites de la théorie de Poincaré
On a vu au 3.3.2  que tout espace topologique contractile est simplement

connexe. Ce chapitre a pour but de montrer que la réciproque est fausse.

Pour cela, on donnera l’exemple le plus simple d’espace topologique sim-

plement connexe mais non contractile : la sphère  S
2
.

Puis, à l’aide des notions introduites lors de l’étude de cet exemple, nous

évoquerons les théories de l’homotopie de dimension supèrieure à 1.

4.1  Exemple : Le cercle  S 1  n’est pas contractile

Ce résultat est une conséquence immédiate de 3.3.2 et de GF 24.

Dans cette section on en donne une autre démonstration. Cette dernière

présente l’avantage de pouvoir se généraliser aux sphères  S
n
.

On traitera le cas de la sphère  S
2 

 dans la section suivante.

Cette démonstration utilise quelques notions associées à une application

continue du cercle dans lui-même telles les subdivisions du cercle subor-

données à cette application ou encore le degré de celle-ci.

Dans la suite de cette section,   f  désignera une application continue du

cercle dans lui-même.

Déf in i t i on

0n appellera subdivision de  S
1
  subordonnée à   f  de cardinal  n   une

suite finie  ! =  {a
1
, a

2
, …, a

n
, a

n+1
= a

1
} de points de  S

1
  tels que, 

a

- {a
1
, a

2
, …, a

n
}  sont distincts.

- {a
1
, a

2
, …, a

n
, a

n+1
= a

1
}  sont ordonnés dans le sens direct.

- pour chaque indice  i,  la longueur de l’arc  f !" [a
i 
, a

i+1
] #$  est infè-

rieure  à 1. 
a

Remarque

L’existence de telles subdivisions est garantie par la continuité de  f  et la

compacité de  S
1
. 
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Déf in i t i on

Etant donnée une telle subdivision  !"de cardinal  n, 
a
notons, pour

chaque indice  i, 
a
 A

i 
 l’arc de cercle de début  f !" a

i
#
$ et de fin  f !" a

i+1
#
$

contenu dans l’arc  f !" [a
i
,a

i+1
] #$ . Remarquons au passage que la su-

bordination de  !"à  f  entraine que l’arc  f !" [a
i
,a

i+1
] #$ est assez petit

pour ôter toute ambigüité à la définition de  A
i
. 

a 
Gardons à l’esprit que

A
i
  peut très bien être plus petit que   f !" [a

i
,a

i+1
] #$ .

On dira que  A
i 

est nul s’il est réduit à un seul point, autrement dit si

f !" a
i
#
$ =  f !" a

i+1
#
$ .

Lorsqu’il n’est pas nul, on dira que  A
i   

est positif s’il est dans le même

sens que [a
i
,a

i+1
] et qu’il est négatif sinon,

La suite  !" A
i

#
$ 1 % i % n

  sera appelée l’image réduite orientée de  !  par

f  ou, en abrégé, la  f-iro de  !#

Déf in i t i on

Soient "!  =   {a
1
, a

2
, …, a

n
, a

n+1
= a

1
}  une subdivision de  S

1
 subor-

donnée à   f  et  z  un point de  S
1
 \  !" f !" a

i

#
$
#
$ 1 % i % n

Notons  pos !" f,  !,  z #$   le nombre d’arcs  A
i 
  positifs qui contiennent  z

et  neg!" f,  !,  z #$   le nombre d’arcs  A
i 
  négatifs qui contiennent  z.

Notons :   deg !" f,  !,  z #$    ;=   pos !" f,  !,  z #$    -   neg !" f,  !,  z #$ .

I ndépendance  du  degré  

Soient  f,  !  et  z  comme ci-dessus.  L’entier  deg !" f,  !,  z #$   ne

dépend ni de !"ni de  z.
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N o t a t i o n

Dans la suite,
a
  « x ! y ! z » signifiera  « les points  x,  y  et  z  de  S

1

sont ainsi ordonnés dans le sens direct ». 
a

Lemme 4 .1 .1

Soient  f,  !  et  z  comme ci-dessus.  Soit  &  une permutation

circulaire de   { 1 …., n}.  Notons  !&  := {a&d, a
&2

, …, a
&n}.

Alors  !&  est subordonnée à  f et  deg !" f, !, z #$ =  deg !" f, !&, z #$ .

Les  f-iro de  ! et de  !& sont identiques, d’où la conclusion.

Lemme 4 .1 .2

Soient  f,  !  et  z  comme ci-dessus.  Soit  b  un point de

S
1 

\  f
-1

(z) et ne figurant pas dans  !#  Notons  $"la sub-

division de cardinal  n+1 obtenue en rajoutant  b  à  !%

Alors :      deg !" f,  !,  z #$     =    deg !" f, $,  z #$

La subdivision  !  comporte évidemment un unique arc qui contient  b ;

on le notera [a
k

, a
k+1

].
a

Ceci étant posé il est facile de vérifier que la

subdivision  $  =   {a
1
, a

2
, …, a

k
, b, a

k=1
, …, a

n
, a

n+1
= a

1
} est subor-

donnée à  f.

Soient respectivement   !" A
i
#
$ 1 % i % n 

  et   !" B
i
#
$ 1 % i % n+1 

 les  f-iro de  !"et

de  $#""Il est facile de vérifier que : 
a

 - 1 % i  % k-1,   B
i

=   A
i 
;

- B
k 

 est l’arc de cercle de début f !" a
k
#
$ et de fin  f !" b #

$ contenu dans

l’arc  f !" [a
k

, b] #$ .

- B
k+1 

 est l’arc de cercle de début f !" b #
$ et de fin  f !" a

k+1
#
$ contenu 

dans l’arc  f !" [b,a
k+1

] #
$ ;

- k+2 % i  % n+1,   B
i

=   A
i-1 

;
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En dehors des trois arcs  A
k
,  B

k 
 et  B

k+1  
 les  f-iro de"!"et de"$  coïn-

cident. La seule différence possible entre  deg !" f, !, z #$ et deg !" f, $,  z #$

provient donc de l’appartenance de  z  à un ou plusieurs de ces trois

arcs et du signe de ces derniers.  Il nous faut donc examiner patiemment

tous les cas possibles.

Cas 1 : le point  z  n’appartient pas à  A
k

. 
a

1;1   z ' B
k

›fi z '  B
k+1

 et, de plus,  B
k 

 et  B
k+1

 sont de signes op-

posés. 
a

a)  A
k

 n’est pas nul. 
a

Puisque  B
k

 contient  z,  il en est de même de l’arc f !" [a
k
,a

k+1
] #$ . qui

n’est donc pas réduit au point  f !" a
k

#
$ . Si  A

k
 était nul. f !" [a

k
,a

k+1
] #$

seralt donc égal à  S
1

a
ce qui est faux puisque, par hypothèse, sa lon-

gueur est infèrieure à 1. 
a

b)  Supposons que  A
k
  soit positif et que  B

k
soit positif.

A
k

positif  et  z ( A
k

›fi  f !" a
k

#
$ ! f !" a

k+1

#
$ ! z

ou z ! f !" a
k

#
$ ! f !" a

k+1

#
$

B
k

positif et  z ' B
k

›fi f !" a
k

#
$ !  z  ! f !" b #

$

D’où :   f !" a
k

#
$ ! f !" a

k+1

#
$ ! z  ! f !" b #

$

ce qui entraine que  B
k+1  

est négatif et que  z ' B
k+1

.

c) Supposons que  A
k
  soit positif et que  B

k
soit négatif.

On a alors :   f !" b #
$ ! z  ! f !" a

k

#
$ ! f !" a

k+1

#
$

ce qui entraine que  B
k+1  

est positif et que  z ' B
k+1

.

d) Supposons que  A
k
  soit négatif et que  B

k
soit positif.

On a alors : f !" a
k+1

#
$ ! f !" a

k

#
$ ! z

ou z ! f !" a
k+1

#
$ ! f !" a

k

#
$

et  donc  : f !" a
k+1

#
$ ! f !" a

k

#
$ ! z ! f !" b #

$  ;

ce qui entraine que  B
k+1  

est négatif et que  z ' B
k+1

.
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e) Supposons que  A
k
  soit négatif et que  B

k
soit négatif.

On a alors :   f !" b #
$ ! z  ! f !" a

k+1

#
$! f !" a

k

#
$

ce qui entraine que  B
k+1  

est positif et que  z ' B
k+1

.

1.2  z ' B
k+1

›fi z '  B
k
 et, de plus,  B

k 
  et  B

k+1
 sont de signes op-

posés. 
a

a)  A
k

 n’est pas nul. 
a
 (Même raisonnement qu’au 1.1 a)

b)  Supposons que  A
k
  soit positif et que  B

k+1
soit positif.

On a alors : f !" a
k

#
$ ! f !" a

k+1

#
$ ! z

ou z ! f !" a
k

#
$ ! f !" a

k+1

#
$

donc : f !" b #
$ ! z  ! f !" a

k

#
$ ! f !" a

k+1

#
$

ce qui entraine que  B
k   

est négatif et que  z ' B
k
.

c) Supposons que  A
k
  soit positif et que  B

k+1
soit négatif.

D’où :   f !" a
k

#
$ ! f !" a

k+1

#
$ ! z  ! f !" b #

$ ;

ce qui entraine que  B
k  

est positif et que  z ' B
k
.

d) Supposons que  A
k
  soit négatif et que  B

k+1
soit positif.

On a alors : f !" a
k+1

#
$ ! f !" a

k

#
$ ! z

ou z ! f !" a
k+1

#
$ ! f !" a

k

#
$

et donc :   f !" b #
$ ! z  ! f !" a

k+1

#
$! f !" a

k

#
$ .

ce qui entraine que  B
k   

est négatif et que  z ' B
k
.

e) Supposons que  A
k
  soit négatif et que  B

k+1
soit négatif.

d’où : f !" a
k+1

#
$ ! f !" a

k

#
$ ! z ! f !" b #

$  ;

ce qui entraine que  B
k  

est positif et que  z ' B
k
.
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On peut résumer ce premier cas ainsi :

Lorsque le point  z  n’appartient pas à  A
k
,  s’il appartient à l’un des

deux arcs B
k  

et  B
k+1   

alors il appartient à l’autre et ces deux arcs sont

de signes opposés.

Dans ce cas, ou bien le point  z  n’appartient à aucun des deux arcs B
k

et  B
k+1 

 et alors :     pos!" f, !, z #$ =  pos!" f, $, z #$

et neg!" f, !, z #$ =  neg!" f, $, z #$   ;

ou bien le point  z  appartient à chacun des deux arcs B
k  

et  B
k+1 

 et :

pos!" f, $, z #$ =  pos!" f, !, z #$  + 1   et   neg!" f, $, z #$ =  neg!" f, !, z #$  + 1.

On en conclut que lorsque le point  z  n’appartient pas à  A
k
, on a bien :

deg !" f,  !,  z #$     =    deg !" f, $,  z #$ .

Cas 2 : le point  z  appartient à  A
k

.
a

2;1   z ' B
k
›fi z  (  B

k+1
 et, de plus,  A

k 
 et  B

k 
 sont de même signe.

a)  Supposons que  A
k
  soit positif.

Alors :   f !" a
k

#
$ ! z  ! f !" a

k+1

#
$ et

f !" a
k

#
$ ! z  ! f !" b #

$

ou   f !" b #
$ ! z  ! f !" a

k

#
$

d’où :   f !" a
k

#
$ !  z  !  f !" b #

$ !  f !" a
k+1

#
$

La subdivision  !  étant subordonnée à  f,  l‘arc  A
k 

  ne peut pas conte-

nir  S
1
  tout entier. Par suite : z  (  B

k+1
.

b)  Supposons que  A
k
  soit négatif.

Alors :   f !" a
k+1

#
$ ! z  ! f !" a

k

#
$ et

f !" a
k

#
$ ! z  ! f !" b #

$

ou   f !" b #
$ ! z  ! f !" a

k

#
$

d’où :   f !" a
k+1

#
$ !  f !" b #

$ !  z !  f !" a
k

#
$

La subdivision  !  étant subordonnée à  f, z  (  B
k+1

.
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2;2  z ( B
k

›fi z '  B
k+1

 et, de plus,  A
k 

 et  B
k+1

 sont de même signe.

a)  Supposons que  A
k
  soit positif.

Alors :   f !" a
k

#
$ ! z  ! f !" a

k+1

#
$ et

f !" a
k

#
$ ! f !" b #

$ ! z

ou   f !" b #
$ ! f !" a

k

#
$ ! z

d’où : f !" a
k

#
$ ! ,f !" b #

$ ! z  ! f !" a
k+1

#
$

ou :  f !" b #
$ ! f !" a

k

#
$ ! z  ! f !" a

k+1

#
$

Dans  les deux cas,  z ' B
k+1

et B
k+1

est positif,

b) Supposons que A
k
  soit négatif.-

Alors :   f !" a
k+1

#
$ ! z  ! f !" a

k

#
$ et

z ! f !" a
k

#
$ ! f !" b #

$

ou     z  ! f !" b #
$ ! f !" a

k

#
$

d’où ; f !" a
k+1

#
$ ! z  ! f !" a

k

#
$ ! ,f !" b #

$

ou : f !" a
k+1

#
$ ! z  ! ,f !" b #

$! f !" a
k

#
$

Dans les deux cas,  z '  B
k+1

  et  B
k+1

  est négatif,

On peut résumer ce second cas ainsi :

Lorsque le point  z  appartient à  A
k
,  il appartient à l’un des deux arcs

B
k  

et  B
k+1   

si et seulement s’il n’appartient pas à l’autre et l’arc auquel

il appartient est du même signe que  A
k
.
a

Il est facile de vérifier que, dans ce cas,  deg !" f,  !,  z #$   =  deg !" f, $,  z #$ .

Lemme 4 .1 .3

Soient  f  et !  comme ci-dessus.  Soient  z
1

et  z
2
  deux points

distincts de  S
1
 \  !" f !" a

i

#
$
#
$ 1 % i % n 

  tels que :

  - z
1
!  z

2
   ; 

  -  l’arc  [z
1
, z

2
]   ne contient aucun point de !

" f !" a
i

#
$
#
$ 1 % i%n

Alors :  deg !" f,  !, z
1

#
$   =  deg !" f,  !, z

2

#
$
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Si un membre  A
i
  de la  f-iro de  !  contenait un seul des deux points  z

1

et  z
2
,  alors l’arc  [z

1
, z

2
]  contiendrait l’une des extrémités  f !" a

i
#
$ ou

f !" a
i+1

#
$ de  A

i
.  Compte tenu de l’hypothèse, pour tout membre  A

i
  de la

f-iro de  !, on a l’équivalence ;  z
1
' A

i
‹fi z

2
' A

i
.   D‘où le résultat.

Lemme 4 .1 .4

Soient  f  et !  comme ci-dessus.  Soient  z
1

 et  z
2
  deux points

distincts de  S
1
 \  !" f !" a

i
#
$
#
$ 1 % i % n 

  tels que l’arc  [z
1
, z

2
]   con-

tienne un unique point  y  de !
" f !" a

i
#
$
#
$ 1% i%n

Alors :  deg !" f,  !, z
1
#
$   =  deg !" f,  !, z

2
#
$

Soient  k(1),  k(2), … k(p)  les indices tels que : ) j, 1 % j % p, f!" a
k(j)
#
$ = y

Soit  !" A
i
#
$ 1 % i % n  

 la  f-iro de  !, Si pour tout indice  i,   f !" a
i
#
$ = y, 

alors tous les  A
i
   sont nuis et  :  deg !" f,  !, z

1
#
$   =  deg !" f,  !, z

2
#
$   =  0

Si, pour un indice  j,  A
 k(j)   

est nul,  alors ;   k(j+1)  =  k(j) +1 .

On en déduit que si, pour tout indice  j,  A
 k(j)

  est nul, alors pour tout

indice  i,  A
i
  est nul, et donc :  deg !" f,  !, z

1
#
$   =  deg !" f,  !, z

2
#
$   =  0

On supposera dorénavant qu’il existe un terme  a
i 
 de  !   tel que  :

f!" a
i
#
$ * y. Pour des raisons techniques, on suppose même, quitte à

appllquer une permutatlon circulaire (cf 4.1.1), que :   f!" a
1
#
$ * y.

On montre comme dans le lemme précédent que pour les indices  i 
a
dis-

tincts de  k(j) -1  et de  k(j),  on a l’équivalence  z
1
' A

i
‹fi z

2
' A

i
.

En tenant compte des  A
 k(j)

  nuls, on se retrouve avec des couples d’arcs

!
" A

 k(r) -1 
, A

 k(r+s)
#
$ non nuls et bout-à-bout c'est à dire que tous les arcs

intermédiaires    A
 k(r+t) 

 1 % t % s-1, sont tous nuls. 
a

On va montrer que les calculs de  deg !" f,  !, z
1
#
$   et de  deg !" f,  !, z

2
#
$

restreints à un tel couple d’arcs donnent le même résultat.
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Notons, pour alléger,    b  :=  f !" a
 k(r) -1

#
$ , y := f !" a

k
#
$ ,

d  :=  f !" a
 k(r+s)+1

#
$ ,   B  :=  A

 k(r) -1
, C := A

 k(r+s)
,   u  :=  z

1 
,    v  := z

2 
.

Notre hypothèse se note alors :   u  ! y  ! v .

On notera respectivement   +
u  

 et  +
v  

 les restrictions des calculs de

deg !" f,  !, z
1
#
$   et de  deg !" f,  !, z

2
#
$   aux arcs  B  et  C.

On va examiner successivement les quatre cas possibles.

a)  B  et  C  sont positifs :   b  ! y  ! d .

Puisque, par hypothèse, l’arc  [u, v ]  ne contient ni  b  ni  d,  on a né-

cessairement :   b  ! u  ! y  ! v . ! d.

Si bien que   +
u  

 =  +
v 
 =  1.  

a

b)  B  et  C  sont négatifs :   d  ! y  ! b .

Puisque, par hypothèse, l’arc  [u, v ]  ne contient ni  b  ni  d,  on a né-

cessairement :   d  ! u  ! y  ! v  ! b.

Si bien que   +
u  

 =  +
v 
 =  -1.  

a

c) B est positif et  C  est négatif :   b  ! d  ! y   ou    d  ! b  ! y.

Puisque, par hypothèse, l’arc  [u, v ]  ne contient ni  b  ni  d,  on a né-

cessairement :  d ! b ! u ! y ! v ou   b ! d ! u ! y ! v.

Si bien que   +
u  

 =  +
v 
 =  0

a

d) B est négatif  et  C  est positif:   y  ! b  ! d   ou    y  ! d  ! b.

Puisque, par hypothèse, l’arc  [u, v ]  ne contient ni  b  ni  d,  on a né-

cessairement : u ! y ! v ! d ! b ou u ! y ! v ! b ! d.

Si bien que   +
u  

 =  +
v 
 =  0

a

On en déduit le résultat.
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Propos i t ion   4 .1 .5

Soient  f  une application continue de  S
1
  vers  S

1
,   z  un point

de  S
1
  et  !  et  $  deux subdivisions de  S

1
 subordonnées à   f

qui permettent de calculer  deg !" f,  !,  z #$   et  deg !" f, $,  z #$ .

Alors       deg !" f,  !,  z #$     =    deg !" f,   $,  z #$

Notons "&  la subdivision de  S
1
  obtenue en réunissant et en ordonnant

les termes de  !  et de  $.  Remarquons qu’il peut très bien exister des

termes de"&  qui figurent à la fois dans  !  et dans  $.

Montrons que :   deg !" f,  !,  z #$   =  deg !" f,  &,  z #$ .

Soit  n  le nombre de termes de  &  qui ne figurent pas dans  !#

Soient   !
9 

 := "!,   !
1
 ,  !

2
 ,   ….,  !

n
 := &""n+1 subdivisions de  S

1
 obte-

nues par récurerence en construisant""!
i+1

  en rajoutant à  !
i 
  un des

termes de "& qui n’y figurait pas.

D’après 4.1.2  on a ;   deg !" f,  !
i+1

,  z #$   =  deg !" f,  !
i 
,  z #$  ;  0 % , % n-1.

D’où : deg !" f,  !,  z #$   =  deg !" f, &,  z #$ .

On montre de la même façon que ;  deg !" f,  $,  z #$   =  deg !" f, &,  z #$ .

D’où le résultat.

Propos i t i on  4 .1 .6

Soient  f  une application continue de  S
1
 vers  S

1
,   z

1

et  z
2
  des points distincts de  S

1 
et  !  =  !" a

i

#
$ 1 % i % n

une subdivision de  S
1
 snbordonnée à   f  qui permet 

a

de calculer  deg !" f, !, z
1

#
$   et  deg !" f, !, z

2

#
$ .

Alors :   deg !" f, !, z
1

#
$   =   deg !" f, !, z

2

#
$ .

Soient !
" f !" a

k(i)

#
$
#
$ 1% i%p

 les points de  !
" f !" a

i

#
$
#
$ 1% i%n

  contenus dans

l’arc  [z
1
, z

2
]. On les suppose réordonnés de telle sorte que :
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z
1

! f !" a
k(1)

#
$ ! f !" a

k(2)
#
$ ! … ! f !" a

k(p)
#
$ ! z

2

Si  p % 1, on n’a qu’à appliquer 4.1.3 ou 4.1.4 pour obtenir le tésultat.

Si  p - 2,  soit la suite  !" y
i
#
$ 0 % i % p

  définie par :

- y
0 

 :=  z
1
 ; y

p
:=  z

2
 .

- Pour un indice  i   1 % i % p-1,   y
i
  est un point arbitrairement choisi 

de l’arc  [ f !" a
k(i)
#
$ , f !" a

k(i+1)
#
$ ].

Le lemme 4.1.4 s’applique à chacun des couples  !" y
i
,  y

i+1
#
$ ,   0 % i % p,

si bien que l’on a :  ) i,   0 % i % p,   deg !" f, !, y
i
#
$   =   deg !" f, !,  y

i+1
#
$ .

Et, de proche en proche, on obtient le résultat.

Déf in i t i on

D’après les deux précédentes propositions, on peut définir l’application

deg : Top !
" S

1
, S

1 #
$ f Z    en posant :    deg f   ;=  deg !" f, !, z #

$ , 

où l’on peut choisir arbitrairement  !  et  z   pourvu que  deg !" f, !, z #
$

soit défini. 

Lemme 4 .1 .7

Notons  Top
./

!
" S

1
, S

1 #
$  l’espace topologique que l’on obtient en

munissant  Top !
" S

1
, S

1 #
$   de la topologie compacte ouverte.  

a

L’application 
a

f  d deg f 
a
induit une application localement

constante de  Top
./

!
" S

1
, S

1 #
$   vers  Z.

Soit  f  un point de  Top
./

!
" S

1
, S

1 #
$ .    Soient  !  =  !" a

i
#
$ 1 % i % n

  et  z

tels que  deg !" f, !, z #
$  soit défini.  On va construire un voisinage ouvert

U  de  f  dans  Top
./

!
" S

1
, S

1 #
$ tel que  !  soit subordonnée à chacun de

ses points.  Puis on construira un voisinage ouvert  W  de  f  dans  U  tel

que l’image réduite orientée de !  par chacun de ses points soit as-

sez voisine de la  f-iro de  !  pour donner la même valeur lors du calcul

du degré.
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a) Construction de  U.

La subdivision  !
a
 étant subordonnée à  f,  il existe, pour chaque indice

, ,  un arc ouvert  O
i
,  de longueur infèrieure à 1  et  qui contient l’arc

f !" [a
i 
, a

i+1
] #$ .

Soient   U
i 
  :=  a a O

i i i
, ,

+[ ]1
   et    U  := U

i
i

n

=1

I

Il est facile de vérifier que la subdivision  !  est subordonnée à chacun

des points de  U.

b) Construction de  V.

Soit un réel  0 strictement positif et strictement inférieur à toutes les

longueurs des arcs   [ f !" a
i
#
$ , z] , 1 % i % n .

Notons  ] f !" a
i
#
$ - 0, f !" a

i
#
$ + 0 [ l’arc ouvert centré en f !" a

i
#
$ et de lon-

gueur  20.
a

Soient  V’
i
 :=  a f a f a

i i i{ } ( ) + ( ) 1] [, ,0 0 ,  V’ :=  V
i

i

n

©

=1

I et  V  :=  U2 V’.

c)  Pour tout point  g  de  V,   deg !" g,  !,  z #$   =  deg !" f,  !,  z #$ ,

Soit  g  un point de  V.    Puisque  g  appartient à  U,  !"est subordonnée

à  g  et deg !" g,  !,  z #$   est défini.

Soient  A
i 

un terme de la  f-iro de  !  et  B
i
  le terme correspondant de la

g-iro de  !.   Posons : a := f !" a
i
#
$ ; b := f !" a

i+1
#
$ ; c := g !" a

i
#
$ ; d := g !" a

i+1
#
$ .

Si   A
i

contient  z,  alors  B
i  

 est du même signe que  A
i 
 et contient  z.

Supposons que  A
i
  soit positif.  Par définition de 0,  on a :

a - 0  ! a  !  a + 0  ! z !  b - 0  ! b  !  b + 0 .
a

Puisque  g  appartient à  V,  on a : 
a

a - 0  ! c  !  a + 0  ! z !  b - 0  ! d  !  b + 0   
a

B
i  

est donc positif et contient  z.

Si  A
i
  est négatif, en permutant  a  et  b  d’une part, et  c  et  d  d’autre

part , on montre de façon analogue que  B
i
  est négatif et contient  z.
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Si  A
i
  est nul,  B

i  
ne contient pas  z.

On a par définition de  0 :              z !  a - 0  !   a !  a + 0

 ou               a - 0  ! a ! a + 0 ! z

Puisque  g  appartient à  V,  on n’a que les quatre possibilités suivantes

z  !  a - 0  ! c  ! d !  a + 0   
z  !  a - 0  ! d  !  c !  a + 0   a - 0  ! c ! d ! a + 0  ! z

a - 0  ! d  !  c !  a + 0   ! z

On voit que dans tous les cas, B
i  

ne contient pas  z.

Si  A
i
  est positif et ne contient pas  z.

Si  z  n’appartient pas à  O
i
  alors, puisque  g  appartient à  U,  z  n’ap-

partient pas à  B
i
.  Reste à   examiner le cas où  z  appartient à  O

i
.

On a par définition de  0 :             z  !  a - 0  !   a  !   b  !  b + 0

 ou               a - 0  ! a !   b ! b + 0 ! z

Si  B
i  

est positif, alors             z  !  a - 0  ! c !  d  !  b + 0

 ou               a - 0  ! c !  d ! b + 0 ! z

Si  B
i  

est négatif, )l est facile de vérifier que :   a - 0  !  d !  c  !  b + 0 
si bien que l’on a  :

            z  !  a - 0  !  d  !  c  !  b + 0

 ou              a - 0  ! d !  c ! b + 0 ! z

On voit que dans tous les cas, B
i  

ne contient pas  z.

On déduit aisément de ce qui précède que : deg !
" g,!, z #$ = deg !

" f,!, z #$ .

Propos i t i on  4 .1 .8

Si deux applications continues de  S
1
 dans  S

1
 sont homotopes,

elles ont le même degré.

D’après 3.6.2, une homotopie entre deux éléments  f  et  g  de  Top (X, Y)

n’est autre qu‘un chemln de  Top
./

!
" S

1
, S

1 #
$ de début  f  et de fin g.

L’app lic ation « deg » étant loc al ement consta nte , l e résu ltat es t i mméd iat.

Coro l la i re

S
1
 n’est pas contractile.
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Si  S
1 

 était contractile, l’identité  1
1

s
  serait homotope à une certaine ap-

plication constante  S
1
! x

0
.  D’après la proposition précédente, ces deux

applications devraient avoir le même degré.
a
Or il est facile de vérifier

que deg "
# 1

1
s

$
% = 1 et que  deg "

# S
1
! x

0

$
% = 0.

4.2 La sphère S2 n’est pas contractile.

A la différence du cercle, la sphère est simplement connexe (1.20). On va

montrer qu’elle n’est pourtant pas contractile.

Commençons par définir les objets qui joueront le rôle que tenaient les

arcs dans la section précédente.

Déf in i t ions   simplexes formels

Considérons un élément  "# x
0
, x

1
, x

2

$
% de  "# S

2 $
%

3
.   Soit  det"# x

0
, x

1
, x

2

$
%  le

déterminant de la matrice formée des coordonnées des trois points 
a

x
0
,

x
1
  et  x

2 
rangés dans cet ordre.

Autrement dit :  det"# x
0
, x

1
, x

2

$
%   :=   det "# Ox

0
,  Ox

1
,  Ox

2

$
% ,

Lorsque l’on applique à   "# x
0
, x

1
, x

2

$
% une permutation de signature po-

sitive comme, par exemple, "
# x

0
, x

1
, x

2

$
% d 

"
# x

1
, x

2
, x

0

$
% ,  cela ne

change pas son déterminant.  
a

On définit l’ensemble des 2-simplexes formels de  S
2
  comme le quo-

tient de  "# S
2 $
%

3
   par l’action du groupe  &

3

+

  des permutations de si-

gnature positive. 
a

Etant donné un 2-simplexe formel  !  =  x
0 

,  x
1
,  x

2
de  S

2
,  on

pose  det !  :=  det"# x
0
, x

1
, x

2

$
% .

On dira que  !  est dégénéré si  det ! = 0.

On dira que  !  est positif s’il n’est pas dégénéré et si  det ! > 0.

On dira que  !  est négatif s’il n’est pas dégénéré et si  det ! < 0.

Déf in i t i on  opposé d’un 2-simplexe

Si  ! " x
0 

,  x
1
,  x

2
est un 2-simplexe formel de  S

2
,  on définit

# !  en posant :  - !  :=  x
&(0)

,  x
&(1)

,  x
&(2)

où  &  est un élément de
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signature négative
a
du groupe des permutations  &

3
.

Il est facile de vérifier que le signe de l’opposé d’un 2-simplexe formel est

l’opposé du s(gne de ce dernier.

Parmi ces 2-simplexes formels, il en existe certains qui sont « assez pe-

tits » pour délimiter un triangle sphérique.

Déf in i t ion  :  2-simplexes concrets

Soit  !  =  x
0 

,  x
1
,  x

2
un 2-simplexe formel de  S

2
.

On notera  [! ] l’enveloppe convexe de  { x
0 

,  x
1
,  x

2
},  c'est à dire le

plus petit des convexes de  R
3 

 qui contiennent ces trois points. 
a

Lorsque  !  est non dégénéré,  [! ]
a
n’est autre qué le triangle de som-

mets  x
0 

,  x
1
  et  x

2
.

Lorsque le diamètre de   [! ] est trop petit pour qu’il contienne l’origi-

ne, c'est à dire lorsque  [! ]  est contenu dans une demi boule ouverte

de la boule unité, on peut projeter  [! ]   sur S
2

à partir de l’origine.

On note alors $!% l’image de  [! ]  par cette projection.

Lorsque  !  est non dégénéré,  $!%
a
n’est autre qué le triangle sphérique

sous-tendu par  [! ] . 
a

Lorsque $!%
a
est défini, on dit que  !  est un 2-simplexe concret.

Il est facile de vérifier que  $- !% = $!% .

Déf in i t ion  :   2-simplexes géométriques

Pour des besoins qui apparaitront plus bas,  (démonstration de la pro-

position 4.2.6) on restreint cette dernière définition. On dira qu’un 2-

sim-plexe concret  !  est géométrique lorsque la longueur du plus

grand des côtés de  $!%  n’excède pas  1.
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Déf in i t ion   Les faces d’un simplexe : côtés et som mets.

Soit  !  =  x
0 

,  x
1
,  x

2
un 2-simplexe formel de  S

2
.

Les points  x
0 

,  x
1
  et  x

2
  seront appelés les sommets de  !&

Les couples de points   "# x
0
 ,  x

1
$
% ,  "# x

1
,  x

2
$
%   et "# x

2
,  x

0
$
%   seront ap-

pelés les côtés de !&

Les côtés d’un 2-simplexe sont des couples,
a
non des ensembles à deux

éléments, Ainsi le couple  "# x
0 

,  x
2

$
%   n‘est pas un côté du 2-simplexe  !

de la définition précédente. a

Lorsque '( 2-simplexe  !  =  x
0 

,  x
1
,  x

2
est géométrique, on peut as-

socier à chacun de ses trois côtés un arc orienté qui est porté par l‘un 
a

des côtés du triangle sphérique  $!% .

Dans le cas du cercle, on a utilisé un résultat tellement évident qu’on ne

l’a même pas mentionné. A savoir :

Soient deux arcs  [a,b] et   [c ,b],  assez petits pour être orientés et

ayant  b  pour borne commune.

Àlors les points  a  et  c  sont situès du même côté de  b  si et seulement

si  les deux arcs  [a,b] et   [c ,b] ont même sens.

Le lemme suivant va établir un résultat analogue, quoiqu’un peu moins

évident, pour la sphère.

Lemme 4 .2 .1

Soient )!  et *  deux 2-simplexes géométriques non dégénérés 
a

de  S
2

qui ont un côté commun.  Posons  !  =  x
0 

,  x
1
,  x

2
  et

*  =  x
0 

,  x
1
,  x

3
 ;  leur côté commun est le couple  "# x

0
, x

1

$
% .

Alors les points  x
2
  et  x

3
sont situés du même côté du plan en-

gendré par l’arc  "# x
0
, x

1

$
%   si et seulement si  !  et *   ont même

signe. 
a

Quelques remarques s’imposent :
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- Le plan (affine) engendré par l’arc  "# x
0
,  x

1

$
% n’est autre que le plan 

(vectoriel)  engendré par les vecteurs  Ox
0
  et  Ox

1

- Dire que deux points  x
2
  et  x

3
sont situés du même côté d’un plan  

L  revient à dire que le segment de ligne droite qui relie  x
2
  à  x

3
 ne

rencontre pas le plan  L. 
a

Soit, pour tout point  t  de I,  x
t 
 défini par : Ox

t
  :=   t Ox

2
  +  (1-t) Ox

3
.

L’ensemble des  x
t 
 n’est autre que le segment de ligne droite qui relie  x

2

à  x
3
.  Soit, pour tout  t, !

t
  = "# x

0
, x

1
, x

t

$
% .  Par multilinéarité, on a :

det !
t
  =   t det !  +  (1-t) det *.

L’application  ': 
I

t
t

f

d

det det

det

! *

!

,[ ](
)
*

+*
   est donc strictement mono-

tone  On a donc :

« det !  et  det *  sont de signes opposés »

‹fi « ,  s - I ;   det !
s
  =  0 »

‹fi « il existe un point  s  de  I  tel que le point  x
s 

 du segment de li-

  gne droite qui relie  x
2
  à  x

3
  appartient au plan engendré par 

  les vecteurs  Ox
0
  et  Ox

1
 »

Déf in i t i on  : triangulations de  S
2
.

On appelle triangulation de  S
2
  un ensemble fini +  de 2-simplexes

géométriques non dégénérés positifs de  S
2
 qui vérifie :

- La réunion de tous les triangles $!% lorsque !  décrit +  redonne  S
2
.

- Si deux éléments distincts  !  et  *  de  +  vérifient :  $!% . $*% / 0,

alors  -!  et  * ont exactement un côté commun et   $!% . $*% est égale

à l’arc défini par ce côté commun.

Une propriété fort utile des triangulations de  S
2
 s’énonce ainsi :

Lemme 4 .2 .2

Si  (a, b)  est le côté d’un élément d’une triangulation + de S
2
,

alors (b, a) sera le côté d’un autre élément de + et d’un seul.

La démonstration, purement géométrique, est laissée au lecteur.
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Déf in i t i on  image d’un 2-simplexe formel par une application

Soient  f  une application (pas nécessairement continue) de  S
2

a
vers  S

2

et   ! " x
0 

,  x
1
,  x

2
un 2-simplexe formel de  S

2
.

Le 2-simplexe formel f "# x
0
$
% , f "# x

1
$
% , f "# x

2
$
% sera appelé l’image

de  ! par f et sera noté f$!%&

L’image d‘un 2-simplexe formel non dégénéré de  S
2
  par une application

peut très bien être dégénéré.

De même l’image d‘un 2-simplexe géométrique de  S
2
  par une applica-

tion n’est pas toujours géométrique,

Déf in i t i on  image d’une triangulation par une application

Soient  f  une application (pas nécessairement continue) de  S
2

a
vers S

2

et  + ,-( triangulation.  L‘ensemble { .$!% / ! - +&} de 2-simplexes

formels sera appelé l’image de  + par f et sera noté f "#+
$
%

L’image d’une triangulation par une application n’est pas toujours une

triangulation.

Déf in i t i on  triangulation subordonnée à une application conrtinue

Soit  f  une application continue de  S
2

a
vers  S

2
.

On dira qu’une triangulation 
a
+  est subordonnée à  f  lorsque, pour

tout élément  !  de  +,  le diamètre de l’ensemble  f $!%  n’excède pas 1.

Lorsqu’une triangulation  +  est subordonnée à une application continue

f,  puisque, pour tout élément  !  de  +,  on a  :   $f (!)% 1   f $!% ,  tous les

2-simplexes formels de  S
2
 qui appartiennent à  . "

#+
$
% sont géo-

métriques.
a
On peut alors associer à   f

"
#+

$
% une famille de triangles

sphériques qui jouera le même rôle que les iro de la section précédente.

L’image par une application  f  d’une triangulation  +  subordonnée à  f

n’est pas forcément une triangulation. En effet les triangles sphériques

de la famille associée à  f
"
#+

$
% peuvent être affreusement enchevêtrés.
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Déf in i t ion  :  le degré  (1)

Soient  0 un ensemble fini 1( 2-simplexes géométriques de  S
2
  et  z

un point de  S
2
 qui n’appartient à aucun des côtés des éléments de 0&

! On note  pos "# 0,  z $%  le nombre d’éléments  . de 0 non dégénérés,

positifs et tels que  z  appartienne à l’intérieur du triangle  $.&%&.

! On note  neg "# 0, z $%  le nombre d’éléments  . de 0 non dégénérés,

négatifs, et tels que  z  appartienne à l’intérieur du triangle $.&%&.

! On pose enfin  :  deg "# 0,  z $%   :=   pos "# 0,  z $%   -   neg "# 0,  z $% .

Déf in i t ion  :  le degré  (2)

Soient une application  f  continue de  S
2

a
vers  S

2
,
a 

une triangulation

+  subordonnée à  f  et un point  z  de  S
2
 qui n’appartient à aucun des

côtés des éléments de  f
"
#+

$
% &

On pose :  deg "# f,  +,  z $%   :=   deg "# f
"
#+

$
% 2222 z $% .

Propos i t i on

deg "# f,  +,  z $%   est indépendant de  z.

Pour les besoins de la démonstration, on introduit la définition suivante.

Déf in i t ion   déplacement des sommets d’un ensemble de 2-simplexes

Soit  + un ensemble de 2-simplexes formels de  S
2
 .

On appellera  déplacement des sommets de  + une application  2

de  +3
 vers S

2
.

Si  ! " a, b, c est un élément de  +2  on définit l’image de  ! par

# 2 4566( le 2-simplexe formel 2(a), 2(b), 2(c) .  Il sera noté  2$!%&
!

L‘ensemble { 2$!% ; ! - +&}  sera appelé l’image de  +  par  2  et sera

noté  2 "#+
$
% & !

Lorsque tous les éléments de  +-sont géométriques, on dira qu’un dé-

placement  2  des sommets de  +  est raisonnable lorsque tous les

éléments de  2 "#+
$
%  sont géométriques.

Déf in i t ion  :  le degré  (3)

Soient
a
une triangulation  +, un déplacement raisonnable 2  des

sommets de  + et un point  z  de  S
2
 qui n’appartient à aucun des
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côtés des éléments de  2
"
#+

$
% &

On pose :  deg "# 2,  +,  z $%   :=   deg "# 2
"
#+

$
% 2222 z $%

Comme pour l‘image d’une triangulation par une application, et pour les

mêmes raisons, l‘image d’une triangulation par un déplacement de ses

sommets est en général très loin d’être une triangulation, même si le

déplacement est raisonnable.

Lemme 4 .2 .3

Soient + une triangulation,  2  un déplacement raisonnable des

sommets de  + et  {z
1
, z

2
, ... z

n
} n  points de  S

2
 qui n’appar-

tiennent à aucun des côtés des éléments de  2
"
#+

$
% & !

Il existe alors un autre déplacement raisonnable des sommets de

+  que l’on notera  3, calculé à partir de  2  et de  {z
1
, z

2
, ... z

n
}

tel que :a Tous les éléments de  3
"
#+

$
%   sont non dégénérés ;

Pour tout  i, 1 4 i 4 n,    deg"# 2 +, z
i

$
% = deg"# 3,+, z

i

$
%

On fait subir à chaque élément dégénéré 2(1)  de  2
"
#+

$
%  une transforma-

tion qui consiste, en écartant légèrement l’un de ses sommets,aà faire de

1  un 2-simplexe  3(1)  non dégénéré et assez étroit pour que  $3(1)%  ne

contienne aucun des  n  points {z
1
, z

2
, ... z

n
}.

Ce faisant, on veille, en écartant les sommets, à ce que, pour tout élé-

ment non dégénéré  2 (!)  de  2
"
#+

$
% ,  3(!)  soit non dégénéré et vérifie :

5 i,     z
i
- $3 (!) % ‹fi z

i
- $2 (!) %.

Il est facile de vérifier que  3   satisfait aux conditions requises.
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Lemme 4 .2 .4

Soient
a
+ une triangulation et  2  un déplacement raison-

nable des sommets de  + Soient  z
1 

 et  z
2 

 deux

points distincts de
a 

S
2
 qui n’appartiennent à aucun des

côtés des éléments de $2 "
#+

$
% %.

Alors deg "
# 2, +, z

1
$
% = deg "

# 2, +, z
2
$
% .

Etape 1

Dans le cas où aucun des éléments de  2
"
#+

$
% n’est dégénéré2

deg "
# 2, +, z

1
$
% = deg "

# 2, +, z
2
$
% .

Préliminaire 1.1

Dans le cas où aucun des éléments de  2
"
#+

$
% n’est dégénéré,

Si (H) z z
1 2

<1.

Si on note [z
1
, z

2
] l’arc de grand cercle le plus court

qui joint  z
1

à z
2
, [z

1
, z

2
]  contient exactement un

point, que l’on notera  x,
a
qui appartient à l’un des cô-

tés de l’un des éléments de  $2 "
#+

$
% % sans en être un

sommet2
!

alors deg "
# 2, +, z

1
$
% = deg "

# 2, +, z
2
$
% .

Soit  { "# a
i 
,  b

i
$
%  ; 1 4 i 4 p } l’ensemble de tous les côtés associés à  x.

Par hypothèse, pour chaque indice  i,   1 4 i 4 p, on a : 
a

 il existe un point  c
i 
 de  S

2
  tel que   4

7
:=  a

i
, b

i
, c

i
appartienne à  +

x  appartient à l’arc  [2 (a
i
) ,  2 (b

i
) ] .

+ étant une triangulation, d’après 4.2.2, il existe pour chaque indice  i,

14 i4p,  un point  d
i 
 de  S

2
  tel que  1

7
:= b

i
, a

i
, d

i
appartienne à  +&&

Posons  0  := {2$4
7
% ;  1 4 i 4 p } 6 {2$1

7
) ;  1 4 i 4 p }
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Par définition de 0,   [z
1
, z

2
]  ne rencontre aucun des côtés des trian-

gles de  2
"
#+

$
% 8 0. 

a
Ceci entraine que si l’un de ces triangles contient

l’un des points   z
1

ou z
2
,  alors il contiendra l’autre. On en déduut que

deg "# 2
"
#+

$
% 8 02222 z

1
$
% " deg "# 2

"
#+

$
% 8 02222 z

2
$
%

Puisqu’évidemment deg "# 2,+, z
k
$
% = deg "# 2

"
#+

$
% 8 02222 z

k

$
% + deg"# 02222 z

k

$
%

il nous reste à montrer que :  deg "# 02222 z
1
$
% " deg "# 02222 z

2
$
%

On va montrer en fait qu’en notant, pour chaque indice  i,  1 4 i 4 p,  
a

9
i
  :=   {2$47% 2 2$1

7
% } 2 5- ! : deg "#9i

2222 z
1
$
%   = deg "#9i

2222 z
2
$
%

Soit donc un indice  i.  Ecrivons respectivement   a, b,  c,  d,  92 4 et 1
pour a

i
, b

i
, c

i
, d

i
, 9

i
, 4

7
et  1

7
& Notons C  :=  $2$4%%  et  D :=  $2$1%%&

Tout d’abord l’hypothèse (H) entraine :

(a) l’un au moins des points z
1

et z
2

 appartient à l’un des triangles

C  et  D.  
a

(b) chacun des triangles  C  et  D
a 

contient au plus ' ,- 1(; <57-=;
z
1

et z
2

.

Ceci acquis, l’on peut, pour des raisons évidentes de symétrie, se rame-

ner aux deux cas suivants : 1) >
1
-   C \ D   et z

2
-  D \ C 

a 
;

2) >
1
7  C 6 D   et   z

2
-  D . C.

Cas 1)  On a déjà :::: deg "#92222 z
1
$
% " ? / deg "#92222 z

2
$
% " ?/

Soit  P  le plan engendré par l’arc  "# 2(a), 2(b)$% .

On montre facilement que les points  >
1
 et  2(c)  sont du même côté de  P

et qu’il en est de même des points  >
2

 et  2(d).  Pusque, d’après  (H),  >
1

et  >
2
  sont situés de part et d‘autre de  P,  il en est de même des points

2(c)  et  2(d).  D’après 4.2.1, les 2-simplexes   2(4)  =  2(a),  2b),  2(c)   et

2(1% " 2(a),  2b),  2(d)  sont donc de signes opposés.  On en déduit

que   2(4)  et   2(1)  sont de même signe et donc que ; 
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deg "#9 2222 z
1
$
% " deg "#9 2222 z

2
= ±1;

Cas 2)  Ici, on a  :   deg "#9 2222 z
1
$
% = 0 et deg "#9 2222 z

2
$
% -  {-2, 0, 2}.

On montre facilement que (H) entraine que les points >
2
,  2(c)  et  2(d)

sont du même côté de 
a
P.            D’après 4.2.1, les deux 2-simplexes

2(4)  =  2(a),  2b),  2(c)   et   - 2(1% " 2(a),  2b),  2(d)  sont donc de

même signe.  On en déduit que   2(4)  et   2(1)  sont de signes opposés et

donc
a
 que ;    deg "#9 2222 z

1
$
% " deg "#9 2222 z

2
$
%     =    0&&

Montrons l’étape 1.  Il est facile de vérifier qu’il nous est loisible de relier

les points z
1

et z
2

 par une suite finie  { z
1
 =  x

1
,   x

2
  ...   x

n
=  z

2 
}

a
  de

points de S
2
  tels que chacun des couples  x

i
, x

i+1
vérifie l’hypothèse

(H) du préliminaire.  En appliquant ce dernier, on trouve :

5 i,    deg "
# 2, +, x

i

$
% = deg "

# 2, +, x
i+1

$
% .

Si bien que de proche en proche, on obtient :

deg "
# 2, +, z

1
$
% = deg "

# 2, +, z
2
$
% .

Ceci établi, on peut passer à l’étape suivante.  Soit  3   le déplacement 
a

raisonnable des sommets de  +  construit à partir de  2,  de z
1

et de z
2

en appliquant 4.2.3.  En appliquant l’étape 1 à  3,  on obtient :  a

deg "
# 2, +, z

1
$
% = deg "

# 3, +, z
1
$
% = deg "

# 3, +, z
2
$
% = deg "

# 2, +, z
2
$
% .

Propos i t i on  4 .2 .5

Soient une application  f   continue de  S
2  

vers  S
2
, une triangu-

lation  +  subordonnée à  f  et un point  z  de  S
2
  n’appartenant

à aucun des côtés des éléments de  f 
"
#+

$
% &

Alors   deg "# f,  +,  z $%   est indépendant de  z.

Puisque  + est subordonnée à  f,  le déplacement des sommets de  +

induit par  f  est raisonnable&&&& On lui applique alors 4.2.4.

Etant données une application  f  continue de  S
2  

vers  S
2 

 et une trian-

gulation  +   subordonnée à  f,  on peut donc définir le nombre entier

deg "# f, + $
%  comme suit : a
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deg "# f,  + $
%    :=   deg "# f,  +,  z $%

où  z  est un point de  S
2
 que l’on peut choisir arbitrairement pourvu

qu’il n’appartienne à aucun des côtés des éléments de  f 
"
#+

$
% &

Propos i t i on  4 .2 .6

Soient  f  une application continue de  S
2  

vers  S
2

et   +  et  @  deux triangulations subordonnées à  f .

Alors :    deg "# f,  + $
%    =   deg "# f,  @ $

%

Lermme

Dans le cas où   @  est obtenue à partir de  +  en y ajoutant un

sommet. on a :   deg "# f,  + $
%    =   deg "# f,  @ $

%

Explicitons : Soient  + une triangula-

tion et  a  un point de  S
2
 qui n’est pas

l’un de ses sommets. Deux cas peuvent

se présenter selon que  a  appartient

ou non à l’un des côtés de  +.   Sur la

figure ci-contre, on a représenté le pre-

mier cas en vert et le second en violet.

Dans le premier cas, soient  x
0
, x

1
, x

2

et  x
3

,  x
2
,  x

1
les deux éléments de

+ dont le côté commun  [x
1
, x

2
]  con-

tient  a. On construit  @  à partir de  +

en retranchant de ce dernier les deux

éléments ci-dessus et en ajoutant au résultat   x
0
, a, x

2
, x

0
, x

1
, a

x
3

,  x
2
,  a   et   x

3
,  a,  x

1

Dans le second cas, soit  x
0
, x

1
, x

2
 l’élément de  +  dont « l’intérieur »

contient  a.  On construit  @  à partir de  +  en retranchant de ce der-

nier
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l’élément ci-dessus et en ajoutant au résultat  x
0
, a, x

2
, x

0
, x

1
, a

a
 et

a, x
1
, x

2
.  On voit ainsi que  +  et  @, et par suite   f 

"
#+

$
% et  f 

"
#@
$
% 2 ne

diffèrent entre eux que par, au plus, six éléments.   Remarquons que

puisque  f(a)  est contenu dans les images d’un (ou de deux) triangle(s)

sphérique(s) associés à des éléments de  +,  @  est subordonnée à   f.

Un calcul simple montre que six triangles sphériques associés à six 2-

simplexes géométrtques ne sont pas assez grands pour couvrir la sur-

face entière de la sphère. II existe donc un point  z  de  S
2
  qui n’appar-

tient à aucun des six (au plus) triangles sphériques associés aux élé-

ments de  
"
# f +  6  f +

$
%  \   

"
# f 

"
#+

$
% .   f 

"
#@
$
%
$
% .

Puisqu’on a évidemment ;   deg "# f,  +,  z $%   =   deg "# f,  @,  z $% , le lemme

est une conséquence de 4.2.5.

On démontre la proposition à l’aide du lemme en uilisant la même dé-

marche que dans la démonstration de  4.1.5.

Propos i t i on  4 .2 .7

Pour toute application continue  f  de  S
2
 vers  S

2
,  il existe au

moins une triangulation de  S
2   

subordonnée à   f.

Tout d’abord, il faut remarquer que l’ensemble des triangles sphériques

pleins et fermés constitue un système fondamental de voisinages de  S
2
.

Puisque   f  est continue, chaque point  x  de  S
2 

appartient donc à  l‘in-

térieur d’un triangle  T
x
  tel que le diamè!re de   f "

#
8Tx

$
%
  n‘excède pas  1.

S
2
  étant compacte, on extrait du recouvrement  {T

x
  ; x - S

2}  le sous-

recouvrement fini  {T
i
 : 1 4 i 4 p }.   Soit   {x

j
;  1 4 j 4 q }  l’ensemble de

tous les points d’intersection des côtés des  T
i
,
a
y compris les sommets

de ces derniers. Il est facile de vérifier qu’il existe une triangulation  +
!

dont l’ensemble des sommets est 
a{x

j 
;  1 4 j 4 q} .  Puisque, par cons-

truction, tout triangle sphérique associé à un élément de  +  est conte-

nu dans un   T
i
,   + est subordonnée à   f.  

a
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Déf in i t ion  :   le degré d’une application continue de  S
2

 vers  S
2

D’après les deux  propositions précédentes, on peut définir le degré

d’une application continue  f  de  S
2
 vers  S

2
 comme l’entier relatif

deg "# f,  + $
%    où  +  est une triangulation de  S

2
que l’on peut choisir

arbitrairement pourvu qu’elle soit subordonnée à   f. a

On a l’analogue de 4.1.7 :

Lemme 4 .2 .8

Notons  Top
9:

"
# S

2
, S

2 $
%  l’espace topologique que l’on obtient en

munissant  Top "
# S

2
, S

2 $
%   de la topologie compacte ouverte.  

a

L’application 
a

f  d deg f 
a
induit une application localement

constante de  Top
9:

"
# S

2
, S

2 $
%   vers  Z.

La démonstration reprend point par point celle de 4.1.7 :

Soit  f  un point de  Top
9:

"
# S

2
, S

2 $
% .  On va montrer qu’à tout couple

"
#+, z

$
%  tel que  deg

"
# f, +, z

$
% soit défini, on peut associer un voisinage

U  de  f  dans  Top
9:

"
# S

2
, S

2 $
% tel que  +  soit subordonnée à chacun de

ses points.  Puis on construira un voisinage ouvert  W  de  f  dans  U  tel

que l’image de +  par chacun de ses points soit assez voisine de  f 
"
#+

$
%

pour donner la même valeur lors du calcul du degré.

Soient donc  +  et  z  tels que  deg
"
# f, +, z

$
% soit défini.

a) Construction de  U.

+
a
 étant subordonnée à  f,  il existe, pour chaque élément  ! de  + ,  un

ouvert  O
!
  de  S

2
  dont le diamètre a une longueur infèrieure à 1  et qui

contient   f "# $!%
$
% . Soient   U

!
  :=  $!%

!
, O    et    U  := U

!
! +-
I .

Puisque  +  est fini,  U  est un voisinage de  f.  Il est facile de vérifier que

+  est subordonnée à chacun des points de  U.

b) Construction de  V.
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Notons +
1 

l'ensemble des côtés des éléments de  +.   Si  4  est un

élément de  +
1 

,  on notera   $4%  l’arc de grand cercle qui lui est associé.

On notera  d($4%2 z) la distance entre   $4%  et  z.

Soit un réel  ; strictement positif et strictement inférieur à tous les

nombres  d($4%2 z) ,  4 - +
1 

.

Soit, pour tout élément  4  de +
1 

,  B
4

 la bande parallèle à  $4%2  centrée

en  $4%2  et de largeur  2;. 
a

Posons :    W
4
  :=  $4%

4
, B  ,   W  := W

4

4 +
?

-

I    et   V  :=  U . W.

Il est facile de vérifier que, pour tout élément !  de  +  et tout élément  g

de  V,   on a :   z - $f(!)% ‹fi z - $g(!)%.

D’où le résultat.

Théorème 4 .2 .9

Si deux applications continues de  S
2

 dans  S
2
 sont homotopes,

elles ont le même degré.

La démonstration est la même que celle de 4.1.8.

Coro l la i re

S
2
 n’est pas contractile.

La démonstration est la même que celle du corollaire de 4.1.8.
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5 Revêtements

Chemin faisant nous rencontrerons d’autres exemples d’espaces topolo-

giques non simplement connexes : les espaces projectifs réels.

5.1 Généralités et exemples

A seule fin de simplifier les propos, on introduit les définitions suivantes,

Déf in i t ions   (vocabulaire)

Soient  p : Y f X  une application continue et  A  une partie de  X,

On dit qu’une partie  B  de  Y  est une p-copie de  A  lorsque la restric-

tion de  p  à  B  induit un homéomorphisme de  B  sur  A.

On dit qu’une famille  {B
a

}
a!A

a
de parties de  Y  est une pile lorsque

ses membres sont deux-à-deux disjoints.  
a

 Dé f in i t i on

Soit  X  un espace topologique. La donnée d’un revêtement au-dessus

de  X  consiste en la donnée d’une application   p :  Y s X  conti-

nue, surjective et qui vérifie la propriété suivante :

Tout poi nt de X ad met un voi si na ge ouv ert U da ns X tel q ue p
-1

U

soit la réunion des membres d’une pile de p-copies ouvertes de  U. 
a

Cette propriété peut aussi s’énoncer en termes de recouvrement.

 (REV)

Il existe un recouvrement ouvert  {U
a

}
a!A

  de  X  tel que, pour

tout indice  a,  
a

-   p
-1

U
a

soit la réunion disjointe d’ouverts  {V
a, b

}
b!B

  de  Y,

-  la restriction de  p  à chaque  V
a, b 

 induise un homéomor-

    phisme de  V
a, b

sur  U
a
.

L’étude des revêtements est un bon exemple
a
d’utilisation de la théorie de

Poincaré. En résumé, c‘est uue classe d’applications
a
continues  p, assez

slmples pour être déterminées à un homéomorphisme
a
près par le mor-
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Premie rs  exemp les

1) L’identité d’un espace topologique ou, plus généralement, tout homé-

omorphisme, est un revêtement au-dessus de son espace d’arrivée.

2) Si  X 
a
est un espace topologique et si  {#

a
 :  Y

a 
f X }

a!A
est une

famille d‘homéomorphismes de but  X,  alors  
Y X

y y

a
A

a a a

a

f

d
!

( )

$

%
&

'
&

C
#

est un revêtement au-dessus de  X.   Un tel revêtement est dit trivial.

3) L’application  p : 
R f

d (c )  

S

t t t

1

os 2 sin 2" ",

$
%
'

que nous avons ren-

contrée au GF 24, lors du premier calcul du groupe fondamental de

S
1
. 

a
 Dans ce cas,  le recouvrement ouvert  {U

a
}

a!A
  de  S

1
 ne com-

porte que deux membres,  U
1  

et U
2
 , et, pour  1 ( i ( 2,   p

–1
U

i
est

la réunion d’une pile dénombrable de copies de  U
i
.

4) Soit, pour  n ! N,  n >1,   h
n
 :   

S S

n

1 1f

d) )

$
%
'

 .   On prend comme

recouvrement de  S
1 

 les deux ouverts   U
0
  :=  S

1
\{0}  et   U

1
 :=  S

1
\ {"}

On a :   h
n

-1
U

0
 =  2 2 1

0 1

k
n

k
n

k n

" ",
( )+*

+,
-
./

( ( 0
C

et :       h
n

-1
U

1
 = 2

1
2 1

1

0 1

k
n

k
n

k n

0( ) + 01
2

3
4

*
+,

-
./

( ( 0

" ",
( )

C

Propos i t i on  5 .1 .1

Soient  {X
j
}

j!J
  une famille d’espaces topologiques

et une application   p :  Y f  
j J!
CX

j
.

Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(i)  p est un revêtement ;

(ii) Pour tout indice  j,  p
j
:   p

-1
X

j
s  X

j

est un revêtement. 
a

Posons :  Y
j  

 :=  p
-1

X
j

.    Remarquons que l’on a :  Y  =  

j J!
CY

j 
.
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(i)  fi  (ii)    Soit un indice  j.  On voit immédiatement que, puisque  p

est surjective et continue, il en va de même pour  p
j
. 

a

Soit  x  un point de  X
j
.   D’après  (i), il existe un voisinage  U  de  x  dans

X   et une pile  U
~

a a!A
  de p-copies ouvertes de  U  telle que :

p
-1

(U)   = 

a A!
C U

~

a
 .        Soit   U

j  
 ;=  U 5 X

j 
. 

On a :    p
-1

U
j

  =   p
-1

(U)  5 Y
j   

=

a A!
C U

~

a 
5 Y

j

De plus, la restriction de  p
j   

à chaque   U
~

a
5 Y

j   
n’est autre que la res-

triction à   U
~

a
5 Y

j   
de l’homéomorphisme induit sur  U

~

a
   par  p ;  c’est

donc un homéomorphisme de  U
~

a
5 Y

j   
sur  U

j
.

Le point  x  étant arbitraire,   p
j   

est un revêtement.  L’indice  j  étant ar-

bitraire, on a  (ii). 
a

(ii)  fi  (i)  
a
  Il est facile de vérifier que  p est surjective et continue.

Soit  x  un point de  X.  Soit  j  l’unique indice tel que  X
j  

 contienne  x.

D’après (ii)  x  ad met un voi si na ge ouv ert U
j 

dans X
j  

tel q ue p
-1

U
j

soit la réunion des membres d’une pile de p
j
-copies ouvertes de  U

j
.

U
j   

est aussi un ouvert de  X  et toute p
j
-copie de  U

j 
 est aussi une p-

copie de  U
j
.  Le point  x  étant arbitraire,  p est un revêtement.

Quitte à restreindre ainsi un revêtement au-dessus d’un espace topologi-

que  X  aux composantes connexes de  X,  on pourra se limiter à l’étude

des revêtements au-dessus d’espaces topologiques connexes.

Lemme 5 .1 .2

Si   p :  Y s X
a
est un revêtement, alors l’application

x d Card  p
-1

(x)   est localement constante.

Soit  x
0 

 un point de  X. 
a
  Puisque  p est un revêtement, il existe un

voisinage  U  de  x  dans  X   et une pile  U
~

a a!A
  de p-copies ouvertes de

U  dont la réunion redonne  p
-1

(U) , 
a

Ceci enraine que : 6 x ! U,  Card p
-1

(x)  =  Card A.
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Déf in i t i on

Soit  p :YsX un revêtement au-dessus d’un espace topologique  X

connexe. D’après le lemme précédent, Card p
-1

(x)
a
 est constant sur  X

On appelle nombre de feuillets de  p la vateur dé  Card p
-1

(x) pour

un point quelconque  x  de  X.

Exemples

On va donner des exemples de différents revêtements

au-dessus de l’espace topologique  S
1
7 S

1
.`

Comme on l’a mis en évidence dans la figure ci-contre,

S
1
7 S

1
présente trois parties disjointes remarquables : S

1
7 S

1

! Le point commun aux deux cercles (très grossi dans la figure) : le nœud.

!Deux arcs de cercles

Les figures ci-dessous présentent les espaces de définition de divers revê-

tements au-dessus de l’espace topologique  S
1
7 S

1
.  Les revêtements eux-

même sont suggérés par la conven(ion suivante :

Un revêtement applique les points « grossis » sur le nœud de  S
1
7 S

1
 et

chaque arc coloré sur l’arc de  S
1
7 S

1
 de la même couleur.

Les revêtements des exemples 1 et 2 ont deux feuillets, ceux des exem-

ples 3 et 4 en ont trois, celui de l‘exemple 5 en a un nombre dénombra-

ble. L’exemple 6 est en fait un contre-exemple.  Tous les voisinages du

nœud de S
1
7 S

1
,  sauf  S

1
7 S

1
  lui-même, présentent, lorsqu’on les prive

du nœud, quatre composantes connexes. Pour qu’une application  f  de

Y vers S
1
7 S

1 
 ait une chance d’être un revêtement, il faut donc que cha-
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que f-nœud de  Y  admette aussi un voisinage « à quatre brins ».

L’exemple 6 ne remplit pas cette condition.

Déf in i t i on

Soient  p :YsX un revêtement et  f : Z f X une

application continue. On appelle remontée de  f  suivant

p  une application continue f
 ~

:  Z f Y
a
telle que :

p  o f
 ~

= f,

Propos i t i on  5 .1 .3

Soient  p :  Y s X  un revêtement,  Z  un espace topologique

connexe et   f ; Z f X une application continue.

Deux remontées
a

f
1

 ~ a
et f

2

 ~
 de  f  suivant  p  qui coïncident en un

point de  Z  sont égales.  
a

Soient donc deux  remontées f
1

 ~ a
et f

2

 ~
 de  f  suivant  p  qui coïncident

au point  z
0 

 de  Z.  Notons  M  := { z ! Z : f
1

 ~
(z)

a
= f

2

 ~
(z)}, M  contient  z

0

et n’est donc pas vide. Puisque f
1

 ~ a
et f

2

 ~
 sont continues, M  est fermé.

Montrons que  M  est aussi ouvert.

Soit  z  un point de  M.  Posons  y  := f
1

 ~
(z)

a
= f

2

 ~
(z)  et  x :=  p(y)  =  f(z)

Puisque  p  est un revêtement,  x
a
et  y  admettent respectivement des

voisinages  U  et  V  tels que  V  soit une p-copie de  U.  
a

Soit  W  := f
1

 ~-1
(V) 5 f

2

 ~ -1
(V). Il est facile de vérifier que  W  est un voi-

sinage de  z  contenu dans  M.
a

M  est donc un of non vide de l’espace connexe  Z.  D’où :  M = Z.

La composition de deux  revêtements n’est pas toujours un revêtement.

On a toutefois le résultat suivant.

Propos i t i on  5 .1 .4

Soient  X,  Y  et  Z  trois espaces topologiques et  f : X f Y  et

g :  Y f Z  deux applications continues.

Si   g  et  g o f  sont des revêtements alors  f  sera un revêtement.
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Soient  y  un point de  Y  et   z :=  g(y),  Il est facile de vérifier que, puis-

que   g  et  g o f  sont des revêtements,  z  admet un voisinage  U  dont

les images réciproques par  g  et  g o f  sont respectivement des piles de

g-copies et de (g o f)-copies de  U.  Désignons par  V  le membre de cette

pile de  g-copies de  U
a
qui contient  y  et par  {W

a
}

a!A   
la sous-pile de la

pile des  (g o f)-copies de  U  dont les membres contiennent un élément

de  f 
-1 

(y).  
a
 On voit alors facilement que, pour tout indice  a,  W

a
  est

une  f–copie de  V et que   f
--1 

(V)  =  W
a

a A!
U .

a

Lemme 5 .1 .5

Un revêtement p : Ys X  est ouvert et fermé.

Soient  U  un ouvert dc  Y,  y , un élément de  U  et  x := p(y),

Puisque  p  est un revêtement,  y
a
admet un voisinage ouvert  U

1  
tel que

la restriction de  p  à  U
1  

soit un homéomorphisme de  U
1  

sur un ouvert

V de  X.   Il est  donc clair que  p 12U 5 U
1
3
4 est un voisinage ouvert de  x

dans  V,  donc dans  X,  contenu dans  p(U)
a

Cette construction étant

vraie pour tout élément de  p(U), ce dernier est un ouvert. 
a

Soient  F  un fermé de  Y  et  x  un point adhérent à  p (F).
a

Puisque  p

est un revêtement,  il existe un voisinage ouvert  U  de  x,
a

une famille

1
2ya

3
4 a!A

  d’éléments de p
-1

(x)  et une famille  12U
~

a
3
4 a!A

  d’ouverts de  Y

tels que :

- Pour tout indice  a,   y
a

appartient à  p
-1

(x) ;

- p
-1

(U)   =  
a A!
CU

~
a
 ;

- la restriction de  p  à chaque   U
~

a
 induit un homéomorphisme de  U

~
a

sur  U. 
a

Le point  x  étant adhérent à  p (F),  on a :   U 5  p(F)    8   Ø

et :    U 5  p(F)    8   Ø     fi    F 5
a A!
CU

~
a

=    p
-1

(U )  5 F     8   Ø

fi  9  b ! A ; F 5 U
~

b
8   Ø .

La restriction de  p  à   U
~

b
  étant un homéomorphisme de  U

~
b

sur  U
a 

et

x  étant adhérent à  p (F),  y
b
  est adhérent à  F 5 U

~
b
   et, par suite, à  F.
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Ce dernier étant fermé, il contient  y
b
.  On en conclut que  x  =   p(y

b
)

appartient à  p(F).  
a

5.2 Revêtements  et foncteurs de Poincaré.

Propos i t i on  5 .2 .1

Soient  p :Y s X un revêtement,  f  et  g  deux applications

continues de  Z  vers  X  et !   une homotopie de  f  vers  g.

Pour toute remontée f
 ~a

de  f  suivant p, il existe une unique re-

montée !
 ~

 de  ! suivant  p  qui est une homotopie de début f
 ~

.

Si, de plus,  !  est invariante sur une partie  A  de  Z,  il en sera

de même pour !
 ~

. 
a

La démonstration de la première partie se calque sur celle du lemme 1

de GF 24.  Il n’y a qu’à y remplacer  S
1
 par  X,  R par  Y  et  h par  !.

Montrons la seconde partie.  Soit  z  un point de  A.  Par bypothèse,

! (I × {z}) est réduit à un seul point  x  de  X.  L’image du connexe  I × {z}

par !
 ~  est donc un connexe contenu dans  p

"# 
(x).   Puisque  p  est un

revêtement,  p
"# 

(x)  est totalement discontinu.   Le connexe !
 ~ (I × {z})

de  p
"# 

(x)  est donc réduit à un seul point.
a
Le point  z  ayant été choisi

arbttrairement dans  A,  l’homotopie !
 ~ èst invariante sur  A, 

a

Rappel

Si  Z  est un espace topologique, et si  z  est l’un de ses points,  on note

$
..

1
(Z)

z 

a
l’ensemble des flèches de  $

..
1
(Z)  de source  z  ou, si l’on préfère,

l’ensemble des classes des chemins de  Z  de début  z. 
a

Propos i t i on  5 .2 .2

Si  p   Y s X   est un revêtement, alors, pour tout point  y

de  Y,  le morphisme de groupoïdes  $
..

1
p  induit une bijection 

a

de  $
..

1
(Y)

y
vers  $

..
1
(X)

p(y)
.
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Corollaire 1

Pour tout point  y  de  Y  et tout chemin  %  de  X  de début  p(y)

il existe un unique chemin %
 ~

 de  Y  de début  y  qui est une

remontée de  % suivant  p. 
a

C’est une application de la proposition précédente au cas où  Z  est l’es-

pace topologique réduit à un seul point.

Soit  y  un point de  Y.   Notons  &  l’application de  $
..

1
(Y)

y
vers  $

..
1
(X)

p(y)

induite par  $
..

1
p,   

a

Soilt  '%( un élément de  $
..

1
(X)

p(y)
  D’après le corollaire précédent, il existe

un élément %
 ~

 de  $
..

1
(Y)

y
tel que :  %  =  p o %

 ~
. D‘où :  &' %

 ~( = 'p o %
 ~( = '%(.

L’application  &  est donc surjective. Montrons qu’elle est injective.

Soient  ')(  et  'µ(  deux éléments de  $
..

1
(Y)

y
 tels que :  $

..
1
p .')( = $

..
1
p 'µ(.

Il  existe donc une homotopie  *  invariante sur  {0, 1},  de début  p o )

et de fin  p o µ.    D’après la proposition précédente, il existe une unique

homotopie *
 ~

 invariante sur 
a
{0, 1}, de début  )  telle que :   p o *

~
=  *. 

Soit  + la fin de *
 ~

.
a
Puisque  p o *

~
=  *, p o + = p oµ. D‘autre part,

*
 ~

 étant invariante sur
a

{0, 1},  le début de  +  coïncide avec le début de

)  c'est à dire  y.  D’après le corollaire précédent, on a :  + = µ.   Les che-

mins  )  et  µ  sont donc mis en relation par  *
~

. 
a
D‘où :  ')(  =  'µ(,

Coro l la i re  5 .2 .3

Si  p   Y s X  est un revêtement, alors : 
a

! Le morphisme de groupoïdes $
..

1
p  est surjectif. 

a

! Pour tout point  y  de  Y,  le morphisme
a
de groupe de

$
1
(Y, y)  vers $

1
(X, p(y)) induit  par  $

..
1
p  est injectif.

La démonstration est immédiate.
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Coro l la i re  5 .2 .4

Si  p   Y s X  est un revêtement et si  Y  est

connexe par arcs alors l’indice de  $
1
(Y) 

a
dans

$
1
(X)  est égal au nombre de feuillets de  p. 

a

Trois remarques s’imposent. D‘une part,  Y  étant connexe par arcs,  X

l’est aussi :  les groupes  $
1
(Y)

a
et  $

1
(X)  sont donc tous deux définis.

D‘autre part le corollaire précédent permet d’identifier  $
1
(Y)   avec un

sous-groupe de  $
1
(X).  Enfin,  X  étant connexe par arcs, il est connexe

et le nombre de feuillets de  p  est défini.  
a

Soit  y  un point de  Y.  On a le

diagramme commutatif ci-con-

tre.  Les quatre applications ver-

ticales y sont induites par les

applications qui,  à une classe

de chemins, associent sa fin, Le

fait que  b
X 

et  b
Y 

a

soient sur-

jectives
a
provient de l’hypothèse

selon laquelle X  et 
a
Y  sont

a
con-

nexes par arcs.
a
 Les deux appli-

cations  &  et  &
y

y sont induites

par  la restriction de  $
..

1
p.  D’après la proposition précédente, ce sont des

bijections.
a

Rappelons que l’indice de  $
..

1
p $

1
(Y,  y)

a
dans  $

1
(X, p(y))  n’est autre

que le cardinal de l’ensemble quotient de la relation d’équivalence  ®
a

définie sur   $
1
(X, p(y))  par l’action à gauche de  $

..
1
p $

1
(Y,  y) .

Rappelons aussi que le nombre de feuillets de  p
a
est par définition le

cardinal de  p
-1

(p(y)), 
a

On définit la relation d’équivalence  ®
 ~

  sur  b
Y

-1
p

-1
(p(y) à partir de  ®

et de la bijection  &
y 

.  Les relations  ®
 ~

 et  ®  ont le même ensemble quo-
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tient.  Grâce aux propriétés algébriques que  &
y 

 hérite de  $
..

1
p,  il est fa-

cile de vérifier que   ®
 ~

équivaut à la relation d’équivalence définie sur

b
Y

-1
p

-1
(p(y) par l’action à gauche de  $

1
(Y,  y).   Il est facile de montrer

que cette dernière relation équivaut à son tour à celle définie par la sur-

jection b
Y
.

On va pouvoir maintenant calculer d’autres groupes de Poincaré non tri-

viaux ; ceux des espaces projectifs réels.

Rappel   les espaces projectifs réels

Soit  n  un entier naturel nn nul. On appelle « espace projectif réel de

dimension  n »  l’ensemble des droites vectorielles de   R
n+1

.

On note cet ensemble  RP
n 

,

Il est facile de vérifier que  RP
n  

est en bijection avec l’ensemble quo-

tient de la relation d’équivalence  ®  définie sur la sphère  S
n  

par :

x
1

®  x
2   

‹‹‹‹fi    x
1

=   ± x
2 

, 
a

On munit alors   RP
n 

 de la topologie quotient de cette relation.

Il est facile de vérifier que la surjection  p
n
 :  S

n  
s RP

n a
associée à

la relation d’équivalence  ®  est un revêtement à deux feuillets.

Coro l la i re   5 .2 .5

Pour toui entier naturel  n  supérieur ou égal à 2,

$
1

RP
,n( ) , Z

2Z

D’après le corollaire 5.2.4    Card 
$

$ $
1

1 1

RP
n

n

n
p S

( )
( )( )

-

.

/
/

0

1

2
2
  =  2.

Puisque, d’après GF 24.  la sphère  S
n  

est simplement connexe, on a ;

$ $
1 1
p S

n

n( )( )  =  0   et donc :     
$

$ $
1

1 1

RP
n

n

n
p S

( )
( )( )

, $
1

RP
,n( ) .

D’où :   Card  $
1

RP
,n( ) =  2    et :   $

1
RP

,n( ) , Z
2Z

  .

Coro l la i re  5 .2 .6

$
1

1

RP( ) , Z
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3

4

- z
0

z
0

Fixons un point  z
0
  de  S

1
.  Les deux arcs d’extrémi-tés

z
0
  et  -z

0
  étant simplement connexes, il  n’existe que

deux éléments de  $
..

1
S

1
 de bornage  z

0
 ,  - z

0
sont

les classes de chemins contenus dans ces arcs.

Soient  '4(  et  '3(  ces deux éléments de  $
..

1
S

1

D’après  5.2.2,  $
1
RP

1
, ± z

0
 est égal à l’image par  $

..
1
p

1
 du sous-grou-

poïde  H  de  $
..

1
S

1
  formé des classes de chemins dont ies bormes ap-

partiennent à  { z
0
 ,  - z

0
}.

Il est clair que  H  est engendré par   $
1

S
1
, z

0
, $

1
S

1
, - z

0
, '4( et '3(.

Pour tout lacet  )  d’extrémité  z
0
,  - )  est un lacet d’extrémité  - z

0

D’où :   $
1
p

1
$

1
S

1
, z

0
  =   $

1
p

1
$

1
S

1
,  - z

0

On a :  - 4  =  3
" 
 donc : $

..
1
p

1
'4( = 'p

1
4 ( = 'p

1
-4 ( = 'p

1
3
"
( = $

..
1
p

1
'3(

-1
.

Au total   $
1
RP

1
, ± z

0
 est engendré par  $

1
p

1
$

1
S

1
, z

0
 et $

..
1
p

1
'4(.

D’autre part, si on note  '5(  le générateur de  $
1

S
1
, z

0
 ,   '-5( est le

générateur de  $
1

S
1
, -z

0
   et l’on a :

'4( '3
" 
(  =   '5(   =  '3( '4

" 
(   ;    -  '5(  '4( =   '3

" 
( '-5(

Il est alors facile de conclure que   $
1
RP

1
, ± z

0
  est un groupe cyclique,

engendré par  $
..

1
p

1
'4(  et dont le sous-groupe  2 $

1
RP

1
, ± z

0
  est égal

à   $
1
p

1
$

1
S

1
, z

0
 qui lui-même, d’après 5.2.3 , est isomorphe à  Z.

$
1
RP

1
, ± z

0
  est donc somorphe à  Z,

Propos i t i on  5 .2 .7

Soient  p   Y s X  un revêtement,  x
0

 un point de  X  et  y
0

un point de  p
-1 

x
0

 .  Soient  Z  un espace topologique connexe

par arcs et localement connexe par arcs, 
a

f ; Z f X une ap-

plication continue et  z
0 

 un point de  f
-1

x
0

 .
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Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

 (i)  Il existe une remontée f
 ~a

de  f  suivant  p  avec ; f
 ~

z
0

= y
0

(ii)  $
..

1
f $

1
Z, z

0
6   $

..
1
p $

1
Y, y

0

L’implication  « (i) fi (ii) »  est une conséquence immédiate de l’égalité

« $
..

1
f  =  $

..
1
p  o $

..
1
  f
 ~

»   qui, elle-même résulte de la définition de f
 ~ a

et de

la fonctorialité de  $
..

1
.  L’intérêt de la proposition réside dans la récipro-

que.  Montrons donc « (ii) fi (i) ».

a) Définissons une application  f
 ~

.

On
a
a le diagramme ci-dessous.  Si on le prive de f

 ~
,  on obtient un

diagramme commutatif,

Le fait que  b
Z 

soit surjective provient

de l’hypothèse selon laquelle  Z
a 

est

connexe par arcs. 
a 

On va montrer :

Pour tout couple  '%(,'7(  d’éléments

de  $
..

1
(Z)

z0

,        b
 Z
'%(  =  b

 Z
'7( 

fi     b
 Y  

&
-1 $

..
1
f '%(   =  b

 Y  
&

-1 $
..

1
f '7(

         b
 Z
'%(  =  b

 Z
'7( 

fi 8 ')(  9  $
1

Z, z
0

;   '%(  =   ')( • '7( 

fi 8 ')( 9   $
1

Z, z
0

 ;      b
 Y  

&
-1 $

..
1
f '%(    =   b

 Y  
&

-1 $
..

1
f ')( • '7(

        =   b
 Y  

&
-1 $

..
1
f ')( • $

..
1
f '7( .

Par hypothèse, $
..

1
f $

1
Z, z

0
6   $

..
1
p $

1
Y, y

0
D‘où :

b
Z
'%(  =  b

Z
'7(   fi  8 'µ( 9 $

1
Y,y

0
; b

Y
&

-1 $
..

1
f '%( = b

Y
&

-1 $
..

1
p 'µ( • $

..
1
f '7(

fi  8 'µ( 9  $
1

Y, y
0

 ;    b
 Y  

&
-1 $

..
1
f '%( =  b

 Y  
&

-1$
..

1
p 'µ(   •   &

-1$
..

1
f '7(

= b
 Y  

&
-1 $

..
1
f '7(

Grâce à ce qui précède et à la surjectiviié de  b
Z 

, il est facile de montrer

l’existence d’une application f
 ~  : Z f Y telle que : f

 ~
b
Z
  =  b

 Y  
&

-1 $
..

1
f

La commutativité du diagramme donne ;
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p f
 ~

b
Z 

  =   p b 
Y  
&

-1
$
..

1
f   =   b

 X
& &-1

$
..

1
f    =   b

 X
$
..

1
f    =    f  b

Z 
 .

La surjectivité de  b
Z  

 entraine alors l’égalité   p f
 ~

 =  f

b) Montrons que f
 ~

est continue.

Soit  z  un point de  Z.  Il existe un voisinage ouvert  U  de  x  = f(z)  dans

X   et une p-copie   U
 ~ a

de  U  qui contient  y  = f
 ~

(z).  Puisque  Z  est lo-

calement connexe par arcs,  il contient un voisinage ouvert  V  de  z,

connexe par arcs, et tel que  f(V)  6 U,

On va montrer que  f
 ~

V 
  =   p

Uƒ
"1

o f .

Soit  z’  un autre potnt de  V.  Par définition,
a

f
 ~

(z’)  est la fin d’un che-

min %
 ~

 de  Y,  de début  y
0 

,  qui est l’unique remontée suivant  p  d‘un

chemin  %  de  X,  de début  x
0 

  et de fin  f (z‘),  arbitrairement choisi.

Puisque  V  est connexe par arcs,  z  et  z’ sont les bornes d’un chemin !

de  V.    On peut donc choisir pour   %    le composé   7  •  (f o !) ,  où   7 
est un chemin de  X  de  bornage   x

0 
, x .

a

Puisque   f(V)  6 U,  l’unique remontée suivant  p  de   f o ! de début  y

n’est autre que  p
Uƒ
"1

o f o !. 
a

D’autre part,  soit 7
 ~  l’unique remontée suivant  p  de  7,  de début  y

0 
.

Par définition de
a

f
 ~,  la fin de 7

 ~  n’est autre que  y.

Le composé 7
 ~ •  p

Uƒ
"1

o f o !   est donc défini et se trouve être une

remontée de   7  •  (f o !)  suivant  p  de début  y
0
. D’après l‘unicité

d’une telle remontée et la définition de
a

f
 ~ ,  la fin de 7

 ~ •  p
Uƒ
"1

o f o ! ,

soit  p
Uƒ
"1 f (z’) ,  est égale à f

 ~(z’),

On a donc montré  f
 ~

V 
  =   p

Uƒ
"1

o f..   f
 ~ est donc continue sur  V  et

en particulier au point  z. Ce dernier étant arbitraire, f
 ~ est continue.

En illustration de cette proposition, voici un résuitat plus concret :
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Coro l la i re

Pour toute application continue  f  de  S
2

 vers  R
2
,   il existe un

point   x
0 

de S
2

 tel que :   f x
0

  =    f - x
0

. 
a

Avant de démontrer ceci, étudions le cas élémentaire de la dimension 1.

Coro l la i re  5 .2 .8

Pour toute application continue  f  de  S
1

 vers  R,   il existe un

point   z
0 

de S
1

 tel que :   f z
0

  =    f - z
0

.  
a

Raisonnons par l’absurde en supposant qu‘il existe une application con-

tinue  f  de  S
1

 vers  R   telle que :  : z 9 S
1
,   f (z)  ; f (-z).  Dans ce cas,

soit  g  l’application de  S
1

 vers  R   définie par :  g (z)  := f (z)  - f (-z).

L’application  g  est donc tout à la fois continue, partout non nulle et

telle que :   : z 9 S
1
,   g (z)  =  - g (-z).

Une telle application ne peut exister. En effet :

Toute  application continue  g  de  S
1

 vers  R,   telle que :

: z 9 S
1
,   g (z)  =  - g (-z). s’annule en au mohs un point de  S

1
.

Soit  z
0 

 un point de  S
1
.   Si   g z

0
 =  0,  on a fini.

Sinon soit  A  l’un des deux arcs de  S
1
 dont les bornes sont  z

0
  et  - z

0
.

Puisque  g  est continue,
a

g (A)  est un connexe de  R, autrement dit un

intervalle, qui contient les deux nombres distincts et opposés   g z
0

 et

g - z
0

.   g (A)  contient donc  0,

Coro l la i re  5 .2 .9

Pour toute application continue  f  de  S
2

 vers  R
2
,   il existe un

point   x
0 

de S
2

 tel que :   f x
0

  =    f - x
0

. 
a

Raisonnons par l’absurde en supposant qu‘il existe une application con-

tinue  f  de  S
2

 vers  R
2
,  telle que :  : x 9 S

1
,   f (x)  ; f (-x).  Dans ce cas,

soit  g  l’application de  S
2 

vers  S1
définie par :  g (x)  :=

 ( )  -  (- )
 (x)  -  (-x)

f x f x

f f
.

Puisque  : x 9 S
2
,   g (x)  =  - g (-x),  g  induit une application continue  g~
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de  RP
2  

vers  RP
1

a
qui, à une paire  (x, -x)  de points antipodaux de  S

2 
;

associe la paire  g (x),  - g(x) de points antipodaux de  S
1 

.
a

Notons respectivement  p
1 

 et  p
2
  les surjections canoniques de  S

1
 sur

a

RP
1 

 et de  S
2
 sur  RP

2
. 

a
  Choisissons un

point   x
0  

de  S
2
  et notons  z

0  
 :=   g x

0
.

Le diagramme ci-contre dans la catégorie

des espaces topologiques munis d’une ori-

gine est commutatif. D’après 5.2.5 et 5.2.6,

le morphisme de groupes  !
1

g~ équivaut à un morphisme de  Z
2Z

 vers

Z.  Son image est donc réduite à  0  et  g~  remplit la condition (ii) de

5,2.7. D’après ce dernier résultat, il èxiste une remontée  h 
a
de  g~ sui-

vant  p
1
.
a
 A priori, rien ne prouve que   h p

2  
=  g.   C’est pourtant le cas.

En effet   h p
2  

 et  g  sont des remontées de   g~ p
2  

 suivant  p
1
 qui coin-

cident en  x
0
.  D’après  5.1.3,  on a donc :  

a
h p

2  
=  g.  Cette égalité im-

plique que, pour tout point  x  de  S
2
,     g(x)  =  g(-x).

a
Ceci contredit

la définition même de  g  et, par suite, l’existence de   f.

5.3  Classificaton des revêtements.

La démarche esposée dans cette section est suggérée par le corollaire :

Coro l la i re  5 .3 .1

Soient  X  un espace topologique connexe par arcs et loca-

lement connexe par arcs et deux revêtements connexes par

arcs   p : Y, y
0

s  X, x
0

a
et  q : Z, z

0
s  X, x

0
.

Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

 (i) Il existe un homéomorphisme  " : Y, y
0

f Z, z
0

tel que :  q "  = p. 
a

(ii) !
..

1
q !

1
Z, z

0
 = !

..
1
p !

1
Y, y

0

L’implication  « (i) fi (ii) »
a

a
est une conséquence immédiate de la foncto-

rialité de  !
..

1
.  L’intérêt de la proposition réside dans la réciproque.

Montrons donc « (ii) fi (i) ».
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Puisque  X  est localement connexe par arcs, il est facile de vérifier que

Y  et  Z  le sont aussi. D’après 5.2.7 et 5.1.3 appliqués à  p  et à  q, 

il existe un unique couple  (", #)  d’applications continues telles que :

" : Y,y
0

f Z, z
0

, # : Z, z
0

f Y,y
0

,
a
q" = p et p# = q.

D’où : 
=

=

p p

q q

# "

" #

$
%
&

. Donc, d’après 5.1.3,  
=

=   1

# "

" #

1
Y

Z

$
%
&

Introduisons un peu de vocabulaire pour simplifier les énoncés,

Déf in i t ion  :  revêtements munis d’une origine équivalents

Soient  p : Y, y
0

s  X, x
0

a
et  q : Z, z

0
s  X, x

0
deux revê-

tements munis d’une origine.  
a

On dira que  p  et  q   sont équivalents lorsque :

! p  et  q  sont des revêtements au-dessus du même espace topolo-

gique muni d’une origine X, x
0

 .   
a

! Il existe un homéomorphisme  " : Y, y
0

f Z, z
0

tel que :

q "  = p.  
a

Déf in i t ion  :  sous-groupe assoc ié  à  un  revê temen t

Soit un revêtement muni d’une origine  p : Y, y
0

s  X, x
0

a

On appelle « sous-groupe associé » à  p  le sous-groupe  !
..

1
p !

1
Y, y

0

de  !
1

X, x
0

 .

Le corollaire précédent dit que pour certains espaces topologiques munis

d’une origine X, x
0

,
a

deux revêtements munis d’une origine connexes

par arcs au-dessus de  X, x
0

  sont équivalents si et seulement s’ils ont

le même sous-groupe associé.

On est donc amené à tenter de classifier certains revêtements, modulo la

relation d’équivalence ci-dessus, au moyen de leur sous-groupe associé.

Commençons par préciser le sens de l’adjectif « certains » que nous avons

employé deux fois ci-dessus.  Dans une première approche, on introduit

la définition suivante.
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Déf in i t i on

On notera  Lca
o 

  la sous-catégorie pleine de  Top
o  

 dont les objets sont

les espaces topologiques connexes par
a
arcs,  localement connexes par

arcs et munis d’une origine. 
a

En particulier, on dira donc qu’un revêtement muni d’une origine 
a

p : Y, y
0

s  X, x
0

  est un Lca
o 

-revêtement dès que  Y, y
0

  et

X, x
0

  sont des objets dc Lca
o

Pour que l’on puisse classifier les Lca
o
-revêtements au-dessus d’un objet

X, x
0

  de Lca
o

au moyen de leur sous-groupe associé, il est nécessaire

de pouvoir exhiber un tel revêtement qui soit associé à un sous-groupe 
a

H  de  !
1

X, x
0

  choisi à l’avance.

La première question à laquelle on va répondre est la suivante :

Quelle propriété supplémentaire doit posséder un objet X,x
0

de Lca
o

pour qu’il admette un Lca
o
 revêtement dont le sous-groupe associé est

nul ?  Remarquons que d’après 5.2.3,
a
le sous-groupe associé à un revê-

tement  p : Y, y
0

s 
a

X, x
0

  connexe par arcs est nul si et seule-

ment si  Y est simplement connexe.
a

Sous-espaces  topo log iques  semi - -s imp lement  connexes .

On dira qu’un sous-espace  A  d’un espace topologique  X  est semi-

simplement connexe dans  X  lorsqu‘il vérifie les deux propriétés

équivalentes suivantes.

� Tout lacet  ' d’extrémité  x  contenu dans  A  est x-homotope dans  X

au lacet constant d’extrémité  x.

� Soit   i
A
 :  A  i X l‘injection canonique.  Pour tout point  x  de  A,

le morphisme de groupes  !
1
i
A

: !
1

A, x f !
1

X, x est nul.

Propos i t i on  5 .3 .2

Soient  X  un espace topologique et  A  un sous-espace de  X

semi-simplement connexe dans  X.

Tout sous-espace  B  de  A   est, lui aussi, semi-simplement

connexe dans  X.
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L‘injection canonique  i
B  

 se factorise à travers

i
A

comme dans le diagramme ci-contre.

Le résultat est donc une
a
conséquence immédia-

te de la fonctorialité de  !
..

1

B i A i X

i
A

i
B

Exemples

Tout sous-espace simplement connexe d’un espace topologique  X  y est

semi-simplement connexe.

Tout sous-espace d’un espace topologique simplement connexe  X  y est

semi-simplement connexe.

Notons, pour un point  a  de R
2
,
a
C

a 
le cercle de centre  a  et de rayon 1.

Si  a >1,  C
a 

est semi-simplement connexe dans  R
2
 \ {(0, 0)}.

Si  a <1,  C
a 

n’est pas semi-simplement connexe dans  R
2
 \ {(0, 0)}.

Déf in i t i on

On dira qu’un espace topologique
a
X  est localement semi-simplement

connexe lorsque chaque point  x de X  admet un voisinage  U
x
  semi-

simplement connexe dans X.  
a

Remarque

D’après  5.3.2,  un espace topologique X  est localement semi-simple-

ment connexe si et seulement s’il admet un système fondamental de voi-

sinages semi-simplement connexes dans  X,

Exemples  d 'espaces  loca lement  semi -s imp lement  connexes

! Tout espace topologique simplement connexe est évidemment locale-

ment semi-simplement connexe.

! Le cercle S
1
 et le plan privé de son origine sont tous deux localement

semi-simplement connexes sans pour cela être simplement connexes.

! Le sous-espace  de  R
2
  formé de la réunion des cercles de

rayon  1/n  et de centre  (1/n, 0),  n  décrivant  N*, est con-

nexe par arcs et localement connexe par arcs sans être lo-

calement semi-simplement connexe. En effet, le point (0,0)

n’y afmet que des voisinages qui contiennent desacercles entiers et qui

ne peuvent donc remplir la condition requise.a
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Propos i t i on  5 .3 .3

Si un espace topologique X  admet un revêtement  p : Y s  X

simplement connexe, alors  X  est localement semi-simplement

connexe.

Soit  x
0

un point de  X. 
a

Soit  U
0
  le voisinage de  x

0 
 dont l’image réci-

proque par  p  est égale à la réunion d’une pile de p-copies. 
a
Soit  x  un

point de  U
0
.  Soit  '  un lacet d’extrémité  x  contenu dans  U

0
.  Soit en-

fin  y un point de   p
-1

(x). 
a

Notons alors  ƒ'  le lacet d’extrémité  y  obtenu en composant  '
a
avec

l’inverse local de  p  défini dans la  p-copie de  U
0
  qui contient  y.  Puis-

que  Y  est simplement connexe, on a :  ƒ'   =  ()*.   Donc en notant   ('*

la classe de  '  dans  !
1

X, x ,  on a ;   ('*  =  !
..

1
p . ƒ'   =  ()*.

Théorème 5 .3 .4

Un objet  X, x
0

  de Lca
o

admet un Lca
o
-revêtement sim-

plement connexe  p : Y, y
0

s 
a

X, x
0

  si et seulement

si  X  est localement semi-simplement connexe.

La proposition précédente montre la nécessité de cette condition.

Donnons-nous un espace topologique X con-

nexe par arcs, localement connexe par arcs

et localement semi-simplement connexe et

construisons un revêtement simplement

connexe et connexe par arcs.

Remarquons que, si  p : Y,y
0

s
a

X,x
0

est un tel revêtement, d’après 5.2.2, on a le diagramme ensemblistement

commutatif ci-dessus.

La bijectivité de
a
b
y0

  provient de la simple connexité de  Y. 
a

Tout revêtement  p   de  X, x
0

  simplement connexe et connexe par arcs

doit donc être ensemblistement équivalent à  b
x0

.  Il nous reste donc à
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construire une topologie sur  !
..

1
(X)

x0

  qui en fasse un espace simplement

connexe et connexe par arcs et qui fasse de  b
x0

  un revêtement,

Notons pour slmplifier  X
{0}

~
 :=  !

..
1
(X)

x0 

  et   u
0

 := b
x0

  :  X
{0}

~
f X.

Remarquons que, puisque  X  est localement connexe par arcs et locale-

ment semi-simplement connexe, il admet, d’après 5.3.2, un système

fondamental U
a
 de voisinages qui sont à la fois connexes par arcs et

semi-simplement connexes dans  X.

Soit  (+*  un élément de  X
{0}

~
 ;  soit  x  la fin de   (+*.

Pour tout voisinage  U  de  x  appartenant à U ,  on définit :

U
(+*

   :=  {(+* • (,*
X
 | (,* - !

..
1
(U)

x
},

U
(+*

  est donc une partie de  X
{0}

~
 contenant  (+* et contenue dans u

0

-1
(U).

(1) La restriction de  u
0

à  U
(+*

  induit une bijection de  U
(+*

  sur  U. 
a

La surjectivité provient du fait que  U  est connexe par arcs et l’injectivi-

té, du fatt que  U  est semi-simplement connexe dans  X.

(2) .  (,* - !
..

1
(U)

x
,    U

(+* • (,*
    =    U

(+*
 . 

a

Soit  y  la fin de   (,* .  Rappelons les deux faits élémentaires suivants :

.  (µ* - !
..

1
(U)

y
,    (+* • (,*  •  (µ*   =   (+* •  (,*  •  (µ*

.  (/* - !
..

1
(U)

x
,    (+* • (/*   =   (+* • (,*  •   (,*

-1 
 •  (/ *

Les inclusions    U
(+* • (,*

0 U
(+*

     et   U
(+*

0 U
(+* • (,*

    provien-

nent respectivement du premier et du second de ces faits.

On peut aussi formuler ce résultat comme suit :

(2’) .  (,* - U
(+*

,   U
(,*

   =    U
(+*

 . 
a

(3) Si    U
(+*
  1   U

(2*
3 4,  alors   U

(+*
= U

(2*
 .  

a

C‘est une conséquence immédiate du résultat formulé précédemment.

(4) Pour tout couple  U
(+*
 , V

(2*
où U  et  V  appartiennent à U , tel

que   U
(+*
  1   V 

(2*
3 4,   pour tout élément  (5*  de  U

(+*
 1  V 

(2*
 ,

et pour tout élément  W  de U  contenant la fin de  (5* et contenu

dans  U 1 V,   W
(5*

0    U
(+*
 1  V

(2*
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De façon évidente, on a :  W 0 U  fi  W
(5*

0   U
(5* 

,   D’autre part, d’aprés

(1), on a  :  (5* - U
(+*

 1  V 
(2*

fi    U
(+*

  =   U
(5*

    et   V
(2*

  =  V
(5*

 .

La conclusion vient immédiatement.

Notons  V   :=  {U(+*
 |  U -U ,   (+* - u

0

-1
(U) }. 

a

D’après le précédent point, puisque U  est un système fondamental de

voisinages,V  possède les propriétés d’un tel système.

Munissons donc X
{0}

~
 de la topologie engendrée par V .

Soient  x  un point de  X,   U un voisinage de  x  appartenant à U   et

V
U 

 :=   {U(+*
 | (+* - u

0

-1
(U) }. 

a

Il est clair que  u
0

-1
(U)  est égal à la réunion des membres de V

U
.  Il est

facile de vérifier que les points (1) et (3) ci-dessus entrainent que V
U 

 est

une pile de u
0
-copies de  U.  U   étant un système fondamental de voisi-

nages, on peut en conclure que   u
0

 : X
{0}

~
f X  est un revêtement.

X
{0}

~
  est connexe par arcs,

Notons  x
0

~
 le point de  X

{0}

~
  qui est la classe du lacet constant en  x

0
.

Soient  (+*  un point de  X
{0}

~
  de fin  x  et  +  l’un de ses représentants.

Notons,  pour tout point  t  de  I, +
t 
 :=  +

0, t[ ] .  On va montrer que

+~ : t d (+
t
*  est une application continue de  I  vers  X

{0}

~
.

Notons, pour tout couple  (r; s)  de points de  I,

- Si   r 6 s,  + 
r7s 

  :=   +
r s,[ ]

a

- Si   r 8 s,  + 
r7s 

  :=  +
r s,[ ]

-

Remarquons que, pour tout couple  (r; s)  de points de  I,  on a : ;

(+
r
* •  (+

r7s 
*    =    (+

s
*  .

Soient  t  un point de  I  et  U
(,*

  un élément de V   qui contient  (+
t
* .

D’après  (2’),   U
(,*

  =   U
(+t*

 .   D’autre part, d’après  (1),  U  contient +(t)

Puisque  +  est continu, il existe un voisinage  r s,[ ]  de  t  dans  I  tel

que   + r s,[ ] 0  U.  
a

a
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D’après l’égalité ci-dessus, on a :   (+
r
*    =   (+

t
* •  (+

t7r 
* -  U

(+t*
 .

Donc, d’après  (2’),   U
(+t*

   =    U
(+r* 

.

Puisque,  pour tout point t’  de  r s,[ ],   (+
t’
*    =   (+

t
* •  (+

r7t’ 
* ,  l’image

de  r s,[ ]  par +
~

 est contenue dans la u
0
-copie   U

(+r* 
  de  U,

Le voisinage  U
(,*

  de  (+
t
* étant choisi arbtrairement dans un système

fondamental de voisinages, +
~

 est continue en  t,

Tout point de  X
{0}

~
 est donc relié à x

0

~
par un chemin.

X
{0}

~
  est simplement connexe. 

a

Soit  (9* un élément de  !
1

X
{0}

~
, x

0

~
et soit  9  l’un de ses représen-

tants  
a
 Notons  .'  :=  u

0
9   Avec les notations introduites ci:dessus,

9  et '~ sont deux remontées de  '  suivan(  u
0

qui coïncident en   0.

D’après 5.1.3, on a :  9  = '~.  En particulier :   x
0

~
= 9(1) = '~(1) = ('*.

Autrement dit  !
..

1
u

0
 .(9*  est égal à l’élément neutre de   !

1 
X, x

0
.

D’après  5,2.3,  (9*  est donc égal à l’élément neutre de   !
1 

X
{0}

~
, x

0

~
.

(9*  étant arbitraire,  !
1 

X
{0}

~
, x

0

~
est réduit à son élément neutre.

Déf in i t i on

Si  X, x
0

 est un objet de Lca
o

localement semi-simplement connexe,

on appelle revêtement universel de  X, x
0

 le Lca
o
-revêtement sim-

plement connexe,  u
0
 : X

{0}

~
 , x

0

~
s X, x

0
 construit au

théorème précédent.

 Ce théorème permet de montrer le résultat plus puissant qui suit :

Théorème 5 .3 .5

Soit X,x
0

un objet de Lca
o
 qui admet un revêtement universel

u
0

: X
{0}

~
x

0

~
s X,x

0
.

Pour tout sous-groupe  H  de  !
1

X,x
0

, il existe un Lca
o
-revête-
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ment de  X, x
0

,  soit   u
H

 : X
H

~
,  y

0
s X, x

0
,  dont le

sous-groupe associé est égal à  H.  
a

De plus u
0

se factorise de la façon ci dessous où  ;
H 

  est un

revêtement.          X
{0}

~ x
0

~
s X

H

~
,  y

0
s X, x

0u
H

;
H

On définit sur  X
{0}

~
 =  !

..
1
(X)

x0 

 la relation : (+* ~ (2* ‹fi

u
0
(+*  = u

0
(2*

a

(+* • (2*-1 -  H
a

On laisse au lecteur le soin de vérifier que le fait que  H  soit un sous-

groupe de  !
1 

X, x
0

  entraine que la relation  ~ 

a
est une équivalence.

Notons  X
H

~
  l’espace topologique obtenu en munissant le quotient de la

relation  ~  de la topologie quotient induite par celle de X
{0}

~
.  Notons  ;

H

la surjection canonique de  X
{0}

~
  sur  X

H

~
.  Rappelons que  ;

H
  est conti-

nue et ouverte.
a

Puisque, par définition, pour tout couple (+*, (2* d’éléments de  X
{0}

~
, on

a :   ;
H 
(+*  = ;

H
(2* fi   u

0
(+*  = u

0
(2*,  l‘application u

0
induit une ap-

plication continue et surjective  u
H

: X
H

~
s X telle que : u

0
= u

H
;
H

.

Pour tout élément  U
(+*

de V , ;
H

U
(+*

  est une  u
H
-copie de  U.

C’est une conséquence immédiate de l’égalité  u
0

 =   u
H

;
H

  et du fait

que   U
(+*

soit une  u
0
-copie de  U.

Pour tout élément  U  de U   et tout élément  (+*, (2*  de   u
0

-1 
(U)

2

;
H

U
(+*

1 ;
H

U
(2*

3 4 fi    ;
H

U
(+*

= ;
H

U
(2*

D’après (2’) de la précédente démonstration,  ;
H

U
(+*

1 ;
H

U
(2*

3 4

entraine que l’on peut supposer que ;  ;
H 
(+*  = ;

H
(2*.

Autrement dit :  il existe un élément  ('* de H  tel que ;  (+*  =  ('* • (2*
a

Un élément de  ;
H

U
(+*

est de la forme  ;
H

(+* • (,* , donc est égal à

;
H

('* • (2* • (,* qui, par définition de  ;
H
,  est égal à  ;

H
(2* • (,* .

Tout élément de  ;
H

U
(+*

 appartient donc à ;
H

U
(2*

, On montre

l’inclusion inverse de la même manière.
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Les deux faits précédents permettent de montrer facilement que  u
H
 est

un revêtement.
a

La connexité par arcs de  X
H

~
est une conséquence immédiate de la con-

nexité par arcs de  X
{0}

~
  et de la continuité et de la surjectivité de  ;

H
.

!
..

1
p

H
!

1 (
X

H

~
,   ;

H
x

0

~
=  H

Soit  ('*  un élément de  H  et soit  '  l’un de ses représentants.  Avec les

notations introduites lors de la précédente démonstration, soit '
~a

l’uni-

que remontée de  '  suivant  u
0

de début x
0

~
.  Il est facile de vérifier

que  ;
H
'~  est l’unique remontée de  '  suivant  u

H
de début ;

H
x

0

~
,

Puisque la fin de  '~ est  ('*,  la fin de  ;
H
'~  est  ;

H
('*  =   ;

H
x

0

~
.

;
H
'~ est donc un élément de  !

<
X

H

~
,   ;

= 
x

0

~
et  ('* = !

..
1

u
H

(;
H
'~*

est un élément de  !
..

1
u

H
!

1
-X

H

~
,   ;

H
x

0

~

Réciproquement, soient  (9*  un élément de !
1

X
H

~
,   ;

H
x

0

~
  et  9

l’un de ses représentants  Posons   '  :=  u
H  
9 .  Par un raisonnement

analogue au précédent et avec les mêmes notations, on obtient :   
a

9   =   ;
H
'~   En particulier ;  ;

H
x

0

~
=  9(1)   =   ;

H
'~(1)   =  ;

H
('*

Autrement dit :  !
..

1
u

H
(9* =  ('* -   =.

;
H
   est un revêtement

Soit  (+*  un élément de  X
{0}

~
.   Rappelons que :

;
H

-1  
;

H
(+*  =   { ('* • (+* | ('* - H}.

Donc :   ;
H

-1  
;

H
U
(+*

=   { ('* •  (+* • (,*
X
 | (,* - !

..
1
(U)

x 
;   ('* - H }

=   U

H
' >

'
�

-
U

D’après (3) de la précédente démonstration, la famille  { U
('*•(+*}('*-H  

est

une pile. De plus, puisque  U
(+*

 et  ;
H

U
('*•(+*

  sont respectivement une

u
0
-copie et une  u

H
-copie de  U,   U

('*•(+*
est une  ;

H
-copie de  ;

H
U
(+*

 .
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On obtient alors le théorème de classification des revêtements au moyen

de leur sous-groupe associé,

Le corollaire suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur, justifie

l’appellation de revêtement universel.

Coro l la i re   5 .3 .6

Soit  X, x
0

un espace topologi-

que muni d’une
a
origine qui ad-

met un revêtement universel  u
0

de X
{0}

~
, x

0

~
sur X,x

0
.

Alors  pour tout Lca-revêtement

q : Y,y
0

s X,x
0

,  il existe

X
{0}

~ , x
0

~
X, x

0

Y, y
0

u
0

q
u

.

un revêtement  u  : X
{0}

~
, x

0

~
s  Y,y

0
avec : u

0
   =  q u.

Théorème 5 .3 .7

Soit  X, x
0

un espace topologique mnni d’une origine qui ad-

met un revêtement universel. 
a

La correspondance entre
a
un Lca revêtement de  X, x

0
  et son

sous-groupe associé induit une bijection entre, d’une
a
part,

l’ensemble des sous-groupes de  !
1

X,x
0

  et, d‘autre part, les

classes d‘équivalence des Lca-revêtements de  X, x
0

,

C’est une conséquence immédiate de 5.3.1 et de 5.3.5.

Tous les espaces considérés étant connexes par arcs, on peut se deman-

der ce que devient cette classification lorsque l’on « oublie les origines ».

Oublier les origines revient à identifier les revêtements connexes par arcs

et munis d’une origine au-dessus de  X,x
0

a
dont les applications sous-

jacentes sont les mêmes et qui
a
ne diffèrent que par leurs origines.
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Coro l la i re   5 .3 .6

Soit  X, x
0

un espace topologique muni d’une origine qui ad-

met un revêtement universel  u
0
 :  X

{0}

~
, x

0

~
s X,x

0
.

Soient  q
1 

:  Z
1
, z

1
s X,x

0
 et  q

2
: Z

2
, z

2
s X,x

0

deux Lca-revêtements de  X, x
0

 .

Les deux assertions suivantes sont équivalentes.   
a

 (i) Les sous-groupes de  !
1 

X, x
0

 associés à  q
1

et à  q
2
 sont 

conjugués dans  !
1 

X, x
0

.

(ii) q
1

et  q
2

sont respectivement équivalents à deux Lca-revête-

ments  p
1

: Y,y
1

s X,x
0

et p
2

: Y,y
2

s X,x
0

de  X, x
0

, dont les applications sous-jacentes sont les mê-

mes et qui ne diffèrent donc que par leurs origines. 
a

(ii) fi (i)  D’après 5.3,6, il suffit de montrer que les sous-groupes as-

sociés aux deux revêtements, p
1

 =   p
2

du (ii)  sont conjugués dans

!
1 

X, x
0

.    Les groupes  !
1

Y, y
1

et  !
1

Y, y
2

  se déduisent l’un de

l’autre par une conjugaison associée à une flèche  (+*  du groupoïde !
..

1
Y,

de début  y
1
  et de fin  y

2
.   Les sous-groupes de  !

1 
X, x

0
 associés à

p
1
 et à  p

2
  se déduisent donc l’un de l’autre par la conjugaison associée

à l’élément  p (+*  du groupe   !
1 

X, x
0

.

(i) fi (ii)  Soient deux sous-groupes  H  et  H’  de  !
1 

X, x
0

qui se dé-

duisent l’un de l’autre par une conjugaison associée à un élément ('*  de

!
1 

X, x
0

 .  Notons  q : Z, z
0

s X,x
0

et q’ : Z’, z’
0

s X,x
0

a

les revêtements respectivement associés à  H  et à  H’. par  5.3.5.

D’après 5.3,6, il suffit de montrer (ii)  pour  q  et q’.

La translatton à gauche   ?
('*

 :   X
{0}

~
 =  !

..
1
(X)

x0 

f  !
..

1
(X)

x0 

= X
{0}

~

vérifie ;   ;
H 
(+*  = ;

H
(2* ‹fi ;

H’  
?
('*

(+*  = ;
H’ 
?
('*

(2* .
?
('*

  induit donc une bijection  @  de  Z  sur  Z’  telle que :  @ ;
H   

=  ;
H‘ 
?
('*

.

Il est facile de voir que : .  (,* - X
{0}

~
,   ?

('*
U
(+*

=   U
?('* (+*

 .

D’où ;   @ ;
H 

U
(+*

 =  ;
H‘
?
('*

. U
(+*

=   ;
H‘

U
?('* (+*

.
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On en déduit que  !  est un homéomorphisme de  Z  sur  Z’.  On laisse

au lecteur le soin de vérifier que   q’ !   =   q.

En posant :   z
1  

:=   !
-1 

z’
0

  les deux revêtements connexes par arcs et

munis d’une origine au-dessus de  X, x
0

,   q :  Z, z
0

s X, x
0

 et

q’ ! :  Z, z
1

s X, x
0

   ne diffèrent que par leurs origines et ont

respectivement  H  et  H’ pour sous-groupes associés. 
a

5.4  Revêtements et actions de groupes

Déf in i t i on  (Rappel)

Soient un groupe (G, ,)  et un espace topologique  Y.

La donnée d’une action continue de  G  sur  Y  consiste en la donnée

d’un morphisme  "  de  G  vers le groupe des homéomorphismes de  Y

dans lui-même.

Lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion, on écrit  g y  pour  "(g) (y).

et on dit que  G  agit (continument) sur  Y ,

On a alors :  # (g, g’, y)  $ G × G × Y,  (g g’)  y  =  g (g’ y)  et  1
G

y  =  y 
a

La relation  ®
G
  définie sur  Y  par :   y  ®

G
  y’  ‹‹‹‹fifififi % g $ G ;  y’ = g y

est une équivalence. 
a

Pour tout point  y  de  Y,  soit  Gy  :=  {g y ;  g $ G}  la classe de  y  mo-

dulo ®
G
.   On appelle  Gy  la G-orbite de  y . 

a

On note  Y/G  l’espace topologique constitué de l’ensemble des G-orbi-

tes de  Y  muni de la topologie finale de la surjection canonique  q
G 

a
as-

sociée à  ®
G
,  q

G
:  Y s Y/G .

On dit que  G  agit librement sur  Y  si,  pour tout élément  g  de  G,

on a :  % y $  Y :  y  =  g y ›fi g  = 1
G 

.
a

On dit que  G  agit transitivement sur  Y  si, pour tout couple  (y
1
, y

2
)

d’éléments de  Y,  il existe un élément g  de  G  tel que :  y
2 

  =  g y
1
.

A titre d’exemple, le groupe abélien sous-jacent à un espace vectoriel to-

pologique  V  agit continument, librement et transitivement sur  V via les

translations.
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Dans cette section, on établira d‘abord la condition nécessaire et suffi-

sante que doit remplir un revêtement   p :  Y s X   pour être la sur-

jection canonique associée à l’action d’un groupe  G  sur  Y.

Puis, réciproquement, on établira la condition nécessaire et suffisante

que doit remplir l’action d’un groupe  G  sur  Y  pour que la surjection

canonique
a
associée, q

G
:  Ys Y/G,  soii un revêtement.  

a v

Pour commencer deux remarques s’imposent :

Remarques

Lersqu’un groupe  G  agit sur un espace topologique  Y,  chaque homéo-

morphisme  &  de  Y  dans lui-même qui est l’image d’un élément de  G

par l’action de  G  sur  Y  vérifie :   q
G 
&  =  q

G
, 

a
où   q

G  
 est la surjection

canonique associée à l’action dc  G  sur  Y. 
a

De plus, pour tout point  y 
a
de  Y,   l’action de  G  sur  Y  induit une ac-

tion transitive de  G  sur la  G-orbite de  y   c'est à dire sur  q
G

-1 
q

G
(y) .

Déf in i t i on

Soit une surjection continue  p :  Y -f X.  On appelle automor-

phisme de  p  tout homéomorphisme  &  de  Y  dans lui-même qui

vérifie :   p &  =  p.

L'ensemble des automorphismes de  p muni de la composition usuelle

est un groupe que l’on note  Aut p.

Remarque  
a

Dans le cas où   q
G

: Ys Y/G, est la surjection canonique associée à

l’action d’un groupe  G  sur  Y.
a
l’image de cette action est un sous-groupe

de  Aut q
G
 .  On en déduit facilement que l’action usuelle de  Aut q

G
  sur

Y  induit une action transitive de  Aut q
G
  sur chaque « fibre »   q

G

-1
q

G
(y)

de q
G
.
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Propos i t i on  5 .4 .1

Pour qu’une surjection continue donnée   p :  Y f X

puisse être identifiée à la surjection canonique associée à

l’action d’un groupe  G  sur  Y,  il faut que  Aut p  agisse

transitivement sur chaque « fibre »  p
-1

p(y)  de  p. 
a

C‘est une conséquence immédiate des romarques précédentes.

Déf in i t i on

On dira qu’une surjection continue  p :  Y s X  est normale lors-

que,  pour tout point  x  de  X,  Aut p  agit transitivement sur  p
-1

(x).

Propos i t i on  5 .4 .2

Soient  X  un espace topologique et  p : Y s X
a
une surjec-

tion continue, normale
a
et ouverte.  Soit  q : Y s Y/ (Aut p)   la

sur-jection canonique associée à  ®
Autp

,

Alors il existe un homéomorphisme  !  :  X f Y/ (Aut p) tel

que : q =  ! p.

Puisque  p  est normal, on a,  pour tout couple  (y
1
,  y

2
)  de points de  Y,

p (y
1
)  =  p (y

2
)  ‹fi  q (y

1
)  =  q (y

2
) .

Il est facile d’en déduire qu’il existe une bijection  !  :  X f Y/ (Aut p)

telle que : q =  ! p.

Soit  V  un ouvert de  X.   V = p p
-1
(V) fi ! (V) = q p

-1
(V) .  p

-1
(V) étant

un ouvert de  Y  et  q  étant ouverte,  ! (V)  est un ouvert de  Y/ (Aut p).

En interchangeant p  et  q  d’une part, et  !  et  !
-1  

d‘autre part, un rai-

sonnement analogue montre que  !  est continu.

Exemples

!Soit  p : Y
a

Aa$
C s  X   le revêtement trivial associé à la famille d’ho-

méomorphismes  {!
a
 :  Y

a 
f X }

a$A
 .

Le groupe  Aut p  est isomorphe au groupe des bijections de  A dans
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lui-même.  Si  '  est une telle bijection, il est facile de vérifier que

Y Y

y y

a
A

a
A

a a a a

a a

f

d

$ $
( ( )

)

*
+

,
+

C C
! !
'

1

est un automorphisme de  p

!Soit  p  :  R s S
1
  le revêtement du cercle du 1.24. Il est facile de

vérifier que les automorphismes de  p ne sont autres que les transla-

tions de pas entier et donc que le groupe  Aut p  est isomorphe au

groupe  (Z, +).

!Soit  p
1
  :  S

1
 s RP

1
  le revêtement usuel à deux feulllets,  Aut p

1

est isomorphe à  Z
2Z

,

Coro l la i re  5 .4 .3

Pour tout revêtement connexe  p : Y s X.

Aut p  agit continument et librement sur   Y.

C’est une conséquence immédiate de  5.1.3.`

Propos i t i on  5 .4 .4

Soient  X  un espace topologique connexe et localement connexe

par arcs
a
et  p : Y,y

0
s X,x

0
un revêtement connexe de  X.

Les cinq assertions suivantes sont équivalentes.

  (i) -
..

1
p -

1
Y, y

0
est normal dans  -

1
X, x

0

a

 (ii) Pour tout point  y  de  Y,   -
..

1
p -

1
Y, y est normal dans  

-
1

X,  p(y) ,  
a

(iii) Pour tout élément  (y
1
, y

2
) de  Y

2
tel que :   p (y

1
)  =  p (y

2
),

-
..

1
p -

1
Y, y

1
  =   -

..
1
p -

1
Y, y

2
.

 (iv) p  est normal.

  (v) Si  q : Y s Y/ (Aut p)  désigne la surjection canonique

associée à  ®
Autp

,
a
alors il existe un homéomorphisme

!  :  X f Y/ (Aut p) tel que : q =  ! p.  
a
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Remarquons que  X  est connexe par arcs, que, puisque  p  est un homé-

omorphisme local, Y  est localement connexe par arcs et donc que  Y  est

connexe par arcs.

(iv) fi (i)   Il suffit de montrer que pour tout élément ./0  de   -
1

Y, y
0

et tout élément  .µ0  de  -
1

X, x
0

,  .µ0
-1

• -
..

1
p ./0 • .µ0 $  -

..
1
p -

1
Y, y

0
.

D’après  5.2.2,  il existe un unique élément  .10  de  -
..

1
Y,  de début  y

0  
tel

que :  -
..

1
p .10   =  .µ0.  Notons  y  la fin de  .10.  On a :  p(y)  =  p(y

0
)  =  x

0
.

p  étant normal, il existe un élément  &  de  Aut p  tel que :   &(y)  =  y
0 

.

.µ0
-1

• -
..

1
p ./0 • .µ0 = -

..
1
p .10

-1
• ./0 • .10  =  -

..
1

(p o &) .10
-1

• ./0 • .10
-

= -
..

1
p -

..
1
& .10

-1
• ./0 • .10 .

Puisque  .10
-1

• ./0 • .10   appartient à  -
1

Y, y ,   -
..

1
& .10

-1
• ./0 • .10   ap-

partient à  -
1

Y, y 
0 

,

(i) fi (ii)    Soient  ./0  un élément de   -
1

Y, y    et  .µ0  un élément de

-
1

X,  p(y)  .  Y  étant connexe par arcs, il existe un élément  .10  de  -
..

1
Y

de début   y
0 

 et de fin  y 
a

a

.µ0
-1

• -
..

1
p ./0 • .µ0    =      -

..
1

p .10
-1

 •  -
..

1
p ./0 •  .µ0

-1
 •  -

..
1

p .10
(2

•  -
..

1
p ./0  •  -

..
1

p ./0  •  -
..

1
p .10

(2

•  -
..

1
p .10  • .µ0  • -

..
1

p .10
(2 

• -
..

1
p .10

.µ0
-1

• -
..

1
p ./0 • .µ0   peut donc s’écrire sous la forme :

-
..

1
p .10

-1
 •  .30

-1
•  -

..
1

p .40 •  .30
-1

•  -
..

1
p .10

où :    3 $  -
1

X, x
0

 ,   4 $  -
1

Y, y
0

.

-
..

1
p -

1
Y, y

0
 étant normal dans  -

1
X, x

0
,  il existe un élément  .50 

de  -
1

Y, y
0

  tel que ;   .µ0
-1

• -
..

1
p ./0 • .µ0   =  -

..
1
p .10

-1
• .50 • .10 .

D’où :     .µ0
-1

• -
..

1
p ./0 • .µ0 $  -

..
1
p -

1
Y, y

(ii) fi (iii) Y  étant connexe par arcs, il existe un élément  .10  de  -
..

1
Y

de début  y
1 

 et de fin  y
2
 .  On a : 

a
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-
..

1
p -

1
Y,y

2
6 -

..
1

p .10 • -
..

1
p -

1
Y,y

2
• -

..
1

p .10
-1

6 -
..

1
p -

1
Y,y

1

La première inclusion provient de la normalité de  -
..

1
p -

1
Y, y

2
 et la

seconde est évidente. On montre de façon analogue que :

-
..

1
p -

1
Y, y

1
6 -

..
1
p -

1
Y, y

2

(iii) fi (iv)   Soient  p
1

: Y,y
1
s X,x et p

2
: Y,y

2
s X,x

deux « localisations » de  p.   D’après  5.2.7  et (iii), il existe une remontée

& 
a
de  p

1
suivant  p

2
  et une remontée  ! 

a
de  p

2
suivant  p

1
telles que

& (y
1
)  =  y

2 
  et   ! (y

2
)  =  y

1
.

Puisque  p
1

et  p
2 

 admettent tous deux  p  comme application sous-ja-

cente, il est facile de vérifier que  &  appartient à  Aut p  et que  !  = &
-1

.

(v) ‹fi (iv)   C’est une conséquence immédiate de 5.1.5, 5.4.1, 5.4.2

et 5.4.3.

Dé f i n i t i on  ( r appe l )

Soient  G  un groupe et  H  l’un de ses sous-groupes.

Soit  N(H)  =  { g $ G :  g H g
-1

 =  H }.   N(H)  est un sous-groupe de  G.

De plus  N(H)  est le plus grand sous-groupe de  G  contenant  H  et

dans lequel  H  est distingué.

On appelle  N(H)  le normalisateur de  H.

 P ropos i t ion  5 .4 .5

Soient  X  un espace topologique connexe et localement connexe

par arcs et
a

p : Y,y
0
s X,x

0
  un revêtement connexe de  X.

Notons :   H  :=   -
..

1
p -

1
Y, y

0

Alors  Aut p   est isomorphe à  N(H)/H .

Soit  &  un élément de  Aut p.  Soit   y
1
  =  &(y

0
).

(1) -
..

1
p -

1
Y,y

1
  = -

..
1
p -

1
Y,y

0
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5.2.7  appliqué à  &  et à &
-1  

donne les deux inclusions ci-dessous :

-
..

1
p -

1
Y,y

1
6 -

..
1
p -

1
Y,y

0
;   -

..
1
p -

1
Y,y

1
7 -

..
1
p -

1
Y,y

0
.

Y  étant connexe par arcs,  -
..

1
Y  contient un élément  .10  de début  y

0 
 et

de fin  y
1
.

(2) -
..

1
p .10 $  8(9)  

Soit  ./0  un élément de  -
1

Y, y
0

.

-
..

1
p .10

-1
• -

..
1

p ./0 • -
..

1
p .10 = -

..
1

p .10
-1

• ./0 • .10 $ -
..

1
p -

1
Y,y

1

D’après (1), -
..

1
p .10

-1
• -

..
1

p ./0 • -
..

1
p .10 $ -

..
1
p -

1
Y,y

9
 =  H.

./0  étant arbitraire, on a :   -
..

1
p .10

-1
• H  • -

..
1

p .10 6 H.

D’après (1), il existe un élément  .µ0  de  -
1

Y,y
1

 tel que : -
..

1
p ./0 = -

..
1

p .µ0

D’où :       -
..

1
p .10 • -

..
1

p ./0 • -
..

1
p .10

-1
= -

..
1

p .10 • -
..

1
p .µ0 • -

..
1

p .10
-1

= -
..

1
p .10 • .µ0 • .10

-1
$ -

..
1
p -

1
Y,y

0
 =   H.

./0  étant arbitraire, on a :   -
..

1
p .10 • H  • -

..
1

p .10
-1

6 H.

Il est facile de conclure que   -
..

1
p .10 $  8(9).

Soit : : 8(9) s 8(9)/9    la surjection canonique. D’après  (2),  la 
a

correspondance   & d .10 d  : -
..

1
p .10 associe un élément de

8(9)/9   à un élément de  Aut p, 
a

Montrons que cette correspondance

définit une application de  Aut p  vers 8(9)/9 . 
a

Soient  .10  et  .;0  deux éléments de  -
..

1
Y  de début  y

0 
 et de fin  y

1
.

0n a évidemment :   .10  =   .10 • .;0
-1

• .;0  

D’où :  -
..

1
p .10  =  -

..
1

p .10 • .;0
-1

• -
..

1
p .;0   où :  -

..
1

p .10 • .;0
-1

$  H,

Donc :    : -
..

1
p .10   = : -

..
1

p .;0
  .

Notons  <   l’application ainsi définie de  Aut p  vers 8(9)/9 . 

<  est un morphisme de groupes.

Soient  & et  !  deux éléments de  Aut p.
a

Soient  .10  et  .;0  deux élé-

ments de  -
..

1
Y  de début  y

0 
 et de fins respectives  & (y

0
)  et  ! (y

0
)

On peut composer .10 et -
..

1
& .;0 0n obtient l’élément  .10 • -

..
1
& .;0   de 

a
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début  y
0 

 et de fin   & o !  (y
0
) .

Par définition, on peut poser :  < (& o !)   = : -
..

1
p .10 • -

..
1
& .;0

D’où :     < (& o !) =    : -
..

1
p .10  •  : -

..
1

p -
..

1
& .;0

=   < (&)  •  : -
..

1
(p o &) .;0  =   < (&)  •  : -

..
1
p .;0

=   < (&)  •  < .;0

Ker <   =  1
Y

a)  Si   &  $  Ker <,   alors    & (y
0
)  =  y

0
.

Soit  .10 un élément de  -
..

1
Y  de début  y

0 
 et de fin  & (y

0
).

&  $  Ker <  ›fi : -
..

1
p .10 =  0  ›fi -

..
1

p .10  $ H

›fi .10 $ -
1

Y, y
0

  (Cf 5.2.2)   ›fi & (y
0
)  =  y

0
.

b) D’après  a)  et 5.4.1,  &   =  1
Y 

.

<   est surjective.

Pour tout élément  .10  de  -
..

1
Y  de début  y

0 
 et de fin  y

1
 tel que ;

-
..

1
p .10 $  N(H),    -

..
1
p -

1
Y, y

0
  =   -

..
1
p -

1
Y, y

1

-
..

1
p -

1
Y,y

1
est égal à l’image de  -

..
1
p -

1
Y,y

0
par la conjugaison

associée à  -
..

1
p .10   Si ce dernier appartient à N(H)  on a donc bien

l’égalité ci-dessus.

D’après 5.2.2,  tout élément de  N(H)  est de la forme  -
..

1
p .10.  D’après

l’égalité ci-dessus et 5.2.7,  il existe un élément  &  de  Aut p  tel que ; 
a

& (y
0
)  =  y

1
.   Donc  pour tout élément  -

..
1

p .10  de N(H),    il existe un

élément  &  de  Aut p  tel que ;    < (&)  =  : -
..

1
p .10 .

Coro l la i re

Lorsqu’un revêtement  p  de  X  par  Y est normal et admet  H

pour sous-groupe associé,   Aut p  est isomorphe à   -
1

X, x
0 H

Dans ce qui précède, on est parti de la donnée d’un revêtement  p  de  X

par  Y  pour définir le sous-groupe  Aut p  du groupe  Aut Y  des homéo-

morphismes de  Y  dans lui-même.  On se pose maintenant le problème

124 Revêtements

réciproque : quelles propriétés un sous-groupe donné  G  de  Aut Y

doit–il vérfier pour être le groupe des automorphismes d’un revêtement ?

Déf in i t i on

Soient  Y  un espace topologique et  G  un groupe qui agit sur  Y.

On dira que  G  feuillette  Y  lorsque :  
a

Tout point de  Y  admet un voisinage  U  tel que la famille  { g U :  g $G}
soit une pile.  (i.e. :  g U =  g’ U  > ?   ›fi g = g’)

Propos i t ion   5 .4 .6

Pour tout revêtement  p :YsX,  le groupe  Aut p  feuillette Y

Soient  y  un point de  Y, x = p (y),  V  le voisinage de  x  qui admet une

pile 
a

{U
a
}

a$@
   de  p-copies. Soit  U  le membre de la pîle qui contient  y.

Soient  &  et  !  deux éléments de  Aut p  tels que ;   & U = ! U  > ?. 
a

Il

existe donc un couple  (y
1
, y

2 
)  de points de  U   tel que   & (y

1
)  =  ! (y

2
).

On a donc :  p (y
1
)  =  p (y

2
).   Puisque  U est une p-copie,    y

1
  =  y

2
   et

donc :  & (y
1
)  =  ! (y

1
).   Puisque  Aut p  agit librement sur  Y,   & = !.

Propos i t i on  5 .4 .7

Si un groupe  G  feuiillette un espace topologique  Y, alors la sur-

jection canonique  q :  Y s  Y/G  est un revêtement normal.

Si de plus  Y  est connexe,  G  =  Aut q.

Soit  x  un point de  Y/G.  Choisissons un point  y  de  q
-1 

(x). 
a
Par hypo-

thèse, il existe un voisinage  U  de  y  tel que  { g U :  g $G} soit une pile.

D’après les définitions de  q  et de la topologie de  Y/G,  il est facile de

vérifier que  q (U)  est un voisinage de  x  et que   q
-1 

q (U)   =  gU

g G$
U . 

a

La restriction de  q  à  U  est injective. 
a

Soient  y
1 

 et   y
2  

 deux points de  U  tels que :   q (y
1
)  =  q (y

2
),

Il existe donc un élément  g  de  G  tel que :   y
2  

=  g y
1    

$   U =  g U

Puisque  { g U :  g $G}  est une pile,  g  =  1
G
  et donc    y

2 
 =  y

1 
.
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Il est facile d’en déduire que la restriction de  q  à chaque  g U  est injec-

tive. Puisque  q  est continue et ouverte, chaque  g U  est une q-copie de

q (U).  Le point  x  étant arbitraire,  q  est un revêtement.

Le groupe  G agit transtivement sur chaque  q
-1 

q (x) .  Il en va de même

de  Aut q  puisque ce dernier contient clairement  G.  q  est donc normal.

Si   Y  est connexe,  G  =  Aut q

Soient  !  un élément de  Aut q  et  y  un point de  Y.   Puisque l’on a 
a

q ! (y) =  q (y), il existe un élément  g
! y 

 de  G  tel que ;  ! (y)  =  g
! y 

y.

Puisque Aut q  contient  G  et agit librement sur  Y  (cf 5.4.3),  !   =  g
! y

.

G  contient donc Aut q   et, par suite, lui est égal.

Exemple 1  :  les espaces projectifs réels

Soit   p
n
 :  S

n  
s RP

n   
la surjection canonique, 

a
On a vu au  5.2.5 que

p
n 

  est un revêtement et que  -
1

RP,n( ) A Z
2Z

Appliquons 5.4. 5 : il est facile de vérifier que, dans ce cas,  H = 0,  et

donc que :  Aut p
n 

A N(H)    =    -
1

RP,n( ) A Z
2Z

a
 .

Puisque l’identité de  S
n  

et la restriction à  S
n 

de l’homothétie  x d –x

appartiennent évidemment à  Aut p
n 

,
a 

on en conclut que ce dernier ne

contient que ces deux éléments.  
a

Exemple 2 :   les  espaces lent icu la i res.

Soient  m  et  n  deux entiers naturels supérieurs ou égaux à  2.

L’application   (g, v)  d   e
i

g

m
2 -

v 
a
définit une action du groupe

Z
Zm   sur  S

2n –1
  qui  feuillette  S

2n –1 
. 

a

On a considéré la sphère  S
2n -1

  comme la partie de  C
na 

définie par :

{ (v
1
 , …, v

n
) $ C

n
|  

X
v
1X

2
+ … +

X
v

nX

2
 = 1 }

a) Soit  W  :=  { (v
1
 , …, v

n
) $ S

2n–1
  |  # n,  v

n 
>  0 }

 Tout point  v  de  W  admet un voisinage  U  tel que la famille

{ g U :  g $Z
Zm } soit une pile.  

a
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W  est un ouvert de  S
2n –1

.

Notons  Q
n 

 :=  {(r
1

, …, r
n
) $  R

+
�( )

n
| r

1

2
+ … + r

n

2
 = 1}

W  est homéomorphe à  (S
1
)
n 
×   Q

n 

a
par l‘application qui à chaque com-

posante complexe  v
i
  de chaque point  v  de  W,  associe son argument

et son module. 
a
Identifions donc  W  à cet espace.

a 
Notons que l’action

de  Z
Zm   sur  S

2n–1 
s’identifie à :

g,   (B
1

, …,B
n
) , r d  (B

1 
+  2-

g
m

  , …,   B
n  
+  2-

g
m

-) , r

Soit  u  =  (B
1

, …,B
n
) , r un point de  W.  Soit,  pour chaque indice  i

A
i 
 un arc de cercle ouvert, centré en  B

i
  et dont la longueur est strtcte-

ment inférieure à  2-

m
.   Soit  U :=  A

1 
× … × A

n  
× Q

n
 ,

Il est facile de vérifier que  U
a
est un voisinage de  u  dans  S

2n–1
. tel que

la famille  {g U :  g $Z
Zm } soit une pile. 

a

Soit maintenant  w  un point quelconque de  S
2n–1

.   Choisissons arbi-

tralrement un point  u  de  W.   Il est facile de vérifier que :

- il existe une rotation  C  de  C
n
  telle que :  u  = C (w) :

- C  induit un homéomorphisme de  S
2n–1

 sur  S
2n–1

 ;

- # (g, z) $ Z
Zm × S

2n–1
,    g C (z)   =  C tg z).

Soit  U  le voisinage ouvert de  u  dans  S
2n–1

 tel que  {g U :  g $Z
Zm }

soit une pile.  
a
C
(2

(U)  est alors un voisinage ouvert de  w  dans  S
2n–1

  et

{g C
(2

(U)  :  g $Z
Zm } est une pile.

Déf in i t i on

L’espace topologique quotient de l’action de  Z
Zm   sur S

2n–1
  définie

ci-dessus est appelé espace lenticulaire.  Notons-le  Lent (m, n).

Coro l la i re  5 .4 .8

-
1

Lent (m, n) A Z
Zm

D’après 5.4.7, la surjection canonique  q :  S
2n–1

s Lent (m, n)  est

un revêtement normal  et   Z
Zm    =   Aut q. 

a
La sphère  S

2n–1
étant

connexe par arcs,  Lent (m, n)  l’est aussi.  Le groupe  -
1

Lent (m, n) est
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donc défini. 
a

Appliquons 5.4.5 à  q.  Puisque  S
2n–1

 est simplement

connexe (GF 20)  le sous-groupe  H  de   -
1

Lent (m, n) associé à q  est

réduit à 0.   D’où le résultat. 
a

Exemple  3

L’action de   Z  sur  R  dcfinie par les translations feuilllette  R.

Pour associer une pîle à un point donné  t de  R,  il suffit de choisir un

intervalle  I, centré en  t  et de longueur strictement inférieure à  1,  puis

de  considérer les translatés de  I.

Coro l la i re  5 .4 .9

Le groupe fondamental du tore est isomorphe à  (Z, +) × (Z, +).

Le tore T
2
  peut être décrit comme le quotient de l’action de (Z, +) × (Z, +)

sur le plan  R × R  définie par :  ( j, k), (s, t) d (s + j,  t + k). 
a

En généralisant un peu l’exemple 3 ci-dessus, il est facile de vérifier que

cette action feuillette le plan.  D’après  5.4.7, la surjection canonique

q :  R
2

s T
2

est un revêtement normal et  Aut q A  (Z, +) × (Z, +).

Le plan  R
2 

aétant simplement connexe, le sous-groupe associé à  q  est

réduit à  0.  D’après le corollaire de 5.4.5,  -
1
(T

2
) est isomorphe à Aut q

et donc à  (Z, +) × (Z, +). 
a
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6 Complexes cellulaires

6.0 Quelques rappels

Propos i t ion  6 .0 .1  :   topo log ie  f ina le

Soient  E  un espace topologique, X  un ensemble e(  f  une appli-

cation de  E  vers  X.   Notons  T
E 

 la topologie de  E. 
a

• La famille U
f;E

  :=  {U  !  f (E)  |  f
-1

(U)  " T
E

}  est une topolo-

gie sur  f (E).  
a
De plus   f : E f f (E), U

f;E
est continue.

• U
f;E

 est la plus fine des topologies de  f (E) qui rendent  f  con-

tinue. 
a

• Pour tout espace topologique F  et toute application  u
a 

de  f (E)

a
vers  F,  u : f (E),U

f;E
f F  est continue si et seulement 

si  u f est continue. 
a

Déf in i t i on

La topologie U
f;E

  est appelée topologie finale de  f,

L’espace topologique f (E),U
f;E

 sera noté  Im f.

Déf in i t i on

Soient  X  un ensemble, E =  {E
a
 ; a " A }  une famille d’espaces topo-

logiques et F  =  {f
a

:  E
a  
f X} une famille d’applications.

On définit la topologie finale de la famille F  comme
a
la topologie fi-

nale de l’application f :

a A"
C E

a
f X dont la restriction à chaque  E

a

est  f
a
. Autrement dit, la topologie finale de la famille F  = {f

a
 ; a " A }

est la fa-mille des parties  U  de
a
X  contenues dans la réunion des ima-

ges des  f
a 

 et dont l’image réciproque par chacune des  f
a 

 est un ou-

vert de E
a
.
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Déf in ition : topolog ie faible associée à une fam ille de sous-espaces.

Soient  (E,T )  un espace topologique et A   une famille de parties de  E

dont les membres recouvrent  E.a On définit la topologie faible associée

à  A  comme la topologie finale de la famille des  inclusions des mem-

bres de A .  Autrement dit : une partie  U  de  E  est un ouvert de la to-

pologie faible associée à A   si et seulement si pour tout membre  A  de

A ,   U # A  est ouvert dans  A.

On notera cette topologie  T
A 

.

Il est facile de vérifier que T
A 

 est plus fine que T.

Déf in i t ion  :   Topo log ie  engendrée par  les  compacts

Soient  (E,T )  un espace topologique et K   la famille des parties com-

pactes de  E,  Lorsque K   recouvre  E,  comme par exemple lorsque  E

est séparé, on appelle  T
K,

a
 la topologie engendrée par les compacts.

Rappels

(E,T )  et  (E,T
K 

)   ont les mêmes compacts.   
a

T
K K

  =  T
K 

.

T  et T
K 

 induisent la même topologie sur chacun de ces compacts.

Si  (E,T )  est localement compact alors  T  et T
K 

 sont égales.

Une partie  F de  E  est fermée dans  T
K 

  si et seulement si cha-

cune de ses traces sur les membres de
a
K   est un membre de K.

Les démonstrations relèvent de la topologie générale et ne présentent

aucune difficulté.  On les laisse donc au soin du lecteur.

Rappel  :  Carrés cocar tés iens

Le carré commutatif ci-contre d’une catégorie C  est

cocartésienxsi et seulement si pour tout couple   (f, g)

de flèches de C  telles que :  fb  =  gc, il existe une uni-

que flèche  u  de C    telle que :   g  =  us   et    f  =  ur. 

f B

f DC

A
b

c 

s

r
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Autrement dit, avec nos conventions, on a le

diagramme commutatif ci-contre.

Remarques

! En général, étant donné un couple  (b, c)

de flèches de même source d’une catégorie

C,  
a
il n’existe pas de couple   (r, s)  qui

X

 f

 g
u

f B

f DC

A
b

c

s

r

    permette de compléter  (b, c)  en un carrré cocartésien. c

! Donnons-nous un couple c(b, c)  de flèches de même source d’une

catégorie C,  Alors, si le couple  (r, s)  complète  (b, c)  en un carré

cocartésien, il en sera de même de tous les couples de la formeC

c(fr,  fs)   où  f  est une flèche inversible de C.

! Réciproquement, si deux couples distincts  (r, s)  et  (r’, s’)  com-

plètent  (b, c)  en un carré cocartésien, alors il est facile de vérifier

qu’il existe une flèche inversible  f  de C 
d

telle que : (r, s) = (fr’, fs’)

Dans la catégorie Ens  des ensembles, comme dans la catégorie Top  des

espaces topologiques on peut toujours compléter un couple de flèchesC

de même source en un carré cocartésien.C

Propos i t ion   6 .0 .2

Soit un couple  (b, c)  d‘applications de même source.

Il existe alors un couple  (r, s)  d‘applications qui

complète  (b, c)  en un carré cocartésien dans Ens . 
a

Soient donc  b :  A f B  et  c : A f C  deux applications de mê-

me source. Considérons la relation d’équivalence engendrée sur  B u C

par la relation  ® :   x  ®  y   ‹fi $  a" A :  
x b a
y c a

=
={ ( )

( )

Soit   B u
,b c

C   le quotient de cette équivalence et soient les deux appli-

cations   i
B

:  B  f  B u
,b c

C et   i
C

:  C  f  B u
,b c

C   qui sont

respectivement obtenues en composant la surjection canonique associée

à l’équivalence ci-dessus et les deux injections canoniques associées à

B u C.   Il est facile de vérifier que le carré  (b, c, i
B
, i

C
)   est commutatif.
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Il reste à montrer qu‘il est cocartésien.

Soient donc deux applications  f  et  g  telles que

fb   =    gc,  L‘application  f u g :  B u C f X

est alors compatible avec l’équivalence ci-dessus.

Elle se factorise alors par une unique application

u  :  B u
,b c

C  f  X.   Le diagramme ci-contre

est donc commutatif.

B u
,b c

C

X

 f

 g u

f B

fC

A

c

s

r

f
b

Déf in i t i on

L’ensemble   B u
,b c

C   est appelé somme amalgamée de  b  et  c. 
a

Propos i t i on  6 .0 .3

Soient  b :  Af B et  c : Af C deux applications conti-

nues de même source.  Si on note respectivement  B  et  C    les

ensembles sous-jacents à  B  et  C ,  il existe sur  B u
,b c

C
a

une

topologie, notée B u
,b c

C,  telle que le carré  (b, c, i
B
, i

C 
)   de la fi-

gure ci-dessus, qui est cocartésien dans Ens;  soit cocartésien

dans Top. 
a

Il suffit de définir  B u
,b c

C
a

comme la topologie quotient de la relation

d’équivalence dont   B u
,b c

C
a  

est le quotient.

Propos i t i on  6 .0 .4

Considérous une catégorie C  et le diagramme commutatif de flè-

ches de C  ci-contre.

1) Si les deux carrés qui le composent 

    sont tous deux cocartésiens, alors le

    carré composé sera cocartésien.

f C

f DB

A
c

b

s

r

f E

f F

e

t

u

2) Si le carré composé est cocartésien, et si la flèche  s  est un

épimorphisme alors le carré de droite sera cocartésien
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1)  La démonstration s’ef-

fectue en construisant la fi-

gure ci-contre en trois éta-

pes successives :

a)  On se donne les deux

carrés ainsi que les deux

flèches   f et  g. (flèches en

trait plein)

ts
x

A C

B D

c
Q

b r

E

F

e

u

X

 f

 g
h

b) Le fait que le carré de gauche soit cocartésien entraine, à partir des

flèches  fe  et   g,  l’existence et l’unicité de la flèche  h  (en grands poin-

tillés) telle que le diagramme obtenu soit commutatif.

c) Le fait que le carré de droite soit cocartésien entraine, à partir des

flèches  f  et   h,  l’existence et l’unicité de la flèche  x  (en petits poin-

tillés) telle que le diagramme obtenu soit commutatif.

2)  Le fait que le carré com-

posé soit cocartésien en-

traine, à partir des flèches

f  et   gs ,  l’existence et

l’unicité de la flèche  x  (en

petits pointillés) telle que :

x t s  =  g s  et  x y  =  f.

 s  étant un épimorphisme,

ts
x

A C

B D

c
Q

b r

E

F

e

u

X

 f

g

cela donne :  x t  =  g.

On va s’intéresser à des cas très particuliers de carrés cocartésiens que

nous rencontrerons un peu plus loin.

Propos i t i on  6 .0 .5

Soit le carré ci-contre où les flèches hori-

zontales désignent les inclusions usuelles

et les flèches verticales des surjections.

Il est cocartésien si et seulement si v  est

bijective.

E i  E u F

R i R u S

u u u v

Supposons le carré cocartésien. Puisque  u u v  est surjectif,  v  l’est
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également.  Soit   f :   R f E.

Le carré étant cocartésien, il existe

une application  x :R u S f E u F

telle que le diagramme ci-contre soit

commutatif. On en déduit que

x
S

v   =   1
F 

a 
et donc que v  est in-

jective.

Supposons v  bijective.  Soient  f  et

g  deux applications  f : R f X

et  g :  R u S f X
a
 avec g

E
= f u

Soit  x  :=   f  u  g
F

 v
-1

E i   E u F

R i R u S

u u u v

E u F

f

  fu u 1
F

x

E   i   E u F

R  i R u S

u u u v

 X
 f

g

x

i
R

i
E 

 x (u u v))))  =   ( f  u  g
F

 v
-1

) (u u v)))) = ( f u  u  g
F 

v
-1

 v)))) =   g
E 

u  g
F
  =  g

Déf in i t i on  :  espaces  topo log iques  normaux

On dit qu’un espace topologique est normal lorsque deux fermés dis-

joints y admettent toujours des voisinages disjoints.

Propos i t i on  6 .0 .6

Le quotient d’un espace topologique normal

par l’un de ses fermés est séparé.

Soient  X  un espace topologique normal et  A  l’un de ses fermés.

Soient   q
A 

(x
1
)   et  q

A 
(x

2
)   deux points distincts de  X/A.  Deux cas peu-

vent se présenter :    soit  (1)   x
1 
"  X\A  et   x

2  
"  X\A,

soit  (2)   x
1 
"  X\A  et   x

2  
"  A ;

Dans le cas  (1), puisque A est fermé,  x
1

et x
2

admettent respectivement

des voisinages  V
1 

 et V
2
  qui ne rencontrent pas  A ;  puisque X  est nor-

mal,  il est séparé ; on peut donc supposer,
a
quitte à les restreindre au-

tour de  x
1  

et de  x
2 

,  que :  V
1
# V

2
  =  % ;   il est alors facile de vérifier

que :   V
i
= q

A

-1
q

A
(V

i
) (i = 1,2) et donc que  q

A
(V

1
) et q

A
(V

2
) sont respec-

tivement des voisinages de q
A

(x
1
) et de q

A
(x

2
) qui, de plus, sont disjoints.

134 Complexes cellulaires

Reste le cas 2.  Rappelons que  A  et  {x
1
} sont fermés ;

a
puisque  X

a
est

normal,  A  et  {x
1
} admettent des voisinages disjoints que l’on notera U

et  V ;  il est alors aisé de voir que q
A
(V)  et  q

A
(U) sont respectivement

des voisinages des points q
A
(x

1
) et q

A
(x

2
) qui, de plus, sont disjoints. 

a

6.1 Structure cellulaire sur un ensemble

Nota t i ons

Pour tout entier naturel non nul  n,  on note  D
n 

 la boule unité de  R
n
.

Autrement dit :  D
n
  :=  { x ! R

n 
 |  

XX
x
XX

" 1}. 
a=

Rappelons que  D
1 

=  #[ ]1 1, ,  que la frontière $D
n
  de  D

n 
 est  S

n-1
  et

que son intèrieur, que l’on note D
n
,  est égal à

a

{ x ! R
n 

 | 
XX

x
XX

< 1}
ou encore à  D

n
 \ S

n-1
.

Par convention,   D
0  

:=  {0},   D
0
 :=  {0},    $D

0  
:=  %.

Déf in i t ion  :   n - ce l lu le  d ’un  ensemble

Soit  E  un ensemble.

Pour tout entier naturel  n  et toute application  ! de  D
n
 dans  E, on

définit respectivement l’intérieur et la frontière de  !  comme les res-

trictions de  !  à l’intérieur D
n 

 de  D
n 

 et à la frontière  S
n-1

 de  D
n 

.

On notera respectivement ! et $! ces deux applications. 
a

Un plan de cellule de dimension n de  E  est une application  !  de

D
n
  dans  E  telle que :

-  ! soit injective.

- Im !   =  lm ! u  Im $!    Autrement dit :   !  =  ! u $!.

On introduit la relation  ®  sur l’ensemble des plans de cellule de  E :

" ® ! ‹fi  a) dim !  =  dim "
a

a

  b) En posant  n := dim !# il existe un homéomorphisme 

a
&  de  D

n 
sur lui-même tel que :  & D

n
 =  D

n 
et  

a

" =   ! &.  
a

Il est facile de vérifier que  ®  est une relation d’équivalence.
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Une description cellulaire de dimension n de  E  est une classe

d’équivalence de plans de cellule modulo la relation ®.

Lorsque deux plans de cellule définissent la même description cellu-

laire, leurs intérieurs et leurs frontières (et par suite, eux-mêmes) au-

ront des images identiques.  Les images d’une description cellulaire, de

son intérieur et de sa frontière sont donc toutes trois parfaitement

définies.

Une cellule de dimension n de  E  (en abrégé : n-cellule) est l’image

d’une description cellulaire.

Remarque

D’après la convention ci-dessus, les images de l’intérieur et de la fron-

tière d’une O-cellule sont respectivement un point et l’ensemble vide.

Déf in i t ion  :  descr ip t ion  ce l lu la i re régu l i è re

On dit qu‘une description cellulaire d’un ensemble  E  est régulière

lorsqu‘elle admet un plan  !  injectif.  Il est facile de vérifier que tous les

plans d’une description cellulaire régulière sont injectifs.

Déf in i t ion  :  S t ruc tu re  de  complexe  ce l lu la i re

La donnée d’un complexe cellulaire sur un ensemble  E  consiste en

la donnée d’une famille $  de descriptions cellulaires de  E  telle que : 

(CC0) $  soit non vide.

(CC1) E  =  

! $!

C lm ! .

(CC2) Pour tout membre  "  de  $  de dimension  n,  Im $"  soit la ré-

union disjointe des images des intérieurs de menbres de  $ de

dimensions au plus égales à  n-1.

Autrement dit :  ' " ! $,  ( % ) $  | a)' !!%, dim ! " dim " -1

b) Im $"  =  

! %!

C lm !
a

Déf in i t i on

Dans un complexe cellulaire  (E, $),  il existe une bijection entre  $  et

la famille des images de ses membres. appelée l’ensemble dcs cellules
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de  (E, $).  Une cellule d’un complexe cellulaire donné a donc une des-

cription cellulaire bien définie.

On identifiera donc abusivement cellule, description cellulaire et plan

de cellule.

Si  C  est une cellule d’un complexe cellulaire  (E, $)  associée au plan

de cellule  !,  on note   $C  := Im $!   et  C   :=  Im ! .

Propos i t i on  6 .1 .1

Un complexe cellulaire comporte au moins une 0-cellule.

Si un complexe cellulaire donné comporte une 1-cellule, alors, d’après

(CC2), il comporte au moins une 0-cellule.

Un complexe cellulaire qui ne comporte aucune 0-cellule ne comporte

donc aucune 1-cellule.

De même, (CC2) entraine que lorsqu’un complexe cellulaire donné ne

comporte aucune cellule de dimension inférieure ou égale à  n-1,  il ne

comportera aucune n-cellule.

Un raisonnement par récurrence montre alors qu’un complexe cellulaire

qui ne comporterait aucune 0-cellule ne comporterait aucune cellule et

ne remplirait donc pas (CC0)

Exemples  e t  con t re -exemp les

* Tout ensemble  E  admet une structure triviale de complexe cellu-

laire. C’est celle induite par la famille de tous les singletons de  E.

2 Fixons un point  z
0
  de  S

1
.   Soit  & : td2+t + z

0
 . {z

0
}  et  &  sont

     des cellules de  S
1
 de dimensions respectives 

a
0  et

1.  Il est facile de vérifier que la famille  { {z
0
} , &}

munit S
1
 d’une structure de complexe cellulaire.

 z
0

Remarquons que la 1-cellule  &  n’est pas  régulière.
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3 Fixons un point  z
0
  de  S

1
,  Soient  &  et  "  les deux

chemins « naturels » d’extrémités z
0

et -z
0

.  Ce

sont des 1-cellules régulières de  S
1
.  

a

La famille  { {z
0
}, {-z

0
}, &, "}  munit S

1
 d’une struc- "

&

- z
0

z
0

ture de complexe cellulaire,

4 Lorsque l’on rajoute un troisième point, on obtient

un autre complexe cellulaire qui comprend trois 0-

cellules et trois 1-cellules régulières. "

&

z
2

z
1

z
3

!!!!

5 Soit l’ensemble  E constitué par l’image des chemins

suivants de R
2
 : t d (2t-1, 0) ; td (0, 2t-1).

Bien que ces derniers soient des 1-cellules de  ,,  ils

ne le munissent pas d’une structure de complexe cellulaire. La

condition (CC1)  n’est pas renplie.

6 En revanche, les quatre chemins    t d (t-1, 0),  

t d (t, 0) ;  t d (0, t-1)  et  t d (0, t) 

munissent  E  d’une structure de complexe cellulaire.

7 Ajoutons à  E  le chemin  t d (t, t-1)  ainsi que le

triangle plein   {(x, y) | 0 " x " 1,  -1 " y " 0,  y - 1-x }
qui constitue une 2-cellule. Soit  F  l’ensemble ainsi

obtenu. 
a
Soit '  la famille constituée par les cinq 0-cellules (les cinq

points),
a
les cinq 1-cellules (les cinq segments) et la 2-cellule (le trian-

gle).   (F, ')  est un complexe cellulaire.  
a

8 Soit  (  la famille constituée par, d’une part, tous les singletons de

      S
1
,  et, d’autre part, l’identité de D

2
.  (  est un com-

plexe cellulaire sur  D
2

 qui comporte une infinité de 0-

cellules, aucune 1-cellule et une seule 2-cellule.

9 Soit S
x "0

2
 la demi-sphère de  S

2
 des points à abscisse négative

ou nulle.  Soit l’application  f
1
  de  D

2 
  vers  S

x "0

2
  définie ci-après :
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si  a  est un  point de  D
2
,  identifié au

a
disque équatorial d’abscisse

nulle de  S
2
,  soit l’axe des  s 

a
porté par le diamètre de  D

2
  qui con-

tient  a ; 
a
on a représenté a  par une pastille bleue sur la figure 2

a
;

on définit   f
1

(a)  (pastille rouge) comme le  point d’intersection entre

S
2

a

 et la droite passant par les points  a  et (1, 0, 0).    
a

a

Soit l’application  f
2
  de  S

x "0

2
   vers  S

2
  définie ci-après :  si  b   est

un  point de  S
x "0

2
,  on dessine la figure 3 dans le plan défini par

l’axe des abscisses et le rayon de  S
2
  qui contient  b ; on a représenté

b  par une pastille bleue sur la figure 3
a
;  on définit  f

2
(b)  comme le

point de  S
2

a
dont l’angle avec l’axe des abscisses est le double de

celui de  b.
a 

 Il est facile de vérifier que   f
1
  est bijective et que la res-

triction de   f
2
  à  S

x "0

2
\ {(0, -1) ,  (0, 1) }  est injective. 

L’application   f
2

o f
1

est donc une 2-cellule non régulière de  S
2 

;

jointe au singleton  {(1, 0, 0)} elle forme un complexe cellulaire de  S
2
.

x

fig 2

s

x

t

fig 3

10 Soient, pour tout entier non nul  n,  A
n
  (respective-

ment :  B
n
)   l’arc des points à ordonnées positives

(respectivement :
a
à ordonnées négatives) de l’ellipse

centrée à
a
l’origine de grand axe horizontal de lon-

gueur 2 et de petit axe vertical de longueur 2

n
.  Soit  .

/
 =  #[ ]× { }1 1 0, .

Sur la figure, on peut voir de haut en bas,  .
1
,  .

2
,  .

3
,  .

4
,  .

/
,  0

4
,

0
3
, 0

2  
et 0

1
.  Soient, pour tout entier non nul  n,  K

n  
(respective-

ment : L
n
) la région du plan ayant pour frontière  A

n
1 A

n+1 
(respec-

tivement : B
n
1 B

n+1 
).   Sur la figure, on peut voir de haut en bas,
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2
1
, 2

2
, 2

3
,  L

3
,  L

2  
et L

1
.  Munissons ces divers ensembles de plans

de cellules injectifs de façon à en faire des cellules régulières de  D
2
.

La famille  )  ci-dessous est un complexe cellulaire de  D
2
.  

a

#( ){ } ( ){ }{ } 1 { } 1 { } 1 { } 1 { }
/ ! ! ! !

1 0 1 0, , , , .A A B K L
n n n n n n n nN* N* N* N*

Déf in i t ion  :  d i m e n s i o n  d ’un comp lexe ce l lu la i re

Soit  (E, $)  un complexe cellulaire. Considérons la partie 
a
D
$

  de  N

constituée des dimensions des membres de  $*
&
 Si   D

$
  admet un

plus grand élément, soit  n,  on dira que 
a
(E, $)  est de dimension n.

Sinon, on dira que  (E, $)  est de dimension infinie. 
a

Déf in i t i on

On dira qu’un complexe cellulaire (E, $)  est fini ou dénombrable

lorsque la famille $  est finie ou dénombrable.

Déf in i t ion  :   n - sque le t te  d ’un  comp lexe ce l lu la i re

Soient  (E, $)  un complexe cellulaire de dimension k  et  n  un entier

au plus égal à  k.

Notons  $
n 

 la sous-famille formée des menbres de $ de dimension  n.

Notons  $
"n 

 la sous-famille formée des menbres de $ de dimension

au plus égales à  n.

On définit le n-squelette de (E,$)  comme la partie de  E,  que l‘on note

sk
n
(E, $),  obtenue par la réunion (disjointe) des images des intérieurs

des menbres de  $
"n

.

Autrement dit :    sk
n
(E, $)   :=  lm

dim n
! $
!
!

"

C ! .

Remarque

Une définition équivalente d’un complexe cellulaire  (E, $)  est obtenue

en remplaçant la condition (CC1)  par les trois conditions suivantes :

(CC1a) E  =  

! $!

U lm !
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(CC1b) Pour tout couple (!
1
, !

2
)  d’éléments de $  de même dimension

Im !
1   

3  Im !
2

  =    Im $!
1   

3  Im $!
2
 .

(CC1c) Pour tout couple (!
1
, !

2
)  d’éléments de $  avec  dim !

1
< dim !

2

Im !
1   

3  Im !
2

4 %    ›fi   Im !
1 

)   Im $!
2

.

L’équivalence entre ces deux définitions est une conséquence immédiate

de (CC2).

Déf in i t i on

Un sous-complexe cellulaire d’un complexe cellulaire  (E, $)  est un

complexe cellulaire  (A, ++++)  tel que  A  soit une partie de  E  et  +  une

sous–famille de  $.

Exemples  

5 Pour tout complexe cellulaire  (E, $),  sk
n
(E, $),  $"n

 est un sous-

complexe cellulaire de  (E, $). 
a

5 Si  C  est une cellule d‘un complexe cellulaire  (E, $),  notons  $
C
  la

famille des membres de  $  contenus dans  C.  Alors  C,  $
C

 est

un sous-complexe cellulaire de  (E, $). 
ax

Propos i t i on  6 .1 .2

Si  (A, ++++)  est un sous-complexe cellulaire d’un complexe

cellulaire  (E, $)   alors, pour toute cellule  C  de  (E, $),

les trois assertions suivantes sont équivalentes.

(i)  C 3 A  4 % (ii) C ) A.                 (iii)  C  ! +

(i) fi (iii)    (i)  et  (CC1) appliqué à  (A, ++++)  entrainent qu’il existe une

cellule  C’  de  + telle que  C 3 C’ 4 %.  Puisque   + )  $# (CC1) ap-

pliqué à  (E, $$$$)  entraine alors que   C = C’ .  D’où  (iii).

Les implications  (iii) fi (ii) fi (i)  sont immédiates.

Déf in i t ion  :  topo log ie  assoc iée  à  un  complexe ce l lu la i re

Soit un complexe cellulaire  (E, $).  On appelle topologie associée à

(E, $)  la topologie (de  E)  finale de la famille  $,  vue comme une fa-

mille de plans de cellule.
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L’espace topologique associé au complexe cellulaire (E, $)  sera noté

[E, $].

Remarque

Il est facile de vérifier que deux familles équivalentes de plans de cellule

engendrent la même topologie associée.

La proposition suivante donne des exemples d’ouverts de la topologie as-

sociée à un complexe cellulaire.  Mais, attention, il y en a d’autres !

Propos i t i on  6 .1 .3

Soit  (E, $)  un complexe cellulaire,  Si  C  est une de ses cellules

qui n’est contenue dans aucune autre cellule, alors son intérieur

C est un ouvert de  [E, $].

Remarquons qu’une cellule d’un complexe cellulaire peut très bien être

contenue dans la frontière d’une autre cellule de plus grande dimension.

Soit  C  une cellule qui n’est contenue dans aucune autre cellule.  Il est

facile de vérifier que son intérieur  C ne rencontre aucune autre cellule.

Si  ! :  D
n
f C  est le plan de cellule de  C, !

-1
(C )  =  D

n
  est un ou-

vert de  D
n
.  Si  " :  D

m 
f C’  est un autre plan de cellule, on a :

"
-1

(C )  =  "
-1

(C 3 C’)  =  %.  "
-1

(C )   est un ouvert trivial de  D
m

.

Puisque les images réciproques de C par les plans de cellule de  (E, $)

sont toutes ouvertes, C est un ouvert de  [E, $].

Coro l la i re  6 .1 .4

L’intérieur d‘une eellule de dimension  n  d’un complexe

cellulaire de dimension  n  est un ouvert.

Déf in i t i on  :  f ron t i è re  po ten t ie l l e

On appelle frontière potentielle de rang  n d’un complexe cellulaire

(E, $)  une application  ,  de  S
n-1

 dans  E  dont l’image est la réunion

d’intérieurs de cellules de  $  de dimensions au plus égales à  n-1.
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Exemples

! La frontière (bien réelle) de tout plan de n-cellule d’un complexe cellu-

laire est une frontière potentielle de dimension  n  de ce dernier.

! Toute application constante d’une sphère unité de dimension arbitraire

vers une 0-cellule d’un complexe cellulaire est une frontière potentielle

de ce dernier

! Tout couple de 0-cellules d’un complexe cellulaire est l’image d’exacte-

ment deux frontières potentielles de dimension 1 de ce dernier.

! Plus génaralement, si  !  :  D
n

f E  est un n-plan de cellule d‘un

complexe cellulaire  (E, $),  et si on note  6  la projection de  S
n
 sur  D

n
,

6 :  (x
1
, x

1
, …,  x

n 
, x

n+1
)  d  (x

1
, x

1
, …,  x

n
) ,

a=
alors  ! 6  est une fron-

tière potentielle de dimension n+1 de  (E, $).

La proposition suivante peut s’énoincer de façon imagée :

Lorsqu’on rajoute de la chair à un squelette d’un complexe cellulaire,

on obtient un nouveau complexe cellulaire.

Propos i t i on  6 .1 .5

Soient  (E, $)  un complexe cellulaire et  ,  une

frontière potentielle de dimension n  de  (E, $).

Notons  7  l’iinclusion de  S
n-1

 dans  D
n
  et  F

l’image de  ,.

,

iS
n-1

f D
n

iE E u
,7 ,

D
n

7

!

i
E

Alors  E u
,7 ,

D
n
,  $ 1 { F u

,7 ,
D

n} est un complexe cellulaire dont

(E, $)  est un sous-complexe.

Le carré commutatif de l’énoncé, cocartésien par définition, se décompo-

se en le diagramme commutatif ci-dessous dont le carré du haut est, lui

aussi, cocartésien par définition. 6.0.5 montre que  !  est un plan de

cellule de  E u
,7 ,

D
n
. 

!
Puisque  E  est contenu dans E u

,7 ,
D

n
, tout plan de

cellule de  E est un plan de cellule de  E u
,7 ,

D
n
.
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,

iS
n-1

f D
n

iF F u
,7 ,

D
n

7

iE E u
,7 ,

D
n

!

-  ›››  S
n-1

u D
n

-   ›››    F u D
n

, u 1

     ››› E u D
n

i
F

u 1

Posons  $+  :=  $ 1 { F u
,7 ,

D
n}.

$+ vérifie évidemment (CC0).

Un coup d’œil au diagramme ci-

dessus convaincra le lecteur que

$+ vérifie (CC1),  L’hypothèse selon

laquelle  ,  est une frontière poten-

tielle de  (E, $)  entraine immédiatement que  $+ vérifie (CC2).   
a

Propos i t i on  6 .1 .6

Avec les mêmes hypothèses et notations que dans la proposition

précédente, en munissant respectivement  E  et  E u
,7 ,

D
na

 des to-

pologies associées à  (E, $)  et à  E u
,7 ,

D
n
,  $ 1 { F u

,7 ,
D

n} ,  si

on suppose de plus que la frontière potentielle  ,  est continue,

alors le carré commutatif de l’énoncé précédent est cocartésien

dans la catégorie des espaces topologiques.  
a

Il suffit de montrer que si une application  f  de  E u
,7 ,

D
n
  vers un espace

topologique  Z  est telle que   f !  : D
n  

f Z  et  f 7
,   

:  E f Z  soient

continues, alors elle est continue.   
a

Puisque  f 7
, 

 est continue, pour tout plan de cellule  -  de  $,  f - = f 7
,  
-

est continue.  Puisque, de plus,  f !  est continue, on en conclut que, 
a

pour tout plan de cellule  .  de  $ 1 {!},   f .    est continue. 
a
Par défini-

tion de la topologie associée à  E u
,7 ,

D
n
, $ 1 {F u

,7 ,
D

n} , f  est continue.

Nota t ions  :  fami l l e  de  f ront iè res  po ten t ie l l es

Afin de généraliser 6.1.5 et 6.1.6 à des familles quelconques de fron-

tières potentielles, on utilisera les notations suivantes,

Soient  (E, $)  un complexe cellulaire et  / une famille de frontières

potentielles de  (E, $).

Pour tout membre 0  de  /,  notons  S
n(0) –1 

 sa sphère de définition et

D
n(0)

  la boule dont cette sphère est la frontière.
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Notons   !

! "!

U   l’application de  

! "!
C S

n(!) –1

vers  E  qui, à un élément  s
a

de  S
n(!) –1

,  as-

socie  !(s).   Soit  E
+"#

 la somme amalgamée

de   !

! "!

U et de  

! "!
C "

!

! "!
C "

!

!

! "!

U

i

! "!
C S

n(!)

E E
+"

i
E

! "!
C D

n(!)

if

! "!

U!

Comme dans 6.1.5, pour tout membre !  de  ",  il existe une injection

de  Im ! u
," !

D
n(!)

   =   Im ! u D
n(!)

   dont la composition avec  ! u1, que

nous noterons ! , est un plan de cellule de  E
+"

  de frontière  !.

Notons enfin  "  :=  {! |  ! ! "}

Propos i t i on  6 .1 .7

Soient  (E, $)  un complexe cellulaire et  "  une famille de frontiè-

res potentielles de  (E, $).  Avec les  notations précédentes on a :

E
+"

,  $ # "
a
 est un complexe cellulaire dont  (E, $)  est un

sous-complexe.

Si  de plus la topologie  [E, $] rend tous les membres de  "

continus, alors la topologie associée à  E
+"

,  $ # "
a
 rend le

carré commutatif précédent
a
cocartésien dans la catégorie des

espaces topologiques.  
a

La démonstration de la partie ensembliste ne présente aucune difficulté.

La partie topologique se montre de la même façon que 6.1.6.

6.2  CW-complexes

Déf in i t i on

Un CW-complexe sur un ensemble  E  est un complexe cellulaire

(E, $)  tel que :

(CW1) La frontière de chacune de ses cellules soit égale à la réunion

(disjointe) d’un nombre fini d‘intérieurs de cellules de moindres

dimensions.

(CW2) La topologie qui lui est associée soit séparée.
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La proposition suivante fournit les exemples usuels de CW-complexes.

Propos i t i on  6 .2 .1

Si un complexe cellulaire (E,$)  vérifie (CW1) et est de plus muni

d’une topologie T
a

séparée qui rend tous les plans de cellule de

$  continus, alors (E,$)  est un CW-complexe,

Puisque tous les plans de cellule sont continus, la topologie associée à

(E, $)  est plus fine que T. 
a
Puisque cette dernière est séparée,  la topo-

logie associée à  (E, $)  le sera donc aussi.

Déf in i t i on

La donnée d’un S-complexe sur un ensemble  E
a
consiste en la donnée

d’un complexe cellulaire  (E, $)  et d’une topologie T  sur E  séparée

qui rend tous les plans de cellule de $  continus.

Un quasi-CW-complexe est un S-complexe  (E, T, $)  qui vérifie (CW1).

Remarque

Un CW-complexe, muni de sa topologie, est évidemment un quasi-CW-

complexe.

Rien n’indique que la topologie d‘un quasi-CW-complexe (E, T, $)  coïn-

cide avec la topologie associée à  (E, $).

Examinons l’exemple 10 ci-dessus. La cellule   A
$

a 
est une 1-cellule qui

n’est contenue dans aucune autre cellule, 
a
D’après 6,1.3, son intérieur

est un ouvert de la topologie associée à  (D
2
, %) 

a
sans être un ouvert de la

topologie induite par  R
2

sur  D
2
.

Reprenons les autres exemples du  6.1.

1 C’est un CW-complexe dont la topologie associée est la topologie

discrète.

2, 3, 4 Puisque les applications  %,  & et  '  sont continues, d’après 6.2.1, 

tous les trois sont des CW-complexes dont les topologies asso-

ciées coïncident avec la topologie usuelle de  S
1
.

5 Ce n‘est même pas un complexe cellulaire.
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6, 7 Tous les plans de cellules étant continus, d’après 6.2.1, ces deux

complexes cellulaires sont des CW-complexes. Il est facile de véri-

fier que leurs topologies associées coïncident respectivement avec

les topologies induites par  R
2
  sur  E  et  F.

8 (D
1
, &) ne vérifie pas (CW1).  Ce n’est donc pas un CW-complexe.

9 C’est un CW-complexe dont la topologie associée coïncide avec la

topologie usuelle de  S
2
.

10 On vient de votr que c’est un CW-complexe dont la topologie as-

sociée est strictement plus fine que la topologie usuelle de  D
2
.

La dénomination « CW-complexe » provient de la terminologie anglaise.

Dans cette langue, les complexes cellulaires qui vérifient (CW1) sont dits

« closure finite », soit en abrégé  « CF-complexes ». D’autre part, la topo-

logie finale associée à une famille d’applications s’appelle « weak topolo-

gy ». ll semble que les premiers chercheurs qui étudièrent ces notions se

donnaient un espace topologique séparé  (X,T) 
a
connu à l’avance, puis un

complexe cellulaire sur  X  vérifiant (CW1) et dont la topologie associée

coïncidait avec  T. 
a 

Ils appelèrent ces espaces topologiques « enrichis »

des »CF-W-complexes ».  Puis, à l’usage, ils abrégèrent.

Propos i t i on  6 .2 .2

Tout plan de cellule d’un S-complexe  (E,T, $)  est fermé.

Soit ' :  D
n
f E  un tel plan de cellule.  Par hypothèse, ' est conti-

nue.  L’image par  '  d’un compact de  D
n

 est donc compacte dans  T.
a

Cette dernière étant, par hypothèse, séparée, l’image par  '  d’un com-

pact de  D
n

 est donc fermée dans  T.
a
 Tout fermé de  D

n
 étant compact,

'  est fermé.

Coro l la i re  6 .2 .3

Soient  (E,T, $)  un S-complexe et  C  l’une de ses cellules munie

du plan de cellule  ' :  D
n
f E.

  (i) C et (C := Im (' sont fermés dans  T.

 (ii) '  induit un homéomorphisme de  D
n

 sur  C ,  considéré
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comme sous-espace topologique de  T .
a

(iii) C est l'adhérence de  C .  
a

(iv) Si  T 
/

est une autre topologie sur  E  telle que  (E,T 
/
, $)

soit un quasi-CW-complexe, alors  T  et  T 
/

induisent la

même topologie sur  C. T

(i) provient immédiatement de 6,2.2 et du fait que  D
n

 et  (D
n
 sont fer-

més dans   D
n
.

(ii)  Puisque ' est fermé, '  l’est aussi.  '  induit donc sur le sous-

espace topologique  Im '  de T
a
une application bijective, continue et

fermée, c'est à dire un  homéomorphisme.

(iii)  D’après  (i),  C  est un fermé qui contient C .  Si  F  est un autre fer-

mé qui contient  C ,  '
-1 

(F)  est un fermé de  D
n
  qui contient D

n
.

Donc  '
-1

(F) = D
n

et F ) ' '
-1

(F) = C. C  est donc l'adhérence de  C . 
a

(iv)  Notons respectivement  C  et   C
/ 

 les espaces topologi-

ques induits sur l’ensemble  C  par les topologies  T  et T 
/

Les deux flèches obliques du diagramme commutatif ci- =====

'

C

D
n

'

C
/

contre sont des surjections continues qui, d’après  6.2.2, sont en outre

fermées.  Il est facile d’en déduire que l’identité du bas est elle aussi

continue et fermée et qu‘elle est donc un homéomorphisme.

Le résultat suivant est très souvent utilisé. Il permet de caractériser faci-

lement les fermés d’un CW-complexe, et donc de décrire aisément sa to-

pologie. Le lecteur remarquera que dans les démonstrations relatives aux

CW-complexes, on utilisera les fermés bien plus souvent que les ouverts.

Coro l la i re  6 .2 .4

Dans un complexe cellulaire  (E,$) qui vérifie (CW2),  une partie

de  E  est fermée si et seulement si ses traces sur les cellules de

(E, $)  sont toutes fermées.

D’après 6.2.2 et 6.2.3, pour une partie  M  d’une cellule  C  de $  munie

du plan de cellule  ',  les trois propriétés suivantes sont équivalentes.
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(i) M  est fermée dans  [E, $] ;   (ii) M  est fermée dans  C ;  

(iii) '
-1

(*)  est fermée.

(i) ‹fi (ii)  provient de ce que  C  est fermée dans  [E, $]:

(i) ‹fi (iii)  provient de ce que  '  est continue et fermée.

Une partie  F  de  E  est fermée si et seulement si pour tout plan de cel-

lule  '  de  (E, $),  '
-1

(F)  est fermée, c'est à dire, d’après ce qui précède,

si et seulement si pour toute cellule  C  de  (E, $),  F + C  est fermée.

Coro l la i re  6 .2 .5

Si  (E, T, $)  est un S-complexe fini, alors  T  =  [E, $]

et  (E, $)  est un CW-complexe.

(E, $)  étant fini, il vérifie trivialement (CW1). D’après 6.2.1, (E, $) est un

CW-complexe.  Puisque  (E,T, $)  est un S-complexe, on a : T  , [E, $] .

On a aussi : T   - [E, $] .

Si  F  est un fermé de  [E, $],  chacune de ses traces sur un membre de

$ en est un fermé, et donc, d’après  6.2.3 (iv), un fermé de  T  ;  puisque

(E, $)  est fini,  F,  égal à la réunion finie de telles traces, est égal à une

réunion finie de fermés de  T   et est donc un fermé de  T .

Coro l la i re   6 .2 .6

La topologie associée à un CW-complexe est

engendrée par ses compacts,

Pour les définitions et les propriétés d’une topologie engendrée par ses

compacts, se reporter à la section A2.2 de l’annexe.

Soit  (E, $)  un CW-complexe. Il suffit de montrer que tout fermé de  
a

a

[E, $]
K

  est fermé dans  [E, $].  Par définition, un fermé de [E, $]
K

est une partie de  E  dont la trace sur cbaque compact  K  de [E, $]
a

est fermée dans  K.   En particulier, la trace d‘un fermé de [E, $]
K

  sur

cbaque cellule  C  de  $ est fermée dans  C. 
a

D’après 6.2.4, un fermé de  
a

[E, $]
K

  est donc fermé dans  [E, $].
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Propos i t i on  6 .2 .7

Si  (A, (((()  est un sous-complexe cellulaire d’un CW-complexe

(E, $)   alors  A  est fermé dans  [E, $].

D’après 6.2.4, il nous faut montrer que la trace de  A  sur chacune des

eellules de  (E, $)  est fermée.  Soit donc  C  une telle cellule.

On rencontre trois cas : a) A+C =. ; b) A+ C /. ; c) . / A+C = A+ (C

Dans le cas a), A + C est clairement fermée. Dans le cas b), d’après

6.1,2,   A + C  =  C  qui est fermée d’après 6.2.2.  Il reste donc le cas c).

Puisque  (E, $)  vérifie (CW1), il existe un nombre fini de membres de

$,  soient  {C
i 
}

1, i , k 
,  tels que :  (C  =

i

k

=1

CC
i

 =   

i

k

=1

UC
i
 .

Soient  { i (j) ; 1 , j , m , k }  les  m  indices tels que A+ C
i
/..

C
i(j)

.  D’après  6.1,2, pour tout indice  j,  on a :  (2)   C
i(j)

0 A +C .

D’où :   (1)  fi  A+C =

j

m

=1

C A+ C
i (j)

0  
j

m

=1

U A+C
i(j)

(2)  fi    
j

m

=1

U A+C
i(j)

0 A +C .

Donc : A+C =  

j

m

=1

U A+C
i(j)

  =  

j

m

=1

UC
i(j)

.

A+C est donc la réunion d’un nombre fini de fermés de  (E, $)  et, par

suite, est fermée.

Propos i t i on  6 .2 .8

Une partie compacte d’un CW-complexe ne rencontre

qu’un nombre fini d’intérieurs de cellules.

On va raisonner par l’absurde. Supposons qu’il existe une partie com-

pacte  K  d’un CW-complexe (E, $)  qui rencontre un nombre infini de

cellules de  $.  Il existe alors une famille dénombrable {C
n

}
n!N

a
d‘inté-

rieurs de cellule disttincts qui rencontrent tous  K. 
a

K  contient alors une partie dénombrable  M := {x
n
}

n!N
dont chaque

élément  x
n 

  est contenu dans l’intérieur de cellule  C
n

.
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(1) Pour toute cellule  B  de $,  M + B  est fini.

D’après (CW1),  B  est égale à la réunion (disjointe) d’un nombre fini

d‘intérieurs de cellules. Puisque chacun d‘entre eux ne peut contenir

plus qu’un seul élément de  M,    M + B  est fini.

On en déduit immédiatement :

(2) Pour toute partie  P  de  M  et toute cellule  B  de $,  P + B  est fini.

Puisque  [E,$] est séparé, toute partie finie de  E  en est un fermé.

D’après 6.2.4 et (2)  on a ;   (3)  Toute partie  P  de  M  est fermée.

et  (4)  Toute partie  P  de  M  est fermée dans  M.

Il est facile d’en déduire : (5)  M  est un sous-espace discret de  [E,$].

D’après (3),  M  est un fermé.  M  étant contenu dans un compact,  M  est

un compact. Une partie compacte et discrète étant finie,  M est fini.

D’où une contradiction avec la définition de  M.

Vois inages  tubu la i res  d ’une  par t ie  d ’un  CW-complexe .

Rappels :   Vo is inages tubu la i res  d ’une par t ie  de   RRRR
n

.

Soient 1 une partie de  R
n
  et  2   un réel strictement positif.  Dési-

gnons par  B(a, 2)  la boule ouverte de  R
n
  de centre  a  et de rayon  2.

Posons  T
2
(A)  :=  B a

a A

( , ) 2
!

U .

T
2
(A)  est évidemment un voisinage ouvert de  A.  On l’appelle le voisi-

nage tubulaire de  1  de rayon  2.  
a

On  va construire un analogue des voisinages tubulaires pour les CW-

complexes.
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Cons t ruc t ion  6 .2 .9

Soient 1 une partie d’un CW-complexe  (X, $)   et  3  une appli-

cation de  $  dans 
a
R
+
4
.

On construit une famille  {N
3,'

(A) | ' !$} de parties de  X  qui,

entre autres  propriétés remarquables que nous établirons et 
a

utiliserons par la suite, vérifie : 
a`

- pour tout plan de cellule  )  de  $* N
3,)

(A)   est un ouvert 

de  Im ),  qui contient  A +  Im )
a
;

- si l’on note, pour un entier naturel  n, N
n

3
(A)  la réunion 

des  {N
3,)

(A) | dim ) = n }, alors :   N
n

3
(A) 0   Nn

3

+1
(A) ;

a
de plus, pour tout plan de cellule  )  de dimension inférieure

ou égale à  n  de  $* N
n

3
(A)  +  Im ) =    N

3,)
(A) ; 

- si l’on note  N
3 

(A)  la réunion des  {5
3,'
(1)|'!$},  alors

N
3 

(A)  est un voisinage ouvert de  A  dans  [X, $].

On va procéder par récurrence sur la dimension des cellules.

Amorçons la récurrence en posant ;  N
3

0
(A)  :=  A + sk

0
(X, $) ;  autre-

ment dit :  N
3

0
(A)  est l‘ensemble (éventuellement vide) de toutes les 0-

cellules de  (X, $)  contenues dans  A. 
a

On suppose que pour tout plan de cellule  )  de dimension  n  de  $*
a

N
3,)

(A) est connu, qu’il contient  A +  Im ) et qu’il est ouvert dans  Im ).
a

On suppose de plus que, pour tout plan de cellule  )  de dimension in-

férieure ou égale à  n  de  $* N
n

3
(A)  +  Im ) =    N

3,)
(A). 

a

Soit  '  un plan de cellule de  $ de dimension  n+1. 
a

Soit  6  l’homéomorphisme de   1 0,[ [× S
n 

 sur  D
n+1

\ {0}  qui généralise

les coordonnées cylindriques à la dimension  n+1.

On pose  N
3,'

(A)  :=   ' T
3(')
( '

-1 
(A)) #  ' 6 1 1, ( )7[ [3 ' × ('

-1
(Nn

3
(A))

D’après l’hypothèse de récurrence, N
n

3
(A)  est un voisinage ouvert de 

A + sk
n
(X, $)  dans  sk

n
(X, $). 

a
 D’après  les propriétés élémentaires des

CW-complexes,   6 1 1, ( )7[ [3 ' × ('
-1
(Nn

3
(A)) est un ouvert de  D

n+1.
.
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Il est facile de vérifier qu’il est saturé pour  '+ On en déduit facilement

que    N
3,'

(A)  est un voisinage ouvert de  A +  Im '  dans Im '. 
,

Soit  )   un plan de cellule de dimension inférieure ou égale à  n  de  $ ;
a

par construction,  N
n

3

+1
(A)  +  Im )   =   N

n

3
(A) +  Im ) ;   d’après l’hypo-

thèse de récurrence,  N
n

3

+1
(A)  +  Im )   =   N

3,)
(A),   Si  ' est un plan de

cellule de  $ de dimension  n+1, 
a
on déduit de ce qui précède, de la dé-

finition de  N
3,'

(A)  et des propriétés élémentaires des complexes cellulai-

res que  N
n

3

+1
(A)  +  Im '   =   N

3,,'
(A)

De plus, il est facile de vérifier que ;  N
n

3
(A) 0   Nn

3

+1
(A)

Dans l‘exemple ci-contre, on a

supposé que  3 était constant ;

pour toutes les 2-cellules. 
a

N
3,'

(A)  est ici composé de 
a

' T
3 
( ' -1 

(A)) et de deux voi-

sinages à ses extrémités.

Posons    N
3
(A)  =  N A

n

n
3
( )

!N
U

0n voit aisément que, pour tout élément  ' de $** N
3
(A) + Im ' = N

3,'
(A).

Puisqu’on a montré par récurrence que, pour tout plan de cellule  '
a
de

$** N
3,'

(A)  est un ouvert de  Im '* N
3
(A)  est un ouvert de  [X, $].

Remarque

Dans la construction précédente, on a supposé que les rayons des tubes,

c'est à dire l’application  3,  étaient donnés à l’avance.  Rien n’empêche,

en fait, de construire  3   en même temps que la famille  {5
3, c

(1) | '!$}, 
a

Propos i t i on  6 .2 .10

Un CW-complexe est normal.

Soient  (X, $)  un CW-complexe et  A  et  B  deux de ses fermés disjoints.

On va construire par récurrence un voisinage tubulaire de  A  et un au-

tre de  B  qui seront disjoints.

On utilisera les mêmes notations que dans la construction précédente.
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Pour amorcer la  récurrence, il suffit de constater que  N
0
(A)  et N

0
(B)

sont évidemment disjoints.

Soit  n  un entier naturel.  Supposons que l’on a construit :

- Une application  3 de $
,n

  dans 
a

R
+
4

;  
a

- Deux familles  {5
3,b

(1)|)!$
,n} et {5

3,b
(8)|)!$

,n} telles que ; 

N
n

3
(A) + N

n

3
(B)   =  Ø.

Soit  '  un plan de cellule de  $ de dimension  n+1.

a)  Par hypothèse,  N
n

3
(A) + N

n

3
(B)   =  Ø  ;    ('

-.
(N

3

0
(A))  et  ('

-.
(N

3

0
(B))

sont alors des ouverts disjoints de la frontière  S
n

a
de  D

n+1 
;    puisque

(X, $)  est un CW-complexe,    ('
-1

(Nn

3
(A))  et  ('

-1
(Nn

3
(B))    sont respecti-

vement réunion d’un nombre fini d‘ouverts de la forme ('
-1

(5
3,a

(1)|)  et

('
-1

(5
3,b

(8|) ;  on peui donc trouver un réel positif non nul  2  tel que :

6 1 1, 7[ [2 × ('
-1

(Nn

3
(A)) +    6 1 1, 7[ [2 × ('

-1
(Nn

3
(B))   =  Ø  

b)  '
-1

(A)  et  '
-1 

(B)  sont deux fermés de  D
n+1

,  donc sont des compacts ;

puisqu’ils sont disjoints, on montre facilement qu’il existe un réel positif

non nul  9
0
 (la distance entre  '

-1
(A) 

a
et  '

-1 
(B))  tel que,  pour tout réel

9 , 9
0
,  T

9
('

-1
(A))  et  T

9
('

-1
(B))  sont disjoints.

c)  En choisissant  3 (')  :=  min (2, 9
0
),  les deux parties de  D

n+1
 suivan-

tes    T
3((')

( '
-1

(A)) #  6 1 1, ( )7[ [3 ' × ('
-1

(Nn

3
(A))

  et    T
3((')

( '
-1

(B)) #  6 1 1, ( )7[ [3 ' × ('
-1

(Nn

3
(B))

sont disjointes. Puisqu’elles sont saturées pour  '+,  on en déduit que 
a

N
3,'

(A)   ;= ' T
3((')

( '
-1

(A)) #  6 1 1, ( )7[ [3 ' × ('
-1

(Nn

3
(A))

et N
3,'

(B)   ;= ' T
3((')

( '
-1

(B)) #  6 1 1, ( )7[ [3 ' × ('
--1

(Nn

3
(B))

sont eux aussi disjoints,  
a

d)  Soit  '  un plan de cellule de  $ ;
a

Si  dim ' , n,        N
n

3

+1
(1)  +  Im ' = N

n

3
(1)  +  Im ' ;

si  dim '  =  n+1,   N
n

3

+1
(1)  +  Im ' = N

3,'
(A)  +  Im ' ; 

a
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On a les mêmea relations avec  B.
a,

On déduit de ce qui précède que pour

tout plan de cellule  !  de  " ;
a

N
n

!

+1
(")  # N

n

!

+1
($)  #  Im ! =   Ø ;

On en conclut que ;  N
n

!

+1
(")  # N

n

!

+1
($) =   Ø 

On a donc construit par récurrence une application  !   de "  dans
a

R
+

%

et les voisinages   N
!
(A)  et  N

!
(B)  qui sont disjoints,  

a

6.3 Constructions élémentaires dans les CW-complexes.

La classe des CW-complexes est stable pour un certain nombre d’opéra-

tions : sous-complexes, ajout de cellules, produit cartésien, quotient par

un sous-complexe, suspension...

Chacune d’elles permet d’obtenir, à partir d’un ou de plusieurs CW-com-

plexes,  un nouveau CW-complexe ainsi que certaines applications telles

les projections liées à un produit cartésien ou la surjection liée à un quo-

tient. Pour établir la continuité de ces applications, on aura recours au

lemme suivant :

Lemme 6 .3 ,1

Soient deux CW-complexes (X, ")  et  (Y, #)  et une application

f : X f Y  telle que l’image par  f   de toute cellule  B   de  "

soit contenue dans une cellule  C  de  #$%

Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

 (i) f  :  [X, "] f  [Y, #] est continue.

(ii) Toutes les applications  f
B

a
:  B f C   induites par les

restrictions de  f  à  chacune des cellules  B  de  "  sont 
a

continues. 
a

(i)& (ii)  est évidente. Montrer (ii) & (i)  revient, d’après 6.2.4, à montrer : 

Pour tout fermé  F de Y  et toute cellule  B  de  ",

f 
-1 

(F)  #  B   est fermé dans  B
ac

Par hypothèse, il existe une cellule  C   de  #   avec ;  f (B) ' C.

D’où ;   f 
-1 

(F)  #  B    =    f
 -1 

F # C #  B    =     f
B

-1 
F # C  .
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Puisque  F  est un fermé de Y,   F # C  est un fermé de C.

Puisque  f
B

a
est continue,  f

B

-1 
F # C    est fermé dans  B,

Sous-comp lexes

Théorème  6 .3 .2

Si (A,####)  est un sous-complexe cellulaire d’un CW-complexe

(E,") alors la topologie associée à (A,####)  coïncide avec la

topologie induite sur  A  par celle de  (E,").

Notons respectivement  T
"&

a
et  T

#
  les topologies associées à  (E,") et

à  (A,####)  et  T
"&A 

 la topologie induite sur  A  par celle de  (E,").

On va montrer qu’une partie  F  de  A  est fermée pour  T
#
   si et seule-

ment si elle est fermée pour  T
"&A 

.

D’après 6.2.3 (iv),  T
#
   et  T

"&A
  induisent la même topologie sur cha-

cune des cellules de  #%
a
 Autrement dit :  ( C )  #$ T

"&C 
 =  T

#&C

Supposons  F  fermée pour T
"&A

.   Il existe alors une partie  H  de  E,

fermée pour T
"&

 et telle que :  F =  H # A.

Pour toute cellule  C  de  #, F#C = H# C est un fermé de T
"C

= T
# C

D’après  6.2.4,  F  est fermée pour  T
#
 .

Réciproquement, supposons  F  fermée pour  T
#
.

Rappelons que d’après 6.2.4,  A  est fermée dans  T
"

.  Pour que  F  soit

feemée dans  T
"&A

,   il suffit donc qu’elle soit fermée dans  T
"

,  c'est à

dire, d’après  6,2.4, que ses traces sur les cellules de  (E, ")
a 

y soient

toutes fermées. 
a

Soit donc  C  une telle cellule.

Comme dans la démonstration de  6.2.7,  trois cas se présentent :

a)  F # C = * ;    b)  F # C + * ;    c) * + F # C = F # ,C.

Dans le cas a),  F # C  est clairement fermée. Dans le cas b),  A # C + * ;

d’après  6.1.2  C  est un membre de  #.  F # C  est donc un fermé de  C.
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Dans le cas c),  on montre comme dans la démonstration de 6.2.6, qu‘il 
a

existe un nombre fini de membres de  ",  soient  {C
i 
}

1- i - k 
,  tels que :

( i,  F# C
i
+*  et :     F# C =   

i

k

=1

U F# C
i
 .

Pour tout indice  i,  on a alors : A# C
i
+* ;  d’après  6.1.2,  C

i
est donc

un membre de  #  :  F # C
i

est donc fermée dans  C
i 
,  et donc dans T

"
.

F# C =   

i

k

=1

U F# C
i
   est donc fermée dans T

"
.

Coro l la i re  6 .3 .3

Tout sous-complexe cellulaire d’un CW-complexe

est un CW-complexe.

Soit (A,####)  un sous-complexe cellulaire d’un CW-complexe (E,").  Il est

facile de vérifier que (A,####)  « hérite »  (CW1) de  (E,"). D’autre part, avec

les notations de 6.2.8, puisque T
"&

 est séparée, T
"&A

  l’est aussi ; 
a

d’après  6.2.8, T
#&

 est séparée et  (A,####)  vérifie donc (CW2).

Ajout  de  ce l lu les

Lorsque l’on « remplume » un squelette d’un CW-complexe, on obtient

encore un CW-complexe.

Propos i t ion   6 .3 .4

Soient  (E, ")  un CW-complexe et  '  une famille de frontières

potentielles continues de  (E, ").  Alors, avec les  notations de

6.1.7,  E
+'

,  " . '
a
 est un CW-complexe.

Tout d’abord, d’après 6.1.7,  [E
+'

,  " . ' ]  est la topologie « somme

amalgamée » de  [E,  "]   et de la topologie de  

( ')
C D

n(()
.  En se reportant

à la définition des sommes amalgamées de
a
la section 6.0,  le lecteur véri-

fiera facilement que, si l’on note  / :  E u 

( ')
C D

n(()
s  E

+'&
 la surjec-

tion qui définit  E
+'

,   les parties de  E
+'

  de la forme  / (U u V),  où  U  et
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V  sont respectivement des ouverts de  [E,  "]  et de  

( ')
C D

n(()
,  consti-

tuent une base de voisinages ouverts de la topologie de  E
+'

.

On en déduit facilement que, puisque  E  et   

( ')
C D

n(()
  sont séparés,

E
+'

  est lui aussi séparé.    E
+'

,  " . '
a
 remplit donc (CW2).

Pour montrer que  E
+'

,  " . '
a
 remplit (CW1),  il suffit de montrer :

Pour tout membre  (  de  '  de rang  n,  l’image de  (,  qui n‘est autre

que l’image de la frontière de  ( , est la réunion d‘un nombre fini

d’intérieurs de cellules de  "  de dimensions au plus égales à  n-1.

Soit donc un membre  (  de  '.  Puisque c‘est une frontière potentielle, il

suffit d’établir que son image ne rencontre qu’un nombre fini d’intérieurs

de cellules de  ".  Puisque  ( est continue, son image est compacte ; la

proposition 6.2.8 permet d‘achever la démonstration.

Produ i t  ca r tés ien

L’étude des produits cartésiens de CW-complexes nécessite les quelques

résultats élémentaires ci-dessous.

Rappels

Notons, pour un élément  0  de  0 1,] ],  
a
1
0 
  l’ homéomor-

phisme du cercle de rayon
a
0  sur le carré conentrtque

de côté 20. 
a

Notons, pour tout entier  n  strictement positif,  P
n  

le

x
1
0
(x)

pavé unité de  R
n
 ; autrement dit  P

n  
 :=  2[ ]1 1, × 2[ ]1 1, × … × 2[ ]1 1,

n

.

Notons   1
0, n

    l’ homéomorphisme de la (n-1)-sphère de rayon
a
0  sur le

(n-1)-cube conentrique de côté  20  défini de la même
a
façon que 1

0 
.

La famille  {1
0, n

| 0 ) 0 1,] ]} induit un homéomorphisme  3
n  

 de la

boule unité  D
n  

sur le pavé unité  P
n

a
 qui vérifie : 3

n
 (, D

n
)  =  , P

n
.
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Pour tout couple (p, q) d’entiers strictement positifs, on a : P
p
×P

q
= P

p+q
.

Soit  4
p,q

a 
=   3

p+q

-1  
o (3

p 
× 3

q
) .

4
p,q 

 est un homéomorphisme de  D
p 
× D

q 
 vers  D

p+q
.

Puisque :  ,P
p+q    

=   ,P
p
× P

q   
. P

p
× ,P

q
,   on obtient :

(1) 4
p,q

-1 
(, D

p+q
)   = ,D

p 
× D

q   
. D

p 
× ,D

q
 ;

(2) 4
p,q

-1 
( D

p+q
)    = D

p 
× D

q
 .

Propos i t i on  6 .3 .5

Soient  E  et  F  deux ensembles. Si  )  et  !  sont respectivement

des plans de cellule de  E  et de  F  de dimensions  p  et  q,  alors

() × !)  o 4
p+q

-1   
est un plan de cellule de  E × F.  

a

Posons  * =  () × !)  o 4
p+q

-1 
.

D’après (1), on a :  * (S
p+q--1

)  =   ) (S p--1
)  × !(D q

) . ) (D p-
)  × !(S q-1

)

Autrement dit :  Im ,*   =    (Im ,)  × Im !)  . (Im )  × Im ,!)

D’après (2) : *  =  ( ) × ! ) o 4
p+q

-1 
.    Puisque ) et ! sont injectives

*  l’est aussi. Il est facile de vérifier que Im ,*  # Im *  =  *

Propos i t i on  6 .3 .6

Soient  (E, ")  et  (F, #)  deux complexes cellulaires.

Soit " × #   :=  {()×!) o 4
p+q

-1
5 ))",!) #, dim ) = p,dim ! = q}.

Alors  (E × F,  " × #)  est aussi un complexe cellulaire.

Les cellules de  " × #  ne sont autres que les parties de  E × F

de la forme  B × C  où  B  et  C  sont respectivement des cellules

de  "  et de  #.

Si  (E, ")  et  (F, #)  vérifient (CW1)  alors  (E × F,  " × #)  vérifie-

ra aussi (CW1).

Si  (E, ")  et  (F, #)  sont des CW-complexes alors  (E × F, " × #)

sera aussi un CW-complexe.
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La démonstration de la partie ensembliste de cette proposition ne pré-

sente aucune difficulté. On la laisse au lecteur après lui avoir rappelé

que, si   B  et  C  sont respectivement des cellules de  "  et de  #$$  alors :

(1)  B × C esi une cellule de " × # (2)  B × C  = B × C

(3)   , (B × C)   =    (,B ×C)  . (B ×,C) .

La partie topologique est une conséquence immédiate de 6.2.1.

Déf in i t i on

Etant donnés les deux CW-complexes  (E, ")  et  (F, #),  on appelle pro-

duit cartésien de  (E, ")  et de (F,#)  le CW-complexe (E × F, " × #).

On le note :   (E, ") × (F, #).

Remarque

La topologie définie sur  E × F  par  (E, ") × (F, #)  est en général plus fine

que le produit des topologies associées à  (E, ")  et à  (F, #). 

Autrement dit :   [(E, ") × (F, #)] 6› [E, "] × [F, #],

En particulier, même si, d’après 6.2.5, [E, "] et [F, #] sont engendrées

par leurs compacts,  [E, "] × [F, #]  n’est en général pas engendrée par

ses compacts.

Propos i t i on  6 .3 .7

[(E, ") × (F, #)]  =   [E, "] × [F, #]
K

.

Pour les définitions et les propriétés d’une topologie engendrée par ses

compacts, se reporter à la section 6.0.

D’après  6.2.3, si  B  et  C  sont respectivement une cellule de  "  et une

cellule de  #,  alors [(E, ") × (F, #)] et [E, "] × [F, #]  induisent

la même topologie sur B × C.

(1)   [(E, ") × (F, #)] - [E, "] × [F, #]
K

.
a

Soient T  un fermé de  [(E,") × (F,#)] et  K  un compact de  [E,"]× [F,#].

Si   L  est un compact de  [E,"]× [F,#]  qui contient  K  et si  T# L

est un fermé de  L  alors  T # K est un fermé de  K.

Si tel est le cas,  T# L et, par suite, T#K = (T# L) #K  sont compacts.
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D’où la conclusion.

Construisons L. Il existe un compact 
a
K

E   
de  [E"] et un compact  K

F

de  [F #] tels que  K  soit contenu dans  K
E  
×  K

F
.   D’après 6.2.8, quitte

à agrandir  K
E  

 et K
F
,   on peut supposer qu’il existe  p  cellules de "

et  q  cellules de #,  soient {$
i
}1 - i-p

et {C
j
}1 - j-q

,  telles que :

K
E  

 =  B
i

1- -i p
U    et :  K

F  
 =  

1- -j q
UC

j
. 

a
  Si bien que l’on a :

K    '    K
E  
×  K

F
   '    B C

i j
i p
j q

×( )
- -

- -

1

1

U    =:  L

L,  union finie de compacts, est compact.  
a

Puisque  T  est fermé dans  [(E,") × (F,#)],  alors, pour tout couple d’in-

dices  (i, j),  il en va de même de   T
ij

  :=   T# B C
i j
×( ).  D’après la re-

marque,  T
ij 

  est fermé dans  [E,"]× [F,#]. Puisque T# L = T
ij

i p
j q

1

1

- -

- -

U ,

T # L, union finie de fermés, est fermé dans  [E,"]× [F,#], do,nc dans

L. D’après le point précédent,  T # K est un fermé de  K.  Puisque  T  et

K  sont arbitraires, on a (1).

(2) [E, "] × [F, #]
K

a
- [(E, ") × (F, #)]

Soient  T  un fermé de [E,"]× [F,#]
K

et B×C une cellule de  " × #$%

D’après  6.2.3, B×C est un compact de  [(E, ") × (F, #)] donc d’après

(1),  un compact de  [E,"]× [F,#]
K

    et donc de  [E,"]× [F,#].
a

T # (B×C)  est donc un compact de  [E,"]× [F,#]. D’après la remarque,

T# (B×C)  est aussi un compact de  [(E, ") × (F, #)].  Puisque B×C est

arbitraire, d’après 6.2.4,  T  est fermé dans  [(E, ") × (F, #)].

T  étant arbitraire, on a (2).

Propos i t i on  6 .3 .8

Soient (E,") et (F,#) deux CW-complexes.
a

Alors les projections

usuelles  p
E
 ;  E × Fs E  et   p

F
 ;  E × F s F  deviennent

des applications continues respectivement de  [(E, ") × (F, #)]
a

sur   [E, "] et de  [(E, ") × (F, #)] sur  [F, #)].
a$
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Il est facile de voir que  p
E
   et   p

F
   vérifient les hypothèses de 6.3.1. 

a

Quot ien t  pa r  un  sous -comp lexe

Remarque

Considérons le complexe cellulaire de l’exemple 6 de la sec-

tion 6.1 et ajoutons-lui la 1-cellule constituée par le chemin

! :  t d (t, t-1).  Notons  (E, +)  le complexe cellulaire ain-

si obtenu,  A  l’image de ! et , {{(0, -1)}, {(1, 0)}, !}.
a

(A, ,)

est évidemment un sous-complexe cellulaire de  (E, +).

(E\A, +-,)  n’est pas un complexe cellulaire : par exemple, le

segment  [0,1[ ×  {0}  ne peut pas être une cellule.

Le complexe cellulaire qui se rapproche le plus de  (E\A,+-,)

est obtenu en « réduisant »  A  à un seul point.

On appelle ce complexe cellulaire le « quotient de  (E, +)  par

(A, ,) .

Déf in i t i on  :  comp lexes ce l lu la i res  quo t ien ts

Soient respectivement  (X, ")  et  (A, ,)   un complexe cellulaire et l’un

de ses sous-complexes cellulaires.

Notons  X/A   := (X\A)  u  {x
7
},   où  x

7
figure un point abstrait. et

q
A

: X s X/A la surjection dont les restrictions à  X\A et à  A  sont

respectivement l’identité de  X\A 
a
et l’application de  A  sur  {x

7
} .

Notons enfin &".,&&:= {q
A 

o ! | ! ) "} .

Remarquons que ".,  a même cardinal que l’ensemble ("-,) u {x
7
}.

Propos i t i on  6 .3 .9

Soient respectivement  (X, ")  et  (A, ,)   un complexe cellulaire

qui vérifie (CW1) et l’un de ses sous-complexes cellulaires.

a) X/A,  ".,
a
est un complexe cellulaire qui vérifie (CW1).

b) [X/A, ".,]  est égale à la topologie finale de la surjection

q
A

: [X,"] s X/A.
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La démonstration de  a)  est purement ensembliste et ne présente au-

cune difficulté. On la laisse au lecteur.  Il ne faut pas oublier de vérifier

que les membres de  ".,&sont des plans de cellule. Montrons b) .

Notons  T   la topologie finale de   q
A 

.  Un plan de cellule de  ".,&est de

la forme  q
A
!$ où !

////
est un plan de cellule de  ".  Puisque, par défini-

tion, T   rend  q
A

 continue, elle rend également continus tous les plans

de cellu;le de  ".,%&&T   est donc moins fine que  [X/A, ".,].

D’autre part, par définition de  [X/A, ".,], 
a
 pour tout plan de cellule  !

de  ",  q
A
!$ est continu.  Donc, par définition de  [X,"], l‘application

q
A

: [X,"]s [X/A, ".,] est continue. [X/A,".,] est donc

moins fine que  T  et donc égale à  T.

Propos i t i on  6 .3 .10

Soient  (X, ")  un CW-complexe et  (A, ,)  l’un de ses sous-com-

plexes cellulaires.    Alors  X/A,  ".,
a
esr un CW-complexe.

Rappelons tout d’abord que, d’après 6,2.7,  A  est fermé ;  d’autre part,

d’après  6.2.10,  (X, ")  est normal. D’après 6.0.6, la topologie finale de

q
A

a
 est séparée. Enfin d’après  le résultat précédent, [X/A, ".,]  est

égale à cette dernière.

Suspens ions

Rappel  :  suspens ions d ’espaces topo log iques

Soit  E  un espace topologique.  On définit la sus-

pension de  E  comme le quotien( de E× I par la

relation d’équivalence consistant à identifier E × {0}

à un  point et  E × {1}  à un autre point.

On note  S(E)  cet espace topologique.

Remarque

On a :  S E

E I
E

E

E I
E

E
( ) =

×
× {}

× { }=
×

× { }
× {}

1

0

0

1
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Rappe l  :  suspens ions  d ’app l ica t ions  cont inues

Soit  f :  E f F  une application continue. 
a
Il est facile de vérifier

que l‘application  f × 1
I 
:  E ×  I  f  F ×  I  induit une application

continue de   S(E)  vers S(F)  que l’on note  S(f). 
a

Rappel

Pour tout entier naturel  n,   S(S
n
)  ! S

n+1
.

Propos i t i on  6 .3 .11

Tout CW-complexe  (X, !)  induit sur  S(X)

une structure de  CW-complexe.

De plus, la topologie associée à cette struc-

ture est la même que celle de  S(X).

Munissons  I  de la structure de CW-complexe définie par {{0}, {1}, I}.

Il est facile de vérifier que X × {0} , ! × {{0}} et X × {1} , ! × {{1}} sont

des sous-complexes du CW-complexe (X,!) × I = X × I , ! × {{0}, {1}, I} .

On définit S((X, !) 
a
comme le résultat des deux quotients successifs de

(X,!) × " par  X × {0} , ! × {{0}} puis par X × {1} , ! × {{1}}

D’après 6.2.5,  la topologie usuelle de  I  coïncide avec  [I, {{0}, {1}, I}].

D’après  A2.2.3, la topologie de 
a
[X,!] ×  I 

a
est engendrée par ses com-

pacts. Elle coïncide donc avec la topologie de  [(X,!) × I].
a

Il est alors facile de montrer la seconde assertion grâce à 6.3.9 et 6.3.10.  
a

6.4  Le groupe fondamental d’un CW-complexe.

Dans cette section, on va voir que le groupe fondamental d’un CW-com-

plexe ne dépend que de son 2-squelette.

Puis, à partir d‘un groupe  G  donné, on construira un CW-complexe de

dimension 2 dont le groupe fondamental sera isomorphe à  G.

On va commencer par « boucher des trous en collant des rustines ».
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Considérons par exemple l’espace topologique  E  =  #[ ] ( ){ }1 1 0 0
2

, \ , . Dans

la figure ci-après, on a plongé  E  dans  R
3
.
a
 Rappelons que :  $

1 
(E)  ! Z.

On bouche le trou de  E  en collant le disque unité  D
2
  le long du cercle

%   de  E  de centre (0. 0)  et de rayon  1

2
.

L’espace topologique  D
2&
%

E  ainsi ob-

tenu est homéomorphe au sous-espace

de  R
3

évoqué dans la figure ci-dessus 

et formé de la réunion de  E  et de la

demi-sphère creuse de centre -(0. 0)  et

de rayon  1

2
.   Il est facile de voir que tout lacet de  D

2&
%

E  peut être res-

serré en contournant le trou de  E  par la demi-sphère.
ç

D
2&
%

E  est donc
a

simplement connexe, c'est à dire qu’il n’est pas troué.  La proposition 
a

suivante généralise ce procédé. 
a

Propos i t i on  6 .4 .1

Soient  X  un  espace topologique connexe par arcs,  n un entier

au moins égal à 2,   '  une application continue de  S
n-1

 vers  X

et  x
1 

 un point de  Im '.  

Soit   N (x
1
)   :=   {$

1
(', z). ()*  |  z +  '

-1 
(x

1
),   ()* + $

1 
(S

n-1
, x

1 
) }

Désignons par  [N (x
1
) ] le sous-groupe normal de  $

1
(X, x

1
)  en-

gendré par  N (x
1
).

Alors  $
1

D
n&
'

X ,  x
1

!
$

1 1

1

X x

N x

,( )
( )[ ]

 .

Soit  y
0 

le point de l’image de  D
n
  dans

D
n&
'

X  qui correspond au centre de  D
n
.

Notons  A  :=  D
n&
'

X \ {y
0
}

        et  B :=  D
n&
'

X \ X .
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Il est facile de vérifier que  A  et  B  forment un recouvrement de Van

Kampen et que  A , B  est égal à  l’image de  D
n 

\ {0}   dans  D
n&
'

X .

(1) Il existe une rétraction progressive  ƒr   de  A  en  X.  telle que

ƒr (A , B)  soit contenu dans  ' (S
n-1
) .

Soit  r  la rétraction de D
n
\ {0}  en  S

n-1 
 définie par :  z d 1

z
z. 

a

- : (t, z)d (1 – t) z + t r(z) est une homotopie de l‘identité de  D
n
\ {0}

vers  r,   invariante sur  S
n-1

.  r  est donc une  rétraction progressive.

r u 1
X  

 induit la rétraction progressive  ƒr   de  A  en  X de l’énoncé.

(2) $
1
(.)   !   0.  

a

B  est homéomorphe à D
n
  qui est notoirement simplement connexe.

A,B contient x
1

.  Dans la suite, tous les lacets de  A,B seront sup-

posés avoir  x
1

pour extrémité et, donc, les foncteurs de Poincaré seront

supposés être « localisés » en conséquence.  Soit le sous-ensemble  M  de

$
1
(A) / $

1
(B)  défini par : 

a

M  :=  {0A
i

BA
(()*) •0

B
i

AB
(()*-1)   1    ()* + $

1
(A,B) }

D’après le théorème de Van Kampen,  $
1

D
n &

'
 X est canoniquement

isomorphe au quotient de  $
1
(A) / $

1
(B)  par le sous-groupe distingué

engendré par  M. 
a

D’après  (2),  $
1
(B)  est réduit à  0,  si bien que  $

1
(A) / $

1
(B)  et  M  sont

respectivement réduits à  $
1
(A)  et  à  { i

BA
(()*) 1    ()* + $

1
(A,B) }.

Rappelons que  i
BA

(()*) est la classe dans $
1
(A)  d’un lacet  )  de  A ,B.

Appliquons maintenant  $
1
(ƒr ).  D’après (1) et 3.5.6,  $

1
(ƒr )  est un iso-

morphisme de  $
1
(A)  sur  $

1
(X).  On en conclut que  $

1
D

n&
'

X est iso-

morphe au quotient de  $
1
(X)  par le sous-groupe distingué engendré par

$
1
(ƒr ).M. 

a
Il reste à montrer que :  $

1
(ƒr ).M = N.

L’élément  $
1
(ƒr ). ()*

A 
 de   $

1
(ƒr ).M est égal à  ( ƒr o )*

X
. En fait ƒr o )  est

de la forme  r o ),  un lacet de  S
n-1 

 identifié dans   D
n &
'

X  au lacet

' o r o )  de  ' (Sn-1
). Au total,  $

1
(ƒr ). ()*

A 
  =   $

1
'. ( r o )*. 
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Puisque  )   était choisi arbitrairement dans  A,B,  on a :    $
1
(ƒr ).M 2 N.

Réciproquement, soit  µ   un lacet de  S
n-1

  d’extrémité  r(x
1
).

Posons )  := r x
1

( ) × µ. C’est un lacet de  A,B  d’extrémité x
1

qui véri-

fie :  r o ) =  µ .
a
On a donc, comme précédemment :  $

1
(ƒr ). ()*

A
= $

1
'. (µ*.

On a donc :  N  2 $
1
(ƒr ).M.

Coro l la i re  6 .4 .2

Soient  X  un espace topologique connexe par arcs,  n un entier

au moins égal à 3 et  '  une application continue de  S
n-1

 vers  X.

Alors :    $
1

D
n&
'

X ! $
1
(X).

Pour tout entier  n  supérieur ou égal à 3,  S
n-1

  est simplement connexe.

(cf. 1.20).  On en déduit que, dans ce cas, 
a
N (x

1
)  =  (0).  D’où le résiltat.

Remarque

Comme on le voit dans l’exemple suivant, l‘image des rustines n‘est pas

tout-à-fait fidèle. Contrairement à une véritable rustine qui, pourvu

qu’elle soit assez grande, peut boucher plusieurs trous,  la  « rustine to-

pologique » ne peut en boucher qu’un seul.

X

D
2

X&
'

Y

Prenons pour  X   un plan percé de deux trous et  pour  '

un chemin circulaire à un seul tour de  X  tel qu’il entoure

les deux trous. Rappelons que :  $
1
(X)  ! Z / Z,

a 

La pro-

position précédente donne :   $
1

D
2&
'

X ! Z Z
Z

/ ! Z`

On peut aussi s’en convaincre en remarquant que  D
2&
'

X

se rétracte progressivement en l’ensemble  Y  figuré ci-

contre qui lui-même est homéomorphe à un cylindre

On va maintenant coller tout un paquet de rustines.
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Propos i t i on  6 .4 .3

Soient  X  un espace topologique connexe par arcs,  n un entier

au moins égal à 2,  {'
q 

:  q + Q }
a
une famille d’applications con-

tinues  de  S
n-1

 vers  X   et  x
0

 un point de  X.

Désignons par  '  l’application continue de  

q Q+
C S

n-1
×  {q} vers

X   induite par la famille {'
q 

:  q + Q }.

Soit % :=  {%
q 

:  q + Q }  une famille de chemins de  X  dont cha-

que membre a pour source  x
0

 et pour but un point de  Im '
q
.

Désignons par  N (% )  la partie de  $
1

(X, x
0

)  formée des éléments

de la forme :  (%
q
*  /   $

1
'

q
 ()*  /  (%

q
*
-1

   où  ()*  décrit  $
1 

(S
n-1

)   et

q  décrit  Q. 
a

Désignons par  [N (% )]  le sous-groupe normal de  $
1

(X, x
0
)  en-

gendré par  N (% ) ,

Alors :    $
1 

q Q+
C D

n
×  {q} &

'
 X ! %

$
1

X

N

( )
( )[ ].

fig 1
fig 2 fig 3

Dans la figure 1 ci-dessus, on a pris pour
a

{'
q 

:  q + Q } une famille de
a-

quatre chemins
a
circulaires dans un plan percé de cinq trous.

a  
On s’y

réfèrera sous le terme « l’exemple ».
a

Soit, pour chaque élément  q  de  Q,    y
q 

le point de l’image de  D
n
× {q}

dans  

q Q+
C D

n
×  {q} &

'
 X qui correspond au centre de  D

n
.

Si, en procédant comme dans la proposition précédente, on considère les

ouverts  A  :=  

q Q+
C D

n
×  {q} &

'
 X \  {y

q  
:  q + Q }
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   et  B  :=

q Q+
C D

n
×  {q} &

'
 X \  X,

on s’aperçoit que leur intersection peut très bien ne pas être connexe

par arcs, ce qui rend inopérant le théorème de Van Kampen. Dans

l’exemple, (v. fig 2)  A,B est ainsi homéomorphe à la réunion disjointe

de quatre demi-sphères percées.  Pour contourner cette difficulté, on va

relier les rustines entre elles d’une façon qui laisse invariants les grou-

pes fondamentaux. Choisissons pour cela, pour tout élément  q  de  Q,

un chemin injectif  3
q

a 
de l’image de  D

n
× {q}  dans

q Q+
C D

n
× {q} &

'
 X

composable avec  %
q
.

On construit l’espace topologique  Y  à partir de la réunion disjointe

q Q+
C D

n
×  {q} &

'
 X u  

q Q+
C I

2
×  {q}

en y procédant aux identifications suivantes :

- pour tout élément  q  de  Q  et tout élément  t  de  I,  (t, 0, q)  et  %
q
(t) ;

- pour tout élément  s  de  I,  tous les éléments de la forme (0, s, q) ; 
a

- pour tout élément  q  de  Q  et tout élément  s de  I,  (1, s, q)  et  3
q
(s),

Dans l’exemple,  Y est homéomorphe à la figure 3.   Notons   z
0  

 le point

de  Y  qui correspond à  (0, 1, q).
a 

Dans l’exemple,  z
0  

se situe au-dessus

de  x
0
.    Y  se rétracte progressivement en 

) q Q+
C D

n
×  {q} &

'
 X d’une

façon analogue à celle détaillée dans l’exemple 3
a
de la seetion 3.5, si

bien que :

(0) $
1
 (Y, z

0
)     ! $

1
q Q+
C D

n
×  {q} &

'
 X ,  x

0 

Posons ;  A  :=   Y \ {y
q  

:  q + Q}
et            B  :=  Y \ X.

La figure ci-contre illustre la si-

tuation dans l’exemple.

4 .

Il est facile de vérifier que  A  et  B  forment un recouvrement de Van

Kampen de  Y.
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(1) $
1

(4, z
0
)    ! $

1
(X, x

0
) .

Provient du fait que  A  se rétracte progressivement en  X.
a
 Pour le mon-

trer en détail, considérons l’espace topologique  Y
1
  obtenu à partir de

X  u
q Q+
C I

2
×  {q} en y procédant aux identifications suivantes :

- pour tout élément  q  de  Q  et tout élément  t  de  I,  (t, 0, q)  et  %
q
(t) ;

- pour tout élément  s  de  I,  tous les éléments de la forme (0, s, q) ; 
a

- pour tout élément  q  de  Q,   tous les éléments de la forme  (1, s, q). 
a

Pour tout élément  q  de  Q,  soit  r
q

 la rétraction progressive de

X &
',q

D
n

\ {y
q 
}   en   X  analogue à la rétraction  ƒr   de la proposition

précédente.  La famille  {r
q  

:  q + Q}  induit une rétraction progressive

de  A  en  Y
1
,  Il est facile de vérifier qu’il existe une rétraction progres-

sive de  Y
1

en  X  qui transforme chaque  I
2
×  {q}  en l’image de  %

q 
.

La proposition 3.5.6 permet de conclure.

(2) $
1

(B)  !  0. 
a

Puisque  D
n

a
est rétractile, il existe une rétraction progressive de  B 

a
en

Y
1
 \ X ,  qui est homéomorphe à  l’espace  Y

2
  obtenu à partir de

q Q+
C I × 0 1,] ]× {q} en y identifiant, pour tout élément  s  de  0 1,] ] ,  tous

les éléments de la forme (0, s, q).
 : 

 Il est facile de vérifier que  Y
2
  est

rétractile.  La proposition 3,5.6 permet de conclure.

(3)

a

Notons   5
q
  :  t d (t, 1, q) 

a
.

$
1

(A , B,  z
0 

)    =   * q+Q

(5
q
* •  $

1 
1

2
S

n-1
× {q)  •  (5

q
*
-1

Soit, pour tout élément  q  de  Q,  la partie  C
q 

 de  A , B  qui y corres-

pond à   D
n
×  {q} u I

2
×  {q}  \ {yq},  Il est facile de vérifier que la fa-

mille  {Cq} forme un recouvrement de Van Kampen.  Puisque l’intersec-

tion  C
q
, C

q’
de deux quelconques membres distincts de cette famille

est homéomorphe à  0 1,] ],  elle est simplement connexe, si bien que :  
a
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$
1

(A , B,  z
0
)     =   * q+Q

$
1

(C
q
,  z

0 
)

N,B Puisque, dans ce cas,  le foncteur  J   est injectif, chacun des  
a

a

$
1

(C
q
, z

0
) s’identifie à un sous-groupe de  $

1
(A,B, z

0
) si bien que

l’isomorphisme du théorème de Van Kampen devient une égalité.
a

Il est facile de vérifier que chacun des  C
q

  se rétracte progressivement

en  D
n
 \ {yq}\ S

n-1
, espace qui, à son tour, se rétracte progressivement

en  1

2
S

n-1
.  D’où, pour tout indice  q  :   $

1
(C

q
, z

0
) = (5

q
* • $

1
1

2
S

n-1
• (5

q
*-1

Appliquons le théorème de  Van Kampen à  Y :

Soit le sous-ensemble  M  de  $
1
(A,  z

0 
) / $

1
(B,  z

0 
)  défini par : 

a

M  :=  {0A
i

BA
(()*) •0

B
i

AB
(()*-1)   1    ()* + $

1
(A,B, z

0
)}

D’après Van Kampen,   $
1

(Y, z
0
) !

$ $
1 1
( , ) ( , )A z B z

M
0 0

/
[ ]

D’après  (2),  $
1

(A, z
0
) / $

1
(B, z

0
)   et  M  sont  respectivement réduits à

$
1

(A, z
0

)  et à  {i
BA

(()*) 1  ()* + $
1

(A,B, z
0
) }.

Soit  r  la rétraction progressive de  A  en  X  évoquée au (1). 

D’après 3.6.4,  $
1 

(r) induit un isomorphisme entre   
$

1
( , )A z

M
0

[ ]   et

$

$
1

1

( , )X x

r M
0

( )[ ].
.

D’après (3),  $
1

(r) .M = { * q+Q

$
1

(r) .()
q
* 1 ()

q
* + (5

q
* • $

1
1

2
S

n-1
× {q) • (5

q
*-1 }

Dans la démonstration de la proposition précédente, on a vu que :

$
1 

(r) i
BA

.  $
1 

1

2
S

n-1
× {q)   =   $

1
('

q
) .$

1 
S

n-1
× {q).

Par une démarche analogue, on montre que :   [$
1 

(r) . M]   =   [N (% )]

D’où : %
$

1
X

N

( )
( )[ ] !

$

$
1

1

( , )X x

r M
0

( )[ ].
!

$
1
( , )A z

M
0

[ ] ! $
1
 (Y, z

0
)

! $
1

q Q+
C D

n
×  {q} &

'
 X ,  x

0 
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Remarque  
a

Dans l’énoncé  précédent, on a fait figurer une famille  {Dn
× {q} : q + Q }

a

de rustines de même dimension,  n,  
a
En fait, cet énoncé reste vrai si  n

varie avec  q, 
a
c'est à dire si l’on y remplace formellement  n  par une fa-

mille  n   = {n
q 

:  q + Q}  d’entiers au moins égaux à 2.

Coro l la i re

Soient  X  un espace topologique connexe par arcs, {n(q) : q+Q}
une famille d’entiers au moins égaux à 3  et  {'

q 
:  q + Q}

a
une

famille d’applications continues  de  S
n(q)-1

 vers  X.

Alors :    $
1 

q Q+
CD

n(q) &
'

  X ! $
1
(X).

Coro l la i re  6 .4 .5

Le groupe fondamental d’un CW-complexe

ne dépend que de son  2-squelette.

Avant d’aborder la seconde partie, la remarque suivante est nécessaire.

Remarque

Dans la proposition précédente, contrairement à ce que laissent penser

les divers exemples et l’approche intuitive, on n’a pas supposé que l’ap-

plication continue  ' : S
1 

f X  était injective. Examinons un exemple

dans lequel elle ne l’est pas. Considérons le cas où  X  est le cercle  S
1   

et

où  '  est l’application  ×2 : 6 d 26. 
a
 Il est facile de vérifier que l’iso-

morphisme entre  $
1 

(S
1

)  et  Z  transforme  N
×2

  en  2Z.  
a

Si bien que,

d’après la proposition précédente,   $
1 

D
n &

×2
 S

1
! Z

2Z.

Théorème 6 .4 .6

Tout groupe  G  est le groupe fondamental

d’un CW-complexe de dimension 2.
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Rappel :   groupes libres

Soit  E  un ensemble. On construit   E’  :=  {1}  u  (E × {1})  u  (E × {-1}) 

puis l‘ensemble E" des suites finies d’éléments de  E‘.   On y procéde

aux identifications suivantes :

- pour tout élément  e  de  E,   (1, (e, 1),  ((e, 1), 1)  et ((e, 1)) ;

- pour tout élément  e  de  E,   (1, (e, -1),  ((e, -1), 1)  et ((e, -1)) ;

- pour tout élément  e  de  E,   ((e, 1), (e, -1)) ,   ((e, -1), (e, 1))   et (1) .

La concaténation des suites finies induit sur l’ensemble ainsi obtenu

une structure de groupe.

On appelle ce groupe le groupe libre engendré par  E. On le note L
E
.

On confond usuellement un élément  e  de  E  avec la classe de la suite

à un élément ((e, 1)).   Si bien que, dans   L
E

, 
a

e
-1

 = ((e, -1)).

Plus intuitivement, on peut voir   L
E
   comme l‘ensemble des produits

formels   e
1 

. e
2
…. .e

n
   où  n  est un élément de  N*  et où, pour cha-

que indice  i,   soit  e
i
  soit  e

i

-1
 appartient à  E.

Rappel

L
E

! *e+E

Z

Rappel  :  présentation d’un groupe

Soit  (G, .)  un groupe. La donnée d’une présentation de  (G, .)  consis-

te en la donnée d’un couple  (K, R)  où :

- K  est une partie génératrice de  (G, .) ;

- R  est une partie génératrice du sous-groupe du groupe libre  L
K

a

noyau de l’homomorphisme surjectif de groupes de  L
K
  sur  (G, .) 

qui, à un produit formel   e
1 

. e
2
….. e

n
   d’éléments de  K,  associe la

valeur de leur produit dans  (G, .). 
a
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Remarque

Tout groupe  (G, .)  admet au moins la présentation triviale  (G, Ker 7)  où

7  est l’homomorphisme surjectif canonique de groupes de  L
G
  sur (G, .) .

a

Montrons le théorème.

Soit  G  un groupe.  Soit (K, R)  une présentation de G.  On commence

par construire un CW-complexe de dimension 1 qui comporte une seule

0–cellule et autant de 1-cellules que d’éléments de  K.

Soit d’abord  (S
1
, ")   le CW-complexe de  S

1
 à une seule 0–cellule de

l’exemple 2 de la page 136.  Considérons ensuite la réunion disjointe

S k k

k K k K

1
× { } × { }

8

9
:

;

<
=

+ +
C C, "   qui constitue clairement un CW-complexe.

Soit  (X, !)  le quotient de ce CW-complexe par son 0-squelette. D’après

les propositions 6.3.9 et 6.3.10,  (X, !)  est un CW-complexe et  !  est

composé d‘une seule 0–cellule que nous noterons   x
0 

a
 et d’une famille

{#
k
 ;  k + K} de  plans de 1-cellules indexée par  K.

$
1
 (X)   ! L

K 
.

Construisons un recouvrement de Van Kampen de  X. 
a
 Considérons

pour cela, pour chaque élément k  de  K,  le voisinage ouvert  U
k
  de  x

0

dans  Im #
k
  défini par ;  U

k
   :=   #

k
0 1

1

10

1

10
, ,[ [> ] ]( ).

Posons  U  :=  U
k

k K+
U .   Il est facile de vérifier que  U  est un ouvert de  X.

De plus  U  est rétractile.

Soit l’application continue  0   de  I  ×  0 1
1

10

1

10
, ,[ [> ] ]( ) vers  0 1

1

10

1

10
, ,[ [> ] ]

définie par : 
I

s t st

×[ [ [ [
( )

?
@
A

0 0
1

10

1

10
, ,

,

f

d
    ;    

I

s t s t

× ] ] ] ]
( ) # #

?
@
A

1

10

1

10
1 1

1 1

, ,

, ( )

f

d

Soit, pour chaque élément  k  de  K   l’application continue  0
k

 de  I × U
k

vers  U
k
  définie par :    0

k
(s,  x

0 
)  :=  x

0 
; 

B x + Im #
k 

,   0
k

(s,  x
0 

)  :=   #
k

0 s,  #
k

-1
(x)

En se servant de l’application continue  -  de  I × U  vers  U induite par

la famille
a

{0
k
 ;  k + K},  il est facile de vérifier que  U  est rétractile.
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On pose enfin, pour chaque élément  k  de  K,   V
k 

 :=   Im #
k
> U.

Il est facile de vérifier que  V
k
  est un ouvert de  X  et que, pour tout

couple  (k, l)  d’éléments distincts de  K,   V
k
, V

l
   =  U.   En outre, pour

chaque élément  k  de  K,  en utilisant la sous-famille  { 0
l  

;  l + K \ k} de

la famille déjà rencontrée, il est facile de montrer que  V
k
  se rétracte

progressivement en  Im #
k
  .

La figure ci-contre illustre un

exemple dans lequel  K  ne

contient que huit éléments.

Dans le cas général, on voit aisé

ment que  { V
k
 ;  k + K}

a
est un recouvrement de Van Kampen de  X  tel

que : - Pour chaque élément  k  de  K,   $
1
(V

k
) ! $

1
(S1

) ! Z ;

- Pour tout couple  (k, l) d’éléments distincts de  K, $
1
(V

k
, V

l
) = 0.

Le théorème de Van Kampen donne alors le résultat annoncé.

Rappelons trois résultats élémentaiures, surtout pour fixer les notations.

CPour tout point  6  de  S
1
,  soit  1

6 
 le lacet de  S

1
d’extrémité 6,  injectif

 sur ]0‚ 1[,  qui parcourt S
1
  dans le sens direct. 

a
 Pour toute application

   continue  '  de  S
1 

a
dans un espace topologique  E  et pour tout

   point  6  de  S
1
,  $

1
(', 6) . (1

6
*   =    (' o 1

6
* .

CPour tout lacet  )  d’un espace topologique  E  d’extré-

   mité  x,  il existe une unique application continue  )
~a

   de  S
1
  dans  E  telle que :  )

~(0)  =  x   et   )   =  )
~

o 1
0
.

I s S
1

)

             E

1
6

)
~

CL’inverse de l’isomorphisme de groupes de  $
1
(X)  sur L

K
 est engendré

   par  { k  d ('
k

o 1
0
*  |  k + K }.

A tout élément  r  =   k(1) . k(2) … klp)  de  R,  on associe le lacet  )
r  

de

X,   )
r  

:=    ('
k(1)

o 1
0
)  •   ('

k(2)
o 1

0
)   •  ,… •   ('

k(p)
o 1

0
) ,  puis l‘applica-

tion continue non injective  '
r

de  S
1
  dans  X induite par   )

r 
,



Topologie algébrique  1

Considérons l’application continue  '   de  

r R+
C S

1
×  {r} vers  X  induite

par la famille  {'
r 
:  r + R}  puis l’espace topologique  

r R+
C D

1 
× {r} &

'
 X.

Appliquons la proposition 6.4.3;  puisque le point  x
0 

  appartient aux

images de tous les membres de la famille  {'
r 
:  r + R},  on peut simplifier

les calculs.  En posant  N  :=   {$
1
('

r
, 0) ()*  ; ()* + $

1 
(S

1
, 0) , r + R},

on obtient :     $
1

r R+
C D

1 
× {r} &

'
 X !

$
1

X

N

( )
[ ] .

Il est aisé de voir que l’isomorphisme de  $
1
(X)  sur L

K
 transforme  N[ ]

en  R[ ]  si bien que :  $
1

r R+
C D

1 
× {r} &

'
X !

L

R
K

[ ] ! G,
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Conventions

Dans ce livre, on a utilisé les symboles suivants.

 := Affecte au symbole situé tout de suite avant lui la valeur située

tout de suite après.

f Symbolise une application.

d Définit une application en donnant une image à tout élément de

son ensemble source.

s Symbolise une application surjective.

i Symbolise une application injective.

Tous les autres symboles utilisés sont soit standards soit définis de façon

explicite.

Dans les diagrammes commutatifs d’applications :

! une flèche épaisse est donnée à l’avance,

! une flèche fine est laissée au choix du lecteur,

! une flèche en pointillés est déterminée par les flèches en trait plein.
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Rappels sur les catégories
On se borne à rappeler des définitions et des résultats élémentaires.  Le

lecteur curieux pourra consulter avec profit  [3]

Généralités

Définition

Une catégorie C   est la donnée :

�d’un ensemble abusivement noté C ;

�d’un sous-ensemble C
0 

de C  que l’on appelle, suivant l’interpréta-

tion, l’ensemble des objets de la catégorie C   ou l’ensemble des uni-

tés de cette même catégorie ; aon l’appelle aussi la base de C.

�de deux surjections  s  et  b  de  C   sur  C
0 

 appelées respectivement

source et but : a

�d’une application à valeurs dans C   définie sur le sous-ensemble

C   de C ×C   lui-même défini par :  C := {(u, v) !C ; b(u) = s(v)}
qui associe à tout élément  (u, v)  de  C  le composé  v u.

�Ces applications doivent vérifier les relations suivantes :

s  o s   =  b  o s   =  s   ;  b  o b   = s  o b   =   b  :  
a

s(vu)  =  s(u)  ;   b(vu)  =  b(v)    ;   (uv)w  =  u(vw)

u s(u)   =  u  =   b(u) u

Comme on va le voir dans les exemples, la notion de catégorie ne présen-

te un intérêt que si on se place dans une généralisation de la théorie des

ensembles. Dans cette théorie généralisée, un objet donné peut à la fofs

posséder des éléments et appartenir à un autre objet. Le caractère récur-

sif de cette théorie la rend plus puissante mais aussi plus déroutante que

la théorie classique.
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Exemples

�Soit  E  un  ensemble.   Soit la structure suivante sur  E × E ; 

(E × E)
0   

=  {(x, x) :  x ! E} ;
s  : (x, y)  d  (y, y)

b  : (x, y)  d  (x, x)
; (z, y) (y, x)  =  (z, x)

Il est facile de vérifier que cette structure définit bien une catégorie.

�Soit Ens l’ensemble de toutes les applications :

"Ens
0 

est l’ensemble des identités, que l’on peut identifier avec l’en-

semble de tous les ensembles. (aïe !  v’là la récursivité !) 
q

"Si  f  : A f B  est un élément de Ens,  la source et le but de  f   

sont respectivement 1
A
  et  1

B 
.

" Le composé de deux éléments composables de Ens  est le composé 

classique de deux applications.
q

Cette structure définit bien une catégorie.

Orbite d’un objet

Soient C   une catégorie et  A  et  B  deux de ses objets. 
a

On dit que  A  et  B appartiennent à la même orbite lorsqu’il existe

une flèche de  C ,  de source  A,  de but  B   et qui soit inversible. 
a

La relation « appartiennent à la même orbite » est une relation d’équiva-

lence sur l’ensemble des objets C
0 

de C. 
a

Foncteurs

Soient deux catégories  C   et  D

Un foncteur covariant  # de C

vers  D  est une application de

C    vers  D  telle que :

" # (C 0)$ D 0

" b
D 
#   =  # b

C
   ;  s

D 
#   =  # s

C

" %(u, v) ! C , #(u) #(v) = #(uv)

Un foncteur contravariant  # de C

vers  D  est une application de C

vers  D  telle que :

" # (C 0 )  $ D 0

" s
D 
#   =  # b

C
   ;  b

D 
#   =  # s

C

" % (u, v) ! C , #(v) #(u) = #(uv)
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Objets particuliers d’une catégorie

Objets initiaux et terminaux a

On dit qu’un objet  X  d’une catégorie C    est initial si, pour tout objet

B de C , il existe une unique flèche  u  de  C,  u : X f B.

On dit qu’un objet  X  d’une catégorie C    est terminal si, pour tout

objet  A de C , il existe une unique flèche  v  de  C,  v : A f X

Exemples

! Dans la catégorie des ensembles, comme dans celle des espaces topolo-

giques, tout singleton (i.e.: ensemble réduit à un point). est un objet

terminal. En effet, pour tout objet  A  et tout singleton  {x},
a
il existe

une unique flèche, à savoir l’application constante, de  A  vers {x}.

Par contre un singleton n’est pas un objet initial dans la catégorie des

ensembles.

!Dans la catégorie des groupes, le groupe  {0}  est un objet initial et

terminal.

Proposition AA.1.1

Tous les objets initiaux (respectivement : terminaux) d’une caté-

gorie appartiennent à la même orbite.

Flèches particulières d’une catégorie

Monomorphismes, épimorphismes et isomorphismes.

Soit  f ; A f B  une flèche d’une catégorie  C.  
a

On dit que  f  est un monomorphisme si elle est inversible à gauche,
a

c'est à dire s‘il existe une flèche  u : B f A   telle que : u f  =  1
A
.

On dit que  f  est un épImorphisme si elle est inversible à droite,
a
c'est

à dire s‘il existe une flèche  v : B f A   telle que :  f v  =  1
B

On dit que  f  est un isomorphisme si elle est inversible.
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Groupoïdes

Définition

Un groupoïde est une catégorie dont toutes les flèches sont inversibles.

Exemples

Groupes Un groupe est un gtroupoïde à une seule unité.

Groupoïdes banaux Soit E  un ensemble. On appelle groupoïde ba-

nal de base  E  la structure de  catégorie définie

sur  E × E  dans le premier des exemples de caté-

gories.

Groupoïdes triviaux Un groupoïde trivial est le produit cartésien d’un

groupe et d’un groupoïde banal.

Graphes d’une relation

d‘équivalence.

Le groupoïde banal  E × E  induit sur la partie de

E × E  qu’est le graphe d’une relation d‘équivalen-

ce définie sur  E une structure de groupoïde dont

l’ensemble des unités est  E  tout entier.

Réciproquement, tout sous-groupoïde du grou-

poïde banal  E × E dont l’ensemble des unités est

E  tout entier est le graphe d’une relation d‘équi-

valence définie sur  E.

Définition

Soit un  groupoïde G. 
a

La correspondance qui, à toute flèche  g  de G,

associe le couple  (b(g), s(g))  d’unités de G   définit un foncteur covariant

de G  vers le groupoïde banal de base G
0
.   On note usuellement ce

foncteur  &
G 

. 
a

Proposition AA.2

L’image du foncteur  &
G 

a 
est le graphe de la relation

d‘équivalence définie sur G
0 

 par les orbites de G
.
.
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Produit libre de groupoïdes.

Donnons-nous une famille   {G
a

}
a!A

  de groupoïdes dont les bases sont

toutes des parties d’un même ensemble et sont donc susceptibles d’avoir
a

des éléments en commun,  
a

Intuitivement, le produit libre d’une telle famllle est le plus petit groupo-

Ïde qui contienne tous ses membres en tant que sous-groupoïdes.

Proposition A1.1

Soient un ensemble  X,  une famille   {U
a

}
a!A

  de parties de  X

telle que :   U
a

a A!

U  =  X   et une famille   {G
a

}
a!A

  de groupoïdes

dont chaque membre  G
a

  admet  U
a
  pour base.

Il existe un groupoïde  *a!A

G
a

 de base  X  tel que  :

- Pour chaque indice  a,  il existe un homorphisme de
a
grou-

poÏdes injectif    j
a 

:  G
a  

i *a!A

G
a

dont la restriction à 

U
a 

 soit l’inclusion  U
a 

 i  X.

- Pour toute famille  { f
a 

;   G
a

f H}
a!A

  de morphismes

a
de groupoïdes, dont les membres coÏncident sur les inter-

sec- tions   U
a
'  U

b 
,   il existe un unique morphisme de groupo-

Ïdes  f : G f H  tel que :  % a ! A,    f o  j
a 

  =   f
a 

.

a) 
a
 Les différentes structures de graphes sous-jacentes aux structures

de groupoïde des  G
a
  induisent une structure de graphe de base  X sur

la réunion disjointe  G
a

a A!

C .  Dans la suite, les mots « source » et « but »

renvoient à cette structure de  graphe et non aux
a
diverses structures

des groupoïdes  G
a
.

b)  Notons  
a!A

G
a

 l’ensemble des suites finies d’éléments consécutifs de

G
a

a A!

C ,  c’est-à-dire des suites dont chaque terme a pour source le but
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du terme précédent.   On peut voir  
a!A

G
a

 comme l’ensemble des com-

posés formels d’éléments de  G
a

a A!

C .

Remarquons que si  (u
1
, …,  u

p
)  est un élément de 

(!)
G
(

et si, pour

tout indice  i,   G
a(i) 

 désigne le groupoïde auquel appartient  u
i
,  alors

pour  2 * i * p   la source de  u
i
,  qui est aussi le but de  u

i-1 
,  appartient

à  U
a(i)

'  U
a(i-1) 

,

On définit respectivement la source et le but d’un élément  u  de  
a!A

G
a

comme la source de son premier terme et le but de son dernier terme. 
a

Si deux éléments de  
a!A

G
a

sont tels que la source du second soit égale

au but du premier, on définit leur composé comme la suite obtenue en

les mettant bout à bout.

c)  On identifie les éléments suivants de  
a!A

G
a

-
a

Si un élément  x  de  X  appartient à   U
a
'  U

b
,  on identifie les unités

+
a
(x)  et  +

b
(x)  associées respectivement à  x  dans les groupoïdes  G

a

et G
b
.

-
a

Si un élément  u  =  (u
1
, …,  u

p
)  de 

(!)
G
(

comporte deux termes

consécutifs  u
i
  et  u

i+1
  qui appartiennent au même groupoïde  G

a
,

on identifie  u  à    (u
1
, …,  u

i-1
, (u

i
 . u

i+1
) , u

i+2
, …, u

p
)  que l’on ob-

tient à partir de  u  en effectuant le produit formel  (u
i
, u

i+1
)

On montre de façon analogue à ce qui se fait dans le cas des groupes 
a

que la ccmposition définie au b) sur 
(!)

G
(

 induit sur l’ensemble obte-

nu après ces identifications une structure de groupoïde de base  X
a 

que

l’on note  *a!A

G
a

.

On montre facilement que, pour tout indice  a,  l’injection de  G
a  

dans

G
a

a A!

C  induit un morphisme de groupoïdes   j
a 

 de  G
a  

dans  *a!A

G
a

.

Soit une famille  { f
a 

;   G
a
f H}

a!A
  de morphismes de groupoïdes,

dont  les membres coÏncident sur les intersec(ions   U
a
'  U

b 
,
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Cette famille induit une application  f’  de
(!)

G
(

vers  H  de la façon

suivante : si  (u
1
, …,  u

p
)  est un élément de 

(!)
G
(

et si, pour tout indi-

ce  i,   G
a(i) 

 désigne le groupoïde auquel appartient  u
i
,  on définit l’image

de   (u
1
, …,  u

p
)  par  f’  comme le produit dans  H   f

a(1)
(u

1
)  …. f

a(p)
(u

p
).

Il est facile de vérifier que si deux éléments de 
(!)

G
(

 peuvent être

identifiés, ils auront la même image par  f’.  Cette dernière induit donc 
a

une application  f  de  *a!A

G
a

vers  H.  On montre facilement que  f  est

un morphisme de groupoïdes. 
a

Définition

On appelle le groupoïde  *a!A

G
a

le produit libre de la famille  {G
a
}

a!A

Exemple 1

Soient  G  et  H  deux groupoïdes dont les bases respectives,

A et  B,  sont deux parties disjointes d’un ensemble  X.

Alors   G *  H  , G u H.

La démonstration est immédiate.

Exemple 2  le produit libre de deux groupoïdes banals

Soien(  A  et  B  deux parties d’un ensemble  X  telles que :  A ' B  -  Ø.

et  A . B  =  X.

Il est facile de vérifier que   (A × A)  (B × B)  est l’ensemble des suites

finies  u  =  /0 (x
1
, y

1
), … , (x

p
, y

p
) 12  d’éléments de  (A × A)  u (B × B)  tels

que,  pour tout indice  i,   1 * i * p-1,
a 

a

-si  (x
i
, y

i
)  et  (x

i+1
, y

i+1
)   appartiennent tous deux à  A × A  ou à  B × B ,

alors   y
i
  =  x

i+1 
.

-sinon,  y
i
  et  x

i+1
,  bien que différents en tant qu’éléments de  A u B ,

correspondent au même élément de  A ' B. 
a

Il est facile de vérifier que l’on peut ldentifier  (A × A) * (B × B) 
a
avec

l’ensemble des éléments /
0 (x

1
, y

1
), … , (x

p
, y

p
) 12   de   (A × A)  (B × B)
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dont les termes appartiennent alternativemen( à  (A × A)  et à  (B × B) 
a
et

qui ne comportent aucune unité (élément de la forme  (x, x))
a
 sauf s’ils

sont réduit à l’une d’entre elles. 
a
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A2 Rappels de topologie générale.
On retrouvera ici des passages de la section 6.0, enrichis de quelques au-

tres résultats. Le lecteur insatisfait pourra consulter  [9].

 A2.1  L’espace topologique Y X.

Rappelons que, dans le cadre ensembliste,  Y X désigne l’ensemble de

toutes les applications de  X vers Y  et que l’on a la correspondance ex-

ponentielle bien connue :  Y YX Z X Z( ) ! × .  
a
Plus précisément, l’applica-

tion  ": #
$
z d f(z) %

&
d #

$
(x, z) d f(z) (x)%

&
est une bijection.

On va voir qu’il en est de même pour certains espaces topologiques.

L’ensemble sous-jacent à Y
X

Soient  X  et  Y  deux espaces topologiques.  On notera Top (X, Y)  l’en-

semble de toutes les applications continues de  X  vers Y.

La topologie compacte ouverte

Soient  X  et  Y  deux espaces topologiques.

Si  A  et  B  sont respectivement des parties de  X  et de  Y,  soit  A, B

la partie de  Top(X, Y)   définie par :

A, B = { f  ' Top (X, Y)  :   f(A)  (  B } .

On appelle topologie compacte ouverte la topologie de Top (X, Y)  la

moins fine qui contienne toutes les parties de  Top (X, Y)  de la forme

K., U où K  est un compact de  X  et  U,  un ouvert de Y.

On notera  Y
X  

 l’espace topologique constitué de Top (X, Y)  muni de la

topologie compacte ouverte.

Théorème A2.1.1  (correspondance exponentielle)

Soient  X,  Y  et  Z   trois espaces topologiques tels que

X  soit séparé localement compact et que  Z  soit séparé,
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Alors la bijection  ) ;  Y X Z
( ) f   Y X Z× induit une

bijection  )  :  Y
X Z

( ) f Y 
Z × X

.

1) Soit  f ;  X × Z  f  Y   une application continue.

Posons  * :  
Z Y

z x f x z

X
f

d  d ,( )( )

+
,
-

Alors  *  est continue.

Il est facile de vérifier que par définition de l’espace topologique  Y
X
,    *

sera continue si et seulement si  pour tout compact  K  de  X  et pour

tout ouvert  U  de  Y ,  *
-1 #
$ K, U

%

&
.   est un ouvert de  /.

Solent donc  K  et  U  comme ci-dessus et  z
0   

un point de *
-1 #
$ K, U

%

&
.

donc :    f #$  K  × z
0{ } %

&  (  U.

f  étant continue et  K  étant compact, il existe un voisinage  V  de  z
0

tel que : f #$ K ×V %
& ( U

f  étant continue, pour tout point  x  de  K,   il existe un voisinage  V
x
  de

z
0
  et un voisinage  W

x 
 de  x  tels que : f #$ W

x
× V

x

%
& ( U.

K  étant compact, il peut être recouvert par un nombre fini {W
1
,…, W

n
}

de membres du recouvrement  {W
x 
}

x'K 
.   Soit, pour chaque indice  i ,

V
i
  le membre de la famille  {V

x 
}

x'K
  tel que :  f #$ W

i 
× V

i

%
& ( U.

En posant    V   :=  V
1
0  … 0 V

n
;   on a bien  f #$ K ×V %

& ( U.

Autrement dit, V  vérifie :   *  (V) ( K, U   ou encore :

z
0 
' V  ( *

-1 #
$ K, U

%

&
. .

Le point  z
0
  étant arbitraire,   *

-1 #
$ K., U

%

&
.   est un ouvert de  Z,

Le couple  (K, U)  étant arbitraire,  *  est continue.  
a

2) Soit  * ;   Z  f  Y
X
   une application continue.

Posons  f  :  
Z X Y

z x z x

×

( ) ( )( )

+
,
-

f

d, *

Alors   f   est continue.
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Soient  #
$

x
0
,  z

0
%
&

 un point de   Z × X   et  W
0
  un voisinage ouvert de

f#
$

x
0
,  z

0
%
&

 dans  Y.

L’application  x  d  *#
$

z
0
%
&

(x)   étant continue et X  étant séparé lo-

calement compact, il existe un voisinage compact  K  de  x
0 

  tel que :

*#
$
z

0
%
&

(K)   (   W
0
.

Autrement dit  il existe un voisinage compact  K  de  x
0 

  tel que :

*#
$
z

0
%
&

'  K, W
0

.

L’application  *   étant continue, il existe un voisinage  V  de  z
0
  tel que :

*(V)  (  K, W
0

.

Au total,  il existe un voisinage compact  K  de  x
0
  et un voisinage  V  de

z
0
  tels que :  f #$ K ×V %

& (  W
0
.   L’application   f  est donc continue au

point #
$
x

0 
, z

0
%
&

.  Ce dernier étant arbitraire,  f  est continue.

Théorème A2.1.2

La bijection  )  :  Y
X Z

( ) f Y 
Z × X

 est un homéomorphisme.

Le lecteur trouvera ce théorême et sa démonstration dans  [9],p 263.

A2,2 Topologie engendrée par les compacts

Proposition A2.2 .1 ;  topologie finale

Soient  E  un espace topologique, X  un ensemble e(  f  une appli-

cation de  E  vers  X.   Notons  T
E 

 la topologie de  E. 
a

• La famille U
f;E

  :=  {U  (  f (E)  |  f
-1

(U)  ' T
E
}  est une topolo-

gie sur  f (E). 
a
De plus   f : E f f (E), U

f;E
est continue.

• U
f;E

 est la plus fine des topologies de  f (E) qui rendent  f  con-

tinue. 
a

• Pour tout espace topologique  F  et toute application  u
a 

de  f (E)

a
vers  F,  u : f (E),U

f;E
f F  est continue si et seulement 

si  u f est continue. 
a

La démonstration ne présente aucune difficulté, On la laisse au lecteur.
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Définition

La topologie U
f;E

  est appelée topologie finale de  f,

L’espace topologique f (E),U
f;E

 sera noté  Im f.

Définition

Soient  X  un ensemble, E =  {E
a
 ; a ' A }  une famille d’espaces topo-

logiques et F  =  {f
a

:  E
a  
f X} une famille d’applications.

On définit la topologie finale de la famille F  comme
a
la topologie fi-

nale de l’application f :

a A'
C E

a
f X dont la restriction à chaque  E

a

est
 - 

 f
a
. Autrement dit, la topologie finale de la famille F  = {f

a
 ; a ' A }

est la fa-mille des parties  U  de
a
X  contenues dans la réunion des ima-

ges des  f
a 

 et dont l’image réciproque par chacune des  f
a 

 est un ou-

vert de E
a 

.

Définition : topologie faible associée à une fiamille de sous-

espaces.Soient  (E,T )  un espace topologique et A   une famille de parties de  E

dont les membres recouvrent  E.a On définit la topologie faible associée

à  A  comme la topologie finale de la famille des  inclusions des mem-

bres de A .  Autrement dit : une partie  U  de  E  est un ouvert de la to-

pologie faible associée à A   si et seulement si pour tout membre  A  de

A ,   U 0 A  est ouvert dans  A.

On notera cette topologie  T
A 

. 
a

Il est facile de vérifier que T
A 

 est plus fine que T.

Définition :  Topologie engendrée par les compacts

Soient  (E,T )  un espace topologique et K   la famille des parties com-

pactes de  E,  Lorsque K   recouvre  E,  comme par exemple lorsque  E

est séparé, on appelle  T
K,

a
 la topologie engendrée par les compacts.

Rappels A2.2.2

(E,T )  et  (E,T
K 

)   ont les mêmes compacts.   
a

T
K K

  =  T
K 

.

T  et T
K 

 induisent la même topologie sur chacun de ces compacts.
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Si  (E,T )  est localement compact alors  T  et T
K 

 sont égales.

Une partie  F de  E  est fermée dans  T
K 

  si et seulement si cha-

cune de ses traces sur les membres de
a
K   est un membre de K,.

Les démonstrations relèvent de la topologie générale et ne présentent

aucune difficulté.  On les laisse donc au soin du lecteur.

Proposition A2.2.3

Soient  E  un espace topologique séparé et engendré par ses

compacts et  L un espace topologique localement compact.

Alors  E × L  est engendré par ses compacts.

On va montrer que l’identité induit une application continue  11  de  E × L

vers  (E × L)
K

. 
a

11 : E × L f (E × L)
K  

 est continue si et seulement si,  pour tout

compact  K  de  E,   11
K × L

 : K × L f (E × L)
K  

 est continue.

La nécessité de cette condition est évidente. Montrons sa suffisance. 
a

Si, pour tout compact  K  de  E,  11
K × L

  est continue,  alors d’après la

correspondance exponentielle (A2.1.1),  pour tout compact  K  de 
a
  E, 

)
-1

(11)
K

est continue ; puisque la topologie de  E  est engendrée par ses

compacts,  )
-1

(11) : E f (E×L)
K

L
est continue ;  à nouveau d’après

la correspondance exponentielle,  11 : E × L f (E × L)
K  

 est continue.

Pour un compact fixé  K  de  E,  11
K × L

 est continue si et seulement

si,  pour tout compact  C  de  L,   11
K × C

 :  K × L f (E × L)
K  

 est  

continue. 
a

On le démontre de la même façon que le résultat précédent en remar-

quant que, puisque  K  et  L  sont respectivement compact et localement

compact, ils sont respectivement localement compact et engendré par

ses  compacts.

Au total, on a obrenu  :

11 : E × L f (E × L)
K  

 est continue si et seulement si,  pour tout

compact  K  de  E  et tout compact  C  de  L,   11
K × C 

 est continue.
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La dernière condition est remplie car  E × L  et   (E × L)
K  

 ont les mêmes

compacts et  induisent la même topologie sur chacun d’entre eux.  
a

A2,3 Carrrés cocartésiens

Définition

Le carré commutatif ci-contre d’une catégorie C  est

cocartésienxsi et seulement si pour tout couple   (f, g)

de flèches de C  telles que :  fb  =  gc, il existe une uni-

que flèche  u  de C    telle que :   g  =  us   et    f  =  ur. 

f B

f DC

A
b

c 

s

r

Autrement dit, avec nos conventions, on a le dia-

gramme commutatif ci-contre.

Remarques

! En général, étant donné un couple  (b, c)  de

flèches de même source d’une catégorie C,  
a
il

n’existe pas de couple   (r, s)  qui
X

 f

 g
u

f B

f DC

A
b

c

s

r

   permette de compléter  (b, c)  en un carrré cocartésien. c

! Donnons-nous un couple c(b, c)  de flèches de même source d’une caté-

gorie C,  Alors, si le couple  (r, s)  complète  (b, c)  en un carré cocarté-

sien, il en sera de même de tous les couples de la forme c(fr,  fs)   où  f

est une flèche inversible de C.

! Réciproquement, si deux couples distincts  (r, s)  et  (r’, s’)  complètent

(b, c)  en un carré cocartésien, alors il est facile de vérifier qu’il existe

une flèche inversible  f  de C 
d

telle que : (r, s) = (fr’, fs’)

Dans la catégorie Ens  des ensembles, comme dans la catégorie Top  des

espaces topologiques on peut toujours compléter un couple de flèchesC

de même source en un carré cocartésien.C
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Proposition A2.3.1

Soit un couple  (b, c)  d‘applications de même source.

Il existe alors un couple  (r, s)  d‘applications qui

complète  (b, c)  en un carré cocartésien dans Ens . 
a

Soient donc  b :  A f B  et  c : A f C  deux applications de mê-

me source. Considérons la relation d’équivalence engendrée sur  B u C

par la relation  ® :   x  ®  y   ‹fi 1  a' A :  
x b a
y c a

=
={ ( )

( )

Soit   B u
,b c

C   le quotient de cette équivalence et soient les deux appli-

cations   i
B

:  B  f  B u
,b c

C et   i
C

:  C  f  B u
,b c

C   qui sont

respectivement obtenues en composant la surjection canonique associée

à l’équivalence ci-dessus et les deux injections canoniques associées à

B u C.   Il est facile de vérifier que le carré  (b, c, i
B
, i

C
)   est commutatif.

Il reste à montrer qu‘il est cocartésien.

Soient donc deux applications  f  et  g  telles que

fb   =    gc,  L‘application  f u g :  B u C f X

est alors compatible avec l’équivalence ci-dessus.

Elle se factorise alors par une unique application

u  :  B u
,b c

C  f  X.   Le dia-gramme ci-contre

est donc commutatif.

B u
,b c

C

X

 f

 g u

f B

fC

A

c

s

r

f
b

Définition

L’ensemble   B u
,b c

C   est appelé somme amalgamée de  b  et  c. 
a
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Proposition A2.3.2

Soient  b :  Af B et  c : Af C deux applications conti-

nues de même source.  Si on note respectivement  B  et  C    les

ensembles sous-jacents à  B  et  C ,  il existe sur  B u
,b c

C
a

une

topologie, notée B u
,b c

C,  telle que le carré  (b, c, i
B
, i

C 
)   de la fi-

gure ci-dessus, qui est cocartésien dans Ens;  soit cocartésien

dans Top. 
a

Il suffit de définir  B u
,b c

C
a

comme la topologie quotient de la relation

d’équivalence dont   B u
,b c

C
a  

est le quotient.

Proposition A2.3.3

Considérous une catégorie C  et le diagramme commutatif de flè-

ches de C  ci-contre.

1) Si les deux carrés qui le composent 

    sont tous deux cocartésiens, alors le

    carré composé sera cocartésien.

f C

f DB

A
c

b

s

r

f E

f F

e

t

u

2) Si le carré composé est cocartésien, et si la flèche  s  est un

épimorphisme alors le carré de droite sera cocartésien

1)  La démonstration s’ef-

fectue en construisant la fi-

gure ci-contre en trois éta-

pes successives :

a)  On se donne les deux

carrés ainsi que les deux

flèches   f et  g. (flèches en

trait plein)

ts
x

A C

B D

c
Q

b r

E

F

e

u

X

 f

 g
h

b) Le fait que le carré de gauche soit cocartésien entraine, à partir des

flèches  fe  et   g,  l’existence et l’unicité de la flèche  h  (en grands poin-

tillés) telle que le diagramme obtenu soit commutatif.
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c) Le fait que le carré de droite soit cocartésien entraine, à partir des

flèches  f  et   h,  l’existence et l’unicité de la flèche  x  (en petits poin-

tillés) telle que le diagramme obtenu soit commutatif.

2)  Le fait que le carré com-

posé soit cocartésien en-

traine, à partir des flèches

f  et   gs ,  l’existence et

l’unicité de la flèche  x  (en

petits pointillés) telle que :

x t s  =  g s  et  x y  =  f.

 s  étant un épimorphisme,

ts
x

A C

B D

c
Q

b r

E

F

e

u

X

 f

g

cela donne :  x t  =  g.

On va s’intéresser à des cas très particuliers de carrés cocartésiens que

nous rencontrons dans ce cours.  En premier lieu, un procédé de cons-

truction très souvent utilisé : le recollement de deux  espaces topologi-

ques.

Définition

Soient  X  et  Z   deux espaces topologiques,  A  un

sous-espace de  Z  et  j   une injection continue de

A  dans  X,  On définit le recollement de X  et de

Z  le long de  A  ccmme la somme amalgamée de  j   Z u
A

 X

i X

iZ

A f
j

i
A

et de l’inclusion  i
A   

de  A  dans  Z.

Lorsqu’il n‘y aura pas d’ambiguïté, on dé-

signera cet espace topologique par   Z 2
A

 X

Proposition A2.3.4

Soit le carré ci-contre où les flèches hori-

zontales désignent les inclusions usuelles

et les flèches verticales des surjections.

Il est cocartésien si et seulement si v  est

bijective.

E i  E u F

R i R u S

u u u v

Supposons le carré cocartésien. Puisque  u u v  est surjectif,  v  l’est

194 Rappels de topologie générale

également.  Soit   f :   R f E.

Le carré étant cocartésien, il existe

une application  x ;R u S f E u F

telle que le diagramme ci-contre soit

commutatif. On en déduit que

x
S

v   =   1
F 

a 
et donc que v  est in-

jective.

Supposons v  bijective.  Soient  f  et

g  deux applications  f : R f X

et  g :  R u S f X
a
 avec g

E
= f u

Soit  x  :=   f  u  g
F

 v
-1

E i   E u F

R i R u S

u u u v

E u F

f

  fu u 1
F

x

E   i   E u F

R  i R u S

u u u v

 X
 f

g

x

i
R

i
E 

 x (u u v))))  =   ( f  u  g
F

 v
-1

) (u u v)))) = ( f u  u  g
F 

v
-1

 v)))) =   g
E 

u  g
F
  =  g
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Exemple 2 du chapître 3
s ! [0, 2" ] ,

t  !  [0, "
2

] .

a)   on déplace l’origine d’un quart de tour

#
0 

:    s d   
$
% -sin s,  cos s &

'

s = 0

b)    s ! [0, " ]

On applique une trans-

formation affine

(

)
*

+
*

[0, " ] f [ - t,   " +t ]

    s      d      
"
"
+ 2t s  -  t

-t

 t

#
t
: s d $

%
- sin $

%
"
"
+ 2t s - t &' - sln t , cos $%

"
"
+ 2t s - t &'

&
'

c)    s ! [", 2" ]

On applique une autre

transformation affine

(

)
*

+
*

[", 2" ] f [" - t,  2" +t]

    s        d      
"
"
+ 2t s  - 3 t

-t

 t

#
t
: s d $

%
- sin $

%
"
"
+ 2t s - 3t &' - sln t , cos $%

"
"
+ 2t s - 3t &'

&
'

-
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