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1 Introduction - Notions de base

Questions traitées en topologie algébrique :
1. Comment décrire la “forme” d’un espace topologique ?
2. Comment reconnaitre que deux espaces sont “les mémes” ?

3. Si X, Y sont deux espaces topologiques, existe-t-il une application continue f : X — Y qui remplit un
certain nombre de conditions déterminées & ’avance ?

Philosophie Si X est un espace topologique, on lui associe des “invariants” (de nature algébrique). Par
exemple :

m(X)  les groupes d’homotopie de X
Hi(X) les groupes d’homologie (singuliére) de X
H*(X) les groupes de cohomologie de X
Quelques remarques :
> Ces invariants décrivent la forme de X.
> Si deux espaces topologiques sont “les mémes”, alors leurs invariants sont les mémes.

> Une application f: X — Y induit un morphisme entre les invariants. On comprend les propriétés de
f a travers son action sur les invariants.

Exemples d’applications :
1. Le théoréme de d’Alembert Gauss
2. Le théoréme de Brouwer (si f: D™ — D™ est continue, alors elle a un point fixe)

3. Le théoréme de Jordan (Toute courbe simple fermée de R? sépare le plan en deux composantes
connexes)

4. Le théoréme d’invariance de la dimension (R™ et R™ sont non homéomorphes si n # m)

5. Le théoréme de Nielsen-Schreier (Tout sous-groupe d’un groupe libre est libre)

1.1 Rappels sur les espaces topologiques

Définition 1.1. Un espace topologique (X, 0) ou X est un ensemble, O C P(X) tel que O soit stable par N
finie, par U, et contienne X et @. O est la topologie de X, ses éléments sont les ouverts, leurs complémentaires
les fermés.

Exemples d’espaces topologiques :

1. Si X est un ensemble :
{(’) ={@,X} estla topologie grossiére

O =P(X) estlatopologie discréte

2. Si (X, d) est un espace métrique, alors c’est un espace topologique o les ouverts sont réunion de boules
ouvertes.



3. Un sous-espace A C X ou X est un espace topologique est muni de la topologie induite : les ouverts
de Asontlesd NA, U € O(X).

4. Produit d’espaces topologiques : la topologie produit sur X; x Xs est engendrée par les pavés ouverts
U= Ul X Z/{g.

Définition 1.2.
> f: X — Y est continue si Vi € O(Y), f~1(U) € O(X)
> f est un homéomorphisme si f est une bijection continue, d’inverse continu.

1.1.1 Propriétés d’espaces topologiques
Séparation

Définition 1.3. Un espace topologique X est séparé (Hausdorff) si Vo # y € X, 3 U, > x,U, > y ouverts
tel que U, NUy = @

Exemples :
1. la topologie grossiére n’est pas séparée
2. un sous-espace d’'un espace séparé est séparé

3. un espace métrique est séparé

Compacité

Définition 1.4. L’espace topologique X est compact si :
1. X est séparé
2. de tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un recouvrement fini

Exemples :
1. Si F est un R-espace vectoriel de dimension finie, K C E est compact <= K est fermé et borné
2. Si X est compact et A C X, alors A est compact <= A est fermé dans X
3. Un produit d’espaces compacts est compact (Tychonoff)
4. Soient f: X — Y continue, X compact, Y séparé alors f(X) est compact
Proposition 1.1 (Critére d’homéomorphisme).
Soit X compact, Y séparé, f: X — Y continue, bijective, alors f est un homéomorphisme.
Définition 1.5. X est localement compact si :
1. X est séparé
2. tout point de X admet un voisinage compact

Exemples :
1. un sous-espace, ou un produit d’espaces localement compacts est localement compact
2. compact = localement compact

3. R™ est localement compact

Connexité

Définition 1.6. Un espace topologique X est connexe s’il n’existe pas deux ouverts disjoints Uy, Us non
triviaux tel que X = U; UUs.

Définition 1.7. un espace topologique est connexe par arcs si Va,y € X, il existe v : [0,1] — X un chemin
continu de z a y, c’est & dire tel que v(0) =z, y(1) = y.



Exemples :

1. Un produit d’espaces connexes (resp. par arcs) 'est également

2. Si f: X =Y est continue et X connexe (resp. par arcs) alors f(X) l'est également
3. Les parties connexes (resp. par arcs) de R sont les intervalles
4

. La réunion disjointe de deux espace topologiques X et X5 est X5 [[ X avec pour ouverts les U [[Us
(U € O(X1), Us € O(X3). Cette topologie n’est pas connexe.

Proposition 1.2. Connexe par arcs => conneze.

La réciproque est fausse, un contre-exemple étant donné par 1’adhérence du graphe de = + sin(L).

x

1.2 Espaces quotients
1.2.1 Topologie quotient

Soit X un espace topologique, et ~ une relation d’équivalence sur X.

T2

Définition 1.8. La topologie quotient sur X/~ est la topologie telle que :
U est un ouvert de X/~ < ¢~ !(U) est un ouvert de X
Lemme 1.1. L’application q : X — X/~ est continue.

Théoréme 1.1 (Propriété universelle). Soit X un espace topologique, muni d’une relation d’équivalence ~.
Soit f: X =Y continue et constante sur les classes d’équivalences. Alors il existe une unique application
f:X/~—=Y continue telle que f = fogq.



Démonstration :
Unicité : Si f existe alors f([z]) = f(z) est déterminé par f.

Existence : On pose f([z]) = f(x). C’est bien défini car f est constante sur les classes d’équivalence. De
plus f est continue. En effet, pour ¢ un ouvert de Y,

(N7 U) e O/ ~) = ¢ () W) € O(X)
= fY(U) € O(X)

Probléme technique : Si X est séparé, X/~ ne l'est pas forcément !

1.2.2 Ecrasement d’un sous-espace

L’écrasement X/4 d’un sous-espace A C X est le quotient de X par la relation d’équivalence définie par :

x~y<ax=you (x€Aetye A

Exemple :
On note D" = {z e R" | ||z|| <1} et S" ! = {z € R" | ||z =1}. On a S"1 C D" et D"/s"~! est
homéomorphe & S™.

Démonstration :
On voit que D™ = {(zl,...,xn,()) | S gar < 1} C R et u=(0,...,0,1). On pose

1=

f:{D”H Sn

x > cos(m|z|)u+ sin(waH)ﬁ

> f est continue et surjective

> f(S"1) = {~u}
Donc f passe au quotient en une application f : P"/s»=! — S™ continue et surjective. Or f est injective.
Comme S™ est séparé, D"/sm—1 est séparé. Comme D"/sm—1 est séparé et D™ compact, alors D" /s»—1 est
compact. On utilise le critére d’homéomorphisme pour conclure que f en est un.

1.2.3 Actions de groupes topologiques sur un espace

Définition 1.9 (groupe topologique). Un groupe topologique est un groupe (G,e) muni d’une topologie
—1

telle que G x G > G et G — G soient continues.

Exemples :
1. N’importe quel groupe muni de la topologie discréte
2. GL,(C), GL,(R), SL,(R), O,(R), SO, (R), ... (munis de la topologie induite par la topologie usuelle
de M,,(C) ou M, (R))

Définition 1.10. Un groupe topologique G agit continuement sur un espace topologique X si ’action de G
sur X définit une application continue G x X — X.
Dans ce cas, on note X/c I'espace des orbites sous l'action de G muni de la topologie quotient.

ZxR —R

Exemple 1 : Z agit sur R par translation
(n,x) —n+x

Via cette action, B/z est homéomorphe a S?.



Démonstration :
R — St

t — eQiTrt
> f est continue, surjective et induit f : R/z — S une bijection continue.

On pose f:

> R/z est compact : il est séparé car S' 'est et que f est injective. Puis [0,1] &= R ——=R/z avec
[0,1] compact donc ®/z est compact.
> Le critére d’homéomorphisme termine le travail.

Exemple 2 : Espaces projectifs
Fixons K = R ou C, K* agit sur K**! \ {0} par multiplication :

{ K* x K*t1\ {0} — K"\ {0}
(\, ) — Az

L’espace quotient est notée KP™ ou P™(K), c’est I'espace projectif de dimension n sur K. En exo, montrer
que KP™ est séparé.

1.2.4 Recollement d’espaces topologiques

Soient f: A — X et f/: A — X’ deux applications continues. On note X U4 X’ le quotient de X [] X’
par la relation d’équivalence engendrée par (la cloture symétrique transitive de) :

r~y<=ax=yVIacA fla)=uz f(a)=y
On note jx et jx- les injections respectives de X et X' dans X Uy X'.

Théoréme 1.2 (Propriété universelle du recollement).
Pour toutes applications ¢ : X —Y et ¢' : X' — Y continues telles que po f = ¢’ o f’, il existe une unique
application v telle que

p=jxoy ¢ =jx ot

Démonstration : Similaire a la propriété universelle du quotient.

Exemple : Soient X et X’ deux espaces vectoriels, z € X, 2/ € X'. Le bouquet de X V X’ est I'espace
topologique X Ug,; X' avec

S — X g — X
. " s fr * —  x
1.3 Variétés topologiques

Définition 1.11. Une variété topologique de dimension n est un espace topologique X séparé, tel que tout

[e]
2z € X admet un voisinage ouvert homéomorphe & D" (ou de maniére équivalente a R™).



Exemples :
1. Les ouverts de R™ sont des variétés topologiques de dimension n.
2. GL,(R) est une variété de dimension n?, GL,(C) de dimension 2n?.

3. la sphére S™ est une variété topologique de dimension n (sphére unité de R™*1)
En effet, posons ¢ : D" /sn—1 = S".
> Siz#¢ ([S"_l]), alors ¢ induit un homéomorphisme :

D= (0" s\ [} —2 57\ {0 ([$"1]))

qui est un ouvert contenant x.
> Siz = ¢([S"1]), on utilise ’homéomorphisme :

~

S R

r — —T

donc ¢([S™1]) admet aussi un voisinage homéomorphe a D".

4. RP™ est une variété topologique de dimension n

R+ RP"
En effet, on note ¢ : oy —

(o, yTn) > [xTo:...:xp]
Soit x =[x : ... : z,] € RP™, on suppose par exemple que zg # 0. OnposeUy = {[1: 21 : ... : 2,] | 20 # 0}.
C’est un ouvert de RP™ (car ¢ 1 (Up) = {[20 : 21 : .. : zu] | 20 # 0} est un ouvert de R"*1\ {0}).

q’l(Z/IO) — R™
w. (x(),...,ifn) — (%7723)

est continue, surjective et on dispose de ¢ : ¢~ (Uo)/R* — R™ en passant au quotient. L’application réci-
proque est donnée par (z1,...,2,) — [1: 21 : ... : z,] qui est d’image Uy donc on a un homéomorphisme
UO ~ R"™

CP™ est une variété topologique de dimension 2n
Les variétés topologiques de dimension 0 sont les espaces discrets
Les variétés topologiques de dimension 1 sont les “courbes topologique”

Les variétés topologiques de dimension 2 sont les “surfaces topologiqes”

© ® N o

Toute sous-variété différentiable de R™ est une variété topologique

10. O, (R) est une variété topologique de dimension @

1.4 Homotopies

Définition 1.12. Soient f,g : X — Y deux applications continues. f est homotope a g s’il existe une
application continue H : X x [0,1] — Y telle que Vaz € X, H(z,0) = f(z) et H(z,1) = g(z). On note f ~ g,
et H est dite une homotopie entre f et g.

Lemme 1.2. La relation “étre homotope” est une relation d’équivalence sur C(X,Y).

Démonstration :
— réflexive : f ~g f avec H(x,t) = f(x)
— symétrique : Si f ~p g, alors g ~k f avec K(x,t) = H(x,1 —t).



— transitive : Si f ~g g et g ~x h alors f ~ h via

H(z,2t) sit<
L(z,t) =

N~ N~

K(z,2t—1) sit>
Lemme 1.3. La relation d’homotopie est compatible avec la composition.

Démonstration :

Soient fo,f1 : X =Y, go,91 : Y — Z tels que fo ~r f1 et go ~n g1 alors gg o fo ~ g1 o f1. En effet,
goo fo ~m goo f1 via H(z,t) = go(L(z,t)), puis goo f1 ~k ¢g10 f1 via K(z,t) = M(f1(z),t). Par transitivité,
on a le résultat.

Définition 1.13. Deux espaces topologiques X,Y ont méme type d’homotopie (= sont homotopiquement
équivalents) si il existe f: X — Y et g : Y — X continues telles que go f ~ Idx et fog~ Idy.
On dit que g et f sont des équivalences d’homotopies.

Exemples :

1. Deux espaces homéomorphes ont méme type d’homotopie.

2. R™\ {0} et S"! ont méme type d’homotopie. En effet, f: S"~1CSs R"\ {0} est une équivalence
R\ {0} — S"7!
x — ﬁ

€T

d’homotopie d’inverse g : {
go f=1Idgn-1 et fog~pgldgm oy via H(x,t) =tx+ (1 — t)ﬁ qui est bien continue.
Définition 1.14. Un espace topologique X est contractile s’il est homotopiquement équivalent & un point.

Remarque 1.4.1. X est contractile <= Id : X — X est homotope & une fonction constante.

Exemple 1 : Soit C' C R™ un convexe, alors C est contractile. En effet, si g € C, alors Idg ~ Ty via
~—

Tr—To

- CxI — c
1 (z,t) — tx+(1—t)xy

Exemple 2 : R” et R™ ont méme type d’homotopie Vn,m.

Aparté : Deux espaces topologiques X et Y sont “les mémes”, peut signifier :
— ils sont homéomorphes
— ils ont méme type d’homotopie

Les invariants 74 (X), Hy(X), H*(X) seront invariants pour la relation “avoir le méme type d’homotopie”.

1.5 L’ensemble d’homotopie 7

Définition 1.15. Soit X un espace topologique. 7y(X) est I'ensemble obtenu en quotientant X par la
relation
x ~y <= Iy:[0,1] — X, un chemin tel que v(0) =z et v(1) =y

mo(X) est I'ensemble des composantes connexes par arcs de X.

Proposition 1.3.
1. On a une bijection mo(X X Y) =~ my(X) x m(Y)



2. Si f: X =Y est continue, alors lapplication suivante est bien définie :

7T0(f) : { 7T0(X) — 7T0(Y)

3. Sif,g: X =Y sont homotopes alors wo(f) = mo(g).
4. Sif: X =Y etg:Y — Z sont continues alors mo(g o f) = mo(g) o mo(f)
5. 851 X et Y ont méme type d’homotopie alors on a une bijection wo(X) ~ mo(Y)

Démonstration :
(1), (2) et (4) sont évidents
Pour (3), Si H est une homotopie entre f et g
0,1] — X
t — H(x,t)

est un chemin continu entre f(z) et g(z) donc mo(f)([z]) = mo(g)([z])
Pour (5), Soit f: X — Y une équivalence d’homotopie et g : Y — X son inverse. Alors,

mo(f) o mo(g) = mo(g o f)
e 7T0(IdY)
= Id,(v)
de méme, mo(g) o mo(f) = Idxy(x)

Application :
Proposition 1.4. Il n’y a pas d’homéomorphisme entre R* et R™ pour m > 1.

Preuve : Supposons par l’absurde que 1'on ait ¢ : R — R™ un homéomorphisme alors ¢ : R* — R™ \ {0}
donc () réalise une bijection de my(R*) (de cardinal 2) dans 7o(R™ \ {0}) (de cardinal 1).

2 Le groupe fondamental

Idée de départ : Essayons de reprendre la preuve précédente pour montrer que R? et R? ne sont pas
homéomorphes. 7y est un invariant trop simple pour cela. Par contre, si on considére le plan et I'espace privé
d’un point, on remarque que tout chemin peut se déformer continument & extrémité fixées vers n’importe
quel autre chemin de méme extrémitées dans ’espace (privé d’un point) ce qui n’est pas le cas dans le plan
(toujours privé d’un point).

2.1 Définition du groupe fondamental

2.1.1 Homotopies de chemins a extrémités fixées

Définition 2.1. Soit X un espace topologique :
— un chemin de X de a vers b est une application continue v : I — X (I = [0, 1]) telle que

7(0) =aety(1) =0
— une homotopie de chemins & extrémités fixées entre v et 1 est une application continue :

IxI —» X
H{ (s,0) — H(s,0)

telle que

10



1. H(0,t) =~(t) Vtel

2. H(1,t) =pu(t) vtel

3. Vsel {H(870)
H(s,1) =0

Notations :
— Cgp(X) est I'ensemble des chemins de a vers b dans X.
— Si 7y et u sont homotopes & extrémités fixées via H, on note v ~g

Lemme 2.1. “étre homotope & extrémitées fizées” est une relation d’équivalence sur Cop(X)

Démonstration :
Reéflexivité : v~y v via H(s,t) = (1)
Symétrie : Si v~y p alors p ~p v via K(s,t) = H(1 — s,t)

Transitivité : Siy ~pg pet p~x § alors 5,6 via

L(s.1) H(2s,t) si s <
s,t) =
K(2s—1,t) sis>

M= N

Définition 2.2. Siy € Cyp(X) et p € Cpo(X) alors v - p € Cy . est défini par :

v(2t) t <
(v () =

N~ DN~

p2t—1) t>

Lemme 2.2. La relation “étre homotope a extrémités fixées” est compatible avec la composition.
Démonstration : Siyy ~pg 71 et po ~x p1 alors v - o ~r 71 - p1 via

H(s,2t) t <

L(s,t) =
K(s,2t—1) t>

N~ N~

Définition 2.3. Siy € C,,(X) alors v~ € Cp (X)) est le chemin défini par : v~ (¢) = ~v(1 —¢)
Définition 2.4. Sia € X, on note &, € Cy o(X),&(t) =a

Lemme 2.3. La composition des chemins :
D> est associative a4 homotopie & extrémités fixées prés :

(71 "72) vz~ (72 '73)

D> posséde des éléments neutres & homotopie o extrémités fizées prés : Siy € Cyp(X) alors Eq -y =1y et

Y& =7
> posséde des inverses & homotopie & extrémités fixées prés : Siy € Cop(X) alors v-vy—1 = &, et
-1
7Ty =&
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Démonstration : Pour (1), 'homotopie H suivante convient (faire le dessin) :

41

1 s
0< i
() =17
1 s 1 s
H(s,t) = (4t —s—1) ~+><t<-4+2
4t 1 s
— -+ -<t<1
’73(2_8 ) 5 1 S
Pour (2), on utilise I’homotopie qui envoie &, sur 0.
Pour (3), on emploie
s
0<t< -
¢ ='=3
1
~v(2t — s) §§t§§
H(s,t) = 1 1 s
2—2t— —<t< =4 =
gl s) 5 Stsg+g
L
a 242
2 27 =

2.1.2 Groupe fondamental d’un espace topologique

Un espace topologique pointé est une paire (X, z) ot X est un espace topologique et x € X que 'on
nomme point de base.

Définition 2.5. Soit (X, z) un espace topologique pointé,
m (X, x) = Cae(X)/

o ~ est la relation d’homotopie a extrémités fixées. On appelle 7 le groupe fondamental. Si v € Cy (X)),

on note [y] sa classe d’équivalence. La structure de groupe est donnée par l'opération [y] - [u] = [y - pl.
L’élément neutre est [E;].

Remarque 2.1.1. Le lemme 2 assure que le produit est bien défini, le lemme 3 assure que 71 (X, ) est un
groupe.

Proposition 2.1 (Changement de point de base).

Soit v € Cy (X)) alors ¢ : { m ([if]’x) : T;E)l(lﬁ]) est un isomorphisme de groupes.

Démonstration :
D’une part ¢, est un morphisme de groupes car :

oy ([uv]) = [y~ ]
= [y )
= [y uy ]
=h! ][ 11/7]

D’autre part, (¢) "' = ¢,

Définition 2.6. Un espace topologique X est simplement connexe si
1. Il est connexe par arcs.
2. m(X,z) ={1}

12



2.1.3 Effet d’une application continue sur m;

Proposition 2.2. Soit f : X — Y une application continue et x € X. Alors f induit un morphisme de
m(X,z) — m(Y, f(z))

roupe :

rowe ()4 " P

Démonstration :
> wi(f) est bien définie : Siy ~pg p alors foy ~rom fop
> m1(f) est un morphisme de groupes (remontrer en untilisant f o (y-u) = (fov) - (fop)

Théoréme 2.1. Si f : X — Y est une équivalence d’homotopie alorsVx € X, m1(f) : m (X, z) = m (Y, f(2))
est un isomorphisme.

Proposition 2.3. Soient fo, f1 : X — Y continues et fo ~g f1 avec H : X x I =Y, H(z,0) = fo(x),
H(x,1) = fi(x). on note v € Cp(a),f,(x)(X) défini par y(t) = H(x,t). Alors on a le diagramme comutatif
sutvant :

7'1‘1()(7 -’17) L(fﬁ)ﬁl(ya fo(x))

K l‘”

(Y, f1(2))

Démonstration de la proposition :
— 11 faut montrer que si p € Cy ,(X) alors v~ - (fo o u) -y et f1 o u sont homotopes a extrémités fixées
IxI — Y
— On pose K(s,t):
pose K004 () g
— Soit ¢ : I x I — I x I continue envoyant le chemin horizontal (0,«) — (1, ) sur le chemin (0,1) —
(0,0) = (1,a) = (1,1) . Alors K o 1) fournit une homotopie a extrémités fixées entre y=1 - (foopu) -~y
et fiop.

Démonstration du théoréme :
Si f est une équivalence d’homotopie, soit g un inverse homotopique : go f ~y Idx. On a le diagramme
suivant :

7r1(X,x)Tﬂ>)7rl(X,x)

IS
T (X, x)

Donc (g o f) = m1(g) o m1(f) est un isomorphisme de groupes. D’ou linjectivité de 71 (f). De méme,
m1(fog) =m1(f)omi(g) est un isomorphisme de groupes et 71 (f) est surjectif.

Corollaire 2.1. Un espace contractile est simplement conneze.

13



2.2 Groupe fondamental du cercle, degré
2.2.1 m(S41)

R — St
t — eQiﬂ't
On note U = ST\ {1} et V = S\ {—1}. exp induit des homéomorphismes :

On considére S = {z € C | ||z|| = 1} ainsi que I'application exp : {

In,n+1] —— U

1 1 ~
RS =

Proposition 2.4. Pour tout v : [a,b] — S continue et tout x € R tel que exp(x) = y(a), il existe un unique
7 : la,b] = R telle que :
{emp oy =1y

Y(a) ==z
R
a5 7 l
_ exp
Ve

[a,b] —— S*

Lemme 2.4 (de Lebesgue). Soit X un espace métriqgue compact, et (U;); un recouvrement ouvert de X, il
existe € > 0 tel que Vo € X, il existe U; tel que B(x,¢) C U;.

Démonstration du lemme en exercice.

Démonstration de la proposition : On utilise le lemme de Lebesgue. D’aprés ce lemme, il existe € > 0
tel que Vo € X, B(z,€) C v~ 1(U) ou v~1(V) donc on peut découper [a,b] régulicrement : a = ag < a3 <
. < ap =btel que [a;,a;41] Ty HU) ou v H(V), Vi cest a dire tel que y([a;, a;41]) CU ou V.

Existence : on suppose 7|(4,q,] €st construite et on I'étend en 7(4 4 Supposons ¥([a,a;]) C U alors

it1]”
¥(a;) €ln — 1,n[C exp~ (U). On pose alors J(4.q,,,] = empﬁ_l)n[ O Vi[a,aipa]-
Unicité : Si7 et 7 sont deux relevements tels que y(a) = 7(a) = z. Supposons que |(a,q;] = V|[a,q,]- Si Par
exemple ¥(a;) = F(a;) €n — 1,n[C exp~ 1 (U) :

Jn—1,n]
o
~ | exp
[ai, ait1] ! U

Alors sur [a;,a;11], ¥ =exp toy=7.

Définition 2.7. Si~y: 1 — S! est un chemin continu tel que y(0) = (1), alors on définit
deg(y) = 7(1) = 7(0)
ol 7 est un relévement quelconque de v par exp.

Remarque 2.2.1.
> Les chemins « tels que exp o ¥ = v sont de la forme () = n(t) + 7(¢t) avec n(t) : [0,1] — Z continue
donc constante & n, ils sont donc de la forme J(t) = n + 7(t)
> Comme 7(0) = v(1) = a, on a(0) et (1) dans exp~!(a) donc ils différent d’un entier. Donc deg(v) € Z

14



Proposition 2.5. Soit f : [a,b] x I — S* continue, et soit x € R tel que exp(x) = f(a,0). Alors il existe
- expof=f

une unique application f : [a,b] x I = R telle que §

f(a,0) =z

a0 x I L~ g1

EIVEyS 7
.f/ lewp

Démonstration :  On découpe [a,b] x I en petits carrés ¢;; = [a;, ait1] X [z, 2j41] tels que :
fleij) CU ou f(eg) CV
(a Taide du lemme de Lebesgue)

Existence : Supposons f déja construite pour (z,a) € Cy ;1,Y(§', 1) <iex (j,1). Soit C = Cj;, on a par

exemple f(C) C U alors f(C) C]n — 1,n[C exp(U) et on pose f = (expjn_1,n)) * o f

Unicité : en exercice

Théoréme 2.2. Le degré induit un isomorphisme de groupes :

f m(St ) — Z
deg'{ M deg(y)

Démonstration : L’application est bien définie : si v ~g +' sont homotopes a extrémitées fixées

I'application continue :
5 I — R
' s = H(175> 7H(0a5) = deg(’ys)

(ot v4(t) = H(t,s)) est & valeurs dans Z donc elle est constante.
deg(v) = 6(0) = 6(1) = deg(?)

Le degré est un morphisme de groupes :
Si v, € C,.(S), soient 7 et i des relévements de v et u tels que 2(0) = F(1). Alors ¥ - i est un
relévement de yu donc

deg(yp) = (- #)(1) — (7 - 1) (0)
= (1) —~(0)
= (p(1) — 72(0)) + ((1) —~(0))
= deg(7y) + deg(n)

Le degré est surjectif : deg(t — e*™) = n,Vn € Z.
Le degré est injectif :

Si deg(y) =0, alors v = expo7, 7 : [0,1] = R tel que ¥(1) = 5(0) = . Soit H(s,t) = sz + (1 — s)7(t),
alors ¥ ~p &, est homotope & extrémités fixées. Donc exp o H est une homotopie a extrémités fixées entre
vy =expoq et Eyp(z). Done [y] =1 € m (St 2).
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2.2.2 Applications

Théoréme 2.3. (D’Alembert) Tout polyndme complexe non constant admet une racine.

Démonstration : On procéde par I’absurde.
Soit P non constant, sans racine :

P(z)=2"+an_ 12" +...+ao }5{ 5: : JQS(Z)
[Pzl
> P n’a pas de racine dans D' = {z | |z| = 1} donc : H(z,t) = ;EZ;‘ est une homotopie entre P et
2. ~
m1(P)

m1(Sh, 1) — 71 (ST, P(1))

Wl(sawﬁ$%)

donc 71 (P) est un morphisme trivial.

> P n’a pas de racines dans {z € C | |z| > 1}

t"P(2)
K0 = b))

|

v

sto— st
z o 2"
Or 71(¢y,) envoie le générateur de m1(S?, 1) sur un élément non trivial (n fois le générateur) :

est une homotopie entre P et On

m (s, 1) (81, B(1))

M%

1 (Sla ¢n(1))

Donc 71 (P) est injective ce qui est absurde.

Théoréme 2.4 (Brouwer). Toute application f : D?> — D? continue admet un point fize.

Démonstration : On procéde une fois de plus par ’absurde. Supposons qu’il existe une fonction f : D? —
D? continue qui n’a pas de point fixe. Donc Vz € D?, f(x) # z, on peut donc tracer la demi-droite [f(x), z)
qui est bien définie et intersecte S' = 9D? en un point r(z). L’application r : D? — S! est continue. De
plus, si x € S, r(z) = 2, c’est a dire : Papplication Idg: : ST — S! s’écrit comme la composée :

Sl(_{> D2 47">> Sl
Donc :

Idm(sl,l) = 7T1(Id31)
m(roi)

= 1(7’) O’lTl(i)

i
Comme 71(D?/1) = {0} (D? est contractile). 71 () est alors une application constante et 71 (r) o my (i)
I’est donc aussi.
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Corollaire 2.2. Soit a et § deux chemins continus d’un rectangle R joignant des paires différentes de cotés
opposés. Alors a(I)NB(I) # @.

Démonstration : On peut supposer R = [—1,1] x [-1,1] et o, 5 : [-1,1] = R.

a(s) = (a1(s), o2(s)) B(s) = (B1(s), Ba(s))
Par labsurde, on suppose que «(I) N B(I) = &. On pose :

N(s,t) = max {lai(s) = Bi(s)| ’ (s,t) € [-1,1]*} > 0 par hypothése

On définit :
N
(S,t) — ﬁ(ﬁl(t) - 041(8), B2(t) - QQ(S))

Comme 3¢ : D> —=— [~1,1]? un homéomorphisme, ¢~ o F o0 ¢ a un point fixe x, donc F a aussi un
point fixe y = ¢(z). L’image de F est constitué de couple de la forme (£1,¢) et (s,41). On suppose par
exemple que y = (s, %o) avec so = £1. Alors

(£1,t0) = (s0,t0) = N(s0,t0) F'(s0,t0) = (B1(to) — 1 (£1), Ba(to) — ca(£1))
>0

Or ai(1) = let a;(—1) = —1 et Bi(to) € [—1,1] donc le signe de B1(to) — a1(so) est celui de F1 d’on
l’absurdité.

2.3 Théoréme de Van Kampen
2.3.1 Groupes libres et sommes amalgamées

Groupes libres :

Définition 2.8. Soient G et G5 deux groupes. Leur produit libre G1 %G5 est le groupe défini par 'ensemble
des mots du type a; ...a, avec a; € G1 \ {e} UGz \ {e} tel que si a; € Gy alors a;11 € G2 et inversement
ainsi que le mot vide noté “e”. Le produit de deux éléments aq ...a, et by ...b,, et donné par :

> ay...0p—10,b102 ... by, sia, et by n’appartiennent pas au méme groupe.

> ay...ap—1¢bs...by avec ¢ = a,b; si les deux éléments appartiennent au méme groupe.

> Sia, = bfl alors il s’agit du produit (aj ...a,—1)(b2...b,,) dans G * G2 (définition récursive).

> Le mot vide est ’élément neutre a gauche et & droite pour ce produit.

Proposition 2.6 (universalité). Si ¢p, : Gy — K pour k = 1,2 sont des morphismes de groupes alors il
existe un unique ¢ : G1 * Go — K tel que

poi=¢r Vk=1,2



Démonstration :
. s . a; € G1 pour i pair
Unicité : Siaj...a, € Gy x Gy avec par exemple o .
a; € Go pour i impair
Alors :

bien déterminé.
Existence : La formule
dlar...an) =¢1(ar)...¢(an)
définit bien un morphisme de groupes.

n fois

Définition 2.9 (Groupe libre). On appelle groupe libre & n générateurs le produit itéré C x (C'x (C' x...))

ott C est le groupe cyclique infini (~ Z). Si t; désigne le générateur de la i*™¢ copie de C' le groupe libre est

noté <t1, ‘e ,tn>

Corollaire 2.3 (Propriété universelle). Si ¢1,...,gn sont des élements d’un groupe G alors il existe un
unique morphisme de groupe :

G {t1,...,ty) > G
tel que ¢(t;) = g; pouri=1,...,n.

Corollaire 2.4. Les groupes de type fini sont les quotients de groupes libres.

Abélianisation : Si G est un groupe libre, on note [G, G| le groupe des commutateurs de G, c’est a dire
le sous-groupe de G engendré par les éléments de la forme aBa~ 871, a, 8 € G.

Proposition 2.7. [G,G] est le plus petit sous-groupe normal H de G tel que G/H est abélien.

Démonstration :
¢ [G,G] <G : SixeGetafatpt € [G,Glalors zaBa~ 137127t = (vaz™t) (282~ ) (zaz™1) " H(zBz1) !
e G/iG,G] est abélien : [a][f][a] " [B]"! = [aBa" B =
————
€[G,G]
e [G,G] est minimal : Si G/u est abélien, 0 = [o][B][a] L[B! = [aBa~tB7] et aBa~137! € H. Donc
[G,G] C H.

Corollaire 2.5. Soit ¢ : G — K un morphisme de groupes, K un groupe abélien. Alors il existe un unique

¢ :Glc,q) = K tel que le diagramme suivant commute :

¢

G—K

1

Ve

l .
L7 3%

Glic.a)

Notation : Le quotient G/[c, ] est souvent noté Gy, c’est 'abélianisé de G.

~ 7"

ab —

Proposition 2.8. (t1,...,t,)
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Démonstration :
> 3¢ : (t1,...,ty) — Z" telle que ¢(t;) = (0,...,0,1,0,...,0) avec un 1 a la i¢me place. ¢ induit un
homomorphisme ¢ : (t1,...,t,),, — Z".
> On définit ¢ : Z™ — (t1,...,tn),, comme I'unique morphisme de groupe abélien tel que :
1,[1(0,...,0,1,0,...,0) = [tl]
avec un 1 & la i®™° place.
> Ces deux morphismes de groupes sont inverses 'un de l'autre.

Sommes amalgamées :

Définition 2.10. Soient ¢ : K — G et ¢ : K — (G5. La somme amalgamée G1 xx G2 est le quotient
de G x Go par le sous-groupe normal de Gj x G engendré par les éléments ¢ (k)¢p2(k)~!, Vk € K. Pour
[l =1,2, on note i; la composée :

Gl 4>G1 *GQ 4q>G1 *K Gg

Proposition 2.9 (propriété universelle). Si

¢1:K—>G1 ¢22K—>G2
fi:Gi—=L fo:Gy — L

des morphismes de groupes tel que f1 o ¢1 = fo 0 ¢o alors il existe un unique morphisme f : Gy xg Go — L
tel que foi; = foig

K 1 G

¢72\L \Lil
f1

Go *l?Gl *i Ga
Q%
fa \L

Existence : f; et fo donnent f: G1%Gy — L (propriété universelle de groupe libre). Comme fi0¢; = fa0ps,
f s’annule sur les éléments du type ¢1(k)d2(k)~!, donc f passe au quotient en f : Gy xx Go — L.

Démonstration :

f1(qn)) = f(gl) = f1(g1) et de méme pour iz et go.
Unicité : exo.
2.3.2 Théoréme de Van Kampen

Enoncé : Soit X un espace topologique, U,V deux ouverts de X tels que :

X=Uuuy
o EUNY
uny est connexe par arcs
On note :
iy UNV —=>U ty:UNY =V
ju:U—=>UUY vy V—=Uuuy
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On a le diagramme commutatif suivant :

wl(uﬂV iL’()) %m(u .To)

Wl(iv)i lil

m1(V, o) 4131(%560) *m unv) T1(V, 7o)

m1(jv) ﬁl(X,xo)
avec ¢ obtenu par la propriété universelle des sommes amalgammées.

Théoréme 2.5. ¢ est un isomorphisme de groupe.

Démonstration de la surjecitivité de ¢ :
> 11 suffit de montrer que :

b=¢oq:m(V)xm(V) = m(X)
q:mU)* 71 (V) = 1 (U) *7, iny) T1(V)
est surjective. Par construction, 5 vérifie :

771(2/{) 4>771(U)*7T1<V) %ﬂ'l(X)

est égale & m1(jy) (idem pour V).

> Soit a : [0,1] — X un lacet de X de base zyp = ay = ay. En utilisant le lemme de Lebesgue, on
découpe [0,1] en 0 =ty < t1 < ... < t, =1 tel que a([t;, ti+1]) C U ou V. On peut (quitte a éliminer
certains t;) supposer que o([t;, t;11]) est alternativement dans U et dans V. Pour tout t;, a(t;) e UNV
(on est alternativement dans U puis dans V). Comme U NV est connexe par arcs, on peur choisir §;
un chemin de «(t;) & zg. On pose a; = /lea‘[tj;tj+1]ﬁj+1. Et on a dans m(X) :

[ = [ft0,02] -+ Aty 1]
= 185 to,11187 Br[t ta] - - - B 10t 1,00] 5]
= [ap] ... [n—1] ot les a; sont alternativements dans U et V
= é([ao] . - - [an-1])

D’ou la surjectivité.

Démonstration de l’injectivité de ¢
> Soit [a1]. .. [an] € T1(U) %7, @uyy T1(V). 11 faut montrer que si le lacet composé (... ay,) de X est
homotopiquement trivial dans X alors [a1]...[a,] = e dans la somme amalgammeée. On part d’une
homotopie & extrémité fixées H entre o = a1 (... ay) et &;,. D’aprés le lemme de Lebesgues, on peut
découper I x I en petits carrés Ci; = [s;, Si41) X [tj,t541] tels que H(C;;) C U ou V. Quitte & subdivi-
ser, on peut supposer que le découpage tg < ... < t, soit un raffinement de la subdivision induite par
I’écriture de @ comme une composée.

> On commence par considérer le cas ot H(s;,t;) = xg, Vi,j. On note dans C; ; :

Cij = Hi{syx(t;.t;11] dij = Hi(s, s,1)x{t;}
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On a par exemple H(C;;) C U, donc ¢; ; - di11,; est homotope a extrémités fixées a d; ; - ¢; j41 dans U.
a; I — U pour ¢ impair

Alors on a dans m (U) x w1()), en supposant que
1(U) w1 (UUY) 1(V) pp q {ai:IHV pour i pair

[aa]. .. [an] = i2([co,0])ir([c10]) - - -

emi(U) €emi(V)
= ia([Exollco][dr,0] " )ir ([ 0][e1,1][d2,0] 1) - -
= i9([Exo))i2([co.1]) i2([d1,0]) i1 ([da,0]) i1 ([er,1])in ([d2,0]) 7!

=€

En itérant le processus, on obtient : [aq]. .. [an] = 12([Exe])i1([Exe]) --- =€

> Dans le cas général, on remplace ’homotopie H par une homotopie H' qui vérifie I'hypothése favorable
— le cas précédent. On va étendre H en une application H : I? — X et on prendra H' = Hygyxre (et

H =H [{0}x12)- De maniére précise, H est construite de la facon suivante :

1. On veut fi:(l,si,tj) = xp. Pour chaque (4, j), on choisit une chemin v;; qui va de H(s;,t;) & xo
tel que v;; est & valeurs dans U si H(s;,t;) € U, & valeurs dans V sinon. On pose :

H(r,sit;) = ()
H(0,s,t) = H(s,t)

2. On étend H a la face C' = [0,1] x {s;} X [tj,tj41] en considérant une projection continue de la
face g sur D = [0,1] x {s;} x {t;} U{0} x {s;} x [t;,t;41] U[0,1] x {s;} x {tj41} et en posant
Hog= vi; W H W~ jy1. On fait ensuite de méme pour les faces [0,1] X [s;, s;41] X {¢;}.

3. H est maintenant défini sur des parallépipédes évidés privés de leur face “du haut”. On procéde
de méme qu’auparavant en considérant une projection du parallépipéde sur son “bord” sur lequel
H est déja défini, puis en définissant H comme il faut.

Maintenant que H est construite, en regardant la restriction de H a la “face avant” [0,1] x {0} x [0, 1],

on voit que ay, ..., a, sont homotopes & extrémités fixées a 3; = H\{l}x{o}x[tk i)
donc :
— [ay] = [8] dans 71 (U) ou 71 (V) (selon que « soit & valeurs dans U ou dans V)

— [B1]...[Bn] = e car H = H|{13x > est une homotopie entre 3i(...3,) et &, vérifiant les hypothéses
favorables du cas précédent.

Synthése :
> On a le théoréme de Van Kampen qui étant donné X = U UV avec U NV connexe par arcs permet de
calculer 71 (X)) en fonction de 71 (U), 71 (V) et m (U NV).
> 7T1(Sl, 1) ~7
> Siz € X et X est contractile, m1 (X, z) = {1}

2.4 Premiéres applications
2.4.1 71(S"),n>2

Une sphére S™ peut s’écrire comme la réunion de deux hémisphéres Hy et Hg ouverts chacun homéo-
m(Hy,r) = {1}
m1(Hg,z) = {1}

connexe par arcs (c’est homéomorphe & I x S™~! connexe par arcs car n > 2). Donc par le théoréme de Van
Kampen,

morphes & D". Si x est un point de I’équateur S”~!, on a { . L’intersection Hy N Hg est

{1} ~ 7T1(HN)*7T1(H5) —» 7T1(Sn,.73)
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Proposition 2.10. m(S™) = {1} sin > 2.
Corollaire 2.6. R? n’est pas homéomorphe a R™ pour n # 2.
Démonstration :

> On sait déja que R? 2 R3, R? 2 R! (en utilisant le 7).

> Si n > 3, si on a un homéomorphisme ¢ : R? — R™ alors ¢ induit un homéomorphisme R? \ {0} —
R™\ {0} donc on aurait un isomorphisme

m1(¢) : m(R*\ {0},2) = 71 (R™ \ {$(0)}, ¢(x))

~7y(S1)~Z ~71(S™)~0

2.4.2 7 d’un bouquet d’espace

Définition 2.11. Un espace topologique pointé (X, xo) est correctement pointé s'il existe :
> Un voisinage ouvert V de xg
> Une application H : V x I — V continue telle que

H(z,1)=2 VzeV
H(z,0) =29 VzxeV
H(.To,t) =x9 Vtel

Par exemple : Si zy admer un voisinage homéomorphe a D™ alors (X, zg) est correctement pointé.

Théoréme 2.6. Soient (X1,x1) et (Xo,x2) des espaces topologiques correctement pointés. Les morphismes
de groués m(X;,x;) = m (X1 V Xo,20) — o0 xg est le point de recollement de x1 et xo — induits par les
inclusions X; — X1 V Xa, induisent un isomorphisme entre w1 (X1, x1) * m1(Xa,x2) et m (X1 V Xa,x0).

Démonstration :
— Soit V,, un voisinage de x5 dans Xo vérifiant les hypothéses de la définition. Alors l'inclusion i : X; —
X3 UV,, C X5 A Xy est une équivalence d’homotopie.
— De méme Xy — X5 UV, est aussi une équivalence d’homotopie.
— donc 7T1(X1) *7T1(X2) -~ 7T1(X1 @] VwQ) *7T1(X2 @] le)
et T (X1 UVy,) *m (X UV, ) —— m1(X1 A X3) est un isomorphisme par Van Kampen.

Par exemple : 7(\/_, S*) =< t1,...,t, >. En particulier A ~ O, B ~ o0, C ~ - donc ils ne sont pas
homéomorphes.

2.5 Complexes cellulaires finis et surfaces
2.5.1 Attachement d’une cellule & un espace topologique

Idée : Attacher une cellule de dimension n & un espace topologique X, c’est recoller une copie de D™ & X
via f: 5" = X,

Concrétement : Soit X un espace topologique, soit f : S"~! — X continue

Snfl( D

/| =

X ——> X Ugn D"
JIx
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X Ugn-1 D™ est souvent noté X Uy D", c’est 'espace obtenu en recollant X et D" le long de Sn—1l <y pn
et f:9" 1 — X.

Proposition 2.11.

1. (a) X Ugn-1 D" =jx(X)Ujpn(D™) D™ =D"/gn"1
(b) jx(X) est un fermé de X Ugn-1 D"

(c) jpn(D™) est un ouvert de X Ugn-1 D"

(d) jx(X)Njp~(D") =@
2. jx induit un homéomorphisme X — jx(X)

o]

3. jpn induit un homéomorphisme D™ — jpn(D™)
4. X est séparé <= X Ugn—1 D" est séparé

Démonstration :

1. X Ugn-1 D™ = XIID"/r ot R est la relation d’équivalence engendrée par z R f(x), z € S"~! = 9D"

(a) Soit [2] € X Uy D™ Si 2 € X ou D", c’est bon. Il suffit de traiter le cas z € S"~!. Mais
2] = [f(2)] et f(2) € X.

(b) jx(X) fermé dans X Uy D" <= ¢~ (jx (X)) fermé dans X [[ D" <= X [[ f~1(X) fermé dans
X[ D" : ok.

(¢) jp, (D™) ouvert dans X Uy D™ <= ¢~ '(jp, (D™)) ouvert dans X [[ D™ <= @ [[ D" ouvert dnas
X[ D" : ok.

d) Siaejx(X)Njp DO" , 1l existe z € X tel que a = [z etdeDO"telqueaz d. Dela, xR d :

( n
absurde.

2. jx est la composée X—— X [[ D" — L XUge D®

Jix
Jsec S tettesm!
. . z = f(s) L L
> jx(z) = jx(y) <= £ donc s = t, x = y et jx induit une bijection
y =

i(s) =i(t) i:8""' = D"
continue de X sur jx(X)
> jx est fermée : Soit F C X un fermé, F est alors fermé dans X [[D™ et F H f7HF) est un fermé

e (x (F))
de X [] D™ donc jx(F) est un fermé de jx(X).

> jx induit donc un homéomorphisme sur son image.
3. se fait de la méme maniére que (2).
4. <= est évident, = en exercice (indication : séparer 4 cas selon la définition de la relation d’équivalence
employée pour le recollement).
Proposition 2.12. Soit X un espace topologique connexe par arcs, f : S"™' — X continue et Y = XUyD"
Sin >3 Alors linjection X — Y induit un isomorphisme au niveau des groupes fondamentauz.

Sin = 2 linjection X — Y induit une surjection m (X,x9) — m1(Y,z9) et le noyau est le sous-groupe
normal engendré par [f] € m1 (X, zo).
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Devinette : Que se passe-t-ilsin=17

Démonstration :
> On suppose n > 2, on écrit Y =U UV ou

1

V = jpn(V') et V' est la boule ouverte de D™ de centre 0 et de rayon %
U=qX HZ/{’) ott U’ est le complémentaire de a boule fermée de centre 0 et de rayon

On applique Van Kampen :
~ V'RV’ qui est contractile donc (V,z) = {1}
— X — U est une équivalence d’homotopie.
— UnV’R NV’ est une couronne dans D™ donc est connexe par arcs (puisqu’il a le type d’homotopie
de S™~1, connexe par arcs pour n > 2)
D’aprés Van Kampen,
sl (X‘—)Y)

m1(X) =m (U, z9) x {1}——=m1(Y)
se factorise en un isomorphisme
71(X) *ry vy {1} = m1(Y)
Sin >3 m(S" 1 z9) = {1} donc 71 (=) est un isomorphisme
Sin =2 m (S, x) = Z donc m (U, x0) *x, vy {1} = 1 (X20) /(15

2.5.2 Espaces cellulaires finis (CW-complexes finis)

Définition 2.12. Un CW complexe fini est un espace topologique X muni d’une filtration Xg C X3 C ... C
X, = X telle que :

— Xp ets un sous ensemble fini

— X}, s’obtient de X _; en recollant un nombre fini de cellules de dimension k

_ %
HaeAk Sﬁ ! HaeAk D(I;

] |

Xk—1 X = Xg-1 U]_[a fu (LI D*)

Remarque 2.5.1. On peut recoller les cellules les unes aprés les autres :

Xiy1 = (X Uy, DY Uy, DM UL

a

Vocabulaire : Le sous espace Xj s’appelle le k-squelette de X. L’entier n tel que X,, = X s’appelle la
dimension de X.

Exemples :

1. un graphe fini est un CW-complexe fini de dimension 1 (les sommets sont des O-cellules et les arrétes
de 1-cellules)

2. S™ peut étre vue comme un CW-complexe de plusieurs fagons (= avec plusieurs filtrations) :
> (Sn)o = {5}7 (Sn)l = (Sn)l—1V1 <i< n, (Sn)n =5"
> (S™)o = {n, s}, (S™)r ~ S* en employant 2(n + 1) cellules.

Proposition 2.13. Soit X un CW-complexe fini. Alors l'inclusion Xo — X induit un isomorphisme au
niveau des 1.
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Démonstration : X s’obtient a partir de X5 en recollant des cellules de dimension > 3.

Définition 2.13. Un groupe G est de présentation fini s’il est le quotient d’un groupe libre fini par un
sous-groupe normal engendré par un nombre fini d’éléments.

Proposition 2.14. Soit G un groupe de présentation finie. Alors G est le groupe fondamental d’un CW-
compleze fini.

Démonstration :
> Un groupe libre est le groupe fondamental d’un bouquet de S*.
> G ={t,....ta) /N, N engendré par ai,...,ay,

Alors G = m1 (X, z0) ou X = (... ((V,, S) Uy, D?) ... Uy, D?ou f; : ST — \/_; S* est tel que [f;] = o
dans \/;_, S*.
2.6 Surfaces
2.6.1 Dessin

La surface réelle orientable de genre g est la variété topologique de dimension 2 suivante :
g =0 : La spheére
g=1: Le tore

g=mn: Le tore a n trous

2.6.2 Deéfinition

Exemple de la surface de genre 3 : On découpe afin d’obtenir une sphére & 3 trous et 3 tores & un
trou.

Définition 2.14. La surface compacte orientable de genre g > 1 S, est le quotient du polygone & 4g
cotés Py, par la relation d’identification ¢ ~ ¢! lorsque 'on étiquette les arrétes du polygone avec le mot
(biaib; 'a; i<izy-

Proposition 2.15. S, est bien une surface compacte.

Démonstration en exercice.
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2.6.3 Structure cellulaire

Proposition 2.16. Pour g > 1, S, est homéomorphe a l’espace obtenu en attachant une cellule de di-
mension 2 a \/1<i<2g S via une application f : S' = 0D? — \/1<i<2g St telle que f(générateur de S') =

blalbflaflbgagbglagl - bgagbglagl ol a;,b; sont des générateurs des w1 des 2g copies de S* dans \/2g St
Démonstration : ¢: Py, — S, induit f: ST = 0Py, — q(0Py,) = Vg St

St = aPy, _f . Vs, S

Par la proposition universelle du recollement, il existe un unique ¢ : (\/5, S*) Uy D* — S,. Par définition
des applications, ¢ est continue et bijective. Entre 2 compacts, ¢’est un homéomorphisme.

Corollaire 2.7. 7(Sy) =< ai,...,ag,b1,...,bg | arbra; 'by" .. aghga byt =1 >

3 Revétements

3.1 Définitions — exemples — questions

Définition 3.1. Un revétement est une application p : E — B telle que tout point b € B admet un
voisinage (ouvert) U satisfiant la condition suivante : Il existe un espace discret F} et un homéomorphisme
®:p~(U) — F, x U tel que le diagramme suivant commute

Fy x U%p_l(u)

p
pru i

u

On peut voir la définition précédente comme F}, x U représentant une “pile d’assiette” de U isomorphe a
p~1(U) tel que p et pry aient la “méme” action.

Vocabulaire :
— B est la base du revétement
— E est I’espace total
— F, = p~1(b) est la fibre au dessus de b € B
Les ouverts U sont les “ouverts trivialisant”
— Les copies de U dans Fj, x U sont les feuillets au dessus de U
— p s’appelle un revétement de B

Définition 3.2. Si p,p’ sont deux revétements ade base B, un morphisme de p vers p’ est une application
continue
h: E — E'
~~~ ~~
espace total de p espace total de p’
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tel que le diagramme commute :
h

N

B

E E'

Vocabulaire : h est un isomorphisme s’il existe h’' de p’ vers p tel que ' oh = Idg et hoh' = Idg,. On
note :

— Hom(p,p') les morphismes de revétement de p vers p’

— Isom(p,p’) les isomorphismes de p vers p’

— Aut(p) les isomorphismes de p vers lui méme

Exemples :
1. Si F est un espace topologique discret, B un espace topologique quelconque :

FxB¥% B

est un revétement. Les revétements de ce type sont les revétements triviaux.
2. Sip: E — B est un revétement et B’ C B alors p: p~}(B’) — B’ est un revétement

3. exp:{ E : (Ceéiig} est un revétement

En effet, :

— exp est un homéomorphisme local (c’est a dire Vzg € C, il existe U ouvert contenant zy tel que
exp : U — exp(U) est un homéomorphisme via le théoréme d’inversion locale)

— Sib e C\ {0}, exp est surjective; on peut choisir zo tel que exp(zp) = b. On peut ensuite choisir
lexp(Uo)
Uy > zp tel que TPy,
Vn € Z,n+ Uy NUy = @. Alors V est un ouvert contentant b, exp~ (V) = UnezUo +n et @ :
ZxUy — exp 1(V)
(nyz) +— z4+n

ets un homéomorphisme. Quitte a rétrécir Uy, on peut supposer que

est un homéomorphisme fournissant une trivialisation pour V.

C\ {0} — C\{o}
z — 2"

est un revétement

4. De méme, ¢, : {

5. Revétements et actions de groupes :
Proposition 3.1. Soit G un groupe discret agissant continument sur un espace topologique E. On dit
que laction est “totalement discontinue” siVr € F, il existe U ouvert contenant x tel que si gU U # &

alors g = e. Dans ce cas, la projection quotient E — s Ela est un revétement.

Démonstration : Si[z] € E/q, alors il existe U ouvert de E contenant = tel que gUNU # & — g =¢

= Alors G- U =, gU ouvert . ¢(G - U) est un ouvert de F/c contenant [z] et g réalise un homeo-
morphisme de U sur q(gl).

- V =¢q(G-U) est un ouvert trivialisant car :

~GxV
—~

P:¢ GxU — qHV)
(9:y) — gy

est un homéomorphisme et on a le diagramme commutatif :

GxV
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Questions :
1. Peut on classifier les revétements ? Par exemple, existe-t-il d’autres revétements de base C \ {0} que
exp ou ¢,
2. Probléme de relévement :

Définition 3.3. Soit p : E — B un revétement et f : X — B une application continue. Un relévement
de f a travers p est une application continue f : X — F telle que le diagramme suivant commute :

e
P
X——=B
f
Existe-t-il toujours des relévements et combien en existe-t-il 7

Par exemple, le probléme du logarithme : Soit & un ouvert de C\ {0} On appelle détermination continue
du logarithme sur ¢ une application continue log : & — C tel que le diagramme suivant commute :

V i
exrp

U—C\ {0}

Remarque 3.1.1. Une détermination continue du log est toujours analytique.
3. Peut-on déterminer Aut(p) en général ?

4. Peut-on utiliser les revétements pour calculer le 7y 7

3.2 Relévement des applications

On se fixe un revétement p: £ — B.

3.2.1 Unicité des relévements

Proposition 3.2. X est un espace topologique connexe. Deux reléevements de f: X — B qui coincident en
un point sont égaux.

Démonstration : Soient fo, f1 : X — FE deux relévements de f qui coincident en un point. F' =
{z € X | fo(xz) = fi(x)} est non vide.
— F est ouvert : Si z € X, fo(x) = fi(x) = y. Alors, il existe Y C B un ouvert trivialisant contenant

p(y)-
p_l(u) = Hz U;
f1
T U
f

Soit U;, le feuillet contenant y, alors sur f; *(Us,) N f; ' (Us,) > = ouvert, on a :

Jo= (plfz[,%)il of=h

car p réalise un homéomorphisme de U;, sur U.

— F est fermé <= E\ F est ouvert. Soit x tel que fo(x) # fi(x). Soit U un ouvert trivialisant contenant
f(z). U, le feuillet de p~*(U) contenant z; = f;(z). Sur fo ' (Us,) N fi ' (Us,) # @, on a fo # f1.

— Par connexité, X = F.
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3.2.2 Relévements des homotopies

Proposition 3.3. Soit 7 : [a,b] — B un chemin, et x € E tel que p(z) = v(a). Alors il existe un (unique)
chemin 7 : [a,b] — E relevant v, tel que ¥(a) = x.

Démonstration : On a déja l'unicité, il ne reste plus qu’a montrer 'existence (cf demonstration pour exp
dans la partie 1). En utilisant le lemme de Lebesgue, on trouve une subdivision a = tg < t1 < ... <t, =b
tel que Vi € [0, n], v([t;, ti11]) est inclus dans un ouvert trivialisant. On construit 7 sur [a, t;] par récurrence :
— Sur [a,to], ¥(t) =z
— Si 7 est construite sur [a,;], alors y([t;, t;+1]) C U un ouvert trivialisant. Soit U;, le feuillet de p~*(U)
qui contient ¥(¢;). p réalise un homéomorphisme de U;, sur & donc on peut prendre

~ o\t .
’Y|[ti,ti+1] - p‘uzo ’y

Théoréme 3.1 (relévement des homotopies). Soit H : X x I — B continue, fo : X — B donnée par
fo(x) = H(x,0). Suposons qu’il existe un relevement fo de f a travers p. Alors, il existe un relevement H
de H tel que H(x,0) = fo(z). Ce relévement est unique.

Xx{0) 2 ~E

7 l
AH p

XxI——8B
H

Démonstration : L’unicité a déja été traitée auparavant. Pour 'existence : Vo € X, on pose

1 — B
Tt H(x,t)

Il existe un unique chemin 7, : I — E relevant v, et tel que 7,(0) = fo(z). On pose H(z,t) = 7, (t). Alors
H vérifie toutes les conditions du théoréme, sauf peut-étre la continuiteé.

Montrons que H est continue : B

Il nous suffit de montrer que pour tout x € X il existe un voisinage V,, de x tel que Hy, x5 est continue.
On se fixe x € X, et soit (Uy)aeca une famille d’ouverts trivialisant recouvrant B. En utilisant le lemme de
Lebesque (il y a un peu de boulot pour vérifier les hypothéses), on peut trouver un ouvert V,, 3 x et une
subdivision

O=to<ti<...<tp, =1

de T telle que H(V, X [t;,t;1+1]) soit contenu dans un U,. Alors PNImel est continue. En effet, il suffit de

montrer que H)y, (0,1, est continue Vi. On démontre cela par récurrence. La situation est donnée par le
diagramme suivant :

espace discret

—~~
p~ YUy ~Uy x F

/

Vz X [tivti—kl} fua

pour ¢ = 0, H, IV, x[0,0] = fo est continue. L’hérédité découle du lemme suivant.

Lemme 3.1. Soit H : X x [a,b] — B continue, H : X x [a,b] = B x F, F discret tels que :
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- EI‘XX{G} est continue
- H‘{w}x[mb] est continue Vo € X
- H=prpoH

Alors H est continue.

3.3 Applications du théoréme de relévement des homotopies

1. Le théoréme nous dit que 'existence d’un relévement de fy ne dépend que de la classe d’homotopie de
fo. Cest a dire si fo ~ f1, alors fy admet un relévement <= f; admet un relévement.

2. Soit « et B sont deux lacets de E basés en x € E. On suppose que p o « et p o 5 sont homotopes a
extrémités fixées dans B via H : I x I — B. En appliquant le théoréme & H, on produit une homotopie
H entre « et § & extrémités fixées.

Corollaire 3.1. Vz € E, m1(p) : m(E,z) — m (B, p(x)) est injective.

3. Soient z,y € B et F, = p~ (), F, = p~*(y) les fibres correspondantes. Supposons qu'’il existe un
chemin v : I — B de z 4 y. On peut appliquer le théoréme de relévement au diagramme :

F, x {O}C—> E
7
~
H p
Xx] —>B
H:(z,t)—(t)
On obtient H : F, xI — E. Donc en restreignant & F,, x {1}, on obtient une application ¢, : F — F,,.
De méme, v~ ! donne une application Gy Fy = Fp et ¢y 00,1 =idp, et ¢y-1 00, =idp,.

Remarque 3.3.1. Une application vérifiant le théoréme de relévement s’appelle une fibration (se généralise a
autre chose que des revétements).

Corollaire 3.2. Dans un revétement p : E — B, de base B connexe par arcs, toutes les fibres Fy,b € B ont
meéme cardinal.

Définition 3.4. Un revétement dont toutes les fibres sont de cadrinal k € N* s’appelle un revétement a k
feuillets.

3.4 Théoréme de relévement des applications

Notation : Si f: X — Y continue, z € X, on notera pxm (X, z) a la place de m (p)(m (X, x))

Définition 3.5. Un espace X est localement connexe par arcs s’il admet une base d’ouverts connexes par
arcs.

Par exemple, les espaces cellulaires et les variétés topologiques sont localement connexe par arcs .

Théoréme 3.2. Soit p: E' — B un revétement et X un espace connexe par arcs et localement connexe par
arcs. Soit f : X — B continue, o € X et yo € E. Il existe un relevement f de f tel que f(xo) = yo <
fam (X, z0) C pami(E, yo) (inclusion de sous-groupes de w1 (B, f(x0))).

Remarque 3.4.1. La condition est nécessaire; en effet, si f existe on a un diagramme commutatif

N (EvyO)

S
(X, o) —— (B, f(z0))

donc mi(f) = m(po f) = m(p) e mi(f) donc Im(m(f)) C Im(mi(p)).
Remarque 3.4.2. Le relévement est unique d’aprés la premiére section.
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Exemple d’application :
Le probléme du logarithme :

7
J7log -~
- exp
e

'
reUU——C)\ {0}
Il existe une détermination continue du log sur U si et seulement si linclusion & < C\ {0} induit une

application triviale my (U, x) — 71 (C\ {0}, x) (%).
En particulier : Si U est simplement connexe, il existe une détermination continue du log sur U.

Devinette : Trouvez un ouvert non simplement connexe vérifiant ().

Démonstration : Il faut montrer que la condition est suffisante. Supposons donc fumi (X, o) C pemi(E,yo).
Analyse du probléme : on veut construire f X — E, on pose f (xo) = Yo-_ Pour tout z € X, soit v, un

chemin de X d’origine xg et d’arrivée x. Alors il existe un unlque relévement 7y, de f oy, tel que Yy 72(0) = yo.

Donc, si f est un relévement de fi, on a nécessairement f ( ) = 7,(1). Il reste & montrer que f est continue.

1. La constructon de f(z) ne dépend pas du chemin ~, (reliant ¢ a x) choisi.
En effet, Si p, est un autre chemin [y,u;'] € m (X, zo). Par hypothése : f([vzu;]) € pemi(E,yo).
Donc, il existe v € Cyy 4, (E) tel que f o (yu;") est homotope & p o v & extrémités fixées via H. On
applique le théoréme de relévement des homotopies a la situation :

IX{O}L>E

|2
2H p

IxI-2 B
Hizy(1y est un relévement de f o (o5 1) = (f 0 72)(f o pzt).
De plus, Hjoyx1 et H{1yxs sont constantes égales a xo. Donc ﬁ|{0}X1 et Hyiyxr sont continues et a
valeur dans la fibre discréte p~!(z). Donc elles sont constantes et valent yq.
Par unicité du relévement des chemins :

Hixgy fope= fov
\—/_/ o
:]m(l) en 1 =fovs(1) en 1

donc f(m) reste inchangée seon que 'on utilise u, ou ,.

2. Continuité de f : Soit ¢ un ouvert trivialisant de B contenant f(z). Soit V = f~1(U), c’est un ouvert
de X contenant xz. Quitte & rétrécir ¥V on peut le supposer connexe par arcs (et contenant x). Alors

d’aprés 1’étape précédente, pour tout ' € V, f(x’) = for (1) ou:
— 7 désigne un chemin de V d’origine x et d’extrémité x’

— f oy, désigne le relévement de f oy, tel que m/(O) = f(x) La situation est donnée par :

i)
)

zey u

Soit U le feuillet de p~1(U) qui contient f(x) Par la définition de frelative au point x, ﬁy est &

~ —1
valeur dans Up. Or p induit un homéomorphisme p : Uy — U donc f = (pIZO) o f est continue sur

V, donc continue en z € X.
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3.5 Monodromie et morphismes de revétements
3.5.1 Monodromie

Soit p : E — B un revétement, b € B, F, = p~1(b) la fibre au dessus de b, z € F}, v € Cp,4(B) un lacet
basé en b. On note 7, le relevé de ~ tel que 7;(0) = 2. On a une application :

v Fb X Cb,b(B) — Fb
M'{ (7)o %)

D’aprés le théoréme de relévement des homotopies, si v et p sont homotopes a extrémités fixées, alors 7, (1) =
Hz(1) donec M induit :

M{ FbXTrl(B,b) — Fb
' (=0 — @)
Comme (’7\#/)1 =7z '“/"7;6 on voit que M est une action a droite de 71(B,b) sur Fj.

Définition 3.6. M s’appelle la monodromie du revétement.

Théoréme 3.3. Soit p: E — B un revétement, b € B
1. Six € Fp,

Stab(x) = ppm (E,x) C m(B,b)
——
stabilisateur de x sous l’action de 71 (B,b)
2. Si E est connexe par arcs,

(a) Daction de w1(B,b) est transitive. En particulier, on a :

- B,b
By P#Wl(Eax)\m( )
(isomorphisme compatible avec laction de 71 (B,b))

(b) Les stabilisateurs des points de Fy, forment exactement une classe de conjugaison dans w1 (B,b).

Démonstration :

1.

=z <= 71) ==
<= 7, est un lacet basé en x

= [7] = p# =]
~—~
em (E,x)

donc Stab(z) = pymi (E,z) C mi(B,b).
2. (a) Six,y € Fy, on peut trouver v un chemin de E, d’origine z et d’extrémité y.

—_—~—

zlpoy]=(pov).(1)=~(1)=y
——

lacet de B basé en b

(b) Les stabilisateurs sont conjugués. Si z[y] = y alors Stab(y) = Stab(z[])

Comme l'action est transitive, les stabilisateurs sont conjugués. Si H C 71 (B, b)

= [7]7" Stab(z)[y].
H
donc H = Stab(x[v]).

= [7]~"Stab(z)[v]

Corollaire 3.3. Soit p: E — B un revétement avec E connexe par arcs. Supposons B simplement conneze.
Alors p est un homomorphisme.
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Démonstration : Comme 'action du groupe fondamental est transitive, les fibres n’ont qu’un élément
donc p est bijective continue et p est un homéomorphisme local, donc ouverte.

Exemple d’emploi :

Proposition 3.4. Si M est une variété différentiable simplement conneze, alors M est orientable.
Démonstration : Le revétement d’orientation de B est nécéssairement trivial.

3.5.2 Morphismes de revétements

Un morphisme de revétements est équivalent & un relévement de p; a travers ps.

Proposition 3.5. Si Ey est connexe, deux morphismes de revétement qui coincident en un point sont égaux
(Unicité des relevements).

Un morphisme de revétements

By 4>E2

NP

b py (0) = ' (B)
Proposition 3.6. h; est w1 (B, b)-équivariante (i.e. : hy(x)[y] = hso(x[7])).

induit pour tout b € B une application

Démonstration :

hy(z[7]) = ho(72(1))
= (hp 07z)(1)
= Yhoa) (1)
= hy(2)[]

Notation : “Un revétement CALCA” est un revétement ot I'espace total et la base sont connexe par arcs.

Théoréme 3.4 (de classification). Soient p1 : Ey — B et ps : E5 — B des revétements CALCA, b € B. On
a une bijection :

o. | Hompi,p2) — Home (g (pr (b),py" (b))
’ h — hb

Homy, (g dénote les homomorphismes (B, b)-équivariants.
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Démonstration :
> & est injective car deux morphismes de revétements qui coincident en un point sont égaux.
> @ est surjective : Soit g : p; 1 (b) — py ' (b) 71 (B, b)-équivariante, alors, p1 71 (E, o) C pagn(Ea, g(xo))
(on choisit 2o € py (b)), Stab(xzg) C Stab(g(xzo) car g est (B, b)-équivariante). Donc, il existe un
unique h : E1 — E3 telle que h(zg) = g(z0)

Es

.

Ey ——
P1

hy et g coincident en xg, donc en tout point car elles sont 71 (B, b)-équivariante et I'action est transitive.

Corollaire 3.4. Soit p; : E1 — B et py : E5 — B deux revétements CALCA, il existe un isomorphisme h
envoyant o € py ' (b) sur yo € py ' (b) <= pryumi(E1,20) = pag (B2, o).

Démonstration :

h

. P — [P
= clair, on écrit FE; - = Es dou P1#T1 (Ehl'o) C po# (EQ, yo) et p1#7T1(E1,.’)30) D) pg#(Eg,yo)

-1
B

Py () = pl#m(Eth)\m(B,b) - pz#m(Ez,yo)\m(B’b) ~py ' (b)

. . -1 ~ 1 . . . .
donc 'isomorphisme « : p7 " (b) — p5~ (b) et son inverse fournissent un isomorphisme h convenable (et son
inverse).

3.6 Revétements galoisien
3.6.1 Deéfinition

Définition 3.7. Soit p : £ — B un revétement CALCA. On dit que p est galoisien s’il vérifie 'une des
conditions équivalentes :

1. 3by € B 3xg € F) tel que ppmi(E, zo) < m1(B,d)

2. Vb€ BVz € F, on a pymi(E,z) <71 (B,b)

3. Aut(p) agit transitivement sur les fibres.

Démonstration :
(2) = (1) : clair

(1) = (2) : Soit by donné par (1) et b € B. Soit v un chemin d’origine by et d’extrémité b, et 7., son relevé
valant zg en 0 et yg € F en 1. On a un diagramme commutatif de groupes :

(B, 70) — m1(E, yo)

Pz
ip# lp#

71(B, bo) %m(B,b)

donc pumi (E,y0) < m1(B,b), c’est & dire Vb € B, Jx € E tel que pymi(E,z) < m(B,b). De plus, les
pumi(E,x),x € Fy, sont tous conjugués dans w1 (B, b) donc ils sont tous normaux dans w1 (B, b).
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(3) = (2) : Aul(p) agit transitivement sur Fj. Le corollaire 3.4 implique que la classe de conjugaison de
pum1(E, x) est réduite & un élément.

(2) = (3) : Sipgmi(E,z) <Qm(B,b), alors Vy € Fy,pam(E,z) = ppmi(E,y) donc le corollaire implique
qu’il existe un isomorphisme envoyant x sur y.

Exemple :

Proposition 3.7. Soit un groupe G opérant de facon continue et totalement discontinue sur un espace E
CALCA. ALors q: E — E/a est un revétement galoisien et Aut(q) ~ G.

Démonstration : On sait que ¢ est un revétement et si [z] € F/c alors G -z = Fj;). On a :

G — Aut(q)
g (x—g-x)

donc l'action est transitive sur les orbites (car elle 'est déja avec G'!). Donc ¢ est un revétement galoisien.

L’injection est un isomorphisme : si f € Aut(q) et o € X alors f(x¢) € Fj;,] = Gxo. Donc il existe g € G
tel que Iautomorphisme = — ¢ - x envoie zg sur f(xg) , donc coincide avec f par unicité des morphismes de
revétements.

3.6.2 Structure

Théoréme 3.5.
1. Sip: E — B est un revétement galoisien, alors Aut(q) agit totalement discontinuement sur E et
Uapplication E/Aut(q) — B est un homéomorphisme.

2. De plus, laction de monodromie de w1 (B,b) sur F, induit un isomorhisme de groupes :

Aut(p) ~= ™(B.b) /p 7\ (E, ) (ot z € p~ (b))

Démonstration :
1. Aut(p) agit totalement discontinuement. En effet,

> L’action est libre : si un automorphisme & un point fixe, il est égal a I'identité par unicité des
morphismes de revétements.

> L’action est totalement discontinue : soit x € E, Soit ¥V C B un ouvert trivialisant connexe de B
qui contient p(x) et soit U le feuillet de p~*(V) contenant x. Si f(U) NU # @ pour f € Aut(p) alors
il existe y € U tel que f(y) € U. Mais comme f € Aut(p), f(y) € Fpy) et f(y) € UN Fyy = {y}-
Donc f admet un point fixe y, donc f = Id.

> On a un diagramme commutatif :

~ P est continue
~> P est surjective car p l'est
~ P est injective car

plz] = ply] <= p(x) = p(y)
— Yy Ec Fp(w)
<= y € Aut(p) - © revétement galoisien (action transitive de Aut(p) sur les fibres)
= [y] = [2]
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~~ P est ouverte : U ets un ouvert de /aut(q) <= ¢~ }(U) est un ouvert de E = p(q~'(U)) est un
ouvert de B car p est ouvert, donc ]5(1/{ ) est ouvert.

Aut(p) — Bijr, (55" (b),p~ (b))
h = hy

est un isomorphisme de groupes. On considére :

S - 71 (B,b) — Bijx (s (b),p~ (b))
: g — Og

o - { pH(b) = m(B,b)\p#”l(E’x) — m(B’b)\p#m(E,x) =p~1(b)
’ [ — gl

qui est bien définie car pumi(E,x) < m1(B,b). & est un morphisme de groupe surjectif car 'action de
m1(B,b) est transitive de noyau pxmi(E,x). On a ainsi un isomorphisme de groupes :

1 (B0) fpy i (B, 2) = Bijr, (.5 (0~ (0), 07" (b)) = Aut(p)
Remarque 3.6.1. On peut utiliser les revétement galoisien pour calculer des groupes fondamentaux : p : S™ —»
RP™ est un revétement et Aut(p) = 2/2z. De 1a, w1 (RP,x) = Aut(p) = Z/2z pour n > 2.
3.7 Classification des revétements
3.7.1 Revétement universel

Définition 3.8. Un revétement universel est un revétement p : £ — B CALCA, tel que E soit simplement
connexe.

Exemple :
> S" — RP"
> exp: C— C\ {0}
> R? — T? = Tore

Proposition 3.8. Soit p, : B — B un revétement universel de B. Soit p : B — B un revétement. On choisit
be B, bep, (b) et x € p~L(b). Alors il existe un unique morphisme de revétement tel que h(b) = x :

Démonstration : théoréme de relévement des applications.
Corollaire 3.5. Un revétement universel, s’il existe, est unique a isomorphisme prés.

Définition 3.9. un espace B est semi-localement simplement connexe (SLSC) si pour tout b € B, il existe
un voisinage U de b tel que I'inclusion induise un morphisme trivial w1 (U4, b) — 71 (B, b).

Exemple : Les variétés topologiques, les CW-complexes sont localement contractiles et a fortiori SLSC.
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Exemple : On fixe un point z € R? et on considére X la réunion des cercles de diamétre % pour n € N
tangents en x. Cet espace n’est ni contractile ni SLSC. Puis, si on considére le cone C'X, ce nouvel espace
est contractile mais pas localement contractile. Il est donc SLSC car tout point admet C'’X comme voisinage
contractile. Enfin, si on prend deux versions de X, une basée en x € R3 et 'autre en y # x et que ’on recolle
CX et CY de maniére a ce que le sommet de CX soit y et le sommet de CY soit C X, alors I’espace obtenu
est SLSC mais il existe un point n’admettant pas de voisinage contractile ().

Théoréme 3.6. Soit B un espace topologique CALCA. B admet un revétement universel <= B est SLSC.

Démonstration : Sip: B — B est un revétement universel de B et b € B , soit U un ouvert trivialisant
de B contenant b. Soit V un feuillet de p~*(U) et z € F, N'V. Alors on a un diagramme commutatif :

m(V,x) —— Wl(é,x) =%

m (U, b) —— 71(B,b)

car pl’{, est un homéomorphisme. Donc 71 (U, b) — 71 (B, b) est triviale.
L’implication réciproque est en exo dans le TD.

3.7.2 Classification

Théoréme 3.7 (de classification). Soit B un espace CALCA et SLSC. On a une bijection entre [’ensemble
des classes d’isomorphismes de revétement CALCA vers l’ensemble des classes de conjugaisons dans w1(B,b)
qui & une classe représentée par p : E — B associe la classe de pymi(E,x) ot x € p~1(b).

Démonstration :
> Injectivité : D’aprés le corollaire 3.4, on sait que deux revétements p et p’ sont isomorphes par h tel
que h(z) =2’ (ou z € Fp)

<~ p#ﬂ'l(E,IZ?) = pl#ﬂ'l(E/?x/)

> Les pum (E,z),z € F, sont exactement la classe de conjugaison de 7 (E,x) dnas 71 (B,b). Donc
p et p’ sont isomorphes <= les classes de conjugaison de pgmi (E, ) et pumi(E’, z') sont égales.

> Surjectivité : Soit H un sous-groupe de 1 (B, b)

> Dy B — B le revétement universel de B, il est galoisien donc

Aut(p,) <o— 71(B, b)

U] ]

H H
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> On a la situation suivante :

B

\

Pu E/ﬁ

H!p//

/s
¥

B

H agit totalement discontinuement sur B ; p est obtenu par la propriété de la topologie quotient.
> p est un revétement (vérification facile).

> Choisissons = € B tel que p,(2) = b. Soit [y] € m1(B,b) et 7, le relevement de v tel que 3(0) = =

[V € H<=7,(1) € Hx
<= q o7, est un lacet de B/H

] € pypm(B/i,q(x))

Le dernier = vient de po g o7, = po~, = ~. Réciproquement, v peut se relever en un lacet p basé
en q(x), iy = Yz 00 iy est un relévement a travers ¢ donc g o7, = p.

4 Homologie Singuliére

Les groupes d’homologie singuliére sont des R-modules notés H;(X, R) ou :

>teN

> X est un espace topologique

> R est un anneau commutatif (Z,Q ou F))

On les obtient en deux étapes : A partir de I’espace topologique X, on construit pour chaque i € N un
complexe des chaines singuliéres C;(X) qui est un modeéle algébrique de X puis on construit les groupes
d’homologie dessus.

Le principal intéret des groupes d’homologie est que leur calcul est extrémement simple par rapport aux
groupes d’homotopies. Par exemple,

0 sii#n
R sii=n

Hi(S",R) = {

4.1 Catégories & Foncteurs

Définition 4.1. Une catégorie C est la donnée :
> d’une collection d’objets
> pour chaque paire (X,Y) d’objets, d’un ensemble de morphisme Home(X,Y)
> d’une loi de composition des morphismes associative ayant les identités de chaque objets comme
élément neutre

Exemple :
1. Ens
Objets : Ensembles
Morphismes : Applications
Loi : Composition usuelle
2. Top
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Objets : Espaces topologiques
Morphismes : Applications continues
Loi : Composition usuelle
3. hTop
Objets : Espace topologiques
Morphismes : Classes d’homotopies d’applications continues
Loi : Donnée par [g] o [f] =[g o f]
4. Avec R un anneau, les R-modules
Objets : R-module (& gauche)
Morphismes : Applications R-linéaires

Loi : Composition usuelle

Définition 4.2. Soient C,D deux catégories, un foncteur F : C — D est la donnée
1. pour chaque objet X de C, d’'un objet F(X) de D
2. pour chaque morphisme f : X — Y, d’'un morphisme F(f) : F(X) — F(Y) tels que :
(a) F(fog)=F(f)oF(g)
(b) F(ldx) = Idr(x)

Exemple :
1. Le foncteur d’oubli Top — Ens qui supprime la structure topologique
2. Le foncteur “topologie discréte” Ens — Top
3. Les foncteurs “quotient” ou “localisation” Top — hTop

4. o :Top — Ens

Lemme 4.1. Soit F': C — D un foncteur, [ un isomorphisme, alors F(f) est un isomorphisme.

4.2 Complexes de chaines et homologie
Soir R un anneau.
Définition 4.3.

Un complexe de chaines est une paire (Cy, d,) ou :
> C) = (C;)i>o ou les C; sont des R-modules
> d, = (di)1'21 ol d; est un morphisme de R-module, d; : C; — C;_1, tel que

VZ', di o di-l—l =0
Notation :
> les d; sont les différentielles du complexe

> C; est le R-module des éléments de degré @
> Un complexe est noté (Cy,d,) ou (Cy,d), ou encore tout simplement C,

Dessin : ; ., .
O3 =2 Cy 201 5 Oy

Définition 4.4. Si C, et D, sont des complexes de R-modules, un morphisme de complexes f, : C, — D, est
une famille f, = (f;) > 0 d’applications R-linéaires f; : C; — D; telles que dP o f; = f;_10dS (do f = fod).
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Dessin :
i
i
4>C7H01_1H

lfﬂ ifm—l
dP

—>D,——> D, —— ...

Définition 4.5. On note Chx>o(R-mod) la catégorie suivante :

Objets : Les complexes de chaines de R-modules

Morphismes : Les morphismes de complexes

Loi: fiog., = (.fi S gz’)z‘zo

Définition 4.6. Soit C, un complexe de R-modules. Pour tout 7 > 0, on considére les R-modules suivants :
> Z; = Ker[d; : C; — C;_1] C C; (avec par convention dy = 0 donc Zy = Cp) Pensemble des cycles de

degrés 1.

> B; = Im[d;t1 : Cip1 — C;] C C; Pensemble des bords de degrés i.
> H;(C) = Zi/B; le i®™° groupe d’homologie de C.

Notation : Si z € Z;, on note [z] sa classe dans H;(C).

Lemme 4.2. H; définit un foncteur :

Ch>o(R-mod) — R-mod
H; : C, — Hz(C)
fx:Cy > Dy +—  Hi(f)

H*f)'{ 2 (A2

Définition 4.7. f,,g. : C. — D, sont homotopes sl existe une famille d’applications (h;);>o R-linéaires
hi : C; — D;1q telle que
V’Lhzflodlc‘f'dgrlohz :gz_fz

avec la convention h_y =0 (hod+doh =g— f).

Ci—1
Lemme 4.3. Si f, et g. sont homotopes, alors H;(f) = H;(g) Vi

Démonstration :

Hi(9)([2]) = Hi(f)([2]) = [9(z) — f(2)]
= [hi-1(d(2)) + d(hi(2))]
~—~

=0 car z cycle
= [d(hi(2))] =0
N——
bord
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4.3 Complexe de chaine singuliére, homologie singuliére

4.3.1 Simplexes standard

Soient {ai,...,a,} n points de R¥. On note (ai,...,a,) leur enveloppe convexe. On a
n n
(a1,...,an) = ﬂC’ = {x ERF |z = Ztiai, t;geq0 et Zti = 1}

C'convexe i=1 =1

al,...,an €
Les points {a1,...,a,} sont affinement indépendant s’ils vérifient une des condition suivantes équiva-

lentes :
> (al_&z, . ,al_c)tn) est libre
> Vi, le sous-espace affine engendré par (ai,...,a;,...,a,) est strictement inclus dans le sous-espace
affine engendré par {(ay,...,a,)

> Va € (a1,...,a,), Vécriture barycentrique est unique.
Si les points {ai,...,a,} sont affinement indépendant et si by,...,b, € RF, 3f : (ay,...,a,) —

(b1,...,by) affine tel que f(a;) = b;.

Définition 4.8.
> Le simplexe standard A™ est I’espace topologique A™ = (eg, ..., e,) C R"* ot (eq,. .., e,) est la base

canonique de R™*!. (cf wikipédia pour de zolis dessins)

. notation ~ . .
>> Le simplexe (eg,...,€;—1,€i41,--.,€n) =  (€0y...,€...,€p) est noté ;A" et on 'appelle la i

face de A".
> Il existe une unique application d’ : A"~1 — A" telle que

) ik <i
di(ex) = {ek si )

éme

ex+1 Sik>1

de plus d’ induit un isomorphisme affine de A”~! sur 9;A"™.

Lemme 4.4. Sii < j les composées suivantes sont égales :

_1 dt d? 1 &t d’
A" 1 LA & An+1 — A" 1 A" Ly An+1
dodd =dtod

4.3.2 Chaines singuliéres et homologie singuliére
Définition 4.9. Soit X un espace topologique, R un anneau, le complexe C,(X; R) des chaines singuliéres
de X a coefficients dans R est défini par :

1. ¥n > 0,C,(X; R) est le R-module libre de base les applications continues A" — X. Les 0 : A" — X
sont alors appelés les n-simplexes (singuliers) de X.

2. La différentielle d,, : C,(X; R) — Cp_1(X; R) est définie en envoyant o : A™ — X sur

n

dn(o) = Z(—l)io od

=0
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Remarque 4.3.1. d, est bien une différentielle :

n n+1
do(dns1(0)) = S (-1 S (oo d o d
i=0 §=0
— (-D)oodod + > (-1)Tgod od
0<i<j<n+1 0<;j<i<n
— (_1)k+l+lo_ o dk ° dl + Z (_1)i+jo. o dj o dz
0<k<I<n 0<j<i<n

=0

Exemple :
1. Cy(@; R) = 0 en chaque degré avec différentielle nulle.
2. Co({#}; R) = R en chaque degré (de base l'unique fonction A™ — {x})

dy, =

Idr sin est pair
0 si n est impair

3. CL(X;R) =P, Ci(Xa; R) ot les X, sont les composantes connexes par arcs de X.
Définition 4.10. L’homologie singuliére de X est définie par H;(X; R) = H;(C,(X; R)).

Exemple :

1. Hi(g,R)=0 Vi
R sii=0
0 sinon

2. Hi({*}; R) = {

3. Hi(X;R) =&, Hi(Xa; R) (ou X, sont les composantes connexes par arcs).

Remarques d’ordre géométrique :

1. Pourquoi les “cycles” pour Z,, = Ker(d,)?
Dans le cas n =1, do = o(e;) — o(eg) = 0 0 d® — o o d. Ainsi, pour avoir

d (Z am) =0

il faut avoir une boucle.

2. Pourquoi les “bords” pour B,, = Im(dn41)?

Pour o un 2-simplexe d’arétes (6%, 01,02),onado = 0% +0" -0

correspondant au bord de Im(c).

L ¢’est & dire la somme des simplexes

3. Pourquoi 'homologie singuliére capture I'information “géométrique” sur X ?
Dans R?, si 7 est un 2-simplexe, il peut étre écrit comme un bord car on peut remplir son intérieur,
c’est a dire [r] = 0.
Dans R? \ {0}, un 2-simplexe 7 “contenant 0” ne peut pas étre rempli donc 7 n’est pas un bord et
[7] # 0 dans Hy(R?\ {0}).
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4.3.3 Propriétés
Proposition 4.1.

> Le complexe des chaines singuliéres définit un foncteur :
Top — Ch>o(R-mod)
Co(—:R): X — C.(X;R)

. . Ci(X;R)  — Cu(Y;R)
fiX oY — f*'{o:A”%X s fos

> Le i®™® groupe d’homologie définit un foncteur :

Top . R-mod
g L C.(X;R)
Hi(—R): ANt L
FiX oY —s Hi(f):{ H’(é]’R) : ﬁzf(f(/z’ﬁ)

Théoréme 4.1.

> Si f,g: X =Y sont homotopes, alors fx, s : Cx(X; R) = C+(Y; R) sont homotopes.
> En particulier, H;(f) = H;(g).

> FEn re-particulier, une équivalence d’homotopie induit un isomorphisme en homologie.

Démonstration :
> Soit H : X x I — Y continue telle que

On note
; { X — Xx[o1] { X — X x[0;1]
Yz — (2,0) ! — (z,1)
de telle sorte que f = H oig et ¢ = H o iy. Pour montrer le théoréme, il faut voir que (ig)«, (41)« :
Cyo(X; R) — Cy(X x [0;1]; R) sont homotopes.
> Idée géométrique de la preuve : Notons

V; = (61',0) S Rn+1 x I
w; = (e;,1) € R™ x T
les sommets du prisme A™ x I. On a alors

n
A" x I = U<U(),...,Ui,’wi,...,wn>

simplexes qui s’intersectent
le long de leur bord

41 . . |e; surw;sij <
Notons [vg, ...,V Wy, ..., wy] : AT — A™ x T qui envoie o
€; Sur wj—1 81y >1
On pose :

n

P, = Z(fl)i[UOa ceey Uiy Wiy oo awn]

=0
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Formule :

dPn:[UJO,...,’LUn]_'UO, +Z J+1dXZdI)(n1)
7=0

Explications :

— dans dP,, les simplexes singuliers correspondant aux “faces intérieures” du prisme A™ x I apparaissent
deux fois (et les signes sont réglés pour que ces contributions s’annulent).

— Il reste donc la contribution de A™ x {1}, A™ x {0} et les faces des simplexes correspondant & 9;A™ x I
pour 0 < j < n, quon identifie & A™ x I via d/ x idy : A"t x I — A" x I

> Construction de ’homotopie h entre (i1). et (ig)s :

L ClXiR) — Cun(X xLR)
e { o — (o xid)(Pp)

Alors Vo € Cp(X),

(dh + hd) (o) = d((o x id).(Pn)) + h(D>_(=1)'c o d’)
i=0
= (0 xid).(dP,) + Y (~1)!(0 o d' x id),(Pn_1)
=0
= (o x id) o [wg, ..., w,] — (0 x id) o [vg, ..., vy]

(i1)+ () (0)« (o)

+Z 1% (o x id), o (& X id), (Pp_1)

=(oodi xid),

+ Z 1 (o od’ xid),(Pn_1) (les deux sommes s’annulent)

- (ZO)*(U) = (i1)+(o)
> Calcul de dP, :

n

P, = Z(—l)i[vo,...,vi,wi,...,wn]
i=0
n+1 n
dpP, = Z(—I)JZ[vo,...,vi,wi,...,wn]Odj
§=0 i=0 . C
_{[UO,...,vj,...,vi,wi,...,wn] sij<i
[vo,...,vi,wi,...,wf_l,...,wn] sij>1

Z (—1)i+j[v07...7zfj7...,vi,wi,...7wn]—l— Z (00, -+, Vi Wiy ooy W1, e, W]

0<j<i<n 0<i<j<n
= [wo, .-, wn] + Z (=) g, ..oy )y ey Uiy Wiy e e oy W]
i:]n':O 0<j<i<n
—[’Uo,...,’Un}-i- Z (—1)i+j+1[v0,...vi,wi,...,u}j,...,wn]
i*j'*n 0<i<j<n
+ Z vo,...,ﬁi,wi,...,wn]—k Z (—1)2i+1[v0,...,vi,wi,...,wn]
1<i<n 0<i<n-—1
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n—1

(d % id),(Po-1) = Y _(=1)"(d x id), [vo, ., vi,w;, . .., W]

=0 N .o .
{[U()»'"avja"'7vi+lawi+17"'awn] sig <t
[vo,...,vi,wi,...,zﬁj,...7wn] sij>1
donc
n n n—1
S (=1 xid) (Poo1) = [ D (=D o, 0 v wis . wy)
7=0 7=0 i=j
j—1
+Z(*1)z+j+1[vo, ey U, Wiy . ,’Lﬁj, N ,wn])
=0
= Z (—1)i+j+1[v0,...,vi,wi,...,u?j,...,wn]
0<i<j<n
+ Z (*1)i+j[’00,...,’UAj,...,Ul',wi,...,’wn]
0<j<i<n

Ainsi dP, = [wo, ..., wy] — [Vo, ..., vn] + Z?:O(—l)j(dj X id)«(Pn—1)

4.3.4 Suites exactes courtes et longues

Définition 4.11.
> Une suite de morphismes de R-modules :

M1 f—1>M2f—2>M3—>...£>Mn+1

est exacte si Vi Ker(fir1) = Im(f;)
> Une suite exacte courte de R-modules est une suite exacte de la forme

0-ALBS oS0

> Une suite exacte courte de complexes de R-modules est une suite :

04, 5B, 20 5o
telle que Vn,
0= A, B 20 0

est une suite exacte courte de R-module.

Théoréme 4.2. S0 — A, f—*> B, 25 C, — 0 est une SEC (suite exacte courte) de complexes, alors on a
une suite exacte (dite longue) en homologie :

2w ) 229 gy 29D g0y 2 v (A)

2y mya) 229 g8y 229 my(0) - o

Démonstration : Construction du connectant 9,, : H,(C) — H,_1(A)
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An C fn Bn 9n Cn

| o

1477,71(—> anl kl» Cnfl

|4

14n—2CH Bn—2 - Cn—2

Soit = un cycle de C,,

> Jdy € B, tel que g,(y)

> gn—1(dy) = d(gn(y))
fnfl(z) = dy

=z
= dz = 0 car x est un cycle donc il existe z € A,_; par exactitude tel que

z——dy

fn-1

Lemme 4.5. z est un cycle et [z] € H,—1(A) ne dépend pas du choiz de y.

Démonstration :
> z est un cycle

dz =0 <— fn,Q(dZ) =0
<~ d(fn-1(2)) =0
> d(d(y)) =0

> Siy est un autre choix, g,(y—y) = 0, or par exactitude de A,, In, B, 2% C,,3s € A, tel que fu(s) =

y—y. Dela, dy—dy = d(fn(s)) = fn—1(ds). Comme f,_1 est injective, f,_1(2—2—ds) = 0et z—2Z = ds.
De 13, en homologie, z et Z sont égaux modulo un bord donc [z] = [Z].

Z,L(C') — Hn—l(A)
— (2]

On a donc une application bien définie é; : {
Lemme 4.6. 5; est R-linéaire.

Démonstration : Si 9, (z) = [2] et 8, (z') = [¢/] alors

My + Ny —2 s Ap + V!

dl
fn—l

Az + N2 ——=dAy+ Ny)

De 13, ,(Az + Na') = Az + XN2'] = A, () + N, (2).

Lemme 4.7. 5;(17) =0 si b est un bord de C,,.
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Démonstration : Soit b un bord de C,,. Soit 5 € C, 11 tel que b =dp

gn+1
—_—

a B
bl
doo ——b

g
|
0

Il existe o € Byy1 tel que gni1(e) = B. Alors gy, (da) = d(gni1(e)) = dB = b. De 1a, 9, (b) = [d(d(a))] =
[0] = 0.
On dispose donc de 9y, : H,(C) — H,_1(A).

00—

Exactitudes :
1. Montrons que H,(A) RLIEIN H,(B) Hn(9), H,(C) est exacte en H,(B). Im(H,(f)) C Ker(Hy,(9))
car H,(g9) o H,(f) = H,(go f) =0 car g, o f, = 0.
Si Hy,(g)[b] = 0, c’est a dire b est un cycle de B,, et g, (b) est un bord de C,,, alors Iz tel que dp41(z) =
gn(b), Ty tel que gnia(y) =

et on a g,(dp+1(y)) = dpnt1(gns1(y)) = gn(b) donc g, (dn+1(y) —b) = 0 donc par exactitude, il existe z
tel que f,,(2) = dn+1(y) — b donc b est dans I'image de f,, modulo un bord d,,+1(y) donc [f,(z)] = [b]
donc b € I'm(H,(f))

2. Montrons que H,(C) On, H,_1(A4) RUIEIN H,_1(B) est exacte en H,_1(A4). Si v € H,(C) alors

aﬂ([x}) = [Z] ou [Z] est tel que fnfl(z) = dny et gn(y) = x. Donc H,,— l(f)(an[m]) = [fnfl(z)] =0et
on a Im(0,) C Ker(Hp-1(f)). Réciproquement ; si [z] € Ker(H,—1(f)), il existe y € B,,_1 un bord et
z € A,_1 est un cycle.

y——gn(y)
id
()

De 1a, E);(gn(y)) = [z] c’est a dire [z] € Im(9)

3. De méme pour la derniére exactitude.

Lemme 4.8 (des cing). St on a un diagramme commutatif de R-module

A1 A2 A3 A4 A5
i.fl Nlh J/f3 Nlﬂ; J
By By B3 By Bs

tel que les lignes soient exactes, alors f3 est un isomorphisme.
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4.3.5 Homologie relative

Soit R un anneau, X un espace topologique et A C X. L’inclusion i : A < X induit un morphisme
i : Cy(A; R) — Co(X; R) qui est injectif en chaque degré.

Définition 4.12.
>> Le complexe singulier relatif C, (X, A; R) est défini par :

Cn(X, A; R) = Cn(X5R)JC,, (A; R)

4 Co(X,A;R) — Choa(X, A R)
{ [a] s [de (@)

> L’homologie relative H;(X, A; R) est 'homologie de C, (X, A; R)

Exemples :
> Co(X,2;R) = Co(X;R)
> Ci(X,X;R)=0

Théoréme 4.3. Soit X un espace topologique et A C X, alors on a une suite exacte longue en homologie :

Hy ()

o Ho(AR) Y (X R) = HL(X A R) D Hyy (A R)

He 1(X;R) = ...

Démonstration : On a une suite exacte de complexes

0— Co(A;R) 25 Co(X;R) — Co(X, A;R) — 0

qui induit une suite exacte longue en homologie.

4.4 Calcul de ’homologie singuliére

On connait :

> H;(g;R)=0, Vi

R sit=0

0 sii>0

> H;(X;R) =@, Hi(Xq; R) pour X, composante connexe par arc de X

> H;(X;R) ne dépend que du type d’homotopie de X, en particulier un espace contractile a méme
homologie que {pt}.

> Hi({pt}; R) =

4.4.1 Ho et H1

Théoréme 4.4. Hy(X; R) est le R-module libre engendré par ’ensemble des composantes connexes par arc
de X.

Démonstration : Il suffit de le montrer pour X connexe par arcs. Soit

) Co(X;R) — R
“ Zﬁnie Az Z Ai

€ est R-linéaire, surjective.
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> ¢ s’annule sur Bo(X) = Im(dy) car si v : I = Al — X est un l-simplexe, dy = v(1) — v(0) donc
e(dy) =0

> Si > Nz € Ker(e), alors > A; = 0. On choisit z;, € X. Comme X est connexe par arcs, pour tout
i # ip on peut trouver un chemin ~; d’origine x;, et d’extrémité z;

D i =Y Nilwi — i) + (Z >\i) Tig = Y Nilwi —wip) =d [ D A
A N—— i#i0 i#i0
=0
Théoréme 4.5. Soit X un espace conneze par arcs, x € X. Alors on a un isomorphisme

h: 7T1(X,:E)ab % Hl(X,Z)

Démonstration : Construction de h (morphisme de Hurewicz) : Siy € C; »(X), alors 7 est une application
de I = A! — X donc un 1-simplexe singulier, et dy = (1) — v(0) = 0 donc v est un cycle de C;(X; R),
donc on a :

h:
v — Dl
ou [v] est la classe d’homologie de 7 (et [v] sa classe d’homotopie & extrémités fixées).

~ {CZ,Z(X,.T) — Hi(X;R)

Lemme 4.9. Si~y et u sont homotopes & extrémités fixées, alors [v] = [p]-

Démonstration : On a une homotopie H : [ x I — X tel que v ~g p. On découpe la source de H pour
produire deux 2-simplexes :

Tsup = (0 (0,0);1 = (1,0);2— (1,1))
Oing = (0 (0,0);1 — (0,1);2 — (1,1))
Ona~y:(0,0) ~ (0,1), g : (1,0) ~ (1,1), €z : (0,0) ~» (1,0) et (0,1) ~» (1,1) ainsi que « : (0,0) ~ (1,1)
d’ou
d(osup) =p—a+e
d(oing) =€z —a+7

donc pp =y = d(0sup — Ting) donc [~ = el
Donc h passe au quotient en h : (X, 2) — H;(X; R).

Lemme 4.10. h est un morphisme de groupes.

Démonstration : Il faut montrer que [A-u] = [A] + [1]. Soit o le 2-simplexe de bords A(0 ~ 1), u(1 ~ 2)
et A- (0~ 2) constant le long des verticales

Missing

figure

.Onad(o)=p+ X=X pdonc [A] + [p] = [X-pu].
Donc h passe au quotient en :
h:m(X,2)a — Hi1(X; R)

h est un isomorphisme si R = Z (cf. feuille d’exercice).
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4.4.2 Théoréme des chaines U-petites

o]
> X est un espace, et U = (U;) est une famille de parties de X telle que X = J, U
> Un n-simplexe singulier o : A™ — X est dit U-petit si son image est contenue dans 'un des U;

CY(X;R) C C,(X;R)
N————

sous-module des simplexes singulier U-petit

> La différentielle d,, : C,,(X; R) — C,,_1(X; R) envoie CY(X; R) dans C%_;(X; R). On a donc I'inclu-
sion de complexes :
®: (CY(X;R),d,) = (Co(X;R),dy)

Théoréme 4.6 (Des chaines petites). ® est un isomorphisme en homologie.

Subdivision barycentrique des simplexes géométriques
Soit {vg,...,v,) C R™ un n-simplexe affine (on suppose les v; affinement indépendant). On définit la
subdivision barycentrique par récurrence sur n :

Sin =0 : la subdivision barycentrique de (vg) est (vo).

Si n =1 : lasubdivision barycentrique de (vg, v1) est (vg, b) et (b, v1) ot b est le centre de gravité de {vg, vy }.

Si n > 1 : lasubdivision barycentrique de (v, . .., v,) est 'ensemble des simplexes de la forme : (b, wy, ..., wp_1
ou
> b est le centre de gravité de {vg,...,v,}
> (wp,...,wy—1) est un simplexe de la subdivision barycentrique d’une des faces de (vo, ..., v,)

Exemple : Danslecasn=2:

Missing

figure

Le diamétre d'une partie X de R" est un nombre 6(X) = sup, ,)cx2 d(z,y) o d est la distance eucli-
dienne. Si X est compact, cette quantité est finie.

Lemme 4.11. Si o est un simpleze géométrique de la subdivision barycentrique de (vg, ..., v,) alors :
n
d(o) < s 16((1)0, ceyUp))

Démonstration : Par récurrence sur n, les cas n = 0 et n = 1 étant évident. Supposons la propriété
vérifiée pour n — 1.
> Sia,y € (vg,...,v,), alors

d(z,y) < maxd(z,v;) < maz; jd(v;,v;)
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En effet, y = > tiv;, D t; =1, ¢ > 0.
d(z,y) = Hac - Ztivi
S s

n
<> tille—ui
1=0

< max||e — v,
3

11 suffit donc de vérifier que pour o = (b, wy, ..., w,_1), on a :
n
1): )< — ) n—1
(1) : d(byw;) < — 15((110, ,Un)), Vi € [0;n — 1]

(2) ¢ d(ws, wi) < ——6((v, ..., vn)), Vi 7 j

n+1
> (2)
n—1
d(wi,wj) S 5(<w0,...,wn_1>)
n—1
< - 0(Ok(vo, - .., vn))
n—1
< n 6(<UO>' ,”Un>)
n
< .., Up
“n+1 (< 0> , U >)
> (1) : d(b,w;) < maxy d(b, vg)
b= n%rlvk + niﬂbk ol b; est le centre de gravité de la face 9;(vy, . . ., v,) donc d(b,vp) = n’—+‘1ci(11b7 br) <
2r70((vos - -+, vp)) done d(b, w;) < 56((vo, - - -, Un))

Subdivision des simplexes singuliers affines

Soit Y € RY convexe et L,(Y) C C,(Y;R) le sous R-module engendré par les applications affines
A™ = Y. On note [y1,...,yn] Uapplication affine qui envoie I; € A™ sur y;. d,, : Cr,(Y; R) = Cpr—1(Y; R)
envoie L, (Y) dans L, —1(Y) donc on a une inclusion de complexes :

(Li(Y),d) = (C.(Y; R), d.)
Si b €Y, on définit un opérateur R-linéaire de Coéne de sommet b
€ { Lo(Y) — Ly (Y)
" [y07"'ayn] — [bayOa"'7yn]

Lemme 4.12.
dn+1 o (Cb)n + (Cb)nfl o dn = IdLn(Y)

Démonstration :

d(Cp([yo; -+ -, yn])) = d[b, Yo, - - -, Yn]

= [y07 s 7yn} - Z(_l)i[bvy()a N 7yAiv' <. 7yn]
i=0

7

On définit un opérateur R-linéaire de subdivision S,, : L, (Y') — L, (Y") par récurrence sur n :
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n=0: S =1Id

n>1:Sio:A" =Y est affine et b, le centre de gravité de I'image o alors S, (c) = Cp, (Sp—1(do))

Remarque 4.4.1. S, (o) est constitué d’une somme (avec signes) d’applications [b,, wp, . . . , wy,] ot les (b, , wy, . .
sont les simplexes géométriques de la subdivision barycentrique du simplexe (vg, ..., v,41) (00 ofvg, ...

Lemme 4.13. S, : L,(Y) — L,(Y) est un morphisme de complexes de chaines.

Démonstration : Par récurrence sur n, on prouve dSy,(c) = S,_1(do)

d(Sy(0)) = (dCy, )Sp_1do
= (=Cy,d + Id)S,_1do
= Snfld(f - (Cba dSn,1 dU)
——
:Snfzd
=Sp—1do —Cy, dd o
=0

=0

Lemme 4.14. S, est homotope a l'identité.

Démonstration : On définit hy, : L,(Y) = L,11(Y) par h_1(0) = 0 et hy(0) = Cp, (0 — hp_1do). On

démontre que dh,, + h,_1d = Id — S,, par récurrence sur n :

dhn(0) = dCy, 0 — dCy,.  hp_1do
~——~

(=Ch,d+1Id) méme chose
=0 —Cy,do+ Cy, dhyp_1 do — hy_1do

—hp_od+Id—S,_1

donc Gy, dhy,—1do = Cy do — Cy, Sy—1do donc dhpo =0 — Cp, Sp—1do —h,_1do
S

Subdivision des chaines singuliéres :
Sio: A" — X est un n-simplexe singulier, on a :

L.(A™) 25 L (A™) € C,(A™ R) 2 C,(X; R)

On définit :
g . Cpn(X;R) — Cn(X;R)
" o > 0% 05, (idan)
Remarque 4.4.2. 3;(0) est somme (avec signe) ds restrictions de o au simplexe (b, wp,...,w,—1) C A"

correspondant & la subdivision barycentrique de A™.

Lemme 4.15. S, : Co(X;R) = Co(X; R) est un morphisme de complexes de chaines.

Démonstration : On montre que d o SNn = §n\_/1 od
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dé‘;(a) =do,SiIda, = 0,5,dlda, car o,,S, sont des morphismes de complexes

=0,5, Y (-1)'d' = (~1)'0,Spd’
=0 =0
it =5 (S eed
=0
=Y ()8, 1(ood) =Y (-1) (0 0d), Sy 1 (idars)
=0 =0 —0, S di

Lemme 4.16. :S': est homotope a Id

Démonstration : A, : Cn(X;R) = Cpy1(X; R) définie par i;;(a) = 04(hn(Ida,)). Un calcul similaire &
celui du lemme précédent montre que Vn :

dh, + hpd = Id— S,

Subdivision barycentrique itérées :

Lemme 4.17. Soit o € C;(X; R) Alors il existe k € N tel que

(S;)k = (’sjo...ojq;)(g) € C¥(X;R)
A

k fois

Démonstration : Soit ¢ = > A\;0; avec 0; : A" — X. Si on subdivise A™ barycentriquement k& fois

k
de suite, alors les simplexes obtenus sont de diamétre < (nLH) d(A™). D’aprés le lemme de Lebesgue, il

existe k tel que Vi,V7 C A" un n-simplexe de la k'*™° subdivision barycentrique, il existe un U; tel que
T C oY U;).
Alors (S;)*(o) est une somme d’application dont les images sont contenues dans un U;.

Lemme 4.18. (S:)k : Co(X; R) — C«(X; R) est homotope a lidentité. De plus, I’homotopie H envoie CY
dans C% | (X;R)

Démonstration :
> L’opérateur H ets donné par

H = Z hoS
0<i<k
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> Ona:
doH+Hod= Z d0f~l0§i+ Z hoSiod

0<i<k 0<i<k —do§’ car S,
est un morphisme de complexes

- EE: (dc)ﬁ<+-ﬁt)d)0/§i

0<i<k

:(dOiNL—&—EOd)o Z

e 0<i<k
K3

d—8
0<i<k 1<i<k+1

- 3 &
—id—S*

> Sio:A™ — X est U-petite, alors
H(o) = h(S% (o

0<i<k U —petite

Démonstration du théoréme des chaines U-petites :

H;(®) : H;(C¥(X; R)) — H;(C,(X;R)) est un isomorphisme

Démonstration :
Injectivité : Soit z un cycle dans C¥(X; R). On suppose H;(®)([z]) = 0 c’est a dire qu'il existe z € C;(X; R)
tel que dx = z. Alors :
1. Il existe k tel que S*(x) € C¥(X; R)
—~k
2. 2-8, (x)=Hdx+dHx=Hz+dHzx
D'aprés (2) z =dx = dS*(z) +dH _z donc [2] =0 dans HY(X;R).
bord U petit U-petit
———
U-petit
—_———
bord U-petit
Surjectivité : Soit z un cycle dans C;(X; R), il existe k tel que §f (2) est dans CY(X; R). Alors 2 — gf =
H _dz +dHz donc [2] = [SF(2)] et [¢] € H; (CY(X; R)) = H;(®) ([55@)])
~~ ——

=0 U —-petit

4.4.3 Théoréme de Mayer Vietoris

Théoréme 4.7. Soit X un espace topologique, U, V deux ouverts de X tels que Y UV = X. Notons :

Uny - ~u
liv lju
V— o X

Jv

Alors il existe une suite exacte longue de R-modules :

) Hk(iu)Jer(iU

. = HyUNV;R ) Ho(; R)SH,(v; R) 2000V g 000 RY 2 Hy(UNV;R) = . ..

.= HoUUNV;R) = HyU; R) & Hy(V;R) » Hy(UUV;R) % H,_(UUNV;R) = 0
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Démonstration : On considére le recouvrement ouvert W = {U,V} de X, alors C}V(X; R) ont méme
homologie que C(X; R).
Il y a une suite exacte courte de complexes :

0= C,UnYy) B o gy @ o, (v) BT GGy o

Exemple : L’homologie des sphéres S™,n < 1.

Proposition 4.2.

R sik=0
Hy(S";R)=< R sik=n
0 stnon

Remarque 4.4.3. On sait déja que Hy(S™, R) = R car S™ est connexe par arcs.

Démonstration : On décompose S™ en deux hémisphéres épaissies H, et H_. Chaque hémisphére est
homéomorphe & des disques ouverts, donc contractiles. H, N H_ est homéomorphe & S"~!x] — ¢ €[ qui a le
méme type d’homotopie que S”~!. On applique la suite de Mayer Vietoris :

Hi1(Hy) @ Hiy (H-) = Hy1(S™) 5 Hy(S™Y) — Hy(Hy) @ Hi(H-) — ...

=0Vk>0

donc Hyy1(S™) — Hg(S™1)
Dans le casn =1,
0
Hypy1(SY) < HY — H(H_)® Hy(H_) — Hp(SY)

Pour £ =0, on a la suite exacte

O—>H1(Sl)<—>R@23> R@Iﬁ YR S0

c1,C2 Hy
Avec (A, i) = A+ p et ¢\, ) = (A + p, =\ — p) d’ott Ker[p] = R{c; — c2} € R®? donc H;(S') ~ R.
Pour k >0 : Hgy1(SY) ~ Hi(S°) =0
Dans le cas n > 1 : Comme 0 est injective = Hy11(S™) =0sik+1#n.Sik+1=mn, H,(H;) =
Hi(H_) =0 (car k > 1) donc Hy41(S™) = Hy(S"1).

Conjecture de Poincaré : Si V est une variété compacte, simplement connexe de dimension n telle que
H,(V;Z) ~ Hy(S™,Z) alors V est homéomorphe a S™.

Démontré par Snale pour n < 5 (1961), puis par Freedman pour n = 4 (1982) et enfin par Perelman pour
n = 3 (2003).

4.5 Excision
Soit X un espace topologique, A C X, U une partie de X telle que U C A.
Théoréme 4.8. Soit U C A C X tel que U C A. Alors Uinjection (X \U, A\ U) — (X, A) induit un

isomorphisme :

H, (X \U,A\U;R) = H, (X, A; R)
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Démonstration : On pose B =X \U, alors AN B = A\ U. Il nous faut montrer que le morphisme :

Cu(B)/c,(An B) ELNyeH (0 /c.(a)

induit un isomorphisme en homologie.

Notons U = {A, B} un recouvrement de X (AU B = X car U C A). On note C,(A + B) = C¥(X) C
Cy(X). On décompose j, en

C«(B)/c,(An B) g Cu(A+ B) e, (A) ﬂ Cu(X) e, (4)

(1) induit un isomorphisme de complexe de chaines (vérification facile)
(2) induit un isomorphisme en homologie. En effet, on a un diagramme commutatif

>
>
0——Cy(A) —=C,(A+ B) ——=C:(A+B)Jc,(A) —=0

r

(4) (3)1

Y
0——C,(4) C(X) Ci(X) /e, (4) —0

(3) envoie [g] € Cx(A+ BiR)/c, (A; R) sur [o] € C+(X;R) /e, (4; R) (c’est la fléche (4) passée au quotient).
Les lignes sont exactes et on obtient des suites exactes longues :

—_— Hk(C'*(A + B,R),R) —_— Hk(c*(A+B?R)/C*(A;R);R?4> Hk_l(A;R) e Hk—l(- . )

] - |

Hy(X; R) Hy(X, A; R) Hy—1(A; R) — Hip(X — 1;1

HH}C(A,R

(4) induit un isomorphisme en homologie er par le lemme des cing, (2) induit aussi un isomorphisme
en homologie. Donc j, est un isomorphisme en homologie.

Application au calcul de I’homologie locale d’une variété
Soit V une variété topologique de dimension n > 1. L’homologie locale de V en x est 'homologie H, (V,V'\

{z}: R)
Proposition 4.3.
R sii=n

Hi(V,V\{z}; R) = {

0 sinon

Démonstration : 2 admet un voisinage W homéomorphe & D™, on prend U =V \ W.
Le théoréme d’excision donne :

Hy(D", D"\ {0}; R) = Hy(W, W\ {0}; R) = Hy(V.V \ {z}; R)
On calcule H (D™, D™\ {0}; R). On a la suite exacte longue :
Hy(D"™; R) — Hy(D", D"\ {0}; R) & Hy (D" \ {0}; R) — Hy,_,(D™; R) — Hy_,(D", D"\ {0}:R) — ...

0 sik>1

Or Hy(D™ R) =
T He (D" R) {R sik=0
Sik>1: Hy(D",D"\{0};R) 2, Hp (D" \ {0}; R) ~ Hj_1(S™""; R) est un isomorphisme. Donc

R sik=n

Hy (D™, D"\ {0}; R) = {0 sik#£n, k>1
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Sik=0:
Ho(D") — Ho(D" \ {0}) —— Ho(D", D" \ {0}) —0

R——— R
Donc Hy(D™, D™\ {0}) =0

Sik=1:0— H (D" D"\ {0} R) — Hy(D") — Hy(D"\ {0}) — 0 Donc Hy(D", D"\ {0}; R) = 0 saut
sin =1 et alors H; (D™, D"\ {0}; R) = R.

4.5.1 Homologie des complexes cellulaires

Proposition 4.4. Soitn > 1, f: S"" ! — X une application continue et notons Y = X Uy D™. Alors :
> Sik#n etk #n—1 Uinclusion X < Y induit un isomorphisme Hy(X; R) = Hy(Y; R)
> On a une suite exacte :

0= Hy(X) = Ho(Y) — Hy1 (5" 1) 22 g (X)) = Hyo (V) = 0
Démonstration : Ecrivons la suite exacte longue de la paire (Y, X) :

Hk(X) — Hk(Y) — Hk(}/, X) i} kal(X> — kal(Y) — kal(y,X)

Le morphisme (D", S 1) GA), (Y, X) induit iun isomorphisme en homologie (théoréme d’excision). Le

morphisme de paires (j, f) : (D™, 8" !) — (Y, X) induit un morphisme de suites exactes longues :

(1) b5}
H(Y) ———= Hp (Y, X) ——— Hj_1(X)

T L{T(Z) Hk—l(f)T

Hy(D") — Hy,(D", S* 1) —2L > Hy_1(S"™1) — Hy_1(D")

ot Hp(D™")=0sik >0
> Sik # n alors Hy(Y,X) =0 donc si k #n,n—1

Hi(Y, X) = Hy(X) - Hy(Y) S H_ (Y, X)

0 0
> Sik=n
0= Hy(X) = Hy(y) 220 g (sm) DD g (X)) 5 Hyo(Y) = 0

Application & I’homologie des surfaces Soit S, la surface compacte connexe orientée de genre g.

S, =~ (\/51> Uy D?
29
via f : S — \/29 St et m(f) envoie 1 € m(S!) sur alblaflbflagbg...agbgaglbgl € 771(\/2g S =
{ar,...,ag4,b1,...,by) et a;,b; sont les générateurs du m; correspondant au cercles S' du bouquet.

R pour ¢ =0
Hi(\/Sl;R): R* pouri=1
0 pour ¢ > 1
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en utilisant Mayer Vietoris. Les inclusions S* < Va, St induisent D, H;(SY; R) = Hi(\,, St R) pour
i > 0. Pour calculer H,(Sy; R), il faut déterminer

Ho(f): Ho(S") — H.(\/ S

2g

Lemme 4.19. Hy(f) est lapplication nulle

Démonstration : On a le diagramme commutatif suivant :

m1(f)
(St 1) —= m1(Va, St %)

lu
71(SY, Doy =200 (V8T )

o) !

Hy (8% R) — 11, (v 8% R)

m1(f) est & valeur dans les commutateurs de 71(\/,,,*) donc mi(f)ay = 0. Le générateur de H; (SY; R)
est dans 'image de (1) donc Hy(f) = 0.

Lemme 4.20. L’application m (S, 1) — H1(S*; R) envoie le générateur de w1(S*,1) sur un générateur du
R-module Hy(S'; R).

Démonstration : On utilise Mayer Vietoris sur la décomposition en hémisphéres de S' = Ht UH~. La
suite donne :
0— Hi(SY S HyHTNH™) % Hy(H") & Ho(H"™)
~72

Ker(¢) = [c1 — ¢2], on cherche v explicite tel que 9[y] = [e1 — ¢2]

0——=Cy{(HFNH ;R)——=C,(H";R)® Cy(H ;R) — CH(S"; R) —=0

| | |

0——=Co(H*NH ;R) ——=Co(HT;R) ® Cy(H ;R) ——= C¥(S1; R) ——=0

On pose O (ouest) un point de Cy et F (est) un point de Cy. On note 4+ I'arc orienté de £ a O et v~
celui orienté de O & E.

> v" +~7 est un cycle de C1(SY; R) (d(y" ++47)=E - E =0)

> d[yT +~7] = [O — E]. On écrit la chasse au diagramme dans le diagramme précédent :

(YHiy™) ———=T+7~

|

O—-E——>(0-E,E-0)

On a donc un générateur explicite [y";77] de Hi(S*; R). Ce générateur est dans I'image de I’application
m (St 1) — Hi(SY R) car :
> ¥T -4~ est un lacet basé en 1 = E qui est un générateur de 7 (S, 1)
> [yt -97] = [y" +~7] car le 2-simplexe o de S avec y* = (0,1),7~ =
do =~ +v7 —~T -4~ dou l'égalite.

(1,2) et vty =(0,2) vérifie

58



Proposition 4.5.

R sik=2
Hk(SQg;R) = R2g sik=1
R sik=0

Démonstration : On utilise la proposition précédente pour le calcul.

4.6 Application de I’homologie singuliére
4.6.1 Théoréme de Brouwer

Théoréme 4.9. Une application f: D™ — D™ continue admet un point fize n > 1.

Démonstration : On suppose qu’on a f : D™ — D" sans point fixe. Alors on peut construire r : D" —

Sn=1 telle que rign—1 = id en prenant r(z) = [f(z),2) N S"~!. Mais alors :

H,, _1(id
Hy (57 =7 (D Hy (57 =7
H,_1(D") =0

mais idz ne peut pas se factoriser a travers 0.

4.6.2 Théoréme d’invariance de la dimension

Théoréme 4.10. SoitU un ouvert de R™, V un ouvert de R™ et on suppose que U et V sont homéomorphes.

Alors n =m.

Démonstration : Un homéomorphisme ¢ : & — V induit une application inversible de paires (U,U \

{2}) & V,V\ {6(2)}) donc :
H@ U\ {o}) = Hi(V,V\ {6(2)})

{O sii#n {O sii#m

Z sii=n Z sii=m

donc n = m.

4.6.3 Théoréme de Jordan

0 1 n
Limite directe de R-modules Soit ... — M 2 Mt Ly a2 5 5y L5yt 5

exacte de R-modules et d’applications linéaires (pas un complexe!).

Définition 4.13. La limite directe de cette suite est le R-module thZ défini par
lim M* = @ nm'/n
ol N est le R-module engendré par les éléments f*(x) — z, Vo € M, Vi € N.

On note u’ la composée M* — B M* — lim M*
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Proposition 4.6 (Propriété universelle). Pour toute famille d’applications ¢* : M* — Q R-linéaires tel que
le diagramme suivant commute :

) £ ) fitl )
M? Mz+1 N Mz+2

¢ s
Q

1l existe un unique @ : liglMi — Q tel que pou’ = ¢, Vi :

Démonstration : en exercice.
Proposition 4.7 (description explicite de hﬂMl)
1. Vx € ligMi, Ji, Ja; € M? tel que ui(ay) =
2. Sij > i, on note it M? — M la composée Mz f—l> Mit! ﬂ Mi*2 £> M. Sio; € M*
tel que u'(oy;) = 0, alors il existe j > i tel que f7"(a;) = 0.

Démonstration : On remarque que N est le R-module engendré par les f7/(x) —x pour z € M* et i < j.

En effet, /() — a = Y125 fE(f5(a)) — f(a) avec foF(a) = a.
Pour (1),si z € ligMi, alors x est la classe de D . «;, o € M?. Soit imayx le plus grand indice dans la
somme. Alors Vi, on a fima?(q;) — a; € N donc z est représenté par I'élément :

D Y fan) s = Y0 )

€ M imax

done z € yimax (3 fimaxi(q;)).

a;

Pour (2), si o; € M* tel que u*(e;) = 0 alors donc a;=y~_ f7(B’) — B?. Soit ¢ un indice plus

o; €
grand que 7 et que les indices j apparaissant dans la somme.

FB7) = B7 = —fH9(B;) + fH7(B;) + 1(Bj) — Bi
= (f"(85) = Bj) + [T (B) — (=(F7(B;)))]

donc on peut écrire «; sous la forme :
ar = () =
finie
avec tous les indices j distincts. L’égalité a lieu dans @ M¢, donc en prenant coordonnées par coordonées :
B 7= —q
> v =0sij#1
> Y pinie /7 (v5) = —f5' (i) = 0 donc f*(a;) =0
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Théoréme 4.11. Soit X un espace topologique, Xo C X7 C ... C X,, C ... une suite croissante de
sous-espaces tels que :

1. X=UX;
2. tout ensemble K C X quasi-compact est contenu dans un X
Alors :

1. Ve € H{(X; R), il existe a« € H;(Xy; R) tel que Uinclusion X — X envoie a sur c.

2. Si o € Hi(Xy; R) est envoyé sur 0 € H;(X; R) par Uinclusion X, — X alors il existe I > k tel que
Vinclusion Xy, — X envoie o sur 0 € H;(X;; R).

En particulier Jim H;(Xy;R) = H;(X;R)

Démonstration :

1. Si [2] € Hi(X;R),z = > Noy, 0j : A" = X a image quasi-compacte donc il existe [ grand tel que
o; : A' — X; donc [z] € H;(X; R).
2. Similaire.
4.6.4 Théoréme de Jordan
On pose H;(X) = Ker[H;(X) — H;(pt)], on a alors :
H; = H;(X) sii>0
Hy®Z~ Hy(X)

Un plongement f : X — Y est une application continue injective telle que f induit un homéomorphisme sur
son image.

Remarque 4.6.1. Si X est compact et Y séparé, toute application continue X — Y est un plongement.
Proposition 4.8. Firons n > 1. Supposons que Y est un espace topologique compact qui a la propriété

swivante : Vf 1Y — S™ plongement, Vi, H;(S™ \ f(Y)) = 0. Alors Y x I posséde la méme propriété.

Démonstration :
— Par labsurde, supposons qu’il existe a € H;(S™\ f(Y x I)) # 0.
— On découpe f(Y x I), on pose :

Uy = 5™\ F(¥ x [0; )

Uy = §"\ F(¥ % [3;1)
Uy Ut = ™\ F(¥ x {3))
U NUy = 5"\ f(Y xI)
On sait que E(S" \ f(Y x {3})) = 0 donc Mayer-Vietoris montre que les injections
Jo:UoNUL — Uy Ji:UoNUy — Uy

induisent un isomorphisme :

FL(S™\ (X x 1) = FL(S™\ S % [0; 3])) & Hi(s™ \ J(Y x [351)

donc H;(jo)(e) # 0 ou H;(j1)(«) # 0. On suppose par exemple que H;(jo)(a) = a1 # 0 et on pose
Il = [0, %]
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. . k
— par découpage successifs, on trouve une suite de segments de longueur (%)
I>DLD...DI;D...

et une suite de classes a, € H;(S™ \ f(Y x I1)) # 0 telles que l'inclusion jy g+1 : Vi < Vi1 envoie ag
—_——

V=
sur g1 (Hi(Jrk+1)(ar) = oggr)
— Mais, soit x € I tel que {2} = (5o Ix- Alors : S*\ f(Y x {z}) =, Vi la donnée de la famille des

oy fournit une classe non nulle dans H(|JV;) mais 1:{7-(.5"“r1 \ f(Y x {z})) = 0 par hypothése d’ou
I’absurdité.

Corollaire 4.1. Pour tout k > 0, et tout plongement f : D — 8™, on a : Hy(S™\ f(D*)) =0 Vi
Démonstration : Par récurrence sur % :

— D% = {pt}, S™\ f({pt}) est homéomorphe & R", on a donc le cas de base.
— Pour I'hérédité, on démontre ’énoncé suivant :

Théoréme 4.12 (Jordan généralisé). Si0 <r <mn et si f:S" — S™ est un plongement alors

~ Z sii=n—r—1
Hi(S"\f(ST))—{

0 sinon

Corollaire 4.2. Sin > 2, et f : S"1 — R" est un plongement alors louvert S™ \ f(S"™1) a deux
composantes connexres par arcs.

Démonstration : (du corollaire) S™ = R™ U {oo} et on note f la composée S — R™ < R™ U {oo}. De la,
Ho(S™\ f(S™™1)) =Z et Ho(S™\ f(S™ 1)) = Z% Comme n > 2, l'inclusion R™\ f(S"71) — Sm\ f(S"~1)

induit Ho(R™\ f(S" 1)) =~ Ho(S™\ f(S" 1)) = Z2. On a donc deux composantes connexes.

Démonstration : (du théoréme)
Par récurrence sur r :

>r=0:58"\f(S° =S5\ {a,b} ~R"\ {b} a le type d’homotopie de S"~1 d’ot1 'énoncé.
> Heérédité : On découpe f(S™), S™ = D’ UD" avec D, N D" = S"~! donc :
Uy =S™\ f(DY) U-=85"\ f(DZ)
U U = ™\ F(S7) Us UL = S\ f(S™7Y)
E(S" \ f(D")) = 0Vi donc d’aprés Mayer-Vietoris, on a un isomorphisme :
i (5" £(57) 5 Hi(5™\ (57 )vi
Ho(S™\ f(57)) =0
Si on a prouvé le théoréme pour r» — 1, on en déduit ’énoncé pour 7.

4.6.5 Théoréme de ’invariance du domaine

Théoréme 4.13. Soient V,W deux variétés topologiques de méme dimension n > 1, f : V. — W une
application continue, injective. Alors f est une application ouverte.
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Démonstration :
— En prenant des ouverts de V et W homéomorphes & R™, on réduit la démonstration au cas ou V =
W =R"™. Le cas n = 1 est une application du TV I.
On suppose n > 2. Il faut montrer que VB = B(a,e) C R", f(B) ets un ouvert de R

5 Cohomologie

5.1 Définition et calculs
5.1.1 Complexes de cochaines

Définition 5.1. 1. Un complexe de cochaines de R-modules est une paire
((M")i0, (d")iz0)

ou
— M"* sont des R-modules _ _
— d': M* — M*! sont des applications R-linéaires et Vi, d**! o d¢
2. Un morphisme de cochaines f* : C* — D* est une famille d’applications f* : C* — D? telles que
do fi — fi+1 od

i+1
O+l f Ditl

!

Ci—>Di

3. On note Ch=%(R-mod) la catégorie des complexes de cochaines de R-mod.

Exemple : Soit R un anneau commutatif, (Cy,d,) un objet de Ch>(R-mod)

Définition 5.2. Soient C et D deux catégories, un foncteur contravariant est la donnée :
— Pour chaque objet X de C, un objet F(X) de D
— Pour chaque morphisme f : X — Y, un morphisme F(f): F(Y) = F(X) tel que :
1. Flidx) = idp(x)

2. F(fog)=F(f)oF(g)

Définition 5.3. Soit C* un complexe de cochaines de R-modules. On note H(C*) = Z'/B le i®™¢ R-module
de cohomologie ou

7' = Ker[d': C* — 0" c C*
Bi=Ker[d~':C""' 5 cCt
avec la convention d~! = 0, f* : C*'" — D* induit des applications R-linéaires
; H{(C*) — HY (D)
H :
{5 2

Définition 5.4. f* ¢g* : C* — D* sont homotopes s’il existe une famille h* : C* — C*~1,i > 1 (h® = 0 par
convention) telle que : ‘ .
fi—gi=h"t"od+dol
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Citl o pitl

Ci f'—g

\

C«i—l Di—l

Di

Lemme 5.1. Si f* et g* sont homotopes alors Vi, H;(f) = H;(g)

Exemple : Si fy, g« : C,, — D, sont homotopes via h alors Hompg(fs, R), Homg(gx, R) : Homg(D,, R) —
Hompg(Cy, R) sont aussi homotopes, via ’homotopie Hompg(h, R).

Définition 5.5. Une suite exacte courte de complexes de cochaines est une suite :
0 AL g Lo 0

telle que V7 la suite suivante de R-modules est exacte
0 A LB oo

Proposition 5.1. Soit 0 — C 1y B % A =5 0 une suite ezacte courte de R-modules, avec A libre. Alors la
suite sutvante est exacte :

0 — Hom(A, R) =/, Hom(B,R) —% Hom(C,R) — 0

En particulier, le foncteur Hom(—, R) transforme un complexe de chaines

Remarque 5.1.1. R=7,0 -7 =~ 7 — Zfnz, — 0

Démonstration : 0 — C %> B % A — 0 est une suite exacte courte. Alors 0 — Hom(A, R) =/,
Hom(B,R) —% Hom(C, R) — 0 est exacte. En effet, — o g est injective : Si ¢ : A — R telle que ¢pog =0

Théoréme 5.1. Si0 — A* Ly B* % C* 5 0 une suite ezacte courte, alors on a une suite exacte longue

0 — HO(A*) = H(B*) —» HO(C*) & HY(A*) = HY(B*) > ...

5.1.2 Cohomologie singuliére et outils de calcul

Définition 5.6. Soit X un espace topologique, et R un anneau
— le complexe des cochaines singuliéres est défini par :

C*(X;R) :== Homp(C+«(X; R), R)

— Version relative :
C*(X,A; R) := Homg(Cu(X, A; R), R)

— La cohomologie singulliére de X est :
H'(X;R) = H'(C*(X; R))
HY(X,A;R) = H(C*"" (X, A; R), R)
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— H' définit des foncteurs contravaraiants

H': Top — R-mod
H': P — R-mod
~~

paires d’espaces
Théoréme 5.2 (Boite a outils). 1. Si f,g: X — Y sont homotopes, alors
H'(f)=H'(g): H(Y:R) - H'(X; R)

En particulier : H'(X; R) ne dépend que du type d’homotopie de X.

2. 5i A C X on a une suite exacte longue :

0— HY(X,A;R) — H(X;R) — H(A;R) & HY (X, A;R) » HY(X;R) — ...

3. SiUCACX aveclU C ;1, alors Uinclusion (X \U, A\U) — (X, A) induit un isomorphisme :
Vi, H(X,A; R) = H(X \U,A\U;R)
4. Sild,V sont deux ouverts, avec U UV = X, alors on a une suite exacte longue :

0. _ 170/, 0y 0y
0 = HO(x; R) LU0V oy gy @ HO(v; R) LU0V o n v R) & HY(X R)

Démonstration :

L. f,g: X — Y sont homotopes impl fi,gs : Cx(X) — Ci(Y') sont homotopes = g8t O (Y) —
Cotan(X) = H'(f) = H'(9)-

2. Si A C X, on a une suite exacte courte de complexes de R-modules libres :
0— C(A) = Cu(X) = G /e, (a) = 0
d’oll en dualisant une suite exacte courte :
0—-C*"(X,A) = C*"(X)—=C*"(A) =0

d’otul la suite exacte longue.

Lemme 5.2. SiC, est un complexe de chaines de R-modules libres, qui est exact (H;(Cx) = 0,Vi > 0).
Alors Hompg(Cy; R) est exact (H® = 0Vi)

Démonstration :
— Comme 0 = 7, 5 4, Cy — 0 avec Cj libre, on peut trouver une section sq : Cyp — C7 de d,
d’olt un isomorphisme :
Co® Z1 = Ch

— On répéte la méme opération avec la suite exacte 0 — Zo —» C4 % Z, > 0. En effet, Z; est un
facteur direct de C libre ce qui est suffisant pour construire une section s; : Z; — Cy ded: C; — 73

donc
Z1 @ Zy
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Retour ¢ 3) : On a une suite exacte courte de complexes de R-modules libres :

(1) 0= CuX\U,A\U) s O (X, A) = O A o (x \u, a\w) D,
donc une suite exacte courte de complexes de cochaines de R-modules libres :
(2) 0 Homgp(D,,R) — C*(X,A) b c* (X \ U, A\ U) — 0

— (a) est un isomorphisme en homologie (on applique lexcision pour H,) donc pour la suite longue
associée a (1), H;(D,) = 0, Vi.

— Donc par le lemme H(Hompg(D,, R)),Vi

— Donc par la suite longue associée a (2), (b) induit un isomorphisme en cohomologie.

4- -

Démonstration : On a une suite excate courte de complexes de chaines de R-modules libres :

1) C¥(X) Y 0 (X) = ek (x) = 0
—_——

D,

qui induit une suite exacte courte

(2) 0 Hom(Dy,R) — C*(X;R) %% C5ta" (X:R) = 0

— (a) est un isomorphisme en homologie (on applique le théoréme des chaines U-petites) donc pour la
suite longue associée a (1), H;(D,) = 0, Vi.

— Donc par le lemme H!(Homp(Dy, R)),Vi

— Donc par la suite longue associée a (2), (b) induit un isomorphisme en cohomologie.

On pose -

H'(X; R) = H'(X; B)/o" (H' ({pt}; R))
ott ¢* : Hi({pt}, R) — H*(X; R) est 'application induite par X — {pt}. En particulier

HY(X;R)=H'(X;R) i>0H"®R — H°(X;R)
et sid UV =X, U et V des ouverts de X, on a une suite longue

0 H » HOU)® H(V) » HUNV) S HY(X)

Exemples : (de calculs)
- H'(R") = H'({pt})

Démonstration :
— C’est vrai pour SY qui est I'union disjointe de deux points
— Si c’est vrai pour S™, S"t =yt uu-

Exts

Définition 5.7. Une résolution libre d’'un R-module M est un complexe L, de R-modules libres, tel que

Hi(L,) =0Vi>0,Ho(L,) = M
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Exemple :

> R=7, Z =% 7 estune résolution libre de Z/nz. En général, on a une résolution libre :
L L
1 0

Kerlr] = L&—~Lo—">M

ol Lg est le Z-module libre engendré par les générateurs de M.
> Si R est quelconque :

Ker[r] = Ko = Ly > M
Ke’l“[ﬂ'l] =K — Iy 119 Lo

K¢ Iy d Lo

Proposition 5.2. Soit f : M — N une application R-linéaire et LM, LY des résolutions libres de M et N.
Alors :

1. Il existe un relévement . de [ au niveau des résolutions, c’est & dire : f, : LM — LN tel que
Hy (f *) =f

2. deux relévements f,, ]?* sont homotopes

Corollaire 5.1. Si L, et L', sont deux résolutions libres d’un R-module M, alors Ly et L', sont homotopi-
quement équivalentes.

Démonstration :
1. Existence de f; : Etape 0 :

>
Ho(LY) = M —— N

L} est un R-module libre et gy est surjective donc il existe une application fo tel que foqy = qus o fo

Moty
dML idN

B(J)\/l —— B(J)V
fo

> LM est libre et dV surjective donc il existe f;

> Comme (D1) commute, f1(Z7") C Z;' Mais L) et L, sont des résolutions donc N _ BN En
1 =P
itérant, on construit un morphisme de complexes :

fo:IM - LY

La commutativité de (D0) montre que Hy(f,) = f
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2. Unicité a homotopie prés :
> Si f,, f. sont deux relévements, alors g, = f, — f. est un relévementde I’application nulle. Pour
montrer (2), il suffit de montrer que g, est homotope & 0, : LM — LY

> Etape 0 : a reprendre

> Etape 1 :
Définition 5.8. Si M, N sont des R-modules, on définit
Exthy(M,N) = H (Homp(LM, N))

ou LM est une résolution libre de M.

Exemples :
> Si R =K est un corps alors

Exty = Homg (M, N)
Exti =0  i>0

En effet, le complexe LM = ... — 0 — 0 — M = L est une résolution libre de M.
> Si R est un anneau principal alors

Ext%(M,N) = Homgr(M,N)
Exth(M,N) =?
Extlhy(M,N)=0  Vi>2

En effet, on utilise une résolution libre de M de la forme L1 — Ly
> Danslecas R=7:

Emt%(z/"za Z/mZ) = Z/pgcd(m,n)Z
Exty(Z,M) =0
El’t%(z/mz, Z) = Z/mZ

Théoréme des coefficients universels Soit R un anneau commutatif, C, un complexe de chaines de
R-modules, M un R-module.

HY(Homp(Cy,M)) — Hompg(H;(Cy), M)
f:C;— M R-linéaire
fod®=0

Remarque 5.1.2. ® est bien définie
> pour f donnée, [z] = [2'] alors z = 2z’ 4+ d°x donc f(z) = f(2') + f(d°z) (car f cycle)
———

=0
> Si [f] = [g] alors f = g+ hod® ou le dernier terme est un bord de Homg(C,, M) donc f(z) =

g(2) + h(d®z) car z est un cycle
=0

Théoréme 5.3. Si R est un anneau principal, si C est un compleze de R-modules libres, alors, on a une
suite exacte courte Vi

0 — Eath(H;_1(C.), M) = H (Homp(C,, M)) 2 Homp(H;(C,), M) =0
(avec la convention H_1(Cy) =0) de plus, ® admet une section, et on a donc un isomorphisme :

H'(Hompg(C,,R)) ~ Homg(H;(C,), M) @ Ext' (H;_1(C,), M)
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Corollaire 5.2. Si (X, A) est une paire d’espaces, on a des isomorphismes :

Si K est un corps : '
H' (X, A;K) ~ Homg (H; (X, A;K))

En général : _
H'(X,A;R) ~ Ext;,(H;(X,A;Z),R) © Homz(H;(X, A;Z), R)

Exemple : On sait que

Z 1=0
Hy(RP*Z) = { %}z i=1
0 1>1
Alors
7 1=0
Hz(RP2,Z): 0 1=1
Lhz =2
0 1> 2

Zhz 1=0,1,2

HY(RP?,Z/2z :{
( f22) 0 P> 2

Démonstration : Comme C, est un complexe de R-module libres, et R est principal, les R-modules

Z;, B; et C; sont libres Vi.

Etape 1 : ® admet une section (3s tel que ® o s = Id) donc elle est surjective.

. (ol

2. une fonction f € Homp(H;(Cy), M) est une fonction f: Z; — M telle que fip, = 0. On pose

s-{ Homg(H;(C,),M) — H'(Homg(Cy, M))
' f — [f o]

Cette formule & un sens car f o est un cycle, car f orod® =0 car Im[d®] = B; et fig, =0

do

Etape 2 : Le complexe B;_1 < Z;_1 est une résolution libre de H;_1(C,) donc on a une suite exacte :
Hompg(Z;_1, M) — Homg(Bi_1, M) — Exth(H;_1(C,), M) =0

Le complexe 0 — Z; — C; i) B;_1 — 0 est un complexe exact de R-modules libres donc on a une
suite exacte courte

0— HomR(Bi_l, M) — HomR(Ci, M) — HOTTLR(Zi, M) —0
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On a un diagramme commutatif :

Hom(CH_l,M) Ext}%(Hi_l(C*),M)

_—

O-<—HomR(Zi,M)-<—HomR(Ci,M) HomR(Bi_l,M)—>0

6T X2

HomR(Ci_l, M) T> HomR(Zi_l,M) —0

ou d est la différentielle de Homp(Cy, M)

On définit )
B { Bath(Hi_y(C), M) —s Hi(Homg(C,, M))

a — [@od]

1 est bien définie : p est injective :

(God)=0<=aod=263
ﬁa:)@xl(g)

a=0
5.2 Cup produits
5.2.1 Algébres différentielles graduées
Définition 5.9. — Une R-algébre graduée est un R-module gradué
A =Pa
i>0

(les éléments de A sont dits de degré i) muni d'un produit A* x A* — A* associatif (R-bilinéaire) tel
que A'- AT C AT
— A* est graduée commutative si Va € A* Vb € A7, ab = (—1)"ba

Exemples :

1. R[z1,...,x,) out Von décréte que :
deg(H ) = Z a;d;
i=1 i=1

oud,...,d, sont des entiers positifs fixés. C’est une algébre graduée, graduée commutative si tous les
d; dont pairs.

2. Ag[z1,...,x,] Palgebre extérieure engendrée par 1, ..., x, ou lon décréte que
k
deg(/\ Ti;) = Zdij
j=1
ou dy,...,d, sont des entiers positifs fixés. C’est une algébre graduée, graduée commutative si les «;

sont impairs.
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Définition 5.10. Une R-algébre différentielle graduée est un triplet (A*,d, ) ou
1. (A*,d) est un complexe de cochaines de R-modules
2. (A*,-) est une R-algebre graduée

3. d est une dérivation c’est a dire qui vérifie
d(ab) = d(a)b+ (—1)"ad(b)
Lemme 5.3. Si (A*,d,-) ets une ADG, alors la formule :
fundefanonH(A*) x HI(A*)H™I(A*)
Démonstration :
1. Sia € Z',be Z7 alors ab € Z* car d(ab) = d(a)b+ (—1)%ad(b) = 0 donc Z* C A*

2. B* forme un idéal de Z* : Si a € Z,b € B’ alors b = dc et d(ac) = (da) c + (—1)%a_dc
¥ b
=0 =

5.2.2 Cup produit

Soit (X, A) une paire d’espaces topologiques, R un anneau commutatifs,
— Pour 0 : A™ — X on note Olleig s mei] la composée :

AR 2T A 2 x
— On définit un cup-produit :

\/'{ CH(X;R) x CY(X;R) — CFUYX;R)
' (f.9) — fvg

ou pour o : AR 5 X
(fV9)(0) = F(Oler,....en]) " 9(Tlfensarensa])

— Comme C*(X, A; R) est le R-module des fonctions f : C;(X) — R telles que f s’annule sur C;(A), le
cup produit induit

{ CH(X,A;R) x CYX,A;R) — CFU(X, A;R)
Vo
(f.9) — fvg
— Dans la suite, on note
— d la différentielle de C, (X, A; R)

— 0 la différentielle de C*(X, A; R)
— d': A" = A" Pinclusion A™ ~ 9;AnT! — AT

Proposition 5.3. (C*(X, 4;R),4,V) est une R-ADG. En particulier H*(X, A; R) = @,~o H (X, A; R) est
une R-algébre avec le produit [f]V [g] = [f V g]. -
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Démonstration : 1l suffit de vérifier que § est une dérivation. Soit f € C*(X, A; R) et g € CY(X, A; R)

[0(f Vv gllo) = (fVg)(do)

k+1+1 ) )
=Y ()(fvgeed)
=0
k ) k4+1+1 ]
= Z(_l)zfl[60,...,éi,...,ek+1]g(a|[8k+1,...,ek+l+1]) + Z (_1)lf|[80,...,ek+1}g(0-|[ek+1,...,éi,...,ek+l+1])
=0 i=k+1

D’autre part

[0(f) V gl(o)

Proposition 5.4. Si ®: (X, A) — (Y, B) est un morphisme de paires, alors
H*(®) : H*(Y, B; R) — H*(X, A; R)
est un morphisme de R-algébres.
Démonstration : Si f € CF(Y, B) et g € CY(Y, B) alors ®*(f V g) = ®*(f) V ®*(g). En effet :

(2" f) V(@*g)l(0) = (")) [er,..en]) " (PTD)(T(ersr i)
= [(®o0er,...es]) ©9(P O Tlfepiserisa])
=(fVg)(Poo)
=o*(fVg)(o)

Théoréme 5.4. L’algébre H*(X, A; R) est graduée commutative.

Démonstration : Cas ot A = @ : On définit p : C,,(X) — Cp(X) par p(0) = €,0|e,.....eo] OU 0 : A" = X

et €, = (—1)" 5

1. p est un morphisme de complexes de chaines -
2. p est homotope a l'identité : On utilise la décomposition du prisme A™ x I avec wy, . . ., w, les sommets

de A™ x {1} et vy, ..., v, les sommets de A™ x {0}. On définit

" g — Zi:o(_l)len—i(aO7T)|[v0,...,vi,ww,...,w,-]

Alors dh + hd = p — Id (par un calcul similaire a celui déja utilisé avec la décomposition du prisme)
3. p*: CH(X) = C*(X)

— est homotope & Id donc induit Id en cohomologie.

~ Si f € C*(X;R) et g € CY(X, R), alors p*(g V f) = (=1)¥p*(f) V p*(9)

Théoréme 5.5 (admis).

H*(RP",Zj2z) o~ #2202 57+ quec degx = 1
H*(CP", R) ~ Rlz]/z"*! quec degx = 2
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Exemple d’application :

Lemme 5.4 (Exercice). Soient f,g:S" "' — X continues, homotopes. X Uy D™ et X Uy, D™ sont homoto-
piquement équivalent.

On avuen TD que CP? =~ S?2Uy D* out D* est attaché via lapplication de Hopf H : S3 — S2.

homéo

Proposition 5.5. L’application de Hopf n’est pas homotopiquement triviale.

Démonstration : Par I'absurde, si H était homotope & une application constante, alors CP? aurait le
type d’homotopie de S22V S*. Or ¢ : S? v §* — S? l'inclusion naturelle induit un morphisme d’anneaux
H*(¢*) : H*(S?) — H*(S? v S*) qui est (en utilisant Mayer-Vietoris) injectif et un isomorphisme en H?Z.
Dans H*(S?), si degz = 2 alors 2 V 2z = 0 donc de méme dans H*(S? VvV §*). Or ce n’est pas le cas dans
H*(CP?) donc S? v S* et CP? n’ont pas le méme type d’homotopie.

5.3 (Co)Homologie des variétés topologiques
5.3.1 Orientation

Orientation locale

Remarque 5.3.1.
0 sii
Hi(R",R"\ {0}; R) = { A
R sii=n
f € Gl,(R) induit un H,(f) : H;(R™,R™\ {0}; R) — H;(R™,R™\ {0}; R)

Proposition 5.6. Soit f € Gl,,(R),z € H;(R",R™\ {0}; R),n > 1, alors

x si det(f) >0
H,(f)(z) = {x si det(f) <0

Démonstration : Gl,(R) = GIF(R) [ GI,, (R) o les deux composantes sont connexes par arcs. SI «y est
un chemin dans Gi, (R) entre f et g, alors :

(R'xI — R"
" { (@1) — (@)

h est une homotopies de paires entre f et g donc H,(f) = Hy,(g).
Si f € GIF (R), alors f ~ Id, donc Hy(f) = Id.
Si f € GI,;(R), alors f ~ k, ou k, est la réflexion orthogonale d’hyperplan {z; = 0}. k, induit un
morphisme de paires (R",R™\ {0}) — (R™,R™\ {0}) donc un morphisme entre suites exactes longues.
0 —— Hy(R",R"\ {0}) 2> o1 (R™\ {0}) —0
\LHﬂ(k‘n) lﬁn—l(kn)
U H,(R", R\ {0}) —— H,1(R"\ {0}) —0

Si m = 1, on calcule explicitement ﬁo(kl) = 0. Sinon n > 1, on se raméne au cas n — 1. Soit € > 0,
R\ {0} = {x, > —e} U{x, < €}. ko (ET) C E~ et k,(E~) C ET donc k,, induit un morphisme entre les
—_———— ———

B+
suites longues de Mayer-Vietoris.

73



0——= H,_1(R"\ {0}) —2= H, »(E* NE~) —=0
lflnl(kn) iﬁnz(kn)
Hy1(R™\{0}) —Z2> H, 5(E¥ NE™) —=0

et on a un diagramme commutatif : ET NE~ = R™\ {0} NR*"1x] —¢; €[, Pinclusion R*~1\ {0} — ETNE~
est une équivalence d’homotopie et kygn-1\ 0} = kn—1. Donc

H, o(EtNE~)<>— H, (R"\ {0}
f[ng(kn)i lﬁnZ(knl)

Hy o(EY N E™)<"— H,_»(R"\ {0})

donc f[n,l(k‘n) =—J]d = f[n,g(k‘n,l) = —Id et on conclut par récurrence.

Définition 5.11. Une R-orientation de R™ ets un générateur du R-module H, (R™ R™\ {0}; R).

Exemple : Si R =2%/2z il n’y a qu'une suee % orientation. -

Définition 5.12. Si V est une variété topologique réelle, une orientation

Une boule de V est un ouvert de la forme ¢~1(B) ot B est une boule ouverte de R™ et ¢ est une carte
de V. Si $71(B) est une boule et U le domaine de ¢

Hy(V|¢~1(B); R) == 1, (U|¢~(B); R) ~—

H;(R"|B; R)
Hi(¢)

R sii=n
avec H;(R"|B; R) = )
0 sinon

Siz € ¢~(B), l'application induite par I'inclusion p, s-1(py : Ho(V|¢p™ 1 (B)) = H,(V|x) est un isomor-
phisme.

Définition 5.13. Une R-orientation d’une variété V' est une famille (py)zev d’orientation locales de V
satisfaisant la condition de compabilité (¥ ).

Va € V, il existe B une boule de V, et up € H,(V|B; R) telle que Yy € B, l'application
py.5 + Ho(V|B; R) = Hy(V|y; R)

CNVOIe (LB SUT [Ly.
Une variété est R-orientable si elle admet une R-orientation.

Exemples :
1. R =Z/2z toute variété est Z/2z-orientable ((¥) est toujours satisfaite).
2.

Alors VR, V est R-orientable.
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Démonstration : On se fixe v € H,(R",R™ \ {0}; R) un générateur.

Lemme 5.5 (Exercice 28 feuille de TD 4). Soit f : R® — R"™ un C*°-difféomorphisme & jacobien
positif, avec f(0) = 0. Alors H,(f) : (R™,R™\ {0}; R) — (R",R™\ {0}; R) est égale & Id.

Vz € V, on choisit une carte x € U 25 R™. On définit 1, comme l'image de v par 'application :

n Hoy, (d’;l) excision
H,(R"|0) ——> H,U|z) ——

~

avee ¢, = ¢ — o(x).
Remarque 5.3.2. La condition de Jacobien positifs montre que u, ne dépend pas du choix de ¢.

La condition (%) est satisfaite. Soit ¢~!(B) une boule ouverte de V contenant z. On appelle 1 I'image
de v par la composée :

H,(R"(0) <= H,(R"|B) = H,(U|¢~ ' (B)) =~ Ha(V|¢~'(B))
Alors py g(pup) = pyVy € B (vérification facile).

5.3.2 Revétement d’orientation
Soit V' une variété topologique de dimension n, on pose

V ={ps | # € V et p, est une Z-orientation locale de V en z}

p: { v : v est une surjection et tout x a exactement deux antécédents.
T

B
Topologie sur V :  Les ouverts de V sont les réunions d’ouverts du type U (up) ot { pug € H,(V|B;Z)
U(pp) = {ps | € B, tto = pa,p(1p)}

Proposition 5.7. p: V =V est un revétement a 2 feuillets appelé revétement d’orientation de V.

Démonstration :
> p est continue : Si B est une boule ouverte

compléter

Proposition 5.8. Supposons V' connexe. V est Z-orientable <= p : V =V est un revétement trivial.

Corollaire 5.3. Si V est simplement connexe, V est Z-orientable.

Démonstration : (De la proposition)

= Si V est Z-orientable, Soit (i;).cy une orientation. La condition (J) assure que {p, | x € V'} est
un ouvert de V. De méme, (—jiz)zey est une orientation donc V' = {uz} [[{—pe} n'est pas connexe car
union disjointe de deux ouverts disjoints. Donc V est trivial.

<= Si V — V est un revétement trivial, on choisit un feuillet, donc une famille (u,).cy d’orientation
homeéo

locale. p: {u,} —— V donc la condition (¥) est satisfaite.

5.3.3 Classe fondamentale

Théoréme 5.6. Soit V' une variété de dimension n, K CV compact. Alors :

a) H;(V|K;R)=0sii>n

b) p: Hy(VIK; R) = [[,cx Hn(V|z; R) est injective.

c) Si (bz)zev est une R-orientation de V, il existe une unique px € H,(V|K; R) tel que p(pir) = (ta)zev
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Démonstration :
1. Preuve de a) et b)
Cas 1: V = R" K convexe compact d’intérieur non-vide. Il existe un homéomorphisme de paire
(R, R"\ K) = (R",R"™\ D")
_ x
B sup {|\| | £ € K}

(cf exo TD1)

Pour le cas K = D™, a) et b) sont faciles.

Cas 1 bis : V = R", K convexe compact. R” ~ E = Aff(K) C R™. On épaissit K dans E* ce qui
nous donne une compact convexe K’. L’inclusion (R",R™\ K’) — (R™,R™\ K) est une équivalence
d’homotopie. On est donc ramené au cas 1.

Cas 2 : Si a) et b) sont vraies pour V, K1, Ko, K1 N K5 alors elles sont vraies pour V, K; U K. En
effet par Mayer-Vietoris (Exo TD4) :

13}
Hi+1(V|K1 n KQ) —

0sii>n

compléter

Théoréme 5.7. Soit V' une variété compacte connexe de dimension n.
1. Hi(V;R)=0sii>n
2.Vrx € V,py: Hy(V; R) = H,(V|z; R) est injective.
3. On a équivalence entre :
(A) V est R-orientable
(B) Vx €V, p, est un isomorphisme
(C) H,(V;:R)~ R

Démonstration :
1. On remarque que H;(V; R) = H;(V,@; R) = H;(V|V; R) donc (1) provient du théoréme précédent (a)
avec K =V.
2. Soit z € H,(V; R) \ {0}
Vv — {0,1}
U, 0sip(2) =0
1sipg(2)#0

U, est localement constante : en effet, soit B une boule de V'

po = Ho(V) 25 H,(V|B) =5 H,(V]z)
Si pz(z) = 0 pour un x € B alors pp(z) = 0 donc p,(z) =0,Vy € B.
Or V est connexe donc ¥y est constante. D’aprés le théoréme précédent (b), on sait qu’il existe x tel
que ¥o(z) = 1 donc ¥y = 1.

3. (A) = (B) Soit (fz)zey une orientation de V. D’aprés le théoréme précédent (¢), uy € Hy (V) tel que p(uy) =
te, Vo € V. Donc VY, u,, est un générateur de H,(V|z) dans I'image de p., c’est a dire p, est
surjective.

(B) = (C) clair.
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(C) = (A) On suppose H,(V; R) ~ R. Soit py un générateur de H,(V; R). Si A € R, on pose
Vi = {x € V' | Jgun générateur de H, (V|z) tel que p; (1) = Ag}

V) est ouvert : Si z € V), soit B une boule de V' qui contient z. Vy € B :

Py,B

Py * Hn(v) @_} Hn(V|B) ‘N_% Hn(v|y)

Pour y = z, pp(pv) = Az un générateur de H, (V|B), donc Yy € B, p, g = Az un générateur de
H,(Vl]y) donc y € Vy.
Vy est fermé (car V' \ V) est une réunion de V,,, a0 # \)

V est connexe donc V) = @ ou V. Or il existe A # 0 tel que V\ # @ compléter

Définition 5.14. Soit V une variété compacte, connexe R-orientable de dimension n. Une classe fondamen-
tale de V est un générateur de H,,(V; R). On la note [V].

5.4 Dualité de Poincaré

5.4.1 Cap produit

Soit X un espace topologique, le cap produit est 'application R-bilinéaire :
ﬁ'{ Cr(X;R) x C{X;R) —> Cr—1(X;R)
: (g7 qﬁ) — oN¢p= (b(O’HeO """" e,])0|[61+1,~-’61«]
Lemme 5.6. d(oc N ¢) = (—1){(doNé— o Nép)

Corollaire 5.4. N induit une application R-bilinéaire

{Hk(X;R)le(X;R) — Hy_(X;R)
(0], [¢] —  [ondg]

Démonstration : Si o est un cycle et ¢ aussi alors 0 N ¢ en est aussi un. Si ¢ est un bord et f un cycle
alors o N f est un bord. En effet, 0 = db = d(bN f) = (—1)!(dbN ) = (=1)!(c N f). Si o est un cycle et f
un bord, ¢ N f est un bord.

5.4.2 Dualité de Poincaré

Théoréme 5.8. Soit V' une variété compacte, connexe, R-orientable de dimension n. Soit [v] € H,(V; R)
une classe fondamentale.
[v]N-: H*(V;R) = H,_(V;R)

est un isomorphisme.

Exemple : Soit R un corps, V une variété topologique, et H;(V; R) est de dimension < +o0.
Pas de cours le 12/12 et 19/12, prochain et dernier cours le 9 janvier 2013 en salle W.
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