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5 Homologie singuliére

Avant tout, voici une petite bibliographie légérement commentée, ces commen-
taires ne réflétant bien str que les goiits partiaux de I'auteur.

o Références élémentaires et pédagogiques : [GH| pour 'homologie et la cohomo-
logie singuliére (définition, vérification des axiomes, caractéristique d’Euler-
Poincaré, orientation, cup et cap produit, dualité de Poincaré) et [God| pour
la cohomologie de de Rham (définition, vérification des axiomes, inégalités de
Morses, formule de Kiinneth, dualité par la théorie de Hodge).

Le pavé : [Spal, un livre de référence, mais pas forcément d’apprentissage.

o Des références historiques : pour les amateurs de préhistoire, voir [Pon|; on
peut jeter un ceil aux chapitres fondateurs de |Poi| sur Ianalysis situs et ses
compléments, c’est bien beau; introduction de [Die2] est absolument & lire,
le reste de [Die2] est presque aussi complet que [Spal et presque aussi difficile
a lire; pour les origines de la cohomologie de de Rham, voir [DeR], pour les
fondements axiomatiques de I'homologie, voir |ES, CEJ.

e Des références pour tous les goits :

— |Vic| pour 'homologie singuliére (définition, vérification des axiomes, CW-
complexes, théoréeme des coefficients universels, formule de Kiinneth, cup et
cap produit, dualité de Poincaré, applications).

— Sont vraiment pas mal non plus [Bre, Wal].

~ Voir [FFG] pour les aspects plus homotopiques et les magnifiques dessins
ésotériques.

~ En vrac : [BT| trés complet sur la cohomologie de de Rham et de Céch;
[DNF| pour comprendre les choses de maniére géométrique, a la russe.

e Enfin, et non des moindres, je recommande particuliérement le livre [Hat|, qui
couvre le contenu de tout ce cours. Suite & un arrangement de I'auteur avec
son éditeur, il est possible de télécharger le livre a I'adresse

http ://www.math.cornell.edu/~hatcher

5.1 Un peu d’algébre homologique

On renvoie par exemple a [Spa, ES, CE| pour des compléments d’algébre homo-
logique.

Soit A un anneau commutatif unitaire. Par module, on entend module sur A.
On rappelle que les modules sur 'anneau Z sont les groupes abéliens, et les modules
sur un corps sont les espaces vectoriels. On rappelle qu'une suite finie ou infinie de
morphismes de modules

o My S M T M,
est exacte si ker f,11 =im f, pour tout n tel que f,.1 et f, sont définis.
Complexes de chaines et homologie de complexes de chaines
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Un compleze de chaines C' = (C,,d.) est une suite de modules (C)nen et de
morphismes de modules (9,41 : Cpp1 — Ch)nen tels que 9, 0 9,41 = 0 pour tout
entier n.

On posera souvent par convention C_; = 0 et Jy = 0. On notera par abus 0 = 0,
lorsque l'indice n est sous-entendu. On appelle les 9, les morphismes de bord (ou
opérateurs bords) de C.

2] 2] 2] 2] 2] 2]
Co— CL+—Cye— ... «— Cp 1 — C, — ...

Un morphisme de complexes de chaines ¢ : C'— D est une suite de morphismes
de modules (¢, : C;, — Dy, )nen telle que ¢y, © 941 = Opq1 © Gpy1 pour tout entier n,
ou autrement dit tel que le diagramme suivant commute :

P ) 2 P a
Co «— C — — Chy — C,
Lao Lo Léns Lén

P 2 2 P a
Dy «— Dy — — Dy «— D,

Si C' est un complexe de chaines, on appelle morphisme identité, et on note id :
C — C, le morphisme de complexes de chaines (id : C,, — Cy)pen. Si ¢ : C — D
et ¢ : D — E sont des morphismes de complexes de chaines, on appelle morphisme
composé, et on note o ¢ : C' — E, le morphisme de complexes de chaines (¢, 0 ¢,, :
Cn, - E,L),,EN.

Si C' est un complexe de chaines, le sous-module de C),
Z,(C) =ker(0: C,, — Cpq)
est appelé l'espace des n-cycles, le sous-module de C),
B,(C) =im(9: Cyy1 — Cy)
est appelé I'espace des n-bords, et le module quotient

[1,(C) = 2,(C)/B.(C)]

est appelé le n-éme groupe d’homologie de C'. 11 s’agit 1a de la terminologie usuelle,
Pensemble H,(C') étant bien str muni de sa structure de module sur A. Il sera aussi
noté H,.(C) lorsque I'on ne veut pas préciser la valeur de * dans N, ou parfois si 'on
considére la somme directe des H,(C'). Si ¢ est un n-cycle, on note souvent [c] son
image dans H,(C').

Ce module mesure I'obstruction d'un cycle a étre un bord (un n-cycle étant un
bord si et seulement si son image dans H,(C') est nulle), ou 'obstruction de la suite

9 9 9 9 9 i
C0<—C’1<—Cg<—...<—0n<—6’n+l<—...
a étre exacte (i.e. a vérifier ker 9, = im 9,41 pour tout n.)

Un morphisme de complexes de chaines ¢ : C' — D envoie cycles sur cycles et
bords sur bords en chaque degré, donc induit, pour tout entier n, un morphisme de
modules
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[6. : Hu(C) = H,(D) ]

Le résultat suivant donne un critére pour savoir si deux morphismes de complexes
de chaines induisent les mémes applications en homologie.

Soient ¢, : C'— D deux morphismes de complexes de chaines. Une homotopie
entre ¢ et ¢ est une suite de morphismes de modules (K, : C,, — Dji1)nen telle
que, pour tout entier n, en posant K_; = 0,

¢n — Y = 0Opy10 K, + Kp_10 an-

Le diagramme suivant n’est pas commutatif, mais il est la pour montrer dans quel
sens vont les fleches.

2]
Cha — C, — n+1
\anl s uw \Kn

P )
Dyy — D,  «—— Dun

Proposition 5.1 Soient ¢, : C — D deux morphismes de complexes de chaines.
Sl existe une homotopie entre ¢ et 1, alors

0. =1 : H(C) — H.(D).

Démonstration. Si ¢ est un cycle de C,,, alors ¢,(c) — ¥, (c) = I(K,(c)), donc les
classes [¢(c)] et [, (c)] sont égales dans H, (D). O

Suite exacte longue d’homologie

Une suite exacte (courte) de complexes de chaines est la donnée notée
0—cLpLE—o

de complexes de chaines C, D, F et de morphismes de complexes de chaines f: C' —
D, g: D — E tels que pour tout n, la suite de morphismes de modules

00—, D, 2 E —0

est exacte.

Etant données deux suites exactes de complexes de chaines, un morphisme de
suites exactes de complexes de chaines est un triplet (a,3,7) de morphismes de
complexes de chaines tel que le diagramme suivant est commutatif en tout degré n :

0— ¢ L p £ B —o
la lJ l*,'
o— ¢ L p Lom o
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On appelle morphisme identité le morphisme de suites exactes de complexes de
chaines (id, id, id). On appelle morphisme composé des morphismes de suites exactes
de complexes de chaines (o, 3,7) et (¢/,,4') le morphisme de suites exactes de
complexes de chaines (o/ o o, 3" 0 3,7" 0 7).

Théoréme 5.2 Si 0 — C —~ D %+ E — 0 est une suite evacte (courte) de
complezes de chaines, il existe une suite exacte (longue) de modules

o Hy1(E) = Hy(C) L5 H, (D) 2 Hy(E) 2 Hooo(C) — ..

telle que si («,3,7) est un morphisme de suites exactes de complexes de chaines
comme ci-dessus, alors le diagramme suivant est commutatif :
I+ g+ 5
. — H,(C) X H,D) X H(E) - H,,C) — ..
lou lﬁ* lv* la*

W H(C) I HJ(D) s HJ(E) 2 Haa(C) —
Démonstration. (1) Construisons tout d’abord le morphisme ¢ : H,,(E) — H,_1(C).
Le diagramme suivant est commutatif :

lo lo lo

0o — ¢ I b, = B — o0
Lo Lo la

0 — Cua Jb’ D, - E,n — 0
lo la la

Soit z un n-cycle de E. Il s’agit de lui associer un (n — 1)-cycle  de C' (bien défini
modulo un bord). Comme g, est surjective, il existe y € D,, tel que g,(y) = z. On
considére dy € D,,_1. Comme g, _1(dy) = g, (y) = 0z = 0, par exactitude, il existe
z € Cpy tel que f,_1(z) = dy. On pose donc

Vérifions que § est bien défini. Tout d’abord, = est bien un cycle, car
Jn—2(0x) = 0fy1(x) = 00y = 0,

et comme f, o est injective, on en déduit que dx = 0.

De plus, [x] ne dépend pas des choix du représentant z de [z] et des éléments y, «
comme ci-dessus. En effet, si (2,9, 2’) est un autre choix, alors comme [2'] = [z], on
az —z=02"avec 2" € E, 1. Soit y" € D, 11 tel que 2" = g,41(y"), qui existe par
surjectivité de g,+1. Alors

gy —y—0y") =72 —2-0"=0,
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donc par exactitude, il existe 2” € C,, tel que y' —y — 9y” = f,,(2"). Comme
foor(@ — 2 —02") =0y — Oy — Of(2") = 00y" =0,
par injectivité de f,_1, on a 2/ = x + 92", donc [2'] = [z].

(2) Vérifions l'exactitude au niveau de H,(D).

Comme g, o fu = (go f)s =0,0onaim f, C ker g,.

Réciproquement, soit [y] € ker g.. Comme 0 = g¢.([y]) = [ga(v)], il existe
2 € E,y1 tel que g,(y) = 0z. Par surjectivité de g,41, il existe y' € D,41 tel que
2 = gpt1(y). Comme g,(y — dy') = 0, par exactitude, il existe =z € C,, tel que
y— 0y = fu(z). De plus, z est un cycle, car

fu1(0x) = Ofu(x) = Oy — 00y =0
car y est un cycle. Enfin, f.([z]) = [f.(z)] = [y], donc [y] € im f..

(3) Vérifions I'exactitude au niveau de H,(E).

Montrons que im g, C ker ¢. Si y est un n-cycle de D, par construction de ¢, on
a d([gn(y)]) = [2] ou f—1(x) = Jy. Comme y est un cycle et f,_; est injective, on a
donc d o g, = 0, ce qui prouve le résultat.

Réciproquement, montrons que ker 6 C im g,. Soit z un n-cycle de E tel que
d([z]) = 0. Par construction, il existe y € D, et € C,_ tels que z = g,(y)
et foo1(z) = dy et [x] = d([z]) = 0. Soit 2/ € C, tel que x = 9d2’. On pose
Yy =y — fu(2'), qui est un n-cycle de D. Alors g,(y') = z, donc ¢.([y']) = [2], ce qui
montre le résultat.

Les autres vérifications sont laissées en exercice. O

Caractéristique d’Euler-Poincaré d’un complexe de chaines

Dans cette partie, on suppose que A est un corps. Soit C' un complexe de chaines.
On note f la dimension sur A de Iespace vectoriel H(C'), qui s’appelle le k-éme
nombre de Betti de C. Si les ) sont finis pour tout k et nuls pour k assez grand,
alors on pose

MO = S (-1 4,

keN
que l'on appelle la caractéristique d’Euler-Poincaré de C'.

Proposition 5.3 Si C' est complexe de chaines, si la dimension vy de ’espace vec-
toriel Cy, est finie pour tout k et nulle pour k assez grand, alors

X(©O) = (=)

keN
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Démonstration. En posant Z;, = Z,(C) et By = Bi(C'), comme 7y, = dim By_1 +
dim Zy., les hypotheses entrainent que 3, = dim Zj, — dim By, est fini, et nul pour
k assez grand. En particulier x(C') est bien définie. Comme ), — vy, = —(dim By, +
dim By_1), une sommation alternée donne le résultat. O

Complexes de cochaines, cohomologie, suite exacte longue de cohomologie

Un complexe de cochaines C' = (C*,9%) est une suite de modules (C"),en et de
morphismes de modules (9" : C" — C™*1), oy tels que "o d™ = 0 pour tout entier
n. Les 0" sont appelés morphismes de cobord (ou différentielles), et notés 9 quand
n est sous-entendu. On pose par convention C~' =0 et 9~! = 0.

ol N ot N o2 o, 9 on N o+l o,

On définit de méme

e un morphisme de complexes de cochaines [ : C' — D, qui est une suite de
morphismes de modules (f™ : C™ — D"),en tels que f"1od" = 9" o f pour
tout entier n;

o lespace des n-cocycles Z™(C) = ker(d : C" — C™1), I'espace des n-cobords
B"(C) = im(d : C"' — C™), le n-éme groupe de cohomologie de C' (qui est
un module) H*(C) = Z"(C)/B™"(C);

e lapplication f*: H"(C') — H"(D) induite en cohomologie par un morphisme

de complexes de cochaines f : C' — D (avec f*([z]) = [f™(2)] si z est un

n-cocycle de D) ;

une homotopie entre complexes de cochaines;

la caractéristique d’Euler-Poincaré d’'un complexes de cochaines ;

une suite exacte courte de complexes de cochaines ;

un morphisme de suites exactes courtes de complexes de cochaines

la suite exacte longue de cohomologie associée a une suite exacte courte de

complexes de cochaines (dont 1'énoncé précis suit).

Théoréme 5.4 Si 0 — C 5 D %5 B — 0 est une suite evacte courte de
complexes de cochaines, il existe une suite exacte longue de modules
. — HY(E) -2 gy LS (D) 2 HY(E) <5 HYNC) —

telle que si (v, B,7) est un morphisme de suites exactes de complezes de cochaines,
alors le diagramme suivant est commutatif :

.— () L D) L HYE) S HYY(C) —

l a* l B l Yo l e

W Hvey Somvy L omvEy S g — L. O

Catégories et foncteurs
Une catégorie est la donnée
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1. d’une collection d’ensembles (appelés objets),

2. pour tout couple d’objets (X,Y") d’un ensemble Mor(X,Y") (dont les éléments
sont appelés les morphismes),

3. pour tout triplet d’objets (X,Y, Z) d’une application
Mor(X,Y) x Mor(Y, Z) — Mor(X, Z)

appelée composition et notée (f,g) — go f,
vérifiant les propriétés suivantes :
a) associativité : ho (go f) = (hog)o f pour tous f,g,h,
by existence d’éléments neutres : pour tout objet X, il existe un élément iy dans
hom(X, X) tel queixo f = fet foiy = [ pour tout f.

Un tel élément neutre iy est unique. Un morphisme f € Mor(X,Y) est appelé
un isomorphisme s’il existe un morphisme g € Mor(Y, X) tel que go f = idx et
fog = idy. Un isomorphisme d’un objet X dans lui-méme est appelé un autorphisme.
Deux objets sont isomorphes 8'il existe un isomorphisme entre eux. « Etre isomorphe
a» est une relation d’équivalence sur tout ensemble d’objets d’'une catégorie.

On donne ci-dessous une liste d’exemples, dont de nombreux sont construits dans
ce cours, en ne précisant pas la composition si elle est évidente, et en laissant les
vérifications des propriétés a), b) au lecteur.

Exemples :

e la catégorie dont les objets sont les ensembles, les morphismes sont les appli-
cations, et la composition est la composition des applications;
la catégorie des groupes et des morphismes de groupes;
la catégorie des modules (sur un anneau fixé) et des morphismes de modules;
la catégorie des espaces topologiques et des applications continues;
la catégorie des groupes topologiques et des morphismes continus de groupes
la catégorie des CW-complexes et des applications cellulaires ;
la catégorie des paires d’espaces topologiques (X, A) (avec X un espace to-
pologique et A un sous-espace de X) et des applications continues de paires
f:(X,A) — (Y, B) (avec f: X — Y continue telle que f(A) C B);
e la catégorie des revétements d'un espace topologique donné B et des mor-

phismes de revétements au-dessus de B

e la catégorie des revétements et des morphismes de revétements ;

e la catégorie des complexes de chaines et des morphismes de complexes de
chaines ;

e la catégorie des complexes de cochaines et des morphismes de complexes de
cochaines ;

e la catégorie des suites exactes courtes de complexes de chaines et des mor-
phismes de suites exactes courtes de complexes de chaines.

Si €, 2 sont deux catégories, un foncteur covariant de € dans 2 est la donnée
pour tout objet X de ¢ d'un objet F(X) de 2, et pour tout morphisme f €
Mor(X,Y) de ¢ d’un morphisme F(f) € Mor(F(X), F(Y)) de 2 tels que
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1. F(ix) =ipx),
2. F(go f) = I'(g) o F'(f) pour tous f, g.

Un foncteur contravariant est la donnée pour tout objet X de € d’un objet F(X)
de Z, et pour tout morphisme f € Mor(X,Y) de 4 d’un morphisme F(f) €
Mor(F(Y), F(X)) de 2 tels que

1. Flix) = ipw),
2. F(go f)=F(f)o F(g) pour tous f,g.

Exemple.

e le foncteur (covariant) “groupe fondamental”, de la catégorie des espaces topo-
logiques pointés dans la catégorie des groupes;
les foncteurs (covariants) “cone” et “suspension” de la catégorie des espaces
topologiques dans elle-méme (voir 'appendice, fin de la partie A.2);
le foncteur (covariant) “homologie” de la catégorie des complexes de chaines
dans la catégorie des suites de modules sur un anneau A donné (ou dans la
catégorie des modules gradués sur A);
le foncteur (covariant) de la catégorie des suites exactes courtes de complexes
de chaines dans celle des suites exactes longues de modules (voir le théoréme
5.2);
le foncteur (covariant) “cohomologie” de la catégorie des complexes de co-
chaines dans la catégorie des suites de modules sur un anneau A donné (ou
dans la catégorie des modules gradués) ;
le foncteur (covariant) de la catégorie des suites exactes courtes de complexes
de cochaines dans celle des suites exactes longues de modules (voir le théoréme
5.4).

On termine cette partie sur des éléments d’algébre homologique par un exercice
d’algebre linéaire.

Exercice E.51 (Lemme des cing) On considéere le diagramme commutatif sui-
vant de modules, dont les fleches sont des morphismes de modules, et dont les lignes
sont exactes :

A — B — C — D — FE

! ! 1 ! !

A — B — ¢ — D — F

Si les premiére, seconde, quatriéme et cinquiéme fleches verticales sont des isomor-
phismes, alors la troisiéme aussi.
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5.2 Construction et propriétés axiomatiques de I’homologie
singuliére

On fixe un anneau commutatif unitaire A, appelé anneau des coefficients. On note
comme d’habitude 0 son élément nul, 1 son élément neutre et —z I'opposé de 1'élé-
ment z. Par module, on entend module sur 'anneau A. Si A = Z, les modules sont les
groupes abéliens, et les morphismes de modules les morphismes de groupes abéliens.
Pour des raisons profondes (le théoréme des coefficients universels), 'exemple A = Z
est fondamental. C’est pour cela, et pour des raisons historiques, qu’on emploie la
terminologie de “groupe d’homologie” au lieu de “module d’homologie”.

Chaines singuliéres

Pour p dans N, le p-simplexe standard (ordonné¢) A, est 'enveloppe convexe affine
dans RP™! des vecteurs de la base canonique (e, ey, ..., €,) :

Ay ={(to, - ;) ERPTN : ;>0 et Y t;=1}

t
€] Al
A()
—t
0 €y = 1 €y

Si X est un espace topologique, un p-simplexe singulier de X est une application
continue

oA, — X
Les 0-simplexes singuliers s’identifient aux points de X, et les 1-simplexes singuliers
aux chemins dans X (en utilisant I'unique application affine de [0, 1] sur Ay envoyant
0€[0,1] sur eg = (1,0) € Ay, qui est t — (1 —¢,1)).
On note Cp(X) = C,(X, A) le module libre de base I'ensemble des p-simplexes
singuliers de X. Un élément de C,(X) s’appelle une p-chaine singuliére (ou chaine

singuliére), a coefficients dans A, lorsque I'on veut préciser 'anneau des coefficients.

Elle est de la forme .

E n;o;

i=1
avec k € N, g; des p-simplexes singuliers et n; € A.

Si o est un p-simplexe singulier avec p > 1 et ¢ un entier avec 0 < i < p, la i-éme
face de o est le (p — 1)-simplexe singulier d;0 défini par

0i0(to, ... tp—1) = 0 (to, o tim1, 0,5, oo tp_1).
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Donc 0o est la composée de o et de I'unique application affine A,_; — A, qui
envoie sommet sur sommet en préservant 'ordre et en omettant le i-éme sommet.

oler)
X )

oo

Le bord 0o d’un p-simplexe singulier est la (p — 1)-chaine singuliére
L .
0o = (=1)'d0 € Cpa(X).
i=0

Par linéarité, I'ensemble des p-simplexes singuliers étant une base de C},(X), ceci
définit un morphisme de groupes, appelé morphisme de bord

9:Cy(X) — Oy (X))

Il n’y a pas de (—1)-simplexe singulier, donc C_;(X) = {0} et 9 : Cpo(X) —
C_1(X) est Iapplication nulle.

Lemme 5.5
dod=0.

L’idée derriére le calcul suivant est que si Fi, Fy sont

deux faces distinctes de codimension 1 de ,, dont les

sommets sont ordonnés par l'ordre induit sur les som-

mets de A, alors Fy, I, se rencontrent en une face Fj

de codimension 2, et les ordres induits sur les sommets » P
de Fy par ceux de Fy, Fy ont des signatures opposées. 7 7 ’

0

Démonstration. Il suffit de montrer que d(dc) = 0 pour tout p-simplexe o. Si o
est un p-simplexe, et j < i, alors on vérifie que

0;0,0 = 0;110;0 : (to, ..., ty—s) = 0 (to, o tj—1,0, 85, . i1, 0,5, o o)

Donc
»

9(00) = Y (~1)0(010) = Y (~1)' 3 (~17,(00) =

i=0 i=0 7=0
S (=)o) + > (~1) 000
0<j<i<p 0<i<j<p—1
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et le changement d’indice ¢ = j, 7" = ¢ — 1 dans la premiéme somme montre que

d0(0o) = 0. O

On obtient donc un complexe de chaines, appelé compleze de chaines singuliéres
(& coefficients dans A)

Co(X) <& oy(x) <& Lo (X)L oux) &

Ses n-cycles sont appelés les n-cycles singuliers de X (a coefficients dans A), et leur
ensemble est noté

Zn(X) = Zo(X, A) = ker{D : Co(X) — Cpy(X)} .

Ses n-bords sont appelés les n-bords singuliers de X (a coefficients dans A), et leur
ensemble est noté

B, (X) = Bu(X,A) =im{0 : C,,11(X) — C(X)} .
Son n-éme groupe d’homologie, qui est un module, s’appelle le n-éme groupe d’homologie

singuliere de X a coefficients dans A, et est noté H,(X), ou H,(X,A) lorsque 'on
veut préciser les coefficients, bien souvent A = Z.

’HH(X) = Hn(X: A) = Z,L(X)/Bn(X)|

Fonctorialité de I’homologie singuliére

Sif: X — Y est une application continue, et o un n-simplexe singulier de X,
alors f oo est un n-simplexe singulier de Y. Considérons le morphisme de modules
fo: Cu(X) — C,(Y) défini par linéarité par f,(c) = foo pour tout n-simplexe sin-
gulier o. Il vérifie, sur les n-simplexes singuliers de X, donc sur C,,(X) par linéarite,

do fn=fn100.

Donc (fy)nen est un morphisme de complexes de chaines du complexes de chaines
singuliéres de X dans celui de Y. On vérifie que id,, = id et (f o g),, = fn © g, pour
tout n, donc on obtient un foncteur de la catégorie des espaces topologiques dans la
catégorie des complexes de chaines.

L’application continue f : X — Y induit donc, pour tout n, un morphisme de
modules

o Hy(X) = Hy (V)]

Par composition de foncteurs, H,(-) est donc un foncteur de la catégorie des
espaces topologiques dans la catégorie des modules (i.e. des groupes abéliens si
A =17), car

id.=id et (gof).=g.of..
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Premiers calculs d’homologie

Exemple. Homologie de I'espace réduit & un point X = {x}.

Pour tout p > 0, il y a un et un seul p-simplexe singulier o, : A, — X (I'appli-
cation constante). De plus, pour p > 0, on a 0,0, = 0,1, donc

14 . . .
; 0 si p impair
_ _1\¢ —
0oy = <Z( 1) > Tp-1 { Op—1  sinon

i=0
Le complexe de chaines singuliéres est donc

0

AOAsz 0 id

AL AL A

Par conséquent,

H,({z},A) = { 10% sin=0

sinon

Proposition 5.6 Si X est un espace topologique conneze par arcs et non vide, alors
Hy(X,A)~A.

De plus, pour tout point v de X, sa classe d’homologie [x] est un générateur de

Hy(X,A).

Démonstration. On rappelle que 1'on a identifié les 0-simplexes de X aux points de
X. Le module Cy(X) est le module libre engendré par les points de X. On consideére
I'unique morphisme de modules

¢:Co(X) — A

valant 1 sur chaque point de X, donc qui a Zfzo n;x; avec x; € X,n; € A associe
¥, ni. Le morphisme ¢ est surjectif car X est non vide.

Montrons qu'une 0-chaine singuliére ¢ est un bord si et seulement si ¢(c) est nul.

Si o est un 1-simplexe singulier, identifi¢ avec un chemin de [0, 1] dans X, alors
do = o(1) — ¢(0). Donc ¢ est nulle sur les bords de simplexes singuliers, et par
linéarité, ¢ est nulle sur les bords.

Réciproquement, si ¢ = Y n;x; vérifie ¢(c) = 0, soit o,, un chemin (continu) de
y & x; pour y un point fixé de X. Alors

c= Zn,xl — (Z n;)y = Z ni(x; —y) = Znﬁal., =0 (Z nlrri) ,
donc ¢ est un bord. Comme
Ho(X) = Co(X)/Bo(X),

le morphisme de modules ¢ induit donc un isomorphisme de Hy(X) sur A. O
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Exercice E.52 Si X est un espace topologique et (X,)aer est la famille de ses
composantes connexes par arcs, montrer que, pour tout n € N,

Hy (X, A) ~ @D Ha(Xa, A) .
ael
En particulier, Hy(X,Z) est le groupe abélien libre engendré par les composantes
connexes par arcs de X.

Le seul espace dont on sait vraiment calculer I'homologie pour 'instant est 'es-
pace réduit a un point. L'un des buts du chapitre qui suit est de montrer que 'on
peut calculer 'homologie des espaces contractiles.

Invariance homotopique

On déduit des propriétés fonctorielles que les groupes d’homologie singuliére sont
des invariants topologiques, i.e. que si f : X — Y est un homéomorphisme, alors
fo: Hy(X) — H,(Y') est un isomorphisme de modules pour tout n.

La proposition impliquera que ce sont aussi des invariants homotopiques, i.e. que
si f: X — Y est une équivalence d’homotopie, alors f, : H,(X) — H,(Y) est un
isomorphisme de modules.

Proposition 5.7 Si f,g: X — Y sont homotopes, alors f. = g. : Hy(X) — H,(Y)
pour tout n.

Démonstration. Soient ¢ : X — X x [0,1] et ¢/ : X — X x [0, 1] définis par
t:x (x,0) et v 2~ (z,1). Si h est une homotopie entre f et g, alors f = hot
et g = ho(. Par fonctorialité, il suffit donc de montrer que ¢, = (..

D’aprés la partie d’algébre homologique 5.1, il suffit de construire une homotopie
(Kp)pen entre (p)pen et (1,)pen, c'est-a-dire une suite de morphismes de modules
(K : Cp(X) = Cpya (X x [0, 1]))pen telle que 9 o K, + K, 1 00 = 1, — ¢, pour tout
p (en convenant que K_; =

Cpa(X) & Cyp(X)
N N

GX x[0.1) > Gpua(X x [0,1)
Par linéarité, il suffit de construire [, sur les p-simplexes singuliers, et de vérifier
I'égalité sur ceux-ci.
Soit ¢ : A, — X un p-simplexe singulier.
Remarque. On a une application continue

, [0.1]
o xid: A, x[0,1] - X x [0,1] .

On va décomposer le prisme A, x [0,1] en
(p + 1)-simplexes. Par exemple, on décom-
pose Ay x [0,1] en trois tétracdres de som-
mets (0,0,1,2),(0,1,1',2), (0,1,2,2").
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Notations : Pour w,...,2, dans RY, on note ((z,...,x,)) I'unique application
affine de A, dans R envoyant e, sur z;, pour 0 < k < p. On note (Yo, ..., Gjs - » Yn)
la suite obtenue a partir d’une suite (yo, ..., y,) en omettant le terme y;.

Si e, ..., e, sont les sommets de A,, on note ar = (ex,0),by = (e, 1) pour
0 < k < p les sommets du prisme A, x [0, 1].

On pose alors

p

Ey(0) = Y (~1)(0 x id) o ((ag, ... @i, by ., b,)) € Cpya(X % [0,1).

i=0
Pour vérifier la propriété d’homotopie de (K})pen, on calcule
L N
Do Ky(o) =0 <Z(1)1(a x id) o ((ag, ..., az, b, ... ,br,))> =

=0

D> (=) (o x id) o ((ag, -, Gy ., @i, biy oo, by))—

J<i
D) (o xid) o (ag, - @i biy e, bjy e, b)) -
Jjzi
De méme
P ) R
Kpi100(0) =K (Z(l)-’a o ((eq..., €, ... ,e,,))) =
=0
ST (=)™ (o x id) o ((ag, -, ai, bi, o, by, .. b)) —
i<j
> (1) (o x id) o ((ag, -.-
j=i
Donc
(0o Kp+ Kpy100)(0) =
P P
> (o xid) o ((ag, -, @i, biy o b)) = Y (0 x id) © ((ag, ..., @i, bis1, ., b))
i=0 =0
= (o xid) o ((by, ..., by)) — (0 x id) o ((ag, ... ,a,)) =too — i o0,
ce qui montre le résultat. O

Si deux espaces topologiques X, Y ont le méme type d’homotopie, il existe f :
X —- Yetg:Y — X continues telles que f o g est homotope a I'application
identique de X et g o f est homotope a 'application identique de Y. Le résultat
suivant découle alors du précédent par fonctorialité.

Corollaire 5.8 Deux espaces topologiques ayant méme type d’homotopie ont leurs
groupes d’homologie singuliere isomorphes.
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Démonstration. Si f: X — Y et g:Y — X sont deux applications continues,
telles que f o g est homotope a I'application identique de X et g o f est homotope
a Papplication identique de Y, alors par fonctorialité, f. : H,(X) — H,(Y) est un
isomorphisme, car il admet g, pour inverse. O

Comme les espaces contractiles ont méme type d’homotopie que le point, on a
aussi, par le calcul de 'homologie du point ci-dessus :

Corollaire 5.9 Si X est un espace contractile, alors

Hn(X,A):{A sin=0 O

0 sinon

Nous savons donc calculer I'homologie des espaces contractiles. Mais il existe
des espaces intéressants non contractiles. La plupart d’entre eux, comme les CW-
complexes, sont tout de méme localement contractiles. Pour calculer I'homologie
d’un espace topologique X muni d’un recouvrement % = (U;);e; par ouverts contrac-
tiles, nous allons développer plusieurs outils. Le théoréme des petites chaines est
Poutil qui permet de ne regarder que les simplexes singuliers dont les images sont
contenues dans 'un des U;. La suite exacte longue d’homotopie relative permet de
calculer ’homologie de X a partir de ’homologie d'une partie A de X et de ’homo-
logie relative de X par rapport a A. Le théoreme d’excision permet (essentiellement)
dans le calcul de 'homologie relative de X par rapport & A d’oublier I'intérieur de A.
Enfin, la suite exacte longue de Mayer-Vietoris est le moyen de calculer I’homologie
de la réunion de deux ouverts de X en fonction de I'homologie de chacun des ces
deux ouverts, et de 'homologie de I'intersection.

Homologie relative

Une paire d’espaces topologiques est un couple (X,Y") avec X un espace topo-
logique et Y un sous-espace de X. Un morphisme de paires d’espaces topologiques
(X,Y) — (X', Y’) est une application continue f : X — X’ telle que f(Y) C Y.
Deux morphismes de paires f,g : (X,Y) — (X', Y’) sont homotopes sl existe
une homotopie h : X x I — X' entre f : X — Y et g : X — Y telle que
MY x I) C Y’ Deux paires d’espaces topologiques (X,Y), (X",Y”) ont méme type
d’homotopie de paires s'il existe des morphismes de paires f: (X,Y) — (X, Y”) et
g:(X")Y') = (X,Y) tels que f o g est homotope aid : (X" Y') — (X', Y') et go f
est homotope a id : (X,Y) — (X,Y).

Les paires d’espaces topologiques et leurs morphismes (avec la composition des
applications) forment une catégorie. On identifie X et (X,0). Si f : (X,Y) —
(X',Y’) est un morphisme de paires, on note aussi f : X — X' et f:Y — Y’ les
applications induites.

Soit (X,Y’) une paire d’espaces topologiques. Le module C,(Y’) s’identifie avec le
sous-module de Cp,(X) de base I'ensemble des p-simplexes singuliers de X a valeurs
dans Y. Clairement, le bord 0 : C,(X) — C,,—1(X) envoie alors C,(Y") dans C,_1(Y).
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De plus, si f: (X,Y) — (X',Y’) est un morphisme de paires, alors f, : Cp(X) —
Cp(X") envoie Cp(Y') dans Cy(Y”).
Le complexe de chaines singuliéres relatives de (X,Y) est le complexe de chaines
de modules
Go(X,Y) = Gp(X, Y A) = CP(X)/CP(Y)

et de morphismes de bord
0:Cy(X,Y) = Cpa(X,Y)

le morphisme quotient de 0 : Cp(X) — C,_1(X). Le n-éme groupe d’homologie de
ce complexe de chaines (qui est un module) est appelé n-éme groupe d’homologie
singuliere relative de la paire (X,Y") a coefficients dans A, et noté

Hy(X,Y) = Hy(X, Y5 A) .

Exercice E.53 Si Z,(X,Y) = {0 € C\,(X) | 9o € C,_1(Y)}, montrer que H,(X,Y
est isomorphe & Z,(X,Y)/(By(X) 4+ Cp(Y)).

Un morphisme de paires f : (X,Y) — (X’,Y”) induit par passage au quotient
un morphisme de complexes de chaines f, : Cp(X,Y) — C,(X',Y”). Donc, par les
rappels d’algébre homologique, f induit un morphisme de modules

fot Ho(X,Y) — Hy (X', V)

L’identification X = (X,0) induit une identification C,(X) = C,(X,0) pour
tout p € N. Si j : (X,0) — (X,Y) est I'inclusion, alors le morphisme induit j, :
Cp(X,0) — Cp(X,Y) s'identifie avec la projection canonique Cp(X) — Cp(X,Y).

Dong, si (X,Y) est une paire d’espaces topologiques, et i : Y — X et j : (X,0) —
(X,Y) sont les inclusions, alors

0 — (V) =5 Cu(X) 25 CU(X,Y) — 0
est, par construction, une suite exacte courte de complexes de chaines.

Théoréme 5.10 (Suite exacte longue d’homologie singuliére relative) Pour
toute paire d’espaces topologiques (X,Y'), il existe pour tout n dans N un morphisme
de modules

0: Hy(X,Y) — H,1(Y)

tels que

1. pour tout morphisme de paires f: (X,Y) — (X',Y"), on a

50f*:f*0(5,
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2.511:Y > Xetj: X =(X,0)— (X,Y) sont les inclusions, alors la suite de
modules et de morphismes de modules

5 i o 5
o Hop (X,Y) =5 Ho(Y) 5 Hy(X) 25 Hy(X,Y) =5 Hy g (V) —
est exacte.

Démonstration. Ceci découle immédiatement du théoréme 5.2 appliqué a la suite

exacte 0 — C,(Y) - C,(X) 25 CL(X,Y) — 0. ]

Corollaire 5.11 Si X est un espace topologique connexe par arcs, et si'Y est non
vide, alors

Hy(X,Y;A) ~0.
Démonstration. Le théoréme précédent fournit une suite exacte
Ho(Y') — Ho(X) — Ho(X,Y) — 0
et les hypothéses impliquent que Ho(Y) — Hy(X) est surjective. O
Exemple. Les groupes d’homologies relatives de la paire (B, 11, S,,) pour tout n € N

satisfont :
Hp—l(SnvA) sl p Z 2

0 sip=1,n=>1
Hyp(Bni1,Sni A) = 4y sip=1,n=0
0 sip=20

En effet, si k > 1, alors il existe une suite exacte
Hyi(Bryr) — Hipi(Boi1, Sn) — Hi(S,) — Hip(Bnya),
et Hyi1(Byi1) et Hy(B,1) sont nuls. De plus, la suite
Hy(By1) — Hi(Bpi1,Sn) — Ho(S,) — Ho(Bi1)

est exacte, Hy(B,41) est nul, et Hy(S,) — Ho(B,,+1) est un isomorphisme si n > 1
et est de noyau isomorphe a A si n = 0.

La proposition suivante dit que ’homologie relative est un invariant d’homotopie
de paires d’espaces topologiques.

Proposition 5.12 Si f,g : (X,Y) — (X',Y’) sont des morphismes de paires qui
sont homotopes, alors

fe=g.: Hn(X‘Y) - Hn(ley/) .

Deux paires d’espaces topologiques qui ont méme type d’homotopie de paires ont
leurs homologies relatives isomorphes : si [ : (X,Y) — (X', Y') est une équivalence
d’homotopie de paires, alors f.: H,(X,Y) — H,(X',Y') est un isomorphisme pour
tout n € N.
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Démonstration. L'homotopie (K,),en entre (1,)pen et (1,)pen construite dans la
preuve de la proposition 5.7 passe au quotient. La seconde assertion se montre alors
comme dans le cas des espaces topologiques (voir corollaire 5.8). O

Théoréme des petites chaines

Soit X un espace topologique et % = {U;}ics une famille de parties de X dont
les intérieurs recouvrent X : .
x=u .

icl

On construit un complexe de chaines, appelé complexe des chaines % -petites, de
la maniére suivante. Pour tout p € N, le module C,(%) est le sous-module (libre)
de C,(X) engendré par les p-simplexes singuliers d’image contenue dans 1'un des
U;. Le morphisme de bord 9 : Cp(%) — Cp_1(%) est la restriction du morphisme
0 : Cp(X) — Cp_1(X), qui envoie bien chaines % -petites sur chaines % -petites. On
note H, (%) le n-éme groupe d’homologie du complexe des chaines % -petites, pour
tout n € N.

La suite des inclusions (Cp(% ) — Cp(X))pen est un morphisme de complexes de
chaines.

Théoréme 5.13 (Théoréme des petites chaines) Ce morphisme de complexes
de chaines induit un isomorphisme en homologie : pour tout n € N,

H, (%) ~ Hy(X) .

Démonstration. L’idée est de construire un opérateur qui transforme une p-chaine
en une p-chaine % -petite, par subdivisions barycentriques des p-simplexes stan-
dards.

On va définir un morphisme de complexes de chaines (Sd = Sd,, : Cp(X) —
Cp(X))pen, appelé opérateur de subdivision, qui est fonctoriel, ie. si f: X — Y est
une application continue, alors le diagramme

Sd
Cp(X) — Cp(X)
lfp lfzu

Sd

C(Y) — G(Y)

est commutatif, pour tout p € N.

Exemple. Si ¢ est un 1-simplexe singulier, alors on pose Sd(c) = co ((eg, 1)) +co
((eo1,€0)), avec egr le milieu de A;.

€p €01 €] C
T /\/y/\/\/
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Si ¢ est un 2-simplexe singulier, alors on pose

Sd(C) = Co ((8075017 €012>) —cCco ((617601&012)) +co ((81,61276012))
—co ((62-, €12, 6012)) +co ((627 €02, 6012)) —co ((607 €02, 6012))

avec les notations du dessin ci-dessous.

€2
€02 €12 C
— T
€0 €01 €1
On rappelle que eg, ey, ..., €, sont les sommets du p-simplexe standard A,,, et que,

pour o, ... , T, dans RY, on note ((xo, ... ,p)) 'unique application affine de A, dans
RY envoyant e, sur x; pour 0 < k < p. Si s est une partie de {0, 1,...,p}, on note
bs le barycentre des points {¢; : i € s}.

Soit & un élément du groupe symétrique .%,+1 des bijections de {0,1,...,p}. On
note e(a) € {£1} la signature de . On considére le p-simplexe singulier 3, : A, —

»
Fa = ((ba@)} ba@.a(}s s ba©),a(1),..a@)})) -

On pose, pour tout p-simplexe singulier ¢,

Sd(c) = Z e(a) cof, .

Q€S pt1

En prolongeant par linéarité, on obtient un morphisme de modules Sd : C,(X) —
Cp(X).

On vérifie que 0 o Sd = Sd o 0 et que Sdo f, = f, o Sd pour toute application
continue f.

On montre maintenant que les morphismes de complexes de chaines id et Sd
sont fonctoriellement homotopes, i.e. qu’il existe, pour tout p € N, un morphisme
de modules T' = T}, : Cp(X) — Cpit(X) tels que (avec T_y @ C_y(X) — Co(X)
Papplication forcément nulle),

1. (homotopie) 0o T, + T,y 00 = id — Sd

2. (fonctorialité) si f : X — Y est une application continue, alors f,.q 07, =

T, 0 fp.
La construction procéde par récurrence sur p € N.

Comme Sd : Co(X) — Cp(X) est I'application identité, en posant Tp : Co(X) —
C1(X) lapplication nulle, on a bien d o Ty +T-; 0 d = id — Sd.

On suppose construits T, ..., T,y vérifiant (1) et (2). On pose i, = ida,, qui est
un p-simplexe singulier de A,. Par 'hypothése de récurrence appliquée a la (p — 1)-
chaine singulieére di,, on a

i, — Sd(di,) = 0 0 Ty_1(Diy) + Ty 0 D(iy).
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Comme 90 9(ip) = 0 et doSd = Sdod, on a d(iy, — Sd(iy) — Tp_1 0 I(iy)) = 0.
Comme A, est contractile, il existe 0,11 € Cpi1(4A,) tel que

ip = Sd(ip) = Tpo100(ip) = Jopy1 . (%)

Soit maintenant ¢ : A, — X un p-simplexe singulier de X. On note (¢, : Cy(A,) —
Cr(X))ren le morphisme de complexes de chaines induit par I'application continue
¢. On pose Tp(¢) = ¢pr1(0pt1) € Cpi1(X). En prolongeant par linéarité, on obtient
un morphisme de modules T}, : Cp(X) — Cpy1(X).

Pour montrer que 7), vérifie la condition (1), il suffit par linéarit¢ de montrer
qu'elle est vérifice sur tout p-simplexe singulier ¢ : A, — X. On applique a la
relation (x) application ¢, : C,(A,) — Cp(X). On obtient

ep(ip) = ¢p 0 Sd(ip) = cp 0 Ty 0 0(ip) + ¢y 0 Oopi1) -

On a ¢,(i,) = c car i, = ida,. Par fonctorialité de Sd, on a ¢, 0 Sd = Sd o ¢,. Par
fonctorialité de T),_; et puisque (¢;)ren est un morphisme de complexes de chaines,
onac,oTl, 100 =T, 000c, Par définition de T}, on a ¢,11(0p+1) = T,(c). Donc

c¢—Sd(c) =T,-100(c) +doT,(c),

ce qui montre le résultat.
Pour montrer que 7, vérifie la condition (2), soit ¢ : A, — X un p-simplexe
singulier. Alors

for10Tp(¢) = fpr10 cpra(0p1) = (f 0 O)pr1(0pr1) = Tp(f o ¢) =T, 0 fp(c),
ce qui montre le résultat.

Lemme 5.14 Soit % = (U;)ier une famille de parties de X dont les intérieurs
recouvrent X . Alors pour tout ¢ € Cp(X), il existe r € N tel que Sd"(c) € Cp(%).

Démonstration. Par linéarité, on peut supposer que ¢ est un p-simplexe singulier.
On pose V; = ¢ 1(U;). Alors (V;)ier est un recouvrement ouvert de 'espace métrique
compact A,,. Il existe donc € > 0 tel que pour toute partie A de A, dont le diamétre
vérifie diam(A) < e, il existe i € I tel que A C V;.

Siu = Y, ayoy, avec oy, des p-simplexes singuliers, est une p-chaine singuliére
a valeurs dans un espace métrique, on note diam(u) le maximum des diamétres des
images des oy. Il est facile de montrer que, pour tout r € N,

diam Sd" (i) < <Z%> diam(A,) .

En effet, soit S un simplexe affine de R, enveloppe convexe affine des points

T, L1, .. , T Par convexité, diam(S) = sup;; [|e; —¢;|]. Si 5" est un simplexe affine
de dimension p de la subdivision barycentrique de S, il posséde un sommet de la
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forme x; et un sommet qui est le barycentre affine b = » 7 —L_2; de S. De plus

=0 p1
diam(8) = [1b— a1l = 1150w — ayl] < -Lrdiam(S).

Pour r assez grand, on a donc diam Sd"(i,) < e. Donc Sd"(c) = Sd"(c,(ip)) =
cp,(Sd (iy)) € Cp(%), ce qui montre le résultat. O

La preuve du théoréme des petites chaines se termine comme suit.
Soit z un cycle de X. Pour tout r € N, Sd”(z) est aussi un cycle, car Sd commute
avec 0. De plus,

z—9d'(2) = i (Sd*(z) — Sd*1(z2)) = 3 (T 00(Sd*(z)) — Do T(Sd¥(z))) =
doT <T2§ Sdk(z)> .

On montre maintenant, pour tout p € N, que H, (%) — H,(X) est un isomor-
phisme de modules.

Si z est un p-cycle de X, soit r suffisamment grand pour que Sd"(z) € €,(% ).
Alors par ce qui précede, Sd’(z) est un p-cycle % -petit, homologue a z dans X,
donc Papplication H,(% ) — H,(X) est surjective.

Soit z un p-cycle % -petit, qui est un bord dans X. Alors il existe t € Cpy1(X) tel
que z = 0t. Montrons que z est le bord d’une chaine % -petite. Soit r suffisamment
grand pour que Sd’(t) € Cpy1(% ). D’aprés ce qui précede, on a Sd"(z) = Sd"(0t) =
0o Sd’(t), donc

r—1
2=0 <SdT(t) +70> Sdk(z))> .
k=0
Comme Sd envoie Cy(%) dans Cy(% ), et comme T envoie C,(% ) dans Cpy1(% ),
on a bien montré que z est le bord d’une chaine % -petite. Donc H,(%) — Hy(X)
est injective.

Excision

Théoréme 5.15 (Théoréme d’excision) Soit X un espace topologique, A un
sous-espace de X, et U C A avec U CA. L’inclusion des paires d’espaces topo-
logiques (X —U, A—U) — (X, A) induit un isomorphisme en homologie : pour tout
neN,

H,(X -UA-U)~H,(X,A).

Démonstration. On pose % = {X —U, A}. Comme U C,Z, lespace X est réunion
des intérieurs de X — U et de A. On peut donc appliquer le théoréme des petites
chaines : I'inclusion u : C\(% ) — C.(X) induit un isomorphisme en homologie.

On rappelle que si E, F' sont deux sous-modules d'un module G, alors I'inclusion
E — E + F induit un isomorphisme

B/(ENF)~(E+F)/F.
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Comme C\(%) = C.(X —U) + C(A), il vient

CAW)]C(A) = Cu(X — U)/ (C(X —U)NCL(A)) = Cu(X —U)/C(A—U)
= C(X-UA-U).

On obtient donc un morphisme de suites exactes courtes de complexes de chaines

0— C(4) — (%) L Cc(X-UA-U) —0
| id lu lyg
0— C.(4) — C.(X) — Cu(X,A) —0 ,

avec g lapplication induite par Uinclusion (X — U, A — U) — (X, A), et [ le
morphisme de complexes de chaines obtenu comme composition de la projection
C%) — C(%)]C.(A) avec lisomorphisme C.(%)/C.(A) ~ C.(X — U, A —U)
ci-dessus défini. La commutativité du diagramme ci-dessus est immeédiate.

Par le théoréme 5.2, le diagramme suivant est commutatif, et ses lignes sont
exactes :

Ho(A) — Ho%) — HyuX ~U,A=U) — Hyy(A) — Hy (%)
lid 1wy 1 g« lid 1wy
H,(A) — H,(X) — H,(X,A) — H, 1(A) — H,1(X)

Comme les premiére, seconde, quatriéme et cinquiéme fléches verticales sont des
isomorphismes, il découle du lemme des cing (voir exercice E.51) que la troisiéme
fleche verticale est aussi un isomorphisme, ce qui démontre le résultat. O

On rappelle (voir la partie A.2) que si X est un espace topologique et si Y est
un sous-espace de X, alors X/(Y) désigne l'espace topologique quotient X /% avec
Z a relation d’équivalence engendrée par x ~ y pour tous x,y de Y. Pour alléger
les notations dans cette fin de partie, on notera X/Y l'espace X/(Y) (il n’y aura
pas de risque de confondre avec un autre quotient).

Lemme 5.16 Soit X un espace topologique, et Y un fermé de X qui est un rétracte
par déformation forte de X. Alors le singleton Y'Y est un rétracte par déformation

forte de XY .

Démonstration. Soit 7 : X — X/Y la projection canonique. Comme Y est fermé,
on rappelle (voir la partie A.2) que mx_y est un homéomorphisme sur son image.
Soit A : X x [0,1] — X une application continue, avec h(z,0) = z et h(z,1) € Y
pour tout z € X, et h(y,t) =y pour tout y € Y.
11 existe une unique application ¢ rendant le diagramme suivant commutatif :
Xx[01 & X
T Xid | |
(X/Y)yx[0,1] % X/v
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En effet, si (7(z),t) € (X/Y) x [0,1], alors (7 x id) " (w(z),t) = {(z,t)} siz ¢ Y, et
(7 xid)~ (m(2),t) =Y x {t} sinon. Or mo h(Y x {t}) =Y/Y, qui est un singleton.

Pour montrer que ¢ ainsi définie est continue en tout point (7(z),t) € (X/Y) x
[0,1], soit V un voisinage de ¢(mw(z),t) = 7o h(z,t). Alors U = 7~ 4(V) est un
voisinage de h(z,t), qui est un voisinage de Y si h(x,t) € Y. Donc h=*(U) est un
voisinage de (x,t), qui est un voisinage de Y x [0, 1] si h(z,t) € Y.

Size X —Y, comme X —Y est ouvert, il existe un voisinage W de x, contenu
dans X — Y, et un voisinage W’ de t tels que W x W’ C h='(U). Comme Tx—y est
un homéomorphisme sur son image, on en déduit que w(W) x W' est un voisinage
de (w(z),t) contenu dans ¢~(V).

Si x € Y, alors h(z,t) € Y, donc Y x [0,1] C A=Y (U). Par conséquent, pour
tout y € Y et tout s € [0,1], il existe U, et V; voisinages de y et s dans X et
[0,1] respectivement tels que U, x V; C h~Y(U). Par compacité de [0,1], il existe
81, ., 8k € [0,1] tels que [0,1] C V;, U...UV,,. Soit U, = U, N ... N U,,, qui est un
voisinage de y dans X avec

Uy x [0,1] =U, x (Vs U...UV,,) = (U, x Vi) U... U (U, x Vi) ChHU) .

Donc (U,ey Uy) x [0,1] est un voisinage de ¥ x [0,1] contenu dans h~(U). Et
puisque 'image par 7 d’un voisinage saturé de Y dans X est un voisinage de Y/Y
dans X/Y', on en déduit que 7({J,ey Uy) X [0, 1] est un voisinage de (7(x), ) contenu
dans ¢~ (V). O

Proposition 5.17 Soit X un espace topologique normal, Y un fermé de X, rétracte
par déformation forte d’un voisinage owvert U. Sim: (X,Y) — (X/Y,Y/Y) est la
projection canonique, alors

m Ho(X)Y) — H,(X/Y,Y/Y)
est un isomorphisme de modules pour tout n € N.

Démonstration. Par le lemme précédent, Y/Y est un rétracte par déformation
forte de U/Y. Par l'invariance homotopique de 1’homologie relative (Proposition
5.12), les inclusions (X,Y) — (X,U) et (X/Y,Y/Y) — (X/Y,U/Y) induisent des
isomorphismes en homologie relative :

Hy(X,)Y)~ H,(X,U) et Hy(X/Y,Y)Y)~H,(X/Y,U/Y)

Comme X est normal, il existe un ouvert V de X tel que Y ¢ V. Cc V C U.
Comme U (resp. V) est un ouvert (resp. fermé) saturé de X, son image dans X/Y
est ouverte (resp. fermée). En particulier 'adhérence de V/Y est contenue dans
lintérieur de U/Y. Par le théoréme d’excision 5.15, les inclusions de paires évidentes
induisent des isomorphismes

Hy(X—V,U-V) ~ Hy(X,U) et Hy(X/Y=V/Y,U/Y=V/Y)~ H,(X/Y,U]Y).
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Comme Y est fermé, on rappelle que mx_y est un homéomorphisme sur son
image. La restriction de @ de (X —V,U — V) dans (X/Y —V/Y,U/Y —V/Y) est
donc un homéomorphisme. Elle induit par conséquent un isomorphisme en homologie
relative.

11 est immeédiat de vérifier que la composition des isomorphismes (ci-dessus défi-
nis)

Hy(X,Y) ~ H,(X,U) ~ H,(X = V,U - V) ~ H,(X/Y = V/Y,U]Y = V]Y) ~

H (XY, U/Y)~ H,(X/Y,Y]Y)
est mo : H,(X,Y) — H,(X/Y,Y/Y), dou le résultat. O

Suite exacte de Mayer-Vietoris

Soit X un espace topologique, U, V' deux ouverts de X recouvrant X, et

uvnv U
is ] _ L
Vo2 X

le diagramme commutatif des inclusions. On note ((i1)s, —(i2)s) : CL(UNV) —
C.(U) x C.(V) Iapplication ¢ — ((i1).c, —(i2).c) (on prendra garde a ne pas oublier
le signe — dans les calculs). On note (ji1)« + (j2)« : C(U) x C.(V) — C.({U,V})
Papplication (¢, ) — (j1)«¢ + (ja)«¢’. On note X', U’ V' 4}, i%, 51, j5 une autre telle
donnée, et f: X — X' une application continue telle que f(U) Cc U’, f(V) C V".

Proposition 5.18 La suite
0—cwnv) W= oy < ouvy Y oo vy — o
est une suite exacte courte de complexes de chaines, et le triplet

((froav)e (o)« X (fiv)e, fo)
est un morphisme de suites exactes courtes de complexes de chaines :
0— cwnv) D@0 oy ko) IR cquvy —o
b (wav)- b Go)xUiv)- L

0— Cny) @) oo BB o) —o
Démonstration. Par définition du complexes de chaines {U, V }-petites, 1'appli-
cation (j1)« + (ja2)« est surjective. L'application ((i1)., —(i2).), qui est ¢ — (¢, —c)
apres identification du complexe des chaines singuliéres d'une partie de X avec un
sous-module du complexe des chaines singuliéres de X, est clairement injective. Le
diagramme commutatif des inclusions ci-dessus induit un diagramme commutatif
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sur les complexes de chaines singuliéres, donc I'image de ((i1)., —(i2).) est contenue
dans le noyau de (j1)« + (j2)x-

Réciproquement, en utilisant des sommes sur les simplexes singuliers de X avec
des familles presques nulles d’éléments de 'anneau des coefficients A, si

E Neo + E meo =10,
o:im o CU oc:im o CV
alors
Z n,o + Z meo  + Z (ng +me)o =0,
oc:imo CU,imo ¢V oc:imo CV,imo ¢U o:im o C(UNV)
donc, comme le module des chaines singuliéres est libre, on a
ny =0 si imo CU,imo¢ V

my =0 siimo CV,imo ¢ U
Ne=—-my si imo C (UNV)

Ceci montre que tout élément du noyau du morphisme (ji). + (j2). appartient a
Pimage du morphisme ((7y)., —(42).), ce qui démontre le résultat. O

Corollaire 5.19 Pour tout espace topologique X, muni d’un recouvrement ouvert
{U,V'}, il existe une suite exacte longue de modules, dite suite exacte de Mayer-
Vietoris de X,

o o (X) <5 B0 Y)Y ) s, (v) P (X

2 H, L (UNV) — ..

telle que, pour tout espace topologique X', muni d’un recouvrement ouvert {U', V'},
pour toute application continue f : X — X' telle que f(U) C U, f(V) Cc V', le
diagramme suivant est commutatif :

@A) @ g gy O goo 6 g oy
l (fluav)= ) ] l (flu)ex(flv )« ) ) 1 £ l (flunv)=
w Hy vy 2 g oy g vy O gy Sl v

Démonstration. Le théoréme 5.2 des rappels d’algebre homologique associe, de
maniére fonctorielle, une suite exacte longue en homologie a toute suite exacte courte
de complexes de chaines. On 'applique a la proposition précédente. Le résultat en
découle, en appliquant le théoréme des petites chaines 5.13, et la commutativité du
diagramme

c.({u, v} — CJ(X)

Remarques. (1) Dans certaines applications, on n’a pas besoin de connaitre ex-
plicitement les morphismes dans les suites exactes de Mayer-Vietoris, leur existence
suffisant. On omettra donc de les désigner nommément, pour simplifier les notations.
Mais par défaut, les morphismes seront ceux indiqués ci-dessus.

(2) Le corollaire ci-dessus reste vrai si U,V sont des sous-espaces de X qui
sont des rétractes par déformation forte, préservant U NV, de voisinages. C’est
par exemple le cas si U,V sont des variétés différentielles & bord dans une variété
différentielle X, ou si X est un CW-complexe et U,V des sous-CW-complexes.

5.3 Quelques calculs et applications de I’homologie

Les applications qui seront présentées ci-dessous utilisent de manicre essentielle
la valeur des groupes d’homologie (singuliere) des sphéres, et la fonctorialité de
I'homologie (singulicre).

Calcul de ’homologie des sphéres

On note encore A I'anneau (commutatif unitaire) des coefficients.
Théoréme 5.20 Pour tous p,n dans N,

AdA si 0=p=n

A si 0=p<n

Hy(S,,A)=¢ 0 si 0<p<n
A si 0<p=n
0 si p>n

Démonstration. Sin =0, alors S, = {—1,+1}, et le résultat est déja connu (voir
le paragraphe avant proposition 5.6 et I'exercice E.52). On suppose donc n > 1.

Sip = 0, alors le résultat est déja connu, car S, est connexe par arcs (proposition
5.6). On suppose donc p > 1.

On montre le résultat par récurrence sur p. Soit N le pole nord de S,,, S le pole sud
de S,, U=S,—{N},V =S, —{S}. Alors U,V sont des ouverts contractiles, donc
ont la méme homologie que le point. L’inclusion S, _; < U NV est une équivalence
d’homotopie (car UNV se rétracte par déformation forte sur S, le long des grands
cercles passant par les poles). Elle induit donc un isomorphisme en homologie.

Pour p = 1, la suite exacte de Mayer-Vietoris appliquée a l'espace topologique
S, muni du recouvrement ouvert {U,V} donne une suite exacte

Hy(U) x Hi(V) — Hy(S,) — Ho(UNV) -2 Hy(U) x Ho(V) .
Le module H,(U) x H; (V') est nul, donc H,(S,) s’injecte dans Ho(UNV'). Le module
Hy(U) x Hy(V) est isomorphe & A x A. Sin > 1, alors Hy(UNV) =~ Hy(S,-1) ~ A

et lapplication ¢ s’écrit x +— (x, —z). En particulier, ¢ est injective, donc par
exactitude, H;(S,) = 0.
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Sin=1,alors H(UNV) ~ Hy(Sp) >~ A x A.
L’application ¢ s’écrit (x,y) — (z 4y, —(z + y)),
car les deux composantes connexes par arcs de
U NV, qui forment une base de Hy(U NV), s’en-
voient sur la seule composante connexe par arcs de
U, qui engendre Hy(U), et de méme pour V. En
particulier, le noyau de ¢ est isomorphe a A, donc
par exactitude, H1(S;) = A.

~

R

Pour p > 1, la suite exacte de Mayer-Vietoris appliquée a l'espace topologique
S, muni du recouvrement ouvert {U,V'} donne une suite exacte

Hy(U) x Hy(V) — Hy(Sn) — Hypt(UNV) — Hy, 1 (U) x Hy (V)

Les modules aux extrémités étant nuls, on a un isomorphisme H,(S,) ~ H,_(U N
V) =~ H,_1(S,-1). On conclut par récurrence.

Le théoréme du point fixe de Brouwer

On renvoie a U'introduction pour I'énoncé (corollaire 1.2) et la preuve du théo-
réme du point fixe de Brouwer. Les seuls outils utilisés étaient la valeur des groupes
d’homologie des sphéres, calculées ci-dessus (théoreme 5.20), la valeur des groupes
d’homologie des boules (qui découle du corollaire 5.9), et la fonctorialité de ’homo-
logie singuliére.

Homologie et limite inductive

Le premier résultat suivant dit essentiellement que pour calculer les groupes
d’homologies, il suffit de le faire pour les espaces compacts. On rappelle d’abord
quelques notions sur les limites inductives, que 'on prendra garde a ne pas confondre
avec les notions homonymes introduites pour les groupes avant la proposition 4.3.

Un ordre inductif sur un ensemble I est un ordre partiel < tel que
Vijel, 3kel, i<k e j<k.

Par exemple, tout ordre total est inductif. L’exemple le plus utilisé en pratique est
celui de 'ensemble N muni de son ordre usuel.

Une famille inductive dans une catégorie est la donnée, notée (Xj, fi;), d'un
ensemble / muni d’un ordre inductif, d’une famille d’objets (X;);c; et d’une famille
de morphismes (f;; : X; — X;)i<; tels que

(1) Viel, fu=ids,
(2) Vi<ji<k, fu=/fioli

Si X est un ensemble, une famille inductive de parties de X est une famille
inductive dans la catégorie dont les objets sont les parties de X et I'ensemble des
morphismes entre deux parties de X est vide ou réduit a I'inclusion. Plus simplement,
c’est une famille (X;);c; de parties de X, telle que 'ordre sur I défini par I'inclusion
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(¢ < j si et seulement si X; C Xj) est inductif. Par exemple, une suite croissante
de parties de X est une famille inductive de parties de X. Si X est un espace
topologique, une famille inductive de parties (X;);e; dans X sera dite compleéte si
tout compact de X est contenu dans I'un des X;.

Exemples. (1) Toute suite croissante d’ouverts de X, de réunion X, est une famille
inductive compléte de parties de X.

(2) Si X est sépare, la famille de tous les compacts de X est une famille inductive
compléte de parties de X, car la réunion de deux compacts de X est un compact de
X.

(3) Une suite ezhaustive de compacts de X est une suite (K;);e; de compacts

de X tels que K; C K1, et Uy K = X. Par exemple, tout espace localement
compact séparable admet une suite exhaustive de compacts. Toute suite exhaustive
de compacts de X est une famille inductive compléte de parties de X.

Soit A un anneau commutatif unitaire. On rappelle que si (E;);c; est une famille
de modules, alors €, ; E; est le module des sommes presques nulles )., x; avec les
x; dans E;, nuls sauf un nombre fini d’entre eux. On identifie F; a un sous-module
de @,; B par I'application @ — 3, ;@ avec x; = 0si j # i et z; = x.

Soit (Ej, g;;) une famille inductive de modules, on appelle limite inductive de
(Ei, ;) le module quotient

lim (E;, g;5) = (EB E) /F

i€l

avec F' le sous-module de @,.; E; engendré par les éléments de la forme z — g;;(z)
avec i < jet x € E; gri(z) = 0. (Il est facile de vérifier, en utilisant le fait que
Pordre sur I est inductif, que la limite inductive admet aussi la définition suivante.
On considére la relation ~ sur la réunion disjointe [ F;, définie par x ~ y, avec z
dans E; et y dans Ej, s'il existe ¢ > j, k tels que fi;(z) = fir(y). On montre que c’est
une relation d’équivalence, et que si [x] désigne la classe d’équivalence de z, si x est
dans Ej et y est dans Ey, alors la formule A[z] 4+ A[y] = [\ fi;(z) + pfie(y)] pour tout
i > j, k, définit une structure de module sur 'ensemble des classes d’équivalences,
telle que Papplication [z] — z + F' soit un isomorphisme de modules sur la limite
inductive.

Lorsque les morphismes sont sous-entendus, on note aussi lim E; ou lim E; cette
limite inductive. '
Remarque. La limite inductive est solution d’un probléme universel, qu’on laisse
au lecteur le soin de formuler et de vérifier.

Soit X un espace topologique, et (X;);c; une famille inductive de parties de X,
avec fj; : X; — X; linclusion si ¢ < j. Alors (H.(X5), (fij)«) est une famille inductive
de modules et de morphismes de modules. Si f; : X; — X est U'inclusion, alors le
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diagramme

est commutatif, donc induit un diagramme commutatif en homologie. En particu-

lier, le morphisme ¢ = @;c;(fi)« : @H*(Xi) — H,(X) passe au quotient en un
il

morphisme

& lim H,(X;) — H.(X) .

Proposition 5.21 Soit X un espace topologique séparé, (X;)ier une famille induc-
tive complete de parties de X. Alors le morphisme ¢ : lim H,(X;) — H.(X) défini

ci-dessus est un isomorphisme.

Démonstration. On appelle support d'une chaine singuliére ¢ = ZZ:1 a;o; d'un
espace topologique Y la réunion des images des simplexes singuliers o; dont le coef-
ficient a; est non nul.

Comme X est séparé, toute chaine singuliére de X est & support dans un compact
de X, donc dans un X;. Donc Iapplication ¢ est surjective.

Soit ¢ = »7,.; ¢; une somme presque nulle de chaines singuliéres ¢; dans X;, qui
est un bord ¢ = 0b dans X. Alors il existe k € I tel que X} contienne le support de
b et les X; avec ¢; non nulle. Donc ¢ est une chaine singuliere dans Xj., qui est un
bord dans Xj. Par conséquent, application ¢ est injective. O

Homologie du complémentaire d’une sphére dans une sphére

On commence par le calcul de ’homologie du complémentaire dans la sphére S,
d’une partie homéomorphe a une boule.

Lemme 5.22 Soit A un sous-espace de S,, homéomorphe a By, avec 0 < k < n.
Alors
A sij=0
H;(S, — AA) = .
5(Sn A) { 0  sinon

Démonstration. On raisonne par récurrence sur k. Si k = 0, alors A est réduit a
un point, et S, — A est homéomorphe a R, donc le résultat est connu.

Soit & > 1. On suppose le résultat vrai pour k& — 1. Soit A une partie de S,
homéomorphe a By, avec n > k, et f: A — [0, 1]* un homéomorphisme. Soient

I = ({21, 20) € 0,1 : 1 23}7 L= {(21, e 2i) € 0,1 ¢ 1 g%}

et Ax = f~'(I1). En particulier, B = A, N A_ est homéomorphe & B;,_;. Comme
Ay est un compact de S, les sous-espaces S, — A, S, — A_ sont ouverts. Leur
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réunion est S,, — B, leur intersection S, — A. Siiy : S, — A — S,, — AL est I'inclusion,
la suite exacte de Mayer-Vietoris donne une suite exacte

Hyor(Su—B) — Hy(S,—A) 228 (S, — AL ) x Hy(S,—A_) — H;(S,—B)..
Par récurrence, ((i4 )., —(i—).) est injective.

On suppose d’abord j > 0. On suppose par 'absurde qu’il existe un élément
non nul z dans H;(S, — A). Alors (i4).(x) # 0 ou (i_).(z) # 0. On suppose par
exemple que le premier cas est vrai, et on pose A; = A,. Par dichotomies successives,
on construit une suite décroissante A = Ay D A; D Ay D ... de sous-espaces
de S, homéomorphes a By, avec C' = [,y A; homéomorphe a B,_y, et telle que
Papplication H;(S, — A) — H;(S, — Aj) (induite par P'inclusion) envoie = sur un
¢lément non nul xy.

Comme tout compact de S,, — C' est contenu dans un S,, — Ay, pour tout k assez
grand, la suite (S,, — Ay)ren est une suite inductive compléte de parties de S, — C'.
La proposition 5.21 implique que

lim H;(S, — Ax) ~ H;(S, — C) .

En particulier, comme aucun zj n’est nul, I'application H;(S, — A) — H;(S, — C)
(induite par I'inclusion) envoie z sur un élément non nul. Ceci contredit le fait que
par récurrence, H;(S, — C) = 0.

On suppose maintenant j = 0. Il s’agit de montrer que Hy(S,,—A) est isomorphe a
A. On rappelle que Hy(X) est le module libre engendré par les composantes connexes
par arcs de X, et que si Y est un sous-espace de X, alors I'inclusion Y — X induit
I'unique morphisme de modules Hy(Y') — Hy(X) envoyant une composante connexe
par arcs de Y sur la composante connexe par arcs de X la contenant.

On suppose par absurde qu'il existe deux composantes connexes par arcs dis-
tinctes x,y de S, — A. On construit par dichotomie une suite décroissante A = Ay D
Ay D Ay D ... de sous-espaces de S, homéomorphes a By, avec C' = (), A; homéo-
morphe a B;._1, et telle que lapplication Hy(S,, — A) — Hy(S, — Ax) (induite par
Pinclusion) envoie z,y sur deux composantes connexes par arcs distinctes xy, ), de
Sp — Ag. Comme H;(S, — C) ~ lim H;(S, — Ax), les deux composantes connexes
par arcs de S,, — C' contenant z,y respectivement sont distinctes. Ceci contredit le
fait que, par récurrence, Ho(S, — C') = A. O

Proposition 5.23 Soit B un sous-espace de S, homéomorphe a Sy, avec 0 < k <
n — 1. Alors

AGA sij=0etk=n—-1

_J A sij=0ethk<n—1
H;(Sn = B, A) = A sij=n—k—1cetk<n-—1
0 sinon
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur k. Si k = 0, alors B a deux points.
Donc S,, — B a le type d’homotopie de S,,_1, et le résultat est déja connu.

On suppose le résultat vrai pour k. Soit B un sous-espace de S,, homéomorphe
a Spy1, avec 0 < k+1 < n—1. En considérant par exemple les hémisphéres nord et
sud de Sg.1, on écrit B = B, U B_ avec By homéomorphes a By et C = B, N B_
homéomorphe a Si. En particulier, {S, — B;,S,, — B_} est un recouvrement ouvert
de S, — C.

On suppose d’abord j > 0. La suite exacte de Mayer-Vietoris donne une suite
exacte

Hj1(Sp — By) X Hj(Sp — B-) — Hja(Syn — C) — H(S, — B) —
H;(S, —By) x Hi(S, — B_) .

Par le lemme 5.22, les modules aux deux extrémités sont nuls. Donc H;1(S, —

C) ~ H;(S, — B). Par récurrence, comme k <n — 1, on a
JA sig+l=n—-k-1
Hja(Sn = €) = { 0  sinon

Comme k+1<n—1sij+1=n—Fk—1etj>0,onadonc

Hj(S,,,fB):{ A S%j:n*(kﬁ’l)fl etk+l<n—1
0 sinon
ce qui montre le résultat.
On suppose maintenant j = 0. La suite exacte de Mayer-Vietoris donne une suite
exacte

H\(S, — By) x Hi(Sy — B-) — Hi(Sp — C) — Hy(S, — B) —
HO(Sn - B+) X HO(Sn - B*) I HO(Sn - C) —0.

On applique 'hypotheése de récurrence et le lemme 5.22. Si k+1 < n—1, alors cette
suite exacte s’écrit

0—0— HyS,—B) = AXxA—A—-0.

Donc Hy(S,, — B) ~ A. Si k+ 1 =mn — 1, alors on a une suite exacte
0—A—HyS,—B) - AxA—A—>0.

Donc Hy(S, — B) ~ A x A, ce qui termine la preuve. O

Comme premiére application, on étudie le cas n = 3,k = 1, c’est a dire le cas
des cercles plongés dans Sz. Une partie K de la sphére Sy est appelée un neud s’il
existe f :S; — S3 un homéomorphisme sur son image tel que f(S;) = K. Deux
noeuds sont dit isomorphes s’il existe un homéomorphisme de S; dans lui-méme qui
envoie I'un sur l'autre. En identifiant Sz avec le compactifié d’Alexandrov de R?,
prendre des projections sur des plans de R?® permet de représenter graphiquement
des noeuds. En voici quelques exemples, on pourra consulter le livre [Rol| et ses
tables pour d’autres exemples.
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Noeud de trefle Noecud de huit

_

Z

Corollaire 5.24 Si K est un noeud dans Ss, alors H;(S3—K,Z) = {
O

Z sij=0,1
0  sinon

Le fait le plus important est que H;(S3 —
K,7Z) = 7Z. Un générateur de H(S; — K, Z)
est fourni par un lacet v contenu dans le bord
d’un voisinage tubulaire de K, non homotope
a zéro dans ce bord, mais bordant un disque
contenu dans le voisinage tubulaire.

En particulier, on ne peut pas distinguer deux noeuds par 1’homologie de leur
complémentaire : les complémentaires de deux noeuds ont la méme homologie. Mais
le noeud trivial S; C S3 et le noeud de tréfle, par exemple, ne sont pas isomorphes
(voir par exemple [Rol|).

Le théoréme de séparation de Jordan-Brouwer

Théoréme 5.25 (Théoréme de séparation de Jordan-Brouwer) Une partie
de S,, homéomorphe S,y sépare S, en deux composantes connexes, et est la fron-
tiere de chacune d’entre elles.

Démonstration. Soit B une partie de S,, homéomorphe a S, ;. Comme B est
compacte, S,, — B est un ouvert de S,. Donc les composantes connexes de S, — B
sont ses composantes connexes par arcs. Par la proposition 5.23, Hy(S, — B,Z),
qui est le groupe abélien libre engendré par les composantes connexes par arcs de
S, — B, est isomorphe & Z x Z. Donc B sépare S, en deux composantes connexes,
que l'on note C, Cs.

Soit i € {1,2}. Puisque C; U B est fermé, la frontiére C; = C; — C; de C; est
contenue dans B. Il suffit donc de montrer que B C 9C;. Soit © € B, et U un
voisinage quelconque de = dans S,. Par symétrie, il suffit de montrer que U contient
un point de Cy.

Puisque B est homéomorphe & S, 1, il existe une partie A de U N B telle que
z € A et B—A est homéomorphe a B, ;. Par le lemme 5.22, Hy(S,,—(B—A),Z) = Z,
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donc S, — (B — A) est connexe par arcs. Soit € Cy, y € Cy, et y un chemin de
2 & y contenu dans S, — (B — A). Comme C}, Cy sont des composantes connexes
distinctes de S,, — B, le chemin  doit rencontrer A. Le premier point d’intersection
de vy avec A appartient a la frontiére de Cy. Donc U contient un point de C, ce qui
montre le résultat. O

Remarque. Les deux composantes connexes du complémentaire d'un cercle dans le
plan sont homéomorphes a des disques ouverts. Mais ceci n’est pas vrai en dimension
supérieure.

En effet, 'adhérence de la composante connexe bornée du complémentaire dans
R? de la sphére a cornes d’Alexander ci-dessus est homéomorphe & Bs. En particulier,
la sphére a cornes d’Alexander est homéomorphe a S,. Mais son complémentaire dans
Ss n’est pas simplement connexe (en fait, son groupe fondamental n’est pas de type
fini), voir par exemple [Rol, page 80].

Le théoréme d’invariance du domaine de Brouwer

On a déja énoncé et démontré en 'introduction (corollaire 1.1), une premiére ver-
sion du théoréme d’invariance du domaine de Brouwer, a savoir que si n # m, alors
R™ et R™ ne sont pas homéomorphes. Les seuls outils utilisés étaient la valeur des
groupes d’homologie des sphéres (théoréme 5.20), et la fonctorialité de 'homologie
singuliére. On donne ci-dessous la version plus générale.

Théoréme 5.26 (Théoréme d’invariance du domaine de Brouwer II) Si

U,V sont des parties de R" homéomorphes, et si U est ouvert dans R", alors V' est
ouvert dans R™.

Démonstration. L’espace R™ est homéomorphe a ouvert de S,,, complémentaire
de n’importe quel point de S,,. Ce théoréme est donc équivalent au théoréme obtenu
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en remplagant R par S,,. Soit y un point de V', et o : U — V un homéomorphisme.
Soit z dans U tel que h(z) = y, et A un voisinage de = homéomorphe a B, et de
frontiére B homéomorphe a S, ;. Soit A’ = f(A) et B’ = f(B). Par le lemme 5.22,
Pespace S, — A’ est connexe. Par le théoréeme 5.25, I'espace S, — B’ admet deux
composantes connexes. Comme S, — B’ = (S, — A)U (A — B') et que S,, — A’ et
A’ — B’ sont connexes et disjoints, ce sont les composantes connexes de S, — B’.
Donc A’ — B’ est ouvert dans S, car dans un espace localement connexe par arcs,
comme lest I'ouvert S, — B’ de S, les composantes connexes sont ouvertes (voir
l'appendice, avant la sous-section A.2). Comme y’' € A’ — B C V, ceci montre que
V' est ouvert. O

Rappelons qu’une variété topologique est un espace topologique (en général sup-
posé métrisable, séparable), dans lequel tout point z admet un voisinage homéo-
morphe a un ouvert de R". Si X est connexe, 'entier n ci-dessus est bien défini, et
est indépendant du point z. Cet entier est appelé la dimension de X.

5.4 Groupe fondamental et homologie : le théoréme d’Hure-
wicz
Dans toute cette partie, 'anneau des coefficients A est I'anneau des entiers Z.
Soit X un espace topologique. On rappelle que, via lidentification de [0, 1] avec

A; par t — (1—t)eg+ter, on identifie un chemin dans X avec un 1-simplexe singulier
de X.

Lemme 5.27 Si «, 3 sont deux chemins composables dans X, alors il existe une
2-chaine singuliére a coefficients entiers ¢ € Co(X,Z) telle que - 3 = a+ [ — Oc.

N . a(1) = 5(0)
S i
/ﬁﬂmmﬂmﬂﬂm '
€ € a(0) B(1)

Démonstration. On pose ¢ : Ay — X l'unique application telle que ¢((1 — s)e; +
sea) = [(s), c((1 = s)eg + sea) = (a - B)(s), c((1 — s)eg + se1) = afs), et ¢ est
constante sur les segments paralléles a [eq, %(eo +e5)]. Il est immediat de vérifier que
¢ est continue, avec Oc = 3 — a - 5+ a. O

Lemme 5.28 Si a, 3 sont deux chemins homotopes dans X, alors il existe une 2-
chaine singuliere a coefficients entiers ¢ € Co(X,Z) telle que o = 3 + e.
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‘o 2 0,0) « (1,0) z

Démonstration. Soit & : [0,1] X [0,1] — X une homotopie (relativement extrémi-
tés) entre v et 5. On note ¢1, ¢ les 2-simplexes singuliers de [0, 1] x [0, 1], qui sont les
uniques applications affines telles que ¢i(eg) = (0,0), ¢1(er) = (1,0), e1(e2) = (1,1)
et ca(eg) = (0,0), ea(er) = (0,1), ea(ez) = (1,1). Pour z € X, on note ¢, : Ay — X le
2-simplexe singulier de X constant en z, dont le bord dc, est (1 —14 1)e, = €, res-
pectivement, avec € le chemin constant en z. On pose alors ¢ = hocy —hocy —cy+¢,,
qui est une 2-chaine singuliere a coefficients entiers. Il est immédiat de vérifier que

de=a— . O

Proposition 5.29 Soit X un espace topologique pointé en x € X. L’application
¢ de Uensemble des lacets en x dans Hi(X,Z), qui ¢ un lacet v associe la classe
d’homologie du 1-simplexe singulier «, passe au quotient en un morphisme de groupes
¢ m (X, ) — Hi(X,Z), appelé morphisme de Hurewicz.

Démonstration. D’abord, tout lacet o est un 1-simplexe singulier qui est un 1-
cycle, car da = (1) — (0) = 0, donc ¢ est bien définie.

L’application 5 passe_au quotient par le lemme 5.28. Elle est compatible avec
les lois de compositions ¢(a - ) = ¢(«) + ¢(3) par le lemme 5.27. Enfin, si @ est
le chemin inverse de «, alors, comme « - @ est homotope au lacet constant en z, et
comme un l-simplexe singulier constant est un bord, il découle des lemmes 5.27 et
5.28 que ¢(a) = —¢(a). Le résultat s’en déduit. O

Avant d’énoncer le théoréeme de Hurewicz, on donne quelques rappels de théorie
des groupes.

Soit G un groupe. Le sous-groupe des commutateurs |G, G (aussi appelé sous-
groupe dérivé) de G est le sous-groupe de G engendré par les commutateurs [z, y| =
ayz~ly~! avec o,y dans G. Par exemple, si G est abélien, alors son sous-groupe des
commutateurs est trivial.

On rappelle que [G, G] est distingué, car a[z,yla™ = [aza™!, aya~']. Le quotient
G/|G, G| sappelle I'abélianisé de G. C’est le “plus grand quotient abélien” de G, au
sens que si H est un groupe abélien, et si f : G — H est un morphisme de groupes,
alors il existe un morphisme de groupes f : G/|G,G] — H tel que le diagramme
suivant commute :

¢ Lo
! /5
G/[G.G]
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Par exemple, 'abélianisé du groupe libre engendré par S est le groupe abélien libre
engendré par S :

Ly, oo, xn)/[L(21y ooy @), L2,y oy @) = 27

Théoréme 5.30 (Théoréme de Hurewicz) Si X est un espace topologique, connexe
par arcs, pointé en x, alors le morphisme de Hurewicz ¢ : m (X, z) — H1(X,Z) est
surjectif, et de noyau le sous-groupe des commutateurs de 7 (X, ).

Le premier groupe d’homologie de X a coefficients entiers s’identifie donc a
I'abélianisé du groupe fondamental de X. En particulier, lorsque (X, z) est abé-
lien, alors Hi(X,Z) est isomorphe & m (X, x). Si X est simplement connexe, alors
Hy(X,Z)=0.

Démonstration. Pour montrer que ¢ est surjective, montrons que tout 1-cycle
singulier ZL n;o; de X est homologue a un lacet. Quitte & dupliquer les o; en
changeant les noms, on peut supposer que n; = +1. Comme —o est homologue &
@, on peut supposer que n; = 1. Si 0; n’est pas un lacet, comme O(Zle o) =0, il
existe j tel que o; et o; sont compossables. Comme o; + 0; est homologue a o; - 0,
et par récurrence, on peut donc supposer que chaque o; est un lacet. Comme X
est connexe par arcs, soit o; un chemin d’origine x et d’extrémité l'origine de o;.
Comme «; - 0; - @; est homologue a o;, on peut supposer que chaque o; est un lacet
en xy. Alors Ele o; est homologue a gy - oy -+ -+ - O

Le sous-groupe des commutateurs de 7 (X, x) est contenu dans ker ¢, car Hy (X, Z)
est abélien. Réciproquement, montrons que, pour tout lacet o homologue a zéro,
I'image de la classe d’homotopie de a dans I'abélianisé de m (X, z) est triviale. Soit
¥ 05 un 2-cycle singulier tel que A(XF n03) = a.

Chaque o; est homotope, donc homologue, a un 2-simplexe singulier dont les trois
sommets sont égaux a x. En effet, on note \; 'homothétie euclidienne de rapport
t et de centre le barycentre de A,. On considére les chemins cg, ¢1, ¢y joignant z a
chaque sommet ;(eg), 0;(e1), 0:(e2) de o;.

Pour s dans [0, 1], on considere alors 'application continue hy de Ay dans X, qui
vaut 0;0 A 1L, sur Awes (Ay), qui vaut ¢;(¢) en (1—¢)e; +tAz (e;) pour j = 0,1,2, et,
2

2 2
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qui sur chaque composante connexe C' de Ay — (/\1455 (A2) UUjg.1,2[€5, A s (e;)], est
constant sur les segments perpendiculaires au coté de A, contenu dans 'adhérence
de C.

On peut donc supposer que les sommets de o; sont égaux a x. Comme ci-dessus,
on peut supposer que n; = £1. Pour j = 0,1,2, soit 0;; la j-éme face de o;, de
sorte que do; = 049 — 041 + 0. Comme o = O(Zl,j(fl)jn,,oij)., il est possible de
regrouper les oy, sauf un, par paires pour lesquels les deux coefficients (—1)7n;
valent +1 et —1. Le o;; restant vaut o. On remarque que chaque o;; est un lacet
en x. On note entre crochets les images des classes d’homotopie de lacets dans le
groupe abélien 7 (X, x)/[m1 (X, ), m (X, z)], et on utilise la notation additive. Alors,
comme les termes s’annulent par paires sauf un, on a [f] = 37, .(=1)'n;[03,]. Or le
lacet 0 - @31 - 02 est homotope & zéro (car il borde ¢;). Donc [f] = >, n;([oi0] —
[oa1] + [032]) = 0.

Exemples. (1) Comme le groupe fondamental du cercle est Z, on retrouve que
Hi(S1,Z) = Z. Comme le groupe fondamental du tore T" = R"/Z" est Z", on a
H(T",Z) =7".

(2) Comme le groupe fondamental de l'espace projectif réel P,(R) est Z/2Z
pour n > 2, on a Hy(P,(R),Z) = Z/2Z. Comme le groupe fondamental de l'espace
projectif complexe P,(C) est trivial pour n > 1, on a H(P,(C),Z) = 0.

(3) Comme le groupe fondamental de I'espace lenticulaire L, , = U,\Saut1 est
Z/pZ pour n,p > 1, on a Hy(L,p, Z) = Z/pZ.

(4) Si X est le bouquet de n cercles, alors son groupe fondamental est isomorphe
au groupe libre de rang n, donc H;(X,Z) est isomorphe a Z". Si X est un graphe,
alors par la proposition 4.13, le groupe H; (X, Z) est un groupe abélien libre, de type
fini si X est fini.

On rappelle la classification des surfaces compactes (voir par exemple |Gral).
Une surface est une variété topologique de dimension 2. On montre que toute surface

admet une unique structure, a homéomorphisme pres, de variété lisse (i.e. de variété

différentielle C*°).

137

sphere Sy tore Ty

L
S=1
N R

plan projectif bouteille de Klein surface non orientable de genre g = 8
P, (R) Ky = Py(R)#P5(R)

surface non orientable de genre g =5

SiS, S sont des surfaces connexes, et D, D’ deux disques fermés dans S, S’ respec-
tivement, on appelle somme conneze de S, S’ toute surface obtenue par recollement
S" = (S—=D)1us (S = D) avec f : D — JD’ un homéomorphisme. On montre
qu’a homéomorphisme pres, ceci ne dépend pas des choix de D, D', f, et on note

S = S#S'.

Théoréme 5.31 (Théoréme de classification des surfaces compactes connexes)

Toute surface compacte connexe est homéomorphe a la somme connexe d’un nombre
fini g > 0 de tores ou d’un nombre fini non nul g > 1 de plan projectifs. (Voir
lexercice 77.) O

On convient que la somme connexe d'un ensemble vide de surfaces est la sphere
Sy (car si S est une surface, alors S#S, est difféomorphe a 5).

On appelle g le genre de la surface compacte connexe. L’exercice suivant montre
que le genre d’une surface est un invariant d’homologie (et en particulier est bien
deéfini).

Exercice E.54 Montrer que le groupe fondamental d’une surface ¥, compacte connexe,

qui est somme connexe de g > 0 tores, admet une présentation
(ar, b1, a2,ba, ... ag,by = a1, bi][asz, bs]... [ag, by = 1)

et que Hi(3,,Z) est isomorphe a Z*.
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Montrer que le groupe fondamental d’une surface E’g compacte connexe, qui est
somme connexe de g > 1 plans projectifs, admet une présentation

(ay,a5, ... a4 : dia3...a) =1)

et que H\(X),Z) est isomorphe a 297" x 7./2Z.

En déduire que deux sommes connexes finies de tores sont homéomorphes si et
seulement si elles ont méme nombre de tores, et que deux sommes connexes finies
non nul de plan projectifs sont homéomorphes si et seulement si elles ont le méme
nombre de plans projectifs.

On rappelle que les lacets d'un espaces topologiques sont des 1-cycles. La réso-

lution de l'exercice précédent permet de montrer que 'ensemble des classes d’homo-

logies des lacets oy, (1, ..., ag, B, ci-dessous sur une somme connexe de g tores est
une base du groupe abélien libre Hy(X,,7Z).

¢ B Ba O3

5.5 Autres exercices

Exercice E.55 (1) Soient (C.,0.) et (C},d,) deux complexes de chaines. On note
(fn : €l — Ch—1)nen une suite de morphismes d’anneaux. Quand est-ce que la suite

! 8’"/ n
(Cn@cnt< 0 g/ ) )nEN

est un complexe de chaines? Que peut-on alors dire de son homologie ?

(2) Soit {(aC4, aOs)}aca une famille de complexes de chaines. On définit leur
somme directe de maniére évidente

DC a0.) = (D oCos D aOu)nen -

acA acA acA
Montrer que Ho (P, 4(oChr a0s)) = Bpen Hel ol 00s)).

Exercice E.56 Soient X et Y deux espaces topologiques et f: X — Y une appli-
cation continue.

(1) Si X et Y sont non vides et connexes par arcs, montrer que f, : Hy(X,Z) —
Hy(Y,Z) est un isomorphisme.

(2) Plus généralement, en identifiant Hy(W,Z) avec le groupe abélien libre en-
gendré par l'ensemble des composantes connexes par arcs d'un espace topologique
W, montrer que f, : Hy(X,Z) — Hy(Y,Z) est 'unique morphisme de groupes en-
voyant une composante connexe par arcs C' de X sur l'unique composante connexe
par arcs de Y contenant f(C').
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Exercice E.57 Soit (X, A) une paire d’espaces topologiques. Montrer que l'inclu-
sion A < X induit un isomorphisme sur tous les groupes d’homologie si et seulement
si H,(X,A) =0 pour tout n dans N.

Exercice E.58 Si X est une variété topologique, et si  est un point de X, calculer
Hn(XrX - {‘T})

Exercice E.59 Soit S une surface compacte connexe, somme connexe de g > 0
tores, et privée d’un ensemble fini de points. Calculer H, (S, Z) pour tout n dans N.

Exercice E.60 Pour p,n,m dans N, calculer H,(S, x S,,,Z).

Exercice E.61 Soit X l'espace topologique Sy x Sy privé d'un ensemble fini de
points. Calculer H,,(X,Z) pour tout n dans N.

Exercice E.62 Soit X un espace topologique et x un point de X. On note SX la
suspension de X (voir 'appendice). Montrer que H, (X) est isomorphe a H,11(SX)
pour n > 1, et que H{(SX) est isomorphe au quotient Ho(X)/i.(Ho({z})) (avec
i : {x} — X linclusion).

Exercice E.63 Soient X,Y deux espaces topologiques pointés, tels que le point
base admette un voisinage ouvert qui se rétracte par déformation forte sur ce point.
On note X VY la somme connexe pointée de X et Y. Calculer H,(X VY, Z) pour
tout n dans N en fonction des Hy(X,Z), H,(Y,Z).

Exercice E.64 Pour tout & € N, on note x;, un point fixé quelconque de la sphére

Sk. On note
X = <]_[ Sk> /~

keN
T'espace topologique quotient de I'espace topologique somme disjointe des sphéres

Sk, par la relation d’équivalence engendrée par x; ~ x; pour tous 7, j € N. Calculer
H,(X,Z) pour tout n dans N.

Exercice E.65 Soient p, q,r, s des entiers tels que ps — rq = 1. L’anneau des coef-
ficients est Z.

a) Si g :S; — S; xS est l'application définie par e — (¢ %) calculer
gx 0 Hi(S1) — Hi(Sy x Sy) pour tout k& dans N.

b) Soit f : S;xS; — S; xS, 'application définie par (e, ") s (/P00 eilad+s0),
Montrer que f est un homéomorphisme, et calculer f. : Hj,(S; X Sy) — Hy(S; X Sy)
pour tout k& dans N.

c) Soient My = M, =By xSy et M = M; Uy M, Pespace topologique recollement
de My et M, le long de f. Calculer Hy(M) pour tout k& dans N.

d) Calculer le groupe fondamental de M.
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Exercice E.66 On note S; = {z € C : |z| = 1} le cercle, et T =S, x S, le tore.
Le groupe a deux ¢léments G = {£1} agit sur T' par

(6 (w,2)) = (v, 29)

avec z, 2/ € Sy et e € G. Onnote S = G\T 'espace topologique quotient et 7 : 7' — S
la projection canonique.

Caleuler Hy(T — {1, ..., x4}, Z), avec x, ..., 2, des points deux a deux distincts
de T.

Exercice E.67 On note 7 : R? — T? = R?/Z* la projection canonique, et A
I’homéomorphisme du tore T? défini par

Aom(u,v) = m(au+ bv, cu + dv)
avec < i Z > une matrice 2-2 a coefficients entiers de déterminant 1.
On considére l'espace topologique quotient
Ma = (T* x [0, 1))/ ~

de T'espace topologique produit T? x [0, 1], par la relation d’équivalence engendrée
par (2,1) ~ (Az,0) pour tout = dans T

(1) Montrer que My est une variété topologique compacte connexe de dimension

(2) Calculer H,(My4,Z) pour tout n dans N.
Avolicati cricue s A— (1P 2 1 501
pplication numérique : A=~ ).( ] ;). g o |

5.6 Indications pour la résolution des exercices
Exercice E.52 Utiliser exercice E.55 (2).
Exercice E.57 Appliquer la suite exacte longue relative pour la paire (X, A).

Exercice E.58 Utiliser le théoréeme d’excision, ainsi quun voisinage U de z dans
X qui est homéomorphe a la boule B,,.

Exercice E.59 On pourra montrer que la surface trouée S a le méme type d’homo-
topie quun bouquet de cercles.

Exercice E.60 Utiliser la suite exacte de Mayer-Vietoris, en enlevant un point
dans chacun des facteurs.

Exercice E.62 Utiliser la suite exacte de Mayer-Vietoris, en enlevant les poles
nord et sud de la suspension.
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Exercice E.63 Utiliser la suite exacte de Mayer-Vietoris, en enlevant le complé-
mentaire dans X VY d’un tel voisinage du point de recollement respectivement dans
X et dans Y.

Exercice E.64 Méthode 1. Comme X a deux composantes connexes par arcs, on
a Hy(X,Z) ~ Z+7Z. On note y;, un point de Sy, différent de x5, pour tout k& € N, et on
note toujours yj, son image dans X par la projection canonique 7 : [[S; — X. On
remarque que la restriction de m & Si est un homéomorphisme sur son image, pour
tout k& € N. Pour calculer H,(X,Z) pour n > 1, on pose U = X — {y, : k # n}
et V' la réunion des images par 7 de S, — {x;} dans X pour k # n. Alors U,V
sont ouverts (car leurs images réciproques par 7 le sont), avec V' somme disjointe
d’espaces contractiles, U se rétractant par déformation forte sur n(S,), et UNV
ayant le type d’homotopie de la somme disjointe de S;_; pour k # n. La suite
exacte de Mayer-Vietoris

H,(UNV) = H,(U) x Hy(V) — Hy(XP) — H, ,(UNV) — H, 1(U) x H, (V)

a sa fleche de gauche nulle, car la composante connexe par arcs de U NV ayant le
type d’homotopie de S,, est homotope a zéro dans U et dans V. Donc, pour n = 1,
on a une suite exacte

0= Z— Hy(X) — P Ho(Si-1) = (Z & Z) & @ Ho(Sk — {zx})
k#n k#n

de fleche de gauche injective, et pour n > 1
0— H,(n(S,)) — H\(X) — 0.
Donc P'inclusion induit un isomorphisme H, (7(S,)) ~ H,(X). D’ou

Hn(X,Z):{§+Z sin=20

sinon

Méthode 2. Dans ce qui suit, ’anneau des coefficients est Z. On note X® le
sous-espace de X image de [[}_; Sk. On vérifie que la topologie faible sur X définie
par la famille des X® coincide avec la topologie quotient de la topologie somme
disjointe. Tout compact de X est donc contenu dans un X® pour p assez grand.
Donc pour tout n dans N, on a

lim H,(XW) = H,(X).

P

On calcule alors H,,(X®) et le morphisme H,(X®~V) — H,(X®) induit par I'in-
clusion, par récurrence sur p. Si p = 0, alors X®) est discret avec deux éléments,

done 1, (x0) = { 45 L0
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On suppose le résultat vrai pour p — 1 > 0. Soit y, un point de S, différent de
T, et y son image dans X@. Soit U = X — {y} et V limage de S, — {z,} dans
X® . Alors U,V sont ouverts, avec V contractile, U se rétractant par déformation
forte sur X~ et U NV ayant le type d’homotopie de Sp-1. La suite exacte de
Mayer-Vietoris

H,(UNV) = H,(U) x Hy(V) = Hy(XP) = H, ,(UNV) = H, 1(U) x H,_1(V)
donne donc une suite exacte
LA —T+Z+7T— Hy(XP) -0

avec floche de gauche (z,y) — (z+y,0, 2 +y), donc Hy(X®) = Z +Z. Pour n > 1
et n # p,p — 1, elle donne aussi une suite exacte

0— Hy(XPV) = H,(X®) - 0.
Pour n = p > 1, on a, par récurrence, une suite exacte
0— H(X?) - Z 17

avec fleche de droite nulle, car UNV est homotope & un point dans U. Pourn =p =1,
on a une suite exacte

0—H(XY) -Z24+Z—-2Z+Z+72

avec fleche de droite (z,y) — (x4, 0, z+y), donc Hy(XM) = Z. Pourn = p—1 > 1,
on a, par récurrence, une suite exacte

Z—7— H, (XP) =0
avec la fleche de gauche nulle, car U NV est homotope a un point dans U. D’ou

| Z+Z sin=0
Hn(X,Z) = { Z sinon

Exercice E.65 a) L’application g. : Ho(S1) — Ho(S; x S1) est U'identité de Z dans
Z. Lapplication g, : Hi(S1) — Hi(S1 x Si1) est  — (px,qr) de Z dans Z x Z.
L’application g. : H,(S1) — Hg(S; x Sp) est I'application nulle pour k& > 2.

b) L’application f. : Ho(S1 X S;) — Ho(S; x Sy) est l'identité de Z dans Z.
L’application f. : Hi(S; x S1) — Hy(S; x Sy) est application linéaire de matrice
< Z Z ) de Z x Z dans Z x Z. L’application f. : Hy(S; X S;) — Ha(S; x Sy) est

l'identité de Z dans Z, et application g. : Hj.(S1) — Hi(S; x S1) est Papplication
nulle pour £ > 3.
c) Utiliser Mayer-Vietoris.
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d) Utiliser van Kampen (et vérifiez que le calcul du H; fait en ¢) est le bon, par
le théoreme de Hurewicz).

Exercice E.66 Si k=0, on a vu en cours que m(T) = Z? et H,(T,Z) = Z*. On
suppose donc que k£ > 1. On renvoie a la solution de I'exercice E.32 pour le calcul
de m (T —{z1, ...,z }).

Par le théoreme de Hurewicz, Hy(T'—{x1, ...,z }, Z) étant Uabélianisé de *;1 Z,
est un groupe abélien libre de rang k£ + 1 :

H(T — {21, ..., 4}, Z) = ZF .

Exercice E.67 (1) Tout d’abord, A est bien défini, car a,b, ¢, d sont entiers, est
continu par passage au quotient d’application continue, et est un homéomorphisme
car son inverse est 'application obtenue en prenant la matrice inverse, qui est aussi
a coeffficients entiers.

L’espace topologique produit X = T? x R est une variété topologique séparée. Le
groupe G = Z agit librement et proprement sur X par (n, (z,t)) — (A"(z),t + n).
Donc le quotient G\ X est un espace topologique séparé, qui est une variété topolo-
gique car cette propriété est invariante par homéomorphisme local surjectif, connexe
car image d’'un connexe par une application continue et compacte car séparée et
image du compact T? x [0, 1] par une application continue.

(2) Pour tout ¢ € R, on note T; (qui est homéomorphe au tore) I'image (compacte)
de T? x {t} par la projection canonique dans G\ X. On a T; = T, pour tout k € Z.
Soit U,V T'ouvert complémentaire de T1 , Ty dans G\ X respectivement. L’inclusion
de T1 dans U et V' induit une equlvalence d’homotopie, donc un isomorphisme en
homologle L’inclusion de la réunion disjointe T1 u Ta dans U NV est aussi une
équivalence d’homotopie. La réunion de U et V th G\X

On utilise dans la suite 'anneau de coefficients Z. Par la suite exacte de Mayer-
Vietoris, on a une suite exacte

H,(U)® H(V) = H(UUV) — H_ (UNV),

donc pour k£ >4, on a H,(G\X) = 0. (Ceci découle aussi du fait que G\ X est une
variété compacte sans bord de dimension 3.)
Toujours par le théoréme de Mayer-Vietoris, on a une suite exacte

H(U) @ Hy(V) — Hy(UUV) 25 Hy(UNV) 25

Hy(U) @ Ho(V) 25 Hy(UU V) 25 H(UNV) 22
H(U)® Hy(V) 25 H(UUV) 25 H(UNV) 2% Hy(U) @ Ho(V) .

Comme H3(U) = H3(V) = 0, application ¢; est injective, et 'application ¢g
est 'application (Z x Z) — (Z x Z) définie par (p,q) — (p + ¢, —(p + q)). Donc
H3(G\X) = Z. (Ceci découle aussi de la dualité de Poincaré en montrant que G\ X
est orientable, car X lest et action de G préserve l'orientation.)
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On note f : Ts — T1 I'homéomorphisme (2,3) = (Az, %) et g : Ty — Ty
I’homéomorphisme (z, i) — (z, i) Alors le diagramme suivant est commutatif, ot
les fleches non indiquées sont les applications induites par les inclusions, et Cy, Cy
sont les composantes connexes de U NV :

H(UNV) P Uy e Hy(V)
I 1 1
Hi(Ch) @ Hq(Cy) id  f.
! ( —id_—g. )
HI(Ti) [S3] Hl(Tg) — HI(T%) 53] Hl(T%)
On remarque que ¢q est I'application (Z x Z) — (Z x Z) définie par (p,q) —
(p+a.—p+q)
Par exactitude de la suite de Mayer-Vietoris, on a une suite exacte

0— im ¢ = ker ¢y — H1(G\X) — im ¢ = ker ¢g=2Z — 0.

[A suivre]
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6 Homologie cellulaire

Le but de ce chapitre est d’introduire, pour la sous-catégorie des CW-complexes
de la catégorie des espaces topologiques, une théorie de ’homologie, qui soit facile
a calculer, tout en donnant le méme résultat que I’homologie singuliére.

6.1 Le complexe de chaines cellulaires
On note A un anneau commutatif unitaire, appelé anneau des coefficients.
Homologie relative du p-squelette par rapport au (p — 1)-squelette.
Lemme 6.1 Pour tous entiers i,p € N,
A sii=p
Hi(By,Sp-1;A) = { 0 sinon

Démonstration. On pose par convention S_; = (). Le résultat découle du calcul
suivant le corollaire 5.11, et du calcul de 'homologie des sphéres 5.20. O

On rappelle que pour tout p dans N, si X est un CW-complexe (voir la partie
4.3), alors X® désigne le p-squelette de X, avec X1 = ().

Théoréme 6.2 Si X est un CW-complexe, avec (e{,)nEAp la famille de ses cellules
ouvertes de dimension p, alors
@ A sii=p

Hl(X(”),X@’l);A) — ach,
0 sinon
Plus précisément, soit u un générateur de H,(B,, S,_1) (qui est libre de rang 1 par
le lemme 6.1). Pour tout « dans 4,, soit g, : B, — €, l'application caractéristique

pour la cellule ouverte e, de X, qui est un morphisme de paires d’espaces topologi-
ques g, : (B,,S,-1) — (X® X@=D). Alors

{(ga)+(u) + a € Ay}
est une base (dite base canonigue) du module H,(X®, X®=1; A), qui est donc libre.

Démonstration. Si p = 0, alors X®) est un espace discret, et X #=1 est vide, donc
le résultat est immédiat. On suppose p > 1.
On considére le diagramme commutatif suivant

(1T B TI80 — (118 ITB-{0h) — (II B II B {0}
acA, acA, acA, acA, acA, acA,

| ga | 1 9a | 9a

X, xED) - — (XPXP — ] .0} — (U eas U (ea— {920}

agA, acAp aEgA,
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Les fleches horizontales de gauche sont des équivalences d’homotopie de paires, donc
induisent un isomorphisme en homologie relative.

Les fleches horizontales de droite induisent des isomorphismes en homologie re-
lative, par le théoréme d’excision (Théoréme 5.15) : en posant successivement (I’en-
semble des indices étant A,)

X=uB, A=1®B,-{0}), U=1S5-

et
X = X(”), A=Xx® _ U {ga(o)}y U= x®-1 ,

on vérifie que U = U C A = A.
Comme la fleche verticale de droite est un homéomorphisme de paires d’espaces
topologiques, on en déduit que

H(X® x> H(]] By, [] Sp-1) = P Hi(By. 1) .

aEAp acAy aEAp

et le résultat découle du lemme 6.1. O

En particulier, si X est un CW-complexe fini, ayant n, cellules ouvertes de
dimension p, alors

Hy(X®, XD ) = { A sii=p
0 sinon

On donne ci-dessous une série de résultats destinés & mieux faire comprendre
le théoréme précédent : le p-squelette d'un CW-complexe, dans lequel on a écrasé
en un point le (p — 1)-squelette, est un bouquet de spheres de dimension p, dont
les groupes homologie se calculent aisément : en dimension non nulle, ce sont les
sommes directes des groupes d’homologie de ces sphéres.

Si X est un espace topologique et si Y est un sous-espace de X, on notera pour
simplifier dans tout ce chapitre X/Y lespace topologique quotient X/(Y') (voir la
partie A.2).

Lemme 6.3 Soit X un CW-complexe, p un élément de N et (eq)aca, la famille
des cellules ouvertes de dimension p de X. Alors X® /X ®=1) est homéomorphe au
bouquet d’une famille de sphéres de dimension p indexée par A.

Plus précisément, Uespace S, = €,/0e, est homéomorphe a une sphere de di-
mension p, que 'on munit du point base de, /de,. Alors Vinclusion [, A, €a = X®
induit par passage au quotient un homéomorphisme

\/ Sy 5 X0 x e

acA,

Démonstration. Ceci découle de la proposition 4.7. O
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Lemme 6.4 Si X est un bouquet de sphéres de dimension p > 1, indexées par
l’ensemble non vide A, alors

A sii=0
acA
0 sinon

(La convention naturelle que le bouquet de sphéres indexées par un ensemble
vide est réduite & un point fait que le résultat reste valable si A est vide.)

Démonstration. Tout compact de X est contenu dans une union finie de sphéres
du bouquet, et @, A est la limite inductive de ses sous-modules de type fini. Donc,
par la proposition 5.21, il suffit de montrer le résultat quand A est fini. On raisonne
par récurrence sur le cardinal de A. Si celui-ci est 1, alors X est une sphére de
dimension p, et le résultat est déja connu. Si Card(A) > 1, on prend U un voisinage
d’une sphére Sy dans le bouquet, se rétractant par déformation forte sur Sy, et
V' le complémentaire d’'un point de Sy différent du point base. Alors U a le type
d’homotopie de la sphére de dimension p, V' le type d’homotopie d'un bouquet ayant
Card(S) — 1 spheéres, et UNV a le type d’homotopie d’un point. La suite exacte de
Mayer-Vietoris, appliquée a 'espace X muni du recouvrement ouvert {U, V'} conclut
alors. O
On note par abus x le singleton {x}.

Lemme 6.5 Si X est un espace topologique et x un point de X, alors linclusion
(X,0) — (X, ) induit un isomorphisme

H,(X)~ H,(X,z)

sin # 0. De plus, Hy(X, z) est le module libre engendré par les composantes connexes
par arcs de X me contenant pas x.

Démonstration. La suite exacte longue d’homologie relative de la paire (X, )
(Théoréme 5.10) donne une suite exacte

H,(x) — H,(X) — H,(X,z) — H,_1(2) .

En utilisant le calcul de I'homologie du point, le résultat en découle. O

Remarque. Voici une autre preuve du théoréme 6.2, pour p > 1.

Comme S,_; C B, est un rétracte par déformation forte de B, — {0}, le (p — 1)-
squelette X =1 est un rétracte par déformation forte d’un voisinage de X #~1 dans
X®) (obtenu par exemple en enlevant un point exactement par cellule ouverte de
dimension p de X).

Par récurrence et l'exercice E.A.96, le p-squelette d’'un CW-complexe est un
espace normal.
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Par la proposition 5.17, on a
Hi(X(p),X(pfl)) ~ Hi(X(m/X(pfl)_X(p%)/X(pfl)) .
Le théoréme 6.2 découle alors des lemmes 6.4 et 6.5.

Le complexe de chaines cellulaires

Soit X un CW-complexe. Pour tout p dans N, on pose
DP(X) = Dp(Xv A) = HP(X(p)-,X(pil))-

On identifiera par la suite D,(X) avec le module libre engendré par les p-cellules
ouvertes de X, par 'unique morphisme de modules libres envoyant (g, ).(u) sur eq,
avec les notations suivant le théoréme 6.2. Comme XV = (), Dy = Hy(X @) est le
module libre engendré par les sommets de X.

On note 0 : D,(X) — D,_1(X) le morphisme composé de

H,(X®, X1y SN 1 (XPY) (1)< H,_y(X®Y, x#-2)

avec § le morphisme de bord de la suite exacte longue de la paire (X®, X®=D) et
gt X — (X® X E1D) Pinclusion.

Lemme 6.6
dod=0.

Démonstration. Par lasuite exacte longue d’homologie relative de la paire (X ®), X #~1)),
la suite )
H,(X®) Gr)s H,(X®, x@-1) BN H, 1 (X®71)

est exacte. Donc 900 = (jp—1)« 090 (jp)e 00 =0. O

Donc (D.(X),d) est un complexe de chaines, appelé le complexe de chaines
cellulaires de X.

Le n-éme groupe d’homologie de ce complexe de chaines, H, (D, (X)), est appelé
le n-éme groupe d’homologie cellulaire de X. (C’est un module sur I'anneau A).

Remarque. Si X est un CW-complexe de dimension finie d, alors son n-éme groupe
d’homologie cellulaire est nul pour n > d. Si X est un CW-complexe fini, alors son
n-éme groupe d’homologie cellulaire est de type fini pour tout n.

Une application f : X — Y entre deux CW-complexes est dite cellulaire si elle
est continue, et si f(X®) c Y® pour tout p € N.

Théoréme 6.7 Soient X, Y deux CW-complezes, et A un sous-CW-complexe de X .
Toute application continue de X dansY, cellulaire sur A, est homotope relativement
a A a une application cellulaire.
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Démonstration. Voir par exemple |[Hat, Theorem 4.8|. ]

Les remarques suivantes découlent en particulier de ce théoréme. Mais leurs
preuves sont plus faciles, et essentiellement contenues dans les preuves des proposi-
tions 4.15 et 4.16.

— Un CW-complexe X est connexe si et seulement si son 1-squelette X l'est.

— Tout chemin dans X entre deux sommets de X est homotope (relativement
extrémités) a un chemin contenu dans X1,

— Toute homotopie dans X (relativement extrémités) entre deux chemins conte-
nus dans XM est homotope (relativement au bord de [0,1] x [0,1]) & une
homotopie (relativement extrémités) contenue dans X entre ces deux che-
mins.

Si X, Y sont deux CW-complexes, toute application cellulaire f : X — Y induit
par restriction, pour tout p dans N, un morphisme de paires f : (X(T’),X(P‘l)) —
(Y@ y®=1). Celui-ci induit en homologie un morphisme de modules f, : D,(X) =
Hy(X® XtDy — g, (v® ye-Y) = D,(Y). Par la fonctorialité de 'opérateur
bord dans la suite exacte longue d’homologie relative, f. est un morphisme de com-
plexes de chaines de (D.(X),0) dans (D.(Y),0).

Ce morphisme de complexes de chaines induit en homologie un morphisme de
modules

pour tout n dans N.

Pour pouvoir expliciter les morphismes de bord du complexe de chaines cellu-
laires, on commence par définir la notion de degré d’'une application d'une sphére
dans elle-méme.

Degré des applications de la sphére

Pour n > 1, soit f : S, — S, une application continue, et f. : H,(S,) —
H,(S,) l'application induite sur le n-éme groupe d’homologie. Comme H,,(S,, A)
est isomorphe & A, si & est un générateur de H,(S,), alors il existe d € A tel que
f.(&) = d&. Cet élément d ne dépend pas du choix du générateur, car tout autre
générateur est de la forme u&, avec u un élément inversible de A, et f.(u) = d(uf).
On appelle d le degré de f (a coefficient dans A), et on le note deg(f).

Remarque. On utilise en général 'anncau des coefficients A = Z, auquel cas le
degré est un entier. Pour n = 1, l'entier deg(f) s'interpréte alors intuitivement
comme le nombre de fois que le cercle source S; s’enroule sur le cercle but Sy, a
homotopie prés.

Remarque. Les propriétés suivantes du degré sont immédiates, et laissées en exer-
cice.
— Si f s’étend continuement en une application continue de B, dans S,,, alors
on a deg(f) = 0. En particulier, le degré d’une application constante est nulle.
— Si f est homotope a g, alors deg(f) = deg(g). En particulier, le degré d’une
application non surjective est nul.
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— Le degré de 'identité est 1.
~ Sif,g:S, — S, sont deux applications continues, alors

deg(f o g) = deg(f) deg(g) -

Proposition 6.8 Pour n > 1, le degré de Uapplication antipodale —id : S, — S,
est (—1)"*L.

Démonstration. On considére d’abord la réflection r : S, — S, définie par
r(zo, 1, ..., xn) = (=20, T1, ..., x,). Pour n = 0, l'application r, : Hy(So) — Ho(So)
est 'application (z,y) — (y, ), car r échange les deux points de Sp, qui forment
une base de Hy(Sy).

Par naturalité de Popérateur bord ¢ de la suite exacte de Mayer-Vietoris associée
au recouvrement de S,, par ses hémisphéres nord U et sud V' (qui sont préservés par
r), on a un diagramme commutatif

H71+1(Sn+1) i’ Hn(Sn)
L7 Lre
Hoi1(Sus1) > Hu(Sa) .

Sin = 0 (voir la preuve du théoréme 5.20), alors d est injective, d’image le noyau
de Tapplication Hy(Sy) — Ho(U) x Ho(V), qui est (x,y) — (v +y, —(z +y)), donc
im0 = {(z,—x) : x € A}. Par conséquent r, : H1(S1) — H1(S;) est —id.

Sin > 0, alors § est un isomorphisme, donc par récurrence, r, : H,(S,) — H,(S,)
est —id. En particulier, le degré de r est —1.

Maintenant, toute rotation de S, est homotope a l'identité. Deux réflections sont
conjuguées par une rotation, donc sont homotopes, donc ont le méme degré. L’ap-
plication antipodale est la composée de n+ 1 réflections (sur chacun des hyperplans
de coordonnées). Ceci montre le résultat.

Calcul des morphismes de bords cellulaires

Soit X un CW-complexe, (€q)aca, la famille des cellules ouvertes de dimension
p de X, pour p dans N. On note g, : B, — X @Y I'application caractéristique et
fa = Gojom, : Sp1 = X (=1 Tapplication d’attachement de la cellule e,. On identifie
S, avec espace quotient B, /S,_; par un homéomorphisme quelconque fixé. On note
a®) . x® X(p)/X(p’l) la projection canonique. Pour tout a dans A,, 'application
go induit par passage au quotient un homéomorphisme g, : S, = B, /S,_1 — €,/de,.
On note S, la sphére e, /e, pointée en de,, /de,, et 7, : \/HGAp Sg — S, Papplication
qui écrase sur le point base les sphéres du bouquet différentes de S,. Enfin, soit
0 VaeAp S, — X® /X =1 Phoméomorphisme obtenu par le lemme 6.3.

Sip > 2, pour tout i dans A, et j dans A,_;, on considére la composition des
applications
LAY X(pfl)/X(pr) L \/ S, 2, S. iﬂ S

B8 j p—1
BEAp—1

S,.; - XV

et on note d; ; son degré.
Sip = 1, pour toute aréte e; de X, et tout sommet e; de X, alors par convention,
d;; vaut 1 si e; est I'extrémité de e;, —1 si e; est I'origine de e;, et 0 sinon.

Remarque. (1) En termes imagés, lorsque A = Z, Pentier d;; mesure le nombre
de fois que le bord de la i-éme cellule de dimension p s’enroule autour de la j-éme
cellule de dimension p — 1 par I'application d’attachement.

(2) Le degré d’une application non surjective est nul. Un compact du (p — 1)-
squelette de X ne contient qu'un nombre fini de centres gz(0) de cellules ouvertes eg
de dimension p—1. L’'image de 'application d’attachement d’une cellule de dimension
p est compacte, car X est séparé. Donc pour i dans A, fixé, seuls un nombre fini de
d; ; sont non nuls lorsque j parcourt A, ;.

Proposition 6.9 Le morphisme de bord 9 : D,(X) = H,(X®), X*~V) - D, (X) =
H, ((X®=D X#P=2)) est le morphisme

0 : 6916147; Ae;, — @jeA,,,l Ae;

€i e Z]‘e/«,,,ldmej'

Démonstration. C’est immédiat si p = 0, car 9 : Do(X) — D_1(X) est applica-
tion nulle. Sip = 1, alors @ : Hi (XM, X©) — Hy(X©) est I'opérateur bord de la
suite exacte longue d’homologie relative, et le résultat découle de la définition des
dij.

On suppose donc p > 1 et on calcule 9 : Dyi1(X) — D,(X). Soient i dans A,
et j dans A,. Le diagramme

Hy(X®+D) X®)) 25 | (X))

T (9)x T (fi)
5
Hyp1(Bps1,Sp) - »(Sp)
est commutatif, par fonctorialité de 'opérateur bord de la suite exacte longue d’ho-
mologie relative. De plus, la fleche horizontale basse est un isomorphisme, car p > 1.
On considere le diagramme commutatif

H,(X®) Ur)s Hy(X®), X#-1) (91) H,(B,,S,1)

! (W(p)>* 1= 1=
HP(X(I))/X(IFI)) - HP(X(I))/X(THl)v *) Hy(By/Sp-1, %)
(mjos=1)e N\ To
(g))«
Hp(Sj) L Hp(Bp/Spfl)

avec * désignant le singleton Z/Z dans l'espace topologique quotient Y/Z pour Z
une partie de Y. Chaque fleche marquée ~ est le morphisme induit par la projection

152



canonique (Y,Z) — (Y/Z,*), qui est un isomorphisme par la proposition 5.17.
Chaque fleche marquée ~ est le morphisme induit par l'inclusion U = (U,0) —
(U, ), qui est un isomorphisme car p > 1, par le lemme 6.5.

Enfin, aprés identification de H,(V 45c A Sp) avec le module libre engendré par
les Sg, le morphisme (7)) : H,(V gea, Sp) — Hp(S;) est Iapplication j-¢me coor-
donnée. O

6.2 Homologie cellulaire et homologie singuliére

Le but de cette partie est de montrer que les homologies cellulaires et singuliéres
des CW-complexes coincident, de maniére fonctorielle.

Théoréme 6.10 Pour tout CW-compleze X et tout n dans N, il existe un isomor-
phisme de modules
Ho(Du(X)) — Hy(X)

de sorte que, pour toute application cellulaire [ Y — Z, le diagramme suivant est
commutatif :
Ho(D.(Y)) — Hu(Y)
LS L fs
Hy(D(Z)) — H.(Z)

Démonstration. Etape 1. Si k < p, 'inclusion X®tY) — X induit un isomor-
phisme de modules Hy,(X®+V) — H(X).

Démonstration. Par la suite exacte longue d’homologie relative,
Hypy (X @HHD X0y (X 0y 0 F (X DY s g (X 0D x ()

est une suite exacte. Par le théoréme 6.2, le module de gauche est nul si & < p et

i > 1, et le module de droite est nul si k¥ < p. Donc Hy(X®+D) ~ H; (X ®++D),

Comme tout compact de X est contenu dans X #+%) pour 7 suffisamment grand, la

proposition 5.21 implique que lim Hy (X)) ~ Hi(X). Le résultat en découle. O
k3

Etape 2. Le morphisme de modules j, : H,(X®*V) — H,(X®*D X®=2) induit

par l'inclusion est un isomorphisme.

Démonstration. Comme X = ), il suffit de montrer que le morphisme
H,)(X(”“),X“’l)) N H,,(X“‘*”,X(”)
est un isomorphisme pour i = 0, ..., p — 2. On utilise pour cela le lemme suivant

Lemme 6.11 Si X est un espace topologique et A C B C X, alors les inclusions
i:(B,A) = (X,A) et j: (X,A) — (X, B) induisent une suite exacte de complezes
de chaines

0— Cu(B,A) — C.(X,A) — C.(X,B) — 0
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qui induit une suite exacte longue en homologie
L H(B,A) 2 Hy(X, A) 25 H)(X,B) - Hy_y (B, A) — ..
(appelée suite exacte longue du triplet ).

Démonstration. Par passage au quotient, on a un morphisme surjectif
Cu(X)/C(A) — C(X)/C(B),

dont le noyau est C,(B)/C.(A). Le résultat découle alors des rappels d’algebre ho-
mologique. O
Remarque. Il est immédiat de montrer que la suite exacte longue du triplet est fonc-
torielle, au sens suivant. Soit f : X — X’ une application continue, et A" C B’ deux
parties de X' telles que f(A) C A" et f(B) C B'. Alors f induit trois morphismes
de paires d’espaces topologiques fiz : (B.A) — (B, A), f: (X,A) — (X4,
f:(X,B) — (X', B'). Le triplet ((f|5)«. f«. f.) est un morphisme de suites exactes
courtes de complexes de chaines entre 0 — C(B, A) — C\(X,A) — C.(X,B) — 0
et 0 = Cu(B,A') — C. (X', A') — C.(X', B') — 0. Il donne donc en homologie un
diagramme commutatif

L H)(B,A) — H(X,A) — H,(X,B) - H, (B A) ...

l(ﬁB)* if* if*
LCHJ(BLA) — H(X'A) — Hy(X'.B) - H, (B A ...

On applique maintenant ce lemme au triplet X = X®+) B = X A = x @+,
On a donc une suite exacte
H (X0, XY 2oy f (x| G0y o gy x@y S g (xO) x )
dont les modules aux extrémités sont nuls si p — 1 > 7. Ceci démontre 'étape 2. [
Etape 3. On considére le quadruplet (XD, X® X @=D X @=2) ot le diagramme
HP(X(,,,1)7X(,,,2)) Hp(X("“),X(”’Z)) - Hp(X(”+1)7X(”))
N “/
HP(X@),X@—z))
M / \k*

Hypy (X#D, X)) Hy(X®, X¢-0) 2, (XD, X0-2)



qui est commutatif, par construction de ;1. Les modules en haut a droite et en
haut & gauche sont nuls. La suite exacte du triplet (X®, XD X®=2) implique
que ker 0, = im k, et que £, est injective.

La suite exacte du triplet (XD, X® X@=2) implique que im m, = ker £, et
que /, est surjective.

Comme k, : Hy(X Q5'e (”’2)) — im k, est un isomorphisme, le module im &, se
surjecte par £, o k! sur H,(X®+D X (=),

Par commutativité, on a d,11 = k. o m. et donc im 8,1 = ker £, o k1. Par
conséquent,

H,(D.(X)) = ker 8,/im 8,y = im k, /ker L0k, o~ im {0k, = H,(XPD X@-2)

Par les étapes 1 et 2, ce dernier module est isomorphe a H,(X).
La fonctorialité de I'isomorphisme H,(D,(X)) ~ H,(X) est claire. Le thé¢oréme
6.10 en découle. O

Corollaire 6.12 Si X est un CW-complexe de dimension finie n, alors H;(X) =0
pour i >n. Si X est un CW-complexe fini, et si l'anneau des coefficients A est un
corps, alors H;(X) est de dimension finie pour tout i dans N. Si X est un CW-
compleze fini, et si A =7, alors H;(X) est un groupe abélien de type fini pour tout
i dans N.

Démonstration. Ceci découle de l'isomorphisme entre homologie cellulaire et ho-
mologie singuliére de X, et des résultats de finitude pour I’homologie cellulaire. [

Caractéristique d’Euler des CW-complexes.

Soit X un espace topologique, avec H;(X,R) de dimension finie pour tout ¢
dans N, et nulle si i est assez grand. On appelle caractéristique d’Euler de X la
caractéristique d’Euler-Poincaré du complexe des chaines singuliéres de X, c’est-a-
dire 'entier

X(X) =" (=1)fdim Hy(X,R) .
keN
On remarque que la caractéristique d’Euler est un invariant topologique et méme

homotopique : si deux espaces topologiques X et Y ont le méme type d’homotopie,
alors x(X) = x(Y).

Corollaire 6.13 Soit X un CW-complexe fini, ayant n; cellules ouvertes de dimen-
sion i, alors
X(X) =D (=1)n; .
ieN

Démonstration. Ceci découle de I'isomorphisme entre homologie cellulaire et ho-
mologie singuliére de X et des rappels d’algebre homologique (proposition 5.3). [

Exemples. (1) Si X est contractile, alors x(X) = 1. En particulier x(B,) = 1.
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2 sin pair

CRCSE R

(3) X(T,) = 0.

(4) La caractéristique d’Euler d’une surface compacte connexe ¥ qui est somme
connexe de g tores (donc de genre g) est 2 — 2g, car ¥ est homéoorphe & un CW-
complexe obtenu par recollement d'une 2-cellule sur un bouquet de 2¢ cercles (ayant
2g arétes et 1 sommet), voir 'exemple (4) de la partie 4.3.

(5) Soit X un graphe connexe fini. Alors la caractéristique d’Euler de X vaut
X(X) = ng —ny avec ng le nombre de sommets de X et ny le nombre d’arétes de X
(voir aussi l'exercice E.43).

6.3 Homologie des espaces projectifs

On rappelle que l'espace projectif réel P,(R) est construit par récurrence avec
Py(R) un point et P, 11 (IR) obtenu par recollement d'une seule cellule de dimension
n+1 sur P,(R) avec pour application d’attachement f,,;; : S, — P,(R) la projection
canonique, qui est un revétement a 2 feuillets.

Donc le complexe de chaines cellulaires de X = P, (R), a coefficients dans I’an-
neau des coefficients A, est :

DyX)=A P Aer e AL D(X)=Ac— 00— ..

En prenant A = R, le calcul de la caractéristique d’Euler de P,(R) est alors
immeédiat :
) | 1 sin pair
X(Pn(R)) = { 0 sinon
On effectue maintenant le calcul des morphismes de bord du complexe de chaines
cellulaires de P, (IR).

Proposition 6.14 Le morphisme 9, : D,(P,(R)) = A — D,_(P,(R)) = A est la
multiplication par 1 + (—1)PFL.

Démonstration. La projection canonique fy1 @ S, — P,(R) induit par passage
au quotient une application continue f;;+1 : S,/Sp-1 — Pu(R)/P,_1(R). L’espace
P,(R)/P,_1(R) s’identifie a la sphére S, et le quotient S,/S,_; s’identifie au bouquet
de deux spheres S, V'S,. L’application pr 1S, VS, — S, est I'application qui vaut
I'identité sur la premiere sphére et Papplication antipodale sur la deuxiéme. Par
la proposition 6.8, le degré de I'application antipodale est (—1)P*!. Le degré de la
composition
Sy 22 B(R) = By(R)/Ppa (R) = S,

est donc 1+ (—1)P*!, car la projection canonique S, — S,/S,-1 =S, V'S, induit
en homologie I'application de H,(S,) = A dans H,(S, VS,) = A x A définie par
z+— (z,).



Comme le p-squelette de P,(R) est P,(R), le résultat découle alors de la propo-
sition 6.9. 0O
Le calcul de ’homologie (cellulaire, donc singuliere) de P, (R) est alors immédiat.
On note Ay le noyau de la multiplication par 2 de A dans A.
Corollaire 6.15 Pour p,n dans N, on a
A si p =0 ou p = n impair
A/2A sip impair avec 1 <p<n-—1
Ay si p pair avec 1 <p<n
0 sinon

H,(Pr(R), A) = 0

sip <
Par exemple, si A = 7Z/2Z, alors H,(P,(R),Z/2Z) = { L2L sip=n

0 sinon
Z si p =0 ou p = n impair
Si A =7, alors H,(P,(R),Z) =< Z/27 sip impair avec 1 <p<n—1

0 sinon

De méme, lespace projectif complexe P, (C) est construit par récurrence avec
Po(C) un point et P,,41(C) obtenu par recollement d’une seule cellule de dimension
2n + 2 sur P, (C) avec pour application d’attachement Sy, 1 — PP, (C) la projection
canonique.

Donc le complexe de chaines cellulaires de X = P, (C), a coefficients dans I’an-
neau des coefficients A, est :

Do(X)=A—0—A—0—... — Dy 1(X)=0—Dpp(X)=A—0<0 ...

En prenant A = R, le calcul de la caractéristique d’Euler de P,(C) est alors
immeédiat :
X(P,(C))=n+1.

Comme les opérateurs bords du complexe de chaines cellulaires de P, (C) sont
nuls, le calcul de I'homologie des espaces projectifs complexes est alors immédiat :

Théoréme 6.16 Pour p,n dans N, on a

A sipparet 0<p<2n

H,(P,(C),A) = { 0 sinon .

6.4 Autres exercices

Exercice E.68 Pour tout £ € N, on note z; un point fixé quelconque de la sphére

Sk. On note
X = <]_[ Sk> m
keN

Pespace topologique quotient de I’espace topologique somme disjointe des sphéres Sy,
par la relation d’équivalence engendrée par x; ~ x; pour tous 7,j dans N. Calculer
H,(X,Z) pour tout n dans N.
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Exercice E.69 Soit n un entier positif non nul.

a) Montrer que si a : S, — S, est U'application antipodale v — —x, et si f, g :
S, — S, sont deux applications continues telles que f(z) # g(x) pour tout = dans
S,, alors f et a o g sont homotopes.

b) En déduire le théoréme de Borsuk-Ulam : si f : S, — Sa,, est une application
continue, alors il existe un point x de Sy, tel que f(z) = +u.

¢) Montrer qu’il n’existe pas d’application continue f de Sy, dans S,, telle que
z et f(z) sont orthogonaux pour tout 2 dans Sa,.

d) Montrer le théoréme de peignage des spheres : il existe un champ de vecteurs
qui ne s’annule pas sur S, si et seulement si n est impair.

Exercice E.70 a) Montrer que le cercle S; = {z € C : |z] = 1} admet une
structure de CW-complexe X, dont le O-squelette est U, = {eX™ : k=0,... n—
1}.

b) Calculer le complexe de chaines cellulaires de ce CW-complexe.

¢) En déduire, pour tout n dans N, quel est le degré de I'application de S; dans
Sy définie par z +— 2",

Exercice E.71 Soient n, k deux éléments de N avec n > 2.

a) Montrer qu'’il existe une application continue f: S, — S, de degré k.

b) Montrer qu'’il existe un espace topologique simplement connexe X tel que
H,(X,Z) est isomorphe & Z/kZ, et H;(X,Z) =0sii#0,n.

¢) Montrer que pour tout groupe abélien de type fini G, il existe un espace
topologique simplement connexe X tel que H,(X,Z) ~ G, et H;(X,Z) = 0 si
i # 0,n. Un tel espace X est appelé espace de Moore.

Exercice E.72 a) Si X et Y sont des CW-complexes finis, montrer que
X(X X Y) = x(X)x(Y) .

b) Si X est un CW-complexe fini, union de deux sous-complexes A et B, montrer

que
X(X) = x(4) + x(B) = x(AN B) .

¢) Si X est un CW-complexe, et p : X — X un revétement, montrer que X admet
une unique structure de CW-complexe telle que p soit cellulaire et tout relévement
par p d’une cellule ouverte de X est une cellule ouverte de X.

d) Si X est un CW-complexe fini, et p : X — X un revétement a n feuillets,
montrer que

X(X) = nx(X) .
6.5 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.68 Il s’agit bien du méme exercice que I'exercice E.64, mais voici une
autre solution, plus courte, utilisant ’homologie cellulaire.
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Pour k > 1, la sphére S, admet une structure de CW-complexe, ayant un sommet
2, et une cellule de dimension k, avec application d’attachement constante en xy.
Donc X admet une structure de CW-complexe, ayant deux sommets z,y avec = la
classe commune des points xy, et pour tout k& > 1, une cellule de dimension k, avec
application d’attachement constante en x. On vérifie que la topologie faible sur X
définie par la famille des p-squelettes X®) coincide avec la topologie quotient de la
topologie somme disjointe (soit 7 : [[Sy — X la projection canonique; alors U est
un ouvert de X si et seulement si 771(U) est un ouvert de [[Sy, si et seulement si
7 HU) NTTE_y Sk est un ouvert de [[5_, Sy, pour tout p, si et seulement si U N X ®
est un ouvert de X®) pour tout p).

Le complexe de chaines cellulaires de X a coefficients entiers est donc

D2 93
— —

z2+7 &7 z z &
Comme le degré d’une application constante de S,, dans S,, est 0, les morphismes
de bords 0, sont nuls pour k > 1.

Z+7Z sin=0
Donc H,(X,Z) = { 7 sinon

Exercice E.69 a) Utiliser 'image du segment [f(z),a o g(z)] par la rétraction
radiale de B,,;; — {0} sur S,.

b) Par absurde, en considérant les degrés.

c) Utiliser b).

d) Utiliser c).

P
n .

Exercice E.70 a) Les 1-cellules sont ¢ — e
b) 1l s’agit de

AZ/"Z P AZ/"Z — 0 «— 0 ...

($i+1 - xz‘)zeZ/nZ — (»’Ci)ieZ/nz
¢) L’application z — 2" est cellulaire du cercle X,, dans le cercle Xj.

Exercice E.71 a) Utiliser le cas n = 1 démontré dans U'exercice ci-dessus, et utiliser
les suspensions : si f : S, — S, est une application continue, alors Sf : SS, ~
Sni1 — SS,, > S, 41 est encore continue (voir 'appendice pour les notations).

b) Considérer I'espace X obtenu par recollement de B,,,; sur S,, par une appli-
cation f: IB,1 =S, — S, continue de degré k.

c) Utiliser le théoréme de structure des groupes abéliens de type fini, et considérer
un espace somme connexe pointée (voir exercice E.63).

7 Cohomologie singuliére et cellulaire

Soit A un anneau commutatif unitaire. Par module, on entendra module sur
lanneau A. Soit M un module fixé, appelé module des coefficients. Les cas A =
M =7Zet A= M =k avec k un corps sont particuliérement importants.

7.1 Le foncteur Hom et les complexes de cochaines

Si N est un module, on note Hom (N, M) (ou Homy (N, M)) le module des mor-
phismes de modules de N dans M. Le module Hom(N, A) est appelé le dual de N. Si
f: N — N’ est un morphisme de modules, on note *f : Hom (N’, M) — Hom (N, M)
le morphisme de modules ’f : ¢ — ¢ o f. On vérifie que “id = id, et *(fog) = ‘go f.
On a donc défini un foncteur (contravariant) de la catégorie des modules dans elle-
méme, noté Hom (-, M).

Si N, N’ sont des modules, on a une bijection de I'ensemble des applications
bilinéaires de N x N' dans M dans I’ensemble des morphismes de modules de N dans
Hom (N’, M), qui a une application bilinéaire ¢ associe le morphisme de modules
(dit induit par ¢) z +— {y — é(z,y)}.

On remarque aussi que

Hom(@ Ny M) ~ HHom(Na, M) .

Proposition 7.1 Si C L0 50" s 0 est une suite eacte de modules,

t t,
alors Hom (C, M) <L Hom (€', M) <& Hom (C”, M) «— 0 est une suite exacte de
modules.
Si f est injective et si C" est un module libre, alors 'f est surjectif

Remarque. On résume cette proposition en disant que le foncteur Hom (-, M) est
exact a droite. Remarquer que par exemple, avec A = M = Z, la suite 0 — Z 2,
Z — ZJ2Z — 0 est exacte, mais que le morphisme Hom (Z,Z) — Hom (Z,Z)
avec f+— {z +— f(2x)} n'est pas surjective.

Démonstration. Si ¢’ est dans ker ‘g, alors ¢’(g(2')) = 0 pour tout z’ dans C'.
Donc si g est surjective, alors ‘g est injective.

Sigo f=0,alors ‘go f =0, donc im g est contenu dans ker 'f. Réciproque-
ment, si ¢ est dans ker 'f, alors ¢/(f(x)) = 0 pour tout z dans C'. Donc, si ker g est
contenu dans im f, alors ¢’ est nulle sur ker g. On définit le morphisme de modules
" C" — M par '(z) = (y) si g(y) = x (ce qui est possible car g est surjective et
ne dépend pas des choix car ¢ s’annule sur ker g). Alors ‘g(¢”) = ¢, ce qui montre
que ker 'f est contenu dans im ‘g.

Si C" est libre, en considérant une base de C”, on construit un morphisme de
modules h : C” — C’ tel que goh = id. On montre alors facilement par exactitude
que " est la somme directe de h(C”) et de f(C'). Si f est injective, pour tout ¢ dans
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Hom (C, M), on définit ¢ : C" — M par ¢(f(z)) = ¢(x) pour tout = dans C' et ¢
s’annule sur h(C”). Alors 'f(c’) = ¢, donc *f est surjective. O

Soit C' = (Cy, dp)pen un complexe de chaines. On note Hom (C, M) (ou Homy (C, M)
quand on veut préciser anneau de base) le complexe de cochaines (CP, 0P)pen, avec
C? = Hom (C,, M) et O = 9,.y. La vérification que 6?*' o 9 = 0 pour tout p
dans N est immédiate. Si (f, : C), — D,),en est un morphisme de complexes de
chaines, alors (f* = 'f, : Hom(D,, M) — Hom(C), M)),en est un morphisme de
complexes de cochaines. On a donc défini un foncteur (contravariant) de la catégorie
des complexes de chaines dans la catégorie des complexes de chaines, encore noté
Hom (-, M).

La cohomologie du complexe de cochaines Hom (C, M) est notée

H*(C, M) .

Exemples. (1) Si (X,Y) est une paire d’espaces topologiques, et C.(X,Y;A)
est le complexe de chaines singuliéres relatives a coefficients dans A, alors le com-
plexe de cochaines C*(X,Y) = C*(X,Y; M) = Hom (C.(X,Y; A), M) est appelé le
complexe de cochaines singulicres relatives a coefficients dans A. L’opérateur bord
9:C"(X) — C"(X) est donné par

n+1 n+1
dc(o) = c(90) =Y (=1)'c(i0) = Y _(=1)'e(0) (eor.tenss))
i=1 i=1

pour toute cochaine singuliére ¢ dans C"(X) et tout (n + 1)-simplexe singulier o :
A, 11 — X (avec les notations de la proposition 5.7).
Le module n-éme groupe de cohomologie de C*(X,Y") est noté

HY(X,Y) = H'(X,Y; M),

et appelé le n-éme groupe de cohomologie singuliere relative de (X,Y') a coefficients
dans M. Pour Y = (), ce module est noté H"(X) = H"(X, M), et appelé le n-éme
groupe de cohomologie singuliére de X a coefficients dans M.

(2) Soit X un CW-complexe, et D, (X, A) le complexe de chaines cellulaires de
X a coefficients dans A (voir la partie 6.1). Le module n-éme groupe de cohomo-
logie du complexe de cochaines Hom (D.(X, A), M) est appelé le n-éme groupe de
cohomologie cellulaire de X a coefficients dans M. On le note D*(X) = D*(X, M).

Proposition 7.2 Si C' est un complexe de chaines, alors

HYC, M) x H,(C,A) — M
([e]; [2]) —c(z)

est une application bilinéaire (appelée produit de Kronecker).
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Démonstration. Pour toutes cochaines ¢, ¢’ et toutes chaines o, 0’, on a, en utilisant
le fait que le bord et le cobord sont duaux,

(c+0)(o+dd") = c(z) + ¢(90) + dc(o’) + (9 0 Do) .

En particulier, si ¢ est un cocycle, et o un cycle, alors (¢ + d¢)(o + do’) = ¢(=).
Donc le produit de Kronecker est bien défini. Il est immédiat qu’il est bilinéaire. O

Exercice E.73 Si A = M = Z, montrer que le produit de Kronecker induit une
application

0: H"(C,Z) — Hom (H,(C,Z),Z)

qui est surjective.

Proposition 7.3 On suppose que A = M = k est un corps. On note E' = Hom(E, k)
l’espace vectoriel dual d’un espace vectoriel E sur k.

Si C' est un complexe de chaines d’espaces vectoriels de dimension finie, alors
Uapplication 0 : H*(C, k) — H,(C, k)" induite par le produit de Kronecker est un
isomorphisme. En particulier, H"(C, k) et H,(C,k) sont isomorphes.

Démonstration. On rappelle que (E/F) = {f € ' : fijp = 0} si F est un
sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E.

Si ¢ est une n-cochaine et 0,11 une (n+1)-chaine, alors 9"¢"(0,,41) = " (On410n+1)-
Donc I'espace vectoriel des cocycles Z™ est le sous-espace vectoriel de C™ = C, des
formes linéaires s’annulant sur l'espace vectoriel des bords B,. D’aprés le rappel,
Z* = (C,/B,)". Comme les espaces sont de dimension finie, on a donc (Z*)' = C./B..
Donc

(H*Y =(2*/B*Y ={f € (Z*) : fod* =0} ={x € C./B. : d.x =0} = Z./B, = H. .

Comme un espace vectoriel de dimension finie et son dual sont isomorphes, le résultat
en découle. O

Corollaire 7.4 Si X est un CW-compleze fini, et k un corps, alors on a un isomor-
phisme naturel entre le n-éme groupe de cohomologie cellulaire et le dual du n-éme
groupe d’homologie cellulaire de X a coefficients dans k :

H'(D.(X),k) = Hy(D.(X), k) = Hy(D.(X),}) . O

7.2 Propriétés de la cohomologie

Les propriétés suivantes de la cohomologie singuliére et cellulaire sont analogues
a celles de '’homologie singuliére et cellulaire. Elles se démontrent en appliquant le
foncteur Hom( ., M) aux divers complexes de chaines singulicres et cellulaires (qui
sont des modules libres), et en utilisant la proposition 7.1. Le détail des preuves est
laissé en exercice (c’est un excellent exercice de révision!), voir aussi [Hat].

162



Fonctorialité de la cohomologie

Un morphisme de paires d’espaces topologiques f : (X,Y) — (X', Y’) induit
un morphisme de complexes de chaines f, : C.(X,Y) — C.(X",Y’). Le morphisme
de complexes de cochaines 'f, : C*(X’,Y’) — C*(X,Y) induit en cohomologie un
morphisme de modules f* : H*(X'",Y') — H*(X,Y). On a clairement id* = id et
(fog)*=g*o f* Donc H*(.,.; M) est un foncteur contravariant de la catégorie
des paires d’espaces topologiques dans la catégorie des modules.

De méme, H*(., M) est un foncteur contravariant de la catégorie des espaces
topologiques dans la catégorie des modules, ainsi que H*(D*(.), M).

Cohomologie du point et en degré 0

La cohomologie de I'espace réduit & un point se calcule facilement :

M sin=0
H"({z}, M) = { 0 sinon

Si (X4)aea est la famille des composantes connexes par arcs d’un espace topolo-
gique X, alors

(x) = [ #"(X.)

Ceci découle d'une propriété du foncteur Hom rappelé au début de cette partie 7.1.

Si X est un espace topologique connexe par arcs, alors

HO(X, M) = Hom(Hy(X, M), M) = M .

Invariance homotopique

Si f,g : X — Y sont deux applications continues entre deux espaces topolo-
giques, qui sont homotopes, alors f. = ¢g. : H"(Y) — H"(X) pour tout n. Donc
deux espaces topologiques ayant méme type d’homotopie ont leurs groupes de coho-
mologie singuliére isomorphes. En particulier, si X est un espace contractile, alors
M sin=0
0 sinon

H™(X, M) = {

Suite exacte longue relative de cohomologie
Soit (X,Y) une paire d’espaces topologiques. Sii: Y — X et j: (X,0) — (X,Y)
sont les inclusions, alors
0 C*(Y) & C*(X) <= C*(X,Y) «— 0
est, par la proposition 7.1 appliquée a la suite exacte courte analogue en homologie,
une suite exacte courte de complexes de cochaines.
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Donc, pour toute paire d’espaces topologiques (X,Y), il existe pour tout n dans
N un morphisme de modules

§: HM(X,Y) — H™(Y)

tels que

1. pour tout morphisme de paires f: (X,Y) — (X', Y’), on a
Sof.=fod,

2.s1i:Y - Xetj: X =(X,0)— (X,Y) sont les inclusions, alors la suite de
modules et de morphismes de modules

Ce— HMUX,Y) S HYY) S HYX) L HMXLY) S HNY) e— L
est exacte.

Excision

Soit X un espace topologique, A un sous-espace de X, et U C A avec U C ;1
L’inclusion des paires d’espaces topologiques (X — U, A —U) — (X, A) induit un
isomorphisme (dit d’ezcision) en cohomologie : pour tout n dans N,

H(X,A)~ H"X —U,A-U).

Suite exacte de Mayer-Vietoris

Soit X un espace topologique, U, V' deux ouverts de X recouvrant X, et

vnv % U
iy | L
Voo X

le diagramme commutatif des inclusions. Il existe une suite exacte longue de modules,
dite suite exacte de Mayer-Vietoris de X,

((i1) )

22D gy s gy P g

L HYX) S HNUN V)

S HNUNV) —

qui est naturel pour les applications continues, au sens que pour tout espace topolo-
gique X', muni d’un recouvrement ouvert {U’, V'}, pour toute application continue
f:X — X' telle que f(U) Cc U, f(V) C V', le diagramme suivant est commutatif

((31)%,—(32) %) )
PR}

L HYWUNYV) HYU) x Hh(v) V0 gy O ey
l (f\umv)* ) ) l (f\u)*x(f\v)* ) ) l f+ l (f\unv)*
L Hr Ay W) gy gy OO s
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HY(X') < H"Y(U'NV)..



Théoréme de Hurewicz

Si X est un espace topologique connexe par arcs et z un point base de X, si
A = M = 7Z, alors application

HY(X,Z) — Hom(m (X, z),Z)
[c] = o] =@}

avec @ le 1-cycle singulier identifié au lacet a, avec [a] la classe d’homotopie du lacet
a, et avec [ la classe de cohomologie du 1-cocycle ¢. Par le théoreme de Hurewicz
en homologie, on a donc

HY(X,Z) ~ Hom(H,(X,7Z),7) ~ Hom(m (X, z),Z) .

7.3 Autres exercices

Exercice E.74 Soit X une variété topologique séparée de dimension d, et x1, ..., Ty
des points deux a deux distincts de X. Calculer H"(X, X — {a1,...,2}; Z) pour
tout n dans N.

7.4 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.7T4 Dans ce qui suit, le module des coefficients est Z. Comme X est
une variété topologique séparée de dimension d, il existe Uy, ..., Uy des voisinages
ouverts deux a deux disjoints de xy, ..., 2, qui sont homéomorphes a la boule ouverte
de dimension d. On pose A = X —{x1,..., x5} et U = X—Uf:1 U;. Alors U est fermé,
A ouvert, et U C A. Pour tout n dans N, par le théoréme d’excision, H"(X, A) ~
HY(X —U,A=U) = H"(U_ U, UL, Ui — {:}) = @ H"(U,, U; — {}). Par
invariance homotopique de la cohomologie relative,

HWA&—W&:HWﬁE—@M:HWMm—sz{%:&:d

par un résultat du cours. Donc

ZF sin=d
0  sinon

H%KX—hh”mD={
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A Annexe : rappels de topologie générale

Les références pour cet appendice sont [Bou, Dug, Dix, Pau2|. On suppose
connues, essentiellement pour des exemples, les notions d’espaces vectoriels nor-
més et d’espaces métriques. Les preuves qui ne sont pas données ci-dessous sont les
meémes que dans le cas particulier des espaces métriques, ou sont laissées en exercice.

A.1 Généralités

Un espace topologique est un ensemble X muni d'un ensemble & de parties de
X tel que

1. toute intersection finie d’éléments de & appartient a @,

2. toute union d’éléments de & appartient a @'

Par abus, on note souvent X le couple (X, &). Par convention, une intersection
vide de parties d'un ensemble F est égal a E, et une union vide de parties de E
est égale a la partie vide. Donc () et X appartiennent & . Les éléments de &' sont
appelés les ouverts de X, et @ une topologie sur 'ensemble X. Les complémentaires
des ouverts s’appellent les fermés. Toute union finie de fermés est fermée, toute
intersection de fermés est fermée, () et X sont fermés. Etant donné un ensemble de
parties d'un ensemble F, stable par intersections et par unions finies, I'ensemble des
complémentaires de ces parties est une topologie sur E.

Une bijection f : X — Y entre deux espaces topologiques est un homéomor-
phisme si 'image réciproque par f de la topologie de Y est la topologie de X. Deux
espaces topologiques X, Y sont homéomorphes sl existe un homéomorphisme de X
dans Y. « Etre homéomorphe a » est une relation d’équivalence sur tout ensemble
d’espaces topologiques. Une propriété P sur les espaces topologiques est dite inva-
riante par homéomorphismes si tout espace topologique homéomorphe & un espace
topologique ayant la propriété P admet aussi la propriété P.

Exemple 1 : Si X est un ensemble, alors & = {0, X'} est une topologie sur X,
dite topologie grossiére. L'espace (X, O) est alors dit grossier. L’ensemble &2(X) de
toutes les parties de X est une topologie sur X, appelée topologie discréte. L'espace
topologique (X, 2(X)) est alors dit discret. « Etre grossier » et « étre discret » sont
des propriétés invariantes par homéomorphismes.

Exemple 2 : Si (X, d) est un espace métrique, en notant B(x, ) la boule ouverte
de centre z € X et de rayon r > 0, alors 'ensemble des parties U de X telles que

VaeeU Ir>0, Blx,r)cU
est une topologie sur X, appelée topologie induite par la distance. Sauf mention
contraire, tout espace métrique sera muni de la topologie induite par sa distance.
Exemple 3 : Soit k un corps commutatif, et A, (k) = k™. Un fermé de Zariski de
A, (k) est une partie de la forme
F={xek" :Viel P(x)=0},
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