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ALGEBRE COMMUTATIVE




Algebre homologique

Ce chapitre expose quelques rudiments d’algebre homologique. Issue de la topologie al-
gébrique ou elle a des applications frappantes (le théoreme de Brouwer par exemple), le
Jormalisme algebrique qui la sous-tend a ensuile essaimé dans de nombreux domaines
des mathématiques. C'est aujourd’hui en outil fondamental en algebre commutative,
en géométrie algébrique, en topologie et elle a méme des applications en robotique!

10.1. Suites exactes

La notion de suite exacte permet de résumer dans un diagramme simple a

écrire de nombreuses propriétés algébriques.

DEFINITION 10.1.1. — So0it A un anneau. Une suite exacte de A-modules est un dia-
gramme

Mo 25 M 5 My — o M, 25,

ou pour tout i € {2;...;n}, Ker fi =Im f;_1.

En particulier, on a f;o f;_1 = 0 pour tout i € {2;...;n}. Un cas particulier tres
important est fournie par les suites de 5 modules, les deux extrémités étant nulles.

On parle alors de suite exacte courte.

PROPOSITION 10.1.2. — Une suite de A-modules
0—N L) M ﬁ) P—-0

est exacte si et seulement si :
— 1 est injectif
— Kerp=Imi;
— p est surjectif.
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Alors, i@ induit un isomorphisme de N sur le sous-A-module i(N) de M et p induit un
isomorphisme M/i(N) ~ P.

Démonstration. — 11 suffit d’écrire toutes les conditions. L'image de la fleche 0 —
N est 0, c’est aussi le noyau de ¢, donc ¢ est injectif. Ensuite, Im: = Kerp. Enfin,
I'image de p est égale au noyau de ’homomorphisme P — 0, c’est-a-dire P, donc
p estsurjectif. Le reste de la proposition provient du théoréme de factorisation. [

DEFINITION 10.1.8. — Un complexe est un diagramme

Mo oMy B My — oo s M, DM,

ou pour tout i € {2;...;n}, fio fio1 =0.

DEFINITION 10.1.4. — Soit A un anneaw et f: M — N un homomorphisme de A-
modules. Le A-module quotient N/ f (M) est appelé conoyau de f. On le note Coker f.

Remarque 10.1.5. — On a Coker f = 0 si et seulement si f est surjectif. Ainsi, un
homomorphisme f: M — N est un isomorphisme si et seulement si Ker f = 0 et
Coker f = 0.

THEOREME 10.1.6 (Lemme du serpent). — Considérons un diagramme d’homomor-
phismes de A-modules

i p

0 N M P 0
ool
0 N wm L 0

dans lequel les deux lignes sont supposées exactes et les deux carrés commutatifs : i o f = foi
et p' o g = hop. Il existe alors un homomorphisme canonique 0: Ker h — Coker f tel que
l'on ait une suite exacte

0 — Ker f LR Ker g P Rern & Coker f R Coker g %, Cokerh — 0.

Démonstration. — a) On a i(Ker f) C Kerg et p(Kerg) C Kerh. En effet, si x € N
vérifie f(x) = 0, alors g(i(x)) = (goi)(x) = (7 o f)(x) = I(f(x)) = 0, donc
i(x) € Kerg. De méme, si y € Kerg, on a h(p(y)) = (hop)(y) = (p o g)(y) =
#'(2(») = 0, donc p(y) € Kerh.

On a ainsi des homomorphismes i, : Ker f — Kerg et p,: Ker g — Kerh.

b) Ona ¢ (Im f) C Img et p'(Img) C Imh. En effet, si ¥ € Im f, soit x € N tel
que &' = f(x). Alors, 7/ (x') = (/' o f)(x) = (g o) (x) = g(i(x)), ce qui prouve que
¢ (x') appartient a Im g.

De méme, si y € Img, soit y € M tel que y = g(y). On a alors p'(y') =
(t' 0 g)(y) = (hop)(y) = h(p(y)) donc p'(y') appartient a Im h.
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Il en résulte que le noyau de ’'homomorphismes composé

N' 5 M’ — M/ Im g = Coker(g)

contient Im(f), d’ott par passage au quotient un homomorphisme canonique
i\.: Coker(f) = N'/Im(f) — Coker(g). De méme, on en déduit un homomor-
phisme p,: Coker(g) — Coker(%), induit par #/.

¢) L’homomorphisme ¢, est injectif : si i, (x) = 0, i(x) = 0 donc x = 0.

Comme p, estlarestriction a Ker g de p et comme poi: = 0, on a p,oi, = 0 donc
Imi, C Kerp,. Réciproquement, soit y € Kerp,. On a donc y € Kerg et p(y) = 0.
Comme la premiére ligne du diagramme est exacte, y € Im:. Soit ainsi x € N tel
que y = i(x). Ona 0 = g(y) = g(i(x)) = (g01) (x) = ("o f) (x) = ' (/(x)). Comme
¢ estinjectif, f(x) = 0 et x € Ker f. Par suite, y = i(x) € i(Ker f) = i, (Ker f).

d) L’homomorphisme p/, est surjectif : si {’ € Coker %, on peut écrire {' = cl(z')
avec 2/ € P'. Comme §' est surjectif, il existe y' € M’ tel que 2/ = p/(y’). Alors, par
définition de p,, on a {' = p,(cl(y')), si bien que {’ € Imp),.

On a p, o, = 0. En effet, par définition de ,, si ¥’ € N', &, (cl(x’)) = cl(i'(x")),
d’ou

P (i (el(x)) = (el (&) = el (¥ (V' ('))) = 0.
Réciproquement, si §, (cl(y')) = 0, ona cl(p'(y')) = 0, d’ou p’'(y') € Im h. On écrit
' (y') = h(z) avec z € P. Comme p est surjectif, il existe y € M tel que z = p(y)
et p'(y') = h(p(z)) = p'(g(z)). Ainsi, y — g(z) appartient a Ker/, donc est de la
forme ¢/ (x') pour ' € N'. Finalement,

cl(y’) = cl(g(x) +i'(x')) = (@' (+)) = i, (x'),

d’ou Kerp!, = Im¢..

e) Nous allons maintenant construire I’homomorphisme ¢. La restriction a
p~1(Kerh) = Ker(ho p) de g fournit un homomorphisme Ker(/ o p) — M dont
I'image est contenue dans le noyau de p' (si A(p(y)) = 0, p'(g(y)) = 0). Puisque
Kerp/ = Imi et comme ¢: N’ — Im¢ est un isomorphisme, il en résulte un
homomorphisme canonique p~!(Kerh) — N’ que I'on compose ensuite avec la
surjection canonique N’ — Coker(f), d’ott un homomorphisme y: p~! (Kerh) —
Coker(f).

Siy=i(x) €i(N),onag(y) =7(f(x)), donc y(y) = cl(f(x)) = 0. Ainsi, Kery

contient ¢(N), d’ou par passage au quotient un homomorphisme bien défini
9: Kerh = p~ " (Kerh)/p~1(0) = p~' (Ker h) /i(N) > Coker(f).

Concretement, I'image d’'un élément z de Ker/ par ’homomorphisme 0 est
obtenue de la facon suivante. Comme p est surjectif, il existe y € M tel que z =
p(y). Alors, 0 = h(z) = h(p(y)) = p'(g(y)), donc g(y) € Kerp' = Im7'. 1l existe
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ainsi ¥’ € N’ tel que g(y) = ¢ (x'). Alors, 9(z) est la classe de x’ dans Coker(f) =
N'/Im /.

f) Montrons que Im p, = Kerd.

Soit z € Im p,, d’ou y € Ker g tel que p(y) = z. Autrement dit, g(y) = 0 et avec
les notations du paragraphe précédent, ¥’ = 0, d’ot d(z) = 0 et z €, erd.

Réciproquement, si z € Kerd, on a ¥’ € Im f, donc ¥’ = f(x) pour un certain
x € Netg(y) =i(x") =g(i(x)). On a donc y — i(x) € Ker g. Par suite, z = p(y) =
p(y - i(x)) € p(Kerg) = Im ..

) Enfin, montrons que Im ¢ = Ker,.

Soit z € N; avec les mémes notations, 7 (d(z)) = ¢ (cl(x)) = c(/(x)) =
cl(g(y)) = 0, donc d(z) € Ker?, et Imd C Kerd,.

Réciproquement, soit ¢ € Keri,. On peut écrire ¢ = cl(x'). On a alors 7, (¢) =
cl(/(x")). Par suite, ¢/ (x') € Img. Si ¢/ (x') = g(y) avec y € M, on a par définition
d(p(y)) = cl(x') = ¢ si bien que Kerd, C Imd.

Le théoréme est donc démontré. ]
COROLLAIRE 10.1.7. — a) St [ et h sont injectives, g aussi. Si [ et h sont surjectives, g
aussi.

b) Si [ est surjective et g injective, h est injective Si g est surjective et h injective, | est
surjective..
Démonstration. — a) Si f et h sont injectives, la suite exacte du diagramme du

serpent commence par 0 — 0 LR Ker g iR 0. Nécessairement, Kerg = 0. Si f et

! /

h sont surjectives, elle se termine par 0 -, Coker g LN 0, donc Cokerg =0 et f
est injective.
b) Si f est surjective et g injective, on a Kerg = 0 et Coker f = 0. Par suite,

e . S . M 0 .. . .
le milieu de la suite exacte s’écrit 0 [)—> Ker# — 0, donc h est injective. Enfin, si

g est surjective et & injective, on a Kerh = 0, Coker g = 0, d’ou une suite exacte
]

0% Coker f -, 0, donc f est surjective. U

Exercice 10.1.8. — Démontrer directement le corollaire précédent.

10.2. Suites exactes scindées. Modules projectifs et injectifs
LEMME 10.2.1. — Soit A un anneau. et considérons une suite exacte courte de A-modules
0-NLMLP o

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) il existe g: P — M tel que p o ¢ = 1dp (p a un inverse a droite) ;
(2) ilexiste j: M — N tel que j ot = 1dN (¢ a un inverse a gauche) ;
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(3) i(N) a un supplémentaire dans M.

DEFINITION 10.2.2. — Une suite exacte courte qui vérifie les conditions du lemme 10.2.1
précédent est dite scindée.

Démonstration. — (1)=(3). — Soit Q = ¢(P) I'image de ¢ dans M et montrons
que Q estun supplémentaire de i(N). Tout d’abord, si m = i(x)+¢(y), pour x € N
ety € P,onap(m) = p@i(x)) + p(q(y)) = y. Ainsi, si m = i(x) + ¢q(y) = 0, alors
y = p(m) = 0 puis i(x) = 0 — donc aussi x = 0 puisque : est injectif. Cela montre
que i(N) et Q sont en somme directe. De plus, si m € M, posons y = p(m). Alors,
pim = q(3)) = p(m) = p(g(p(m))) = p(m) — p(m) = 0, donc m — q(y) € i(N). Cela
montre que M = i(N) + Q. Ainsi, M = i(N) & Q et Q est un supplémentaire de
i(N) dans M.

(3)=(1). — Soit Q un supplémentaire de ¢(N) dans M. Considérons ’homo-
morphisme §': Q — P obtenu par restriction a Q de p. On a Kerp = KerpNnQ =
i(N) N Q = 0 puisque Q et i(N) sont en somme directe. Donc §’ est injectif. De
plus, si x € P, soit y € M tel que x = p(y). On peut écrire y = i(z) + 2z’ avec z € N
et 2 € Q. Alors, x = p(i(z)) + p(z') = p(z’) et ' est surjectif. Par suite, p' est un
isomorphisme et 'homomorphisme réciproque ¢: P — Q vérifie bien pogq = Idp.

(2)=(3).— Soit Q le noyau de j. Si x € Q Ni(N), on peut écrire x = i(y)
avec y € N et 0 = j(x) = j(i(y)) = y,donc y = 0 et x = 0. Ainsi, Q et i(N)
sont en somme directe. De plus, si x € M, posons y = x —i(j(x)). Alors, j(y) =
j(x) —j(E(j(x)) = 0 donc y € Q. Ceci prouve que Q + i(N) = M. Ainsi, M =
Q@ i(N).

(3)=(2). — Soit Q un supplémentaire de i(N) dans M. Considérons I’applica-
tion j: M — N qui associe a m = x +i(y) avec x € Q ety € N I'élément y € N.
Elle est bien définie car i est injectif. De plus, c’est un homomorphisme. Enfin, un
élément i(y) € ¢(N) se décompose i(y) = 0+ i(y), donc j(i(y)) =y et joi=IdN.
]

Remarque 10.2.3. — Comme tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel pos-
sede un supplémentaire, toute suite exacte de modules sur un corps est scindée.

DEFINITION 10.2.4. — On dit qu’'un A-module P est projectif si toute suite exacte courte
0 N—-M->P—0
est scindeée.

Autrement dit, P est projectif si et seulement si tout homomorphisme surjectif
f: M — P admet un inverse a droite.

THEOREME 10.2.5. — Soit P un A-module. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) P est projectif;
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(2) P est un facteur direct d’un A-module libre;
(3) pour tout homomorphisme surjectif p: M — N et tout homomorphisme f: P — N,
il existe un homomorphisme g: P — M tel que f = po g.

Rappelons qu’un facteur direct d’un module est un sous-module qui posséde un
supplémentaire. D’autre part, I'’énoncé (3) du théoréme est souvent pris comme
définition des modules projectifs.

Démonstration. — (1) = (2). — Supposons que P est projectif. Soit S une famille
génératrice dans P et soit L = A®) le A-module libre de base S. On a un ho-
momorphisme canonique p: L. — P tel que ¢; (vecteur de A®) dont toutes les
coordonnées valent 0 sauf la coordonnée s qui vaut 1) a pour image s. Soit N
le noyau de p, d’ou une suite exacte courte 0 - N — L. - P — 0. Comme P
est supposé projectif, N admet un supplémentaire QQ dans L. Dans la démonstra-
tion du lemme 10.2.1, on a montré que la restriction a () de ’homomorphisme p
est un isomorphisme Q ~ P. Par suite, P est (isomorphe a) un facteur direct du
A-module libre L.

(2)=(3). — Supposons maintenant qu’il existe un A-module libre L. contenant
P et un sous-module Q de L tel que P ¢ Q = L. Fixons une base S de L.

Soit p: M — N un homomorphisme surjectif et f: P — N un homomorphisme
quelconque. On veut montrer qu’il existe g: P — M tel que po g = f.

On définit un homomorphisme ¢: L. — N par ¢(x +y) = f(p) si x € P et
y € Q. Par construction, la restriction de ¢ a P est égale a f. Pour tout s € S, soit
alors m; un €lément de M tel que p(m;) = ¢(s) (il en existe car p est surjectif).
Alors, la propriété universelle des modules libres implique qu’il existe un unique
homomorphisme y: L. — M tel que y(s) = m,. Pour tout s € S, on a alors poy(s) =
p(mg) = @(s), donc S formant une base de L, p oy = ¢. Soit g la restriction de ¢
a P. Elle vérifie po g =g¢lp = f.

(3)=(1). — Soit p: M — P un homomorphisme surjectif. On applique I’hypo-
these de (3) avec N =P et f = Idp. Il existe alors g: P — M tel que po g = Idp,
autrement dit p a un inverse a droite. Cela prouve que P est un module projectif.
[

En particulier, les modules libres sont projectifs.

Exercice 10.2.6. — a) Soit P un A-module projectif. Si P est de type fini, montrer
qu’il existe un A-module libre de type fini L. dont P est un facteur direct.

b) On suppose que A est un anneau principal. Montrer que tout A-module
projectif de type fini est libre.

DEFINITION 10.2.7. — On dit qu'un A-module 1 est injectif si tout homomorphisme in-
gectif i: 1 — M admet un inverse a gauche.
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Ceci revient bien siir a dire que toute suite exacte courte
0-1I—-M->-N-—->0

est scindée. C’est en quelque sorte la définition duale de celle des modules projec-
tif. Comme le fait remarquer Matsumura dans [5], il n’y a pas de notion duale des
modules libres, si bien que 'on n’a pas de caractérisation des modules injectifs
complétement analogue a celle fournie par le théoreme 10.2.5 pour les modules
projectifs.

THEOREME 10.2.8. — Soit I un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) T est injectif;

(2) pour tout idéal a de A et tout homomorphisme injectif f: a — 1, il existe un
homomorphisme g: A — 1 tel que [ = gla ;

(3) pour tout homomorphisme injectif i: M — N et tout homomorphisme f: M — 1, il
existe un homomorphisme g: N — 1 tel que f = goi.

La encore, c’est souvent la troisieme de ces conditions qui est prise comme
définition des modules injectifs.

Démonstration. — (3)=(2). — Il suffit de poser M = a et N = A.

(3)=(1). — Si i: I — M est injectif, appliquons I'hypotheése (3) a I'homo-
morphisme identique I — I. On obtient un homomorphisme g: M — I tel que
g ot = Idy. Ainsi, I est injectif.

(1)=(8). — Soit i: M — N un homomorphisme injectif et f: M — I un homo-
morphisme. On veut montrer qu’il existe g: N — I tel que f = go.

Soit P C N x I le sous-module image de ’homomorphisme M — N x I tel que
m— (i(m),—f(m)) etsoit p: I - N xI — (N x I)/P 'homomorphisme composé
tel que x — cl(0,x). Si p(x) = 0, il existe m € M tel que (0,x) = (¢(m), —f(m)).
Comme ¢ est injectif, m = 0 et x = 0. Ainsi, ¢ est injectif.

Par hypothese, il existe un homomorphisme ¢: (N x I)/P — I tel que ¢ o p =
Id;. Soit alors g: N — I ’homomorphisme défini par g(x) = 1(cl(x,0)).Six € M,
on a

g(i(x)) = P (cl(i(x),0)) = ¢ (cl(0, f(x))) = P (p(f(x))) = J(x).
Ainsi, goi = f, ce qu’il fallait démontrer.

(2)=(1). — Soit i: I - M un homomorphisme injectif. On veut prouver qu’il
existe f: M — I qui est un inverse a gauche de i, c’est-a-dire tel que f oi = Id;.

Soit .# I'ensemble des couples (N, fn) ou N est un sous-module de M conte-
nant I et fN un homomorphisme N — I vérifiant fy oi = Idj. Comme i est
injectif, c’est un isomorphisme I — i(I) et I'isomorphisme réciproque définit un
élément (i(I),i~!) de .Z. Par conséquent, . n’est pas vide.
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On définit un ordre < sur .# en posant
(N, fx) < (N, far) &  NCN et fuln=/

Muni de cette relation d’ordre, .-# est inductif. En effet, si (N, f,) est une famille
totalement ordonnée dans .#, la réunion N = [JN, est un sous-module de M et
on peut définir fy: N — I en posant, si @ est tel que x € N, fn(x) = fn,(x). Si
x € Ny et x € Np, on peut supposer, quitte a €changer a et £, que (Ng, /N,) <
(Np, /x;) - Alors, Ny C Ng et fx,ln,, d’ou fn,(x) = fx,(x), ce qui prouve que fN
est bien défini.

D’apres le lemme de Zorn, .# admet un élément maximal (N, fx). Supposons
par I’absurde que N # M. Soit alors m € M\ N et soit @ = (N : m) I’ensemble
des a € A tels que am € N. Notons N’ = N + Am. C’est un sous-module de M qui
contient strictement N.

Soit ¢: @ — I ’homomorphisme défini par a — fx(am) si a € a. Par I’hy-
pothése (2), il existe un homomorphisme ¢¥: A — I tel que ¢ (a) = fn(am) si
a e a.

On définit alors un homomorphisme g: N’ — I en posant, si x € N et a € A,
g(x+am) = fn(x) —(a). Cest une application bien définie : si x +am = x' +d'm,
(@ —a)m = x — x" appartienta N, donc @’ —a € a et

(NG =9 (d) = (NE) = ¥(@) = NG —x) =Y (d —a)
= /NG = %) = [x((d = aym) = 0.
I1 est facile de vérifier que c’est un homomorphisme. De plus, on a gy = fx, donc
aussi g o7 = Idy, si bien que le couple (N, g) définit un élément de .7 . Mais ceci
contredit I’hypothése que N était maximal.
Par suite, un élément maximal de .7 est de la forme (M, fy) ou fu: M — I est

un homomorphisme tel que fy o7 = Idj.
Ceci clot la démonstration du théoréme. O]

COROLLAIRE 10.2.9. — Soit A un anneau principal et M un A-module. Alors, M est
injectif si et seulement si pour tout a € A, a # 0, Uhomomorphisme pi,: M — M, x — ax
est surjectif.

Démonstration. — Supposons que M est injectif et soit a € A, a # 0. Soit x € M
et considérons I’homomorphisme (a¢) — M défini par ab — bx (c’est 1a qu'on
utilise que a # 0, le fait que a soit simplifiable suffirait). Comme M est injectif, la
propriété (2) du théoreme 10.2.8 montre qu’il existe un homomorphisme f: A —
M tel que f(ab) = bx si b € A. Alors, f(1) est un élément de M tel que af(1) =
f(a) = x. Ainsi, 'homomorphisme p, est surjectif.

Réciproquement, supposons que cette propriété est satisfaite. Soit a un idéal
de A et f: a — M un homomorphisme. Comme A est principal, il existe a €
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A tel que a = (a). Si @ = 0, tout homomorphisme g: A — M convient, par
exemple ’homomorphisme nul. Supposons maintenant que a # 0. Alors, pour
tout b € A, f(ab) = bf(a). Par hypothese, il existe x € M tel que ax = f(a).
Alors, ’homomorphisme g: A — M tel que g(b) = bx pour tout b € A vérifie
g(ab) = abx = bf(a) = f(ab) pour tout b € A. Ainsi, la restriction de g a I'idéal
(a) est bien égale a f. Ceci prouve que M est injectif. [

Exemple 10.2.10. — Le Z-module Q/Z est un Z-module injectif.

10.3. Foncteurs exacts

Rappelons qu'un foncteur F de la catégorie des A-modules dans elle-méme
est une « application » qui associe a tout module M un module F(M) et a tout
homomorphisme f: M — N un homomorphisme F(f): F(M) — F(N) de sorte
que l'application Homp (M,N) — Homp (F(M), F(N)) est un homomorphisme
de A-algebres (non commutatives) :

— ona F(Idy) = Idpqr) pour tout module M ;

— I'application Homp (M, N) — Homy (£ (M), F(N)) est un homomorphisme
de A-modules;

— pour tout couple d’endomorphisme f: M — N et g: N — P, F(go f) =

F(g) o F(/)-

Un tel foncteur est aussi appelé foncteur covariant.

Un foncteur contravariant est une application du méme genre mais qui renverse
le sens des fleches : 2 un homomorphisme f: M — N est associé un homomor-
phisme F(f): F(N) — F(M) etl'ona F(fog) =F(g)oF(f).

Exemple 10.3.1 (Foncteurs Hom). — Soit P un A-module fixé. Pour tout A-
module M, considérons le A-module Homu(P,M). Si f: M — N est un
homomorphisme, on considere ’homomorphisme Homy (P, M) — Homy (P, N)
tel que ¢ — f o ¢. Cela définit un foncteur Homay (P, o).

Si on considére en revanche les A-modules Homp (M, P) et pour f: M — N
I’lhomomorphisme Homa (N, P) — Homa (M, P) défini par ¢ — ¢ o f, on définit
un foncteur contravariant Homap (e, P).

Remarque 10.3.2. — Considérons f: M — N et g: N — P deux homomorphismes

tels que go f = 0, de sorte que le diagramme M IR N £ P estun complexe. Alors,

pour tout foncteur covariant F, on a F(g) o F(f) = F(go f) = F(0) = 0 si bien

F
que le diagramme F(M) ﬂ F(N) ﬂ F(P) est encore un complexe.

Une remarque analogue vaut bien entendu pour les foncteurs contravariants.
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DEFINITION 10.8.3. — Un foncteur covariant F est dit exact a gauche si pour toute
suile exacte
0—-M-—-=N-=P,

la suite
0 — F(M) — F(N) — F(P)
est exacle.
On dit qu’il est exact a droite si pour toute suite exacte

M—-N-—-P—-O0,

la suite
F(M) - F(N) - F(P) -0
est exacte.
On dit enfin qu’il est exact s’il est a la fois exact a droite et a gauche.

Pour un foncteur contravariant, on a une notion analogue : un foncteur contra-
variant F est dit exact a droite si pour toute suite exacte 0 — M — N — P, la suite
F(P) — F(N) — F(M) — 0 est exacte. Il est exact a gauche si pour toute suite
exacte M - N — P — 0, la suite 0 — F(P) — F(N) — F(M) est exacte. Il est
enfin exact s’il est a la fois exact a droite et exact a gauche.

PROPOSITION 10.9.4. — Soit A un anneau et soit L. un A-module.

a) Le foncteur Homp (L, @) est exact a gauche. 1l est exact si et seulement si L. est un
A-module projectif.

b) Le foncteur Homp (e, P) est exact a gauche. 11 est exact si et seulement si L est un
A-module injectif.

Démonstration. — a) Considérons une suite exacte

0-MLNEP

et soit
0 — Homa (L, M) Z% Homa (L, N) £ Hom, (L, P)

le complexe obtenu en lui appliquant le foncteur Homy (L, o). Nous devons mon-
trer que cette suite est exacte.

Exactitude en Homp (L,M). Si ¢ € Homy (L, M) vérifie f o ¢ = 0, cela signifie
que pour tout x € L, f(p(x)) = 0. Comme f estinjectif, p(x) =0 et ¢ = 0.

Exactitude en Homp (L, N). On doit montrer que pour tout homomorphisme
¢ € Homp(L,N) tel que gogp = 0, il existe ¢y € Homy (L,M) tel que ¢ =
fo.Orsix €L, g(p(x)) = 0. Par suite, p(x) € Kerg = Im f. Ainsi, ¢ est
un homomorphisme L. — f(M). Comme f: M — f(M) est un isomorphisme, on
peut poser ¢ = f~L o . Alors, fot = ¢.
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a’/) Le foncteur Homy (L, @) est exact a droite si pour toute suite exacte

0-MLNEP SO,

la suite
0 — Homa (L, M) £ Homa (L, N) % Homa (L, P) — 0
est exacte. Seule 'exactitude en Homy (L, P) n’a pas été vérifiée. Cela revient a
dire que pour tout homomorphisme ¢: L. — P, il existe un homomorphisme
Yr: L — N tel que ¢ = go. D’apres le théoreme 10.2.5, cette condition signifie
exactement que L est un A-module projectif.
b) Considérons une suite exacte

MLNEP O

et soit

0 — Homa (P, L) 2% Homa (N, L) <5 Homa (M, L)
le complexe obtenu en luis appliquant le foncteur contravariant Homy (e,L).
Nous devons montrer que cette suite est exacte.

Exactitude en Homy (P, L) . Soit ¢ € Homy (P, L) tel que po g = 0. Cela implique
que le noyau de ¢ contient g(N) =P, donc ¢ = 0.

Exactitude en Homp (N, L) . Soit ¢ € Homy (N, L) tel que g o f = 0. On cherche
Y € Homy (P,L) tel que ¢ = ¢ o g. Or, dire que ¢ o f = 0 signifie exactement
que Kerg contient Im f. Par passage au quotient, on en déduit un unique ho-
momorphisme vp: N/Im f — L tel que ¢(x) = ¢o(cl(x)) pour tout x € N. Par
définition d’une suite exacte, g définit un isomorphisme N/ Im f — P, on peut
ainsi définir ¢ comme la composition

Woog P N/Im f 2% L.

bs) 1l faut démontrer que L est un A-module injectif si et seulement si le fonc-
teur Homay (L, @) envoie une suite exacte sur une suite exacte. Seule reste a vérifier
I’exactitude au dernier cran, c’est-a-dire que si f: M — N est injectif, ’homomor-
phisme of: Homyp (N,L) — Homp (M, L) est surjectif. Il faut ainsi démontrer que
pour tout homomorphisme ¢: M — L, il existe un homomorphisme 1: N — L
tel que i o f = ¢. D’apres le théoreme 10.2.8, cette condition est vérifiée si et
seulement si L. est injectif. [

10.3.5. Foncteur de localisation. — Soit A un anneau et soit S une partie mul-
tiplicative de A. Si M est un A-module, on sait depuis le chapitre 6 lui asso-
cier un S~!A-module S~'M. De plus, si f: M — N est un homomorphisme de
A-modules, on dispose, ¢f. la proposition 6.5.5 d'un (unique) homomorphisme
S7lf:S7IM — S7IN tel que (S71f)(m/s) = f(m)/s pour tout m € M et tout
s € S.De plus, ST!(fog) = S71f oS g. Ainsi, la localisation est un foncteur
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de la catégorie de A-modules dans celle des ST'A-modules. On le considére ici
seulement comme un foncteur sur la catégorie des A-modules.

PrROPOSITION 10.3.6 (Exactitude de la localisation). — Soit A un anneau et soit S
une partie multiplicative de A. Le foncteur de localisation par rapport a S est un foncteur

/

exact csi0 — M 5 N & P 5 0 est une suite exacte de A-modules, la suite 0 —
—1

“1png S “ing 38 oot
SM —— SN ——= S7'P — 0 est encore exacte.
Démonstration. — Identifions M a un sous-module de N via f et P au quotient

N/M via g. D’aprés la proposition 6.5.8, ’'homomorphisme S~! f est injectif et le
quotient STIN/S™IM s’identifie 4 S!(N/M) = S~!P par I'application de S™!N
dans S~!'P donnée par

cl(n/s) —cl(n)/s=cl(gn))/s = (S_lg) (n/s).

10.4. Modules différentiels. Homologie et cohomologie

DEFINITION 10.4.1. — Soit A un anneau. Un A-module différentiel est un couple (M, d)
Sformé d’un A-module M et d’un endomorphisme appelé diftérentielle d: M — M tel que
d>=0.

Un morphisme de modules différentiels f: (M,dv) — (N, dn) est un homomorphisme
f:M—= N telquedyo f= fody.

DEFINITION 10.4.2. — Si (M, d) est un A-module différentiel, on définit trois A-
modules :

— le module des cycles : Z.(M) = Kerd ;
— le module des bords : B(M) = Imd ;
— le module d’homologie de M : HM) = Z(M)/B(M) = Ker(d)/ Im(d).

LEMME 10.4.3. — Un homomorphisme de modules différentiels f: (M,dyv) — (N, dn)
induit des homomorphismes Z(M) — Z(N), B(M) — B(N) d’ou un homomorphisme
H(f): HM) — H(N).

Démonstration. — Comme f ody = dv o f, si du(x) = 0, alors dn(f(x)) =
f(dvm(x)) = 0, donc I'image de Kerdy par f est contenue dans Kerdy :
F(Z(M)) € Z(N).

De méme, f(B(M)) C B(N) puisque f(dm(x)) = dn(f(x)) pour tout x € M.

Il en résulte par passage au quotient un homomorphisme canonique
H(f): HM) =Z(M)/B(M) — Z(N)/B(N) = H(N). [

DEFINITION 10.4.4. — Un A-module différentiel gradué est un module différentiel (M, d)
tel que
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— M est la somme directe d’une famille (M) ez (M est gradué ) ;

— il existe un entier v tel que l'endomorphisme d est de degré r : pour tout n € Z, on a
d(Mn) - Mn+r-
Dans ce cas, on note Z,(M) = Z(M) N M,, B,(M) = B(M) "M, ¢ H,(M) =
Z,(M)/B,(M).

LEMME 10.4.5. — Soit (M, d) un A-module différentiel gradué. On a alors les égalités
ZM) =Pz, (M), BM) =B, (M) e« HM)=PHH,M).
n neZ

Autrement dit, cycles, bords et homologie de M sont automatiquement gradués.

Démonstration. — Comme Z,, (M) est un sous-module de M,, et comme les M,, sont
en somme directe, les modules Z, (M) sont aussi en somme directe. D’autre part,
si x € Z(M), on peut écrire x = >, x, ou pour tout n, x, € M. Alors, 0 = d(x) =
> 0(xy). Si r est le degré de ’homomorphisme ¢, on a donc que pour tout x,
d(x,) appartient a M,,;,. Comme les M,, sont en somme directe, d(x,) = 0 pour
tout n et x € > Z,(M).

De méme, les B, (M) sont en somme directe. Si x € B(M), écrivons x = d(y)
avec y € M. On peut écrire y = >y, avec y, € M,, pour tout n. Alors, x = d(y) =

n
> 0(yn). Pour tout n, d(y,) € M4, NImd = B, (M). si bien que x appartient a
n
> B,(M). Comme chacun des Z,(M) est contenu dans M,,, la somme est néces-
n

sairement directe.
Enfin, on a

H(M) = Z(M)/B(M) = (@ Zn(M)> / (@ Bn(M)>

= P ZM)/B.(M)) = P H.(M).

n

Remarque 10.4.6. — Considérons un complexe de A-modules

M M, P M
Définissons alors M = @M, et soit d € End(M) I’endomorphisme défini par les
dy :six € M,_1, d(x) = d,(x).
Alors, (M, d) est un A-module différentiel gradué dont la différentielle est de
degré 1. De plus, H,(M) = Kerd,1/Imd,. La tradition veut qu’on note plutot
H"(M) et qu’on appelle ces modules modules de cohomologie du complexe.
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10.4.7. Complexe de de Rham dun ouvert de R*>. — Soit U un ouvert de RZ. Si
0 < p < 2,s0it QP(U) le R-espace vectoriel des formes différentielles de degré p
sur U. Pour p = 0, Q%(U) est I'espace vectoriel des fonctions ¥ sur U. Pour
p =1, une forme différentielle w de degré 1 s’écrit

w=A(x,y)dx + B(x,y) dy
ou A et B sont des fonctions ¥*°. Enfin, une forme différentielle « de degré 2
s’écrit
o =A(x,y) dx A dy.
On a un homomorphisme « différentielle extérieure » défini ainsi :

a—fdx%-a—fdy

. OO0 1
: Q'(U) - 0'(U) [ = 4

dB(x,9) 0A(x,v)
ox dy

d: QY (U) - Q%(U)  A(x,y) dx + B(x,y) dy — ( ) dx A dy

et d est nul sur Q2 (U).
On constate que d o d = 0. Le seul calcul nécessaire est celui de d?(f) pour

feQ%U) et
2/ _ f U 4y — *cf P

et le théoréme de Schwarz implique que d%(f) = 0.
On a ainsi défini un complexe, appelé complexe de de Rham de U :

0 - 0%U) L alu) L o) —o.

On peut alors calculer ses groupes de cohomologie, notés HiDR(U) Un théo-
reme fondamental de de Rham affirme que ce sont des espaces vectoriels de méme
dimension que les espaces de cohomologie fournis par la théorie singuliere.

Calculons H’(Q*). Si f € Z°(Q*), f est une fonction € sur U telle que df =

0, c’est-a-dire % = 68_5 = 0. Ainsi, f est constante sur chaque composante connexe

de U Comme B’ = 0, on a H%R(U) = R™) | 75(U) désignant le nombre de
composantes connexes de U.

Si U est simplement connexe (par exemple, U contractible, ou U étoilé, ou
simplement U = R?), le lemme de Poincaré affirme qu’une forme différentielle
w sur U telle que dw = 0 (on dit que w est fermée) est exacte : il existe f telle que
w = df . (Vous avez peut-étre rencontré la formulation plus commune en physique
ou en calcul différentiel élémentaire : un champ de vecteurs dont le rotationnel est nul
est un gradient.)
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On peut le démontrer tres simplement dans le cas ou U est étoilé, disons par
rapport a l'origine 0 € R%. Si w = A(x,y) dx+B(x,y) dy = 0 vérifie dw = 0, posons

1
f(x,y) = Jo (xA(tx, ty) + yB(tx, ty)) dt.

Alors — voir un cours d’intégration — f est de classe 4> sur U et on obtient
df/0x et 0f/dy en dérivant sous le signe somme. On obtient :

0 ! oA B
—f(x,y) = J A(tx, ty) + tx— (tx, ty) + ty— (tx, ty) | dt.
0x 0 0x ox

Comme dw = 0, %—5‘ = %‘ si bien que

of & oA B
—(x,9) = Altx, t tx—(tx,t ty—(tx,t ds.
o (52 Y) UO((X y)+xay(x y) +tyo—(tx y))
ﬂl d

= <A(tx, ty) + t— (A(tx, ty))) dt.

Jo dt

rl d )

= | Al D)) = [tA(tx, 1y)]o

JO

:A(X’y)'

De méme, on démontre que %(x,y) = B(x,y) si bien que df = w.
THEOREME 10.4.8. — Soit A un anneau et soit 0 — M IR N £ P — 0 une suite exacte
de modules différentiels. Cela signifie que cette suite est une suite exacte de A-modules ainsi
que les deux égalites

dno f=fody e dpog=godn.

11 existe alors un homomorphisme 0: H(P) — H(M) tel que l'on ait un « triangle exact » :

H(P)
d H(g)
H / H(f) \
(M) H(N)

Ceci signifie les trois égalité :
Kerd =ImH(g), KerH(g) =ImH(f), KerH(f)=Imoa.

Démonstration. — a) Montrons que Ker H(g) = ImH(f). Comme go f =0, on a
H(g) oH(f) = H(go f) = 0 et InH(f) C KerH(g). Réciproquement, soit ¢ €
Ker H(g). On peut écrire ¢ = cl(x) avec x € Kerdy. Alors, H(g) (¢) = cl(g(x)), si
bien qu’il existe y € P tel que g(x) = dp(y). Puisque ’homomorphisme g: N — P
est surjectif, il existe z € N tel que y = g(z). Alors, g(x) = dp(y) = dp(g(z)) =
g(dn(z)) si bien que x — dn(z) appartient a Kerg = Im f. Soit t € M tel que
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x—dn(z) = [(1). Onaalors £ = cl(x) = cl(dn(z) + /(1)) = cl(f()) = H(f) (cl(1)).
Par suite, Ker H(g) € ImH(f), d’ou I’égalité.

b) Consruisons ensuite ’homomorphisme d. Soit ¢ € H(P). Ecrivons ¢ = cl(x)
avec x € Kerdp. Comme g est surjectif, il existe y € M tel que x = g(y). Alors,
0 =dp(x) =dp(g(y)) = g(dn(y)) sibien qu’il existe z € M tel que dn(y) = f(z).
On a f(duz) = dn(f(z)) = dndn(y) = 0 puisque d{z\l. Comme f est injectif,
dvz = 0. Posons ainsi d(¢) = cl(z) € HM).

Il faut vérifier que cette application est bien définie. Or, z € M a été choisi de
sorte que soient vérifiées les relations f(z) = dn(y), x = g(y) et ¢ = cl(x). Sion a
fait d’autres choix : ¢ = cl(x), ¥’ = g(y') et f(Z') = dn(y), alors :

— il existe x” € P tel que x = &’ + dpx”. Choisissons aussi y" € N tel que
¥ =g0");

-2y —=y) =x"'—x=dp(x") = dp(g(y")) = g(dn(y")), si bien qu’il existe 2" € M
tel que y' —y =dn(y") + f(z");

—alors, f(z' —2) = dn() —dn() = dx(@x() + /(") = dn(f(Z") =
f(dm(2")). Comme [ estinjectif, 2/ — z = dy(2") et cl(z') = cl(z) dans H(M).

Enfin, ¢ est un homomorphisme : si on a fait les choix (x1,y1,21) pour £ et
(x9,y2,29) pour &, on peut faire les choix (ajx1 + agxg, a1y + a9y, a1z1 + asze)
pour aié] + agée, si bien que d(a1é) + agée) = a10(&1) + a20(&).

c) Montrons que KerH(f) = Imd. Si ¢ = cl(x) vérifie H(f)(¢§) = 0, on a
f(x) € Imdy. Par suite, soit y € N tel que f(x) = dn(y). Il en résulte par définition
de 'homomorphisme d que d(cl(g(y))) = cl(x) = ¢, soit Ker H(f) C Imd.

Réciproquement, si cl(z) = d(cl(x)), ona H(f)(cl(z)) = cl(f(z)) donc est égal
avec les notations du b) a cl(dn(y)) = 0.

d) Montrons que ImH(g) = Kerd. Si d(¢) = 0, soit (x,y,z) un systeme de choix
comme au b) de sorte que 9(£) = cl(z). On a donc z € Imdy. Soit 2/ € M tel
que z = dy(2'). Alors, f(z) = f(dm(?)) = dn(f(Z)) = dx(y) = 0 donc, f étant
injectif, z = 0. Par suite, dn(y) = f(z) = 0. La classe de y dans H(N) vérifie ainsi
H(g) (cl(y)) = cl(g(y)) = cl(x) = ¢, ce qui prouve que ¢ € ImH(g).

Réciproquement, soit ¢ = cl(g(y)) un élément de Im H(g) avec y € Kerdy. Par
définition, d(¢) = cl(z) ou z est 'unique €lément de M tel que f(z) = dn(y) =0,
donc z =0 et d(¢) = 0. ]
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COROLLAIRE 10.4.9. — Considérons une suite exacte de complexes, c’est-a-dive un dia-
gramme commutatif

0 0 0
M, _4 M, Myy1 —
N,_1 N, Nyy1 —
P,_1 P, Ppy1 —
0 0 0

dans lequel les colonnes sont des suites exactes. Alors, il existe pour tout n un homomorphisme
0" : H"(P) — H"TL (M) tel que Uon ait une suite exacte

. — H"(M) — H"(N) — H"(P) s H™ 1 (M) — ...

La démonstration est laissée en exercice. Il faut essentiellement juste vérifier
qu’avec les notations du théoréme, ’homomorphisme ¢ est de degré 1, c’est-a-
dire que pour tout n, ¢(H"(P)) c H"t1(M).

10.5. Exercices

Exercice 10.5.1. — a) Soit M f—0> M; f—1> ﬂ M,, un complexe. Montrer

que ce complexe est une suite exacte si et seulement si pour tout i les suites

(0) — Ker f; = M; £> Ker fi11 — (0) sont exactes.
b) On suppose que A est un corps k et que les M; sont des k-espaces vectoriels

de dimension finie. Soit 0 — M; iR Mo Ly Iy M, — 0 une suite exacte.
n .

Montrer que »](—1)"'dimM; = 0.
i=1

Exercice 10.5.2. — Soit A un anneau, soit M un A-module et soit (a,b) deux élé-

ments de A.
a) Montrer que les applications dj: M — M x M et do: M x M — M définies

par
dy(x) = (ax,bx) et do(x,y) =0y — ax

définissent un complexe M* :

0-MDMxMBZ o
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b) Montrer que H*(M®*) = {x € M;ax = by = 0} et que H*(M*) =
M/ (aM + bM).

¢) On suppose que la multiplication par a dans M est injective. Montrer alors
que la multiplication par b dans M/aM est injective si et seulement si H! (M*) = 0.

Exercice 10.5.3. — Soit A un anneau et I un idéal de A

a) On suppose que 'homomorphisme canonique cl: A — A/I n’admet un
inverse a droite f. Montrer qu’il existe a € I tel que a = a® et I = (a).

b) Si A estintegre montrer que A/I est un A-module projectif si et seulement
sil=0oul=A.

Exercice 10.5.4. — Soit A un anneau et soit 0 — M L N Sp 0 une suite exacte

scindée. Montrer que pour tout A-module X, cette suite induit des suites exactes
scindées

0 — Hom(X, M) 2% Hom(X,N) % Hom(X,P) — 0
et ‘
0 — Hom(P,X) 2% Hom (N, X) <X Hom(M, X) — 0.

Exercice 10.5.5. — Soit A un anneau local noethérien. Notons 1t son idéal maxi-
mal et k le corps résiduel A/nt. Soit P un A-module projectif de type fini.
a) Montrer que P/mP est un k-espace vectoriel de dimension finie.

Notons d cette dimension. et considérons des éléments ey, ..., ¢ € P tels que
(cl(e1),...,cl(eq)) soit une base de P/mP.
b) Montrer a I’'aide du théoréme de Nakayama que (eq,...,¢;) engendrent P

en tant que A-module. En déduire I'existence d’une suite exacte
0—-M-—-A"—-P—0.

c¢) En utilisant I’hypothese que P est projectif, montrer que A" ~ P @ M. En
déduire que dim;(M/mM) = 0.

d) En appliquant de nouveau le théoréme de Nakayama, montrer que M = 0
et donc que P est un A-module libre.

Exercice 10.5.6. — Soit A un anneau et soit S une partie multiplicative de A.
a) Montrer que si on a un diagramme commutatif de A-modules

0 E—r—5.¢
l&A J{O[F JQG
0—E Lo

dont les lignes sont exactes, avec ar et ag des isomorphismes, alors ag est un
isomorphisme.
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b) Soient M et N des A-modules. Définir un morphisme naturel de A-modules
aymN : ST'Homp (M, N) — Homg_1, (S™'M,S7IN)

qui soit I'identité pour M = A.

c¢) Démontrer que si M est un A-module libre de type fini, ap,N est un isomor-
phisme.

d) Montrer, a 'aide des questions précédentes, que si A est noethérien et M
est un A-module de type fini, alors ay N est toujours un isomorphisme.

e) Donner un exemple pour lequel ay N n’est pas un isomorphisme.

10.6. Solutions

Solution de Uexercice 10.5.1. — a) Comme Im(f;) C Ker f;;1, on a une applica-

tion f; : M; — Ker(f;;1) bien définie, et un complexe (0) — Ker f; — M; L

Ker fi11 — (0). Dire que ces suites sont exactes revient a dire que I'image de f;
dans Ker f;,1 est égale a Ker f;;1, soit Im f; = Ker f;1. Cela équivaut a I’exacti-
tude du complexe.

b) Si A = k est un corps, et si (0) — Kerf; — M; L Ker fiz1 — (0) est
exacte, on peut trouver un supplémentaire de Ker f; dans M; qui sera isomorphe
a Ker f;11. Ainsi, pour tout i € {1,...,n}, dimM; = dim Ker f;+dim Ker f;;1. (On
anoté f,,1 = 0.) Par suite, on a
(=1)'dimM; = > (=1)"dimKer f; + > (—1)"dim Ker f; 1
1 i=1 i=1

= dimKer fy + (—=1)"dimKer f,;1 = 0.

s

1

Solution de Uexercice 10.5.2. — a) Pour tout x € M, do(di(x)) = do(ax,bx) =
bax — abx = 0 donc d9 o dy = 0.

b) On a B’M®) = Im(0 — M) = 0. On a Z°(M*) = Kerd; donc est 'en-
semble des x € M tels quye ax = bx = 0. Par suite, H'(M®*) = {x € M; ax = bx =

0}.

On a Z*>(M*) = Ker(M — 0) = M tandis que B*>(M®) = Imds. C’est I'en-
semble des ax + by avec x et y € M, donc B?(M®) = aM + 0M. Ainsi, H?(M*) =
M/ (aM + bM) .

¢) Supposons que la multiplication par b dans M/aM est injective. Soit (x,y) €
Z'(M*) = Kerdy. On a donc by = ax. Dans M/aM, bcl(y) = 0, si bien que
cl(y) = 0. Il existe ainsi y/ € M tel que y = ay’. Alors, a(x — by') = 0 et puisque la
multiplication par @ dans M est injective, x = by'. Ainsi, (x,y) = (b, a)') = d1(y).
On a donc prouvé que (x,y) € BH(M®*), d’ou H! (M*) = 0.
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Supposons maintenant que H!(M®) = 0. Soit x € M tel que bcl(x) = 0 dans
M/aM, c’est-a-dire bx € aM. 1l existe alors y € M tel que bx = ay et (x,y) € Kerds.
Comme H!'(M*) = 0, Kerdy = Z'(M*) = B (M*) = Imd, et il existe z € M tel
que (x,y) = di(z) = (az,bz). Par suite, x = az € aM et cl(x) = 0 dans M/aM.
Nous avons donc démontré que la multiplication par b dans M/aM est injective.

Solution de Uexercice 10.5.3. — a) Notons cl ’homomorphisme canonique A —
A/I. Soit f: A/T — A un homomorphisme tel que clof = Ida, 1. Notons b =
f(cl(1)). Comme f est un inverse a droite de cl, cl(b) = cl(f(cl(1))) = cl(1) et
bel+1 Notonsa=1—25 €I Alors, pour tout x € A, f(cl(x)) = f(xcl(1l)) =
x(1 —a).Sixel,onacl(x) =0 si bien que x(1 —a) = 0.

Comme a € I, a(l —a) =0 et a = a®>. On a enfin (a) C 1. Réciproquement, si
x€l,x(1 —a) =0,donc x =ax € (a). Ainsi, I = (a).

b) Si A est intégre, un élément a € A tel que a(l — a) = 0 vérifie a = 0 ou
a=1.Ainsi, I=0oul=A.

Solution de Uexercice 10.5.5. — a) Le A-module P/mP est annulé par m. Il est
donc naturellement muni d’une structure de A/nt-module. Comme 1 est un
idéal maximal, £ = A/m est un corps et P/mP est un k-espace vectoriel.

Soit (x1,...,%,) une famille génératrice finie dans P. Alors, les classes
(cl(x1),...,cl(x,)) engendrent P/mP comme A-module, donc aussi comme
k-espace vectoriel. Par suite, P/mP est un k-espace vectoriel de dimension finie.

b) Soit L le sous-module de P engendré par les ¢;. Soit p € P. Comme les
cl(¢;) forment une base de P/mP, il existe des x; € k tels que cl(p) = D x;cl(e;).
Si a; € A vérifie cl(a;) = x;, il en résulte que p — D] a;¢; appartient a mP. Ainsi,
P =L+ mP.

D’apres le théoreme de Nakayama (corollaire 7.1.8), P = L.

Les ¢; définissent un homomorphisme A% — P. On vient de voir que cet homo-
morphisme est surjectif. Si M désigne son noyau, on a une suite exacte 0 - M —
A" - P — 0.

c) Comme P est projectif, cette suite exacte est scindée et A" ~ M @ P. Alors,
dans cet isomorphisme, m”" s’identifie au sous-module MM @& mP. Ainsi, on a un
isomorphisme de A-modules

A/m)" =A"/m" = (M/mM) & (P/mP).

et comme ces A-modules sont des k-espaces vectoriels, c’est un isomorphisme de
k-espaces vectoriels.
L’égalité des dimensions implique alors

n = dimy, k" = dim (M/mM) + dimy, (P/mP) = dim; (M/mM) + n
donc dim; (M/mM) = 0.
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d) Ainsi, M/mM est I’espace vectoriel nul, donc M = mM. Comme A est noe-
thérien et M un sous-module de A", M est de type fini. Une nouvelle application
du lemme de Nakayama implique ainsi que M = 0. Par suite, ’homomorphisme
A" — P défini par les ¢; est injectif. C’est donc un isomorphisme.

Solution de Uexercice 10.5.6. — a) Si les homomorphismes g et g’ étaient surjec-
tifs, il suffirait d’appliquer le lemme du serpent établi dans le cours. On va redé-
montrer ici ce dont on a besoin.

Montrons que oy est injectif. Soit en effet x € E tel que ag(x) = 0. On a alors
ar(f(x)) = f'(ar(x)) = 0 et comme ar est un isomorphisme, f(x) = 0. Comme
J estinjectif, x = 0.

Montrons que ag, est surjectif. Soit x¥' € E'. Comme ap est un isomorphisme, il
existe y € F tel que ar(y) = f'(x") € F'. Alors, ac(g(y)) = g'(ar(y)) = &'(/'(x')) =
0. Comme ag est injectif, g(y) = 0. Donc y € Kerg = Im f et il existe x € E
tel que y = f(x). Alors, f'(x') = ar(y) = ar(f(x)) = f'(ap(x)). Comme [’ est
injectif, x' = ag(x).

b) Soit f: M — N un homomorphisme de A-modules. Si I’on compose f avec
’lhomomorphisme canonique N — S~™IN, on en déduit un homomorphisme de
A-modules fi: M — S™IN tel que f;(m) = f(m)/1. Comme S!N est un S~'A-
module, la propriété universelle de la localisation fournit un unique homomor-
phisme ¢: S™!M — S~IN tel que p(m/1) = fi(m) = f(m)/1. On a ainsi construit
un homomorphisme de A-modules

Homa (M, N) — Homg-1, (S7'M,S™IN).

Comme le second membre est un S™!A-module, on peut étendre cet homomor-
phisme de maniére unique en un homomorphisme de S~!A-modules

S~ Homa (M, N) — Homg_1, (S7'M,S™IN).

En particulier, si M = A, f: A — N est de la forme a — af (1), ce qui identifie
Homa (A,N) a N. L’homomorphisme f; vérifie fj(a) = af(1)/1 et on consate
que ’homomorphisme ¢': ST!A — S7IN donné par a/s — (a/s)f(1) est un
homomorphisme tel que ¢'(m/1) = (a/1)f(1) = af(1)/1 donc ¢ s’identifie a
f(1)/1 dans Homg-1,(S7'A,S7IN) = S™IN. Le morphisme f — ¢ correspond
donc au morphisme n — n/1 etl’'unique facon d’étendre ce morphisme en un ho-
momorphisme de S~'A-modules est 'homomorphisme identique ST'N — S~IN,
donc ap N s’identifie a ’homomorphisme identique.

c¢) Supposons que M est un A-module libre de type fini. Soit n le rang de M.
Alors une base de M fournit des identifications

S~ Homy (M, N) ~ S~ Homy (A", N) ~ S™IN"
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et

Hom, (S™'M,S™'N) ~ (S7'N)"
par lesquelles ayNn correspond a l'identité sur chaque facteur, donc est un iso-
morphisme.

d) Comme M est de type fini, il existe un A-module libre de type fini M et
une surjection g: M; — M. Le noyau de g est un sous-module du module de type
fini M;. Comme A est noethérien, Ker g est de type fini et il existe un A-module
libre de type fini My ainsi qu’une surjection f: Mg — Ker g. Autrement dit, on a
une suite exacte

Mo LMy 5 M0

d’ou on déduit, le foncteur Hompy (e, N) étant exact a gauche, une suite exacte

0 — Homa (M, N) % Homa (M;,N) <% Homy (Mg, N).

Comme le foncteur de localisation en la partie multiplicative S est exact, on a
aussi une suite exacte

0 — S~ Homy (M, N) % S~ Homy (M}, N) <5 $~! Homy (Mg, N).

Partant de nouveau de la suite exacte

My LM, &M 0

et utilisant d’abord que la localisation est exacte puis ’exactitude a gauche du
foncteur Hom, on en déduit une autre suite exacte

0 — Homg 1, (S™'M,S™'N) =5 Homg 1, (S™'M;,S™IN)

), Homg 1, (S~'Ms, SIN).

En faisant intervenir les homomorphismes am,N, am;,N €t @M, N, ON s€ retrouve
dans la situation de la premiere question. Il en résulte que ay N est un isomor-
phisme.

e) Prenons A=Z, M =Q/ZetS=2Z)\{0}. Alors, S"!M = 0 puisque tout
élément de M est de torsion. Par suite, HomZ(SflM, S*IN) est nul pour tout
Z-module N et le module d’arrivée de ay N aussi.

Prenons par exemple M = N. Alors, Homz(M, M) n’est pas nul : il contient
Idy De plus, pour tout a # 0, 'endomorphisme aldy de M n’est pas nul : par
exemple a(cl(1/a)) = cl(1) # 0 Ainsi, S™! Homz(M, M) # 0 et ay v ne peut pas
étre un isomorphisme.



