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§1. Compacité

1. Exercice

1.1) Les espaces SO(n,R), O(n,R) sont-ils compacts?

1.2) Les espaces SU(n,C), U(n,C) sont-ils compacts?
Indication: On pourra utiliser la norme

Al = VIr(A-A) = (Y Ay-Ay)'?

1<i,j<n

sur lespace M (n,C) des matrices & coefficients complexes, et sa version réelle, pour montrer que
ces espaces sont bornés.
1.3) Les espaces SL(n,R), GL(n,R) sont-ils compacts?

2. Exercice

Soit f : X — Y une application continue bijective avec X compact. Montrer que f est
automatiquement un homéomorphisme.

Indication : Que peut-on dire de f(F'), quand F est une partie fermée de X?

§2. Quotients et identifications

Dans les exercices qui suivent, on se donne un espace topologique B, un sous espace A C B et
une application continue f: A — X. On notera i : A — B l'application d’inclusion. On considere
I'espace B Uy X obtenu en faisant 'identification a >~ f(a) des éléments a € A avec leur image
f(a) € X par f. On a des applications naturelles g : B — BUy X et j: X — B Uy X telles que
gi=3jf.

On rappelle que Y = B Uy X satisfait la propriété suivante: tout diagramme commutatif de
la forme

possede un unigue morphisme pointillé w : BUy X — Z qui le complete. On dit aussi que BU; X
est un pushout de ¢ par f.

Le quotient B/A est le cas particulier de cette construction ou X est réduit a un point X = {pt}
et f: A — pt est application constante. On dit aussi que B/A est I'espace obtenu en identifiant
A & un seul point.

3. Exercice

3.1) Montrer que la propriété universelle du pushout caractérise Y = B Uy X. Si on a un espace
Y’ qui vérifie la méme propriété, alors on peut construire des applications continues w : ¥ — Y’
et w Y — Y telles que w'w = Id et ww’ = Id.
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3.2) Expliciter la propriété universelle du quotient B/A.
4. Exercice
Identifier 'espace | — 00, 0] U; [0, +00[, ot ¢ : {0} — [0, +o0] est 'application naturelle i(0) = 0.

5. Exercice (le cercle dans tout ses états)
On utilise
St = {(x,y) € R? tels que z° + 3> = 1}

comme modele de référence pour le cercle.
5.1) Montrer que I'on a un pushout de la forme:

{0,1} —— [O’, 1]

|

v
0,1] > gt

5.2) Montrer que I'on a un homéomorphisme [0,1]/{0,1} = S*.
5.3) Montrer que I'on a un homéomorphisme R/Z — S'. On pourra utiliser le résultat de la
question précédente ou ’application exponentielle.

6. Exercice (la sphére dans tout ses états) !
On utilise
St = {(21,...,7,) € R" tels que 3 + - + 22 = 1}

n

comme modele de référence pour la sphere de dimension n — 1 et
D" = {(z1,...,z,) € R" tels que ZL‘%+---—|—3:$L <1}

comme modele de référence pour la boule de dimension n.
6.1) Montrer que I'on a un homéomorphisme S"~! x [0,1]/S"~! x {0} = D".
6.2) Montrer que l'on a un pushout de la forme:

Sn—l — D"

_

Dr o G

6.3) Montrer que I'on a un homéomorphisme D"/S"~1 = 5™,

7. Exercice
On munit la sphere S™ de la relation d’équivalence x = —x. Montrer que 'on a un homéo-
morphisme S"/ = = P"(R).

8. Exercice !!
Montrer que I'on a des pushouts de la forme

gn—1 _h pn-1 (R)

|

D > Pn(R)



