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§1. Actions de groupes et quotients

1. Exercice
On veut démontrer des analogues de résultats de la feuille précédente pour les espaces projec-

tifs. On prend
S2n+1 = {(z1, . . . , zn+1) ∈ Cn+1, |z1|2 + · · ·+ |zn+1|2 = 1}

comme modèle de la sphère de dimension 2n+ 1 et

D2n+2 = {(z1, . . . , zn+1) ∈ Cn, |z1|2 + · · ·+ |zn+1|2 ≤ 1}

comme modèle de la boule de dimension 2n+ 2.
1.1) On fait agir le cercle S1 continûment sur S2n+1 en posant

eiθ(z1, · · · , zn+1) = (eiθz1, · · · , eiθzn+1).

Montrer que l’on a un homéomorphisme

S2n+1/S1 '→ Pn(C).

Pour n = 1, on a P 1(C) ' S2 et ce résultat donne un homéomorphisme S3/S1 ' S2.
1.2) Montrer que l’on a des pushouts de la forme:

S2n−1

��

h // Pn−1(C)

��
D2n // Pn(C)

.

2. Problème
On étudie une relation entre d’une part le groupe SU(2,C) constitué des matrices complexes

A ∈M(2,C) telles que A ·A∗ = I, et d’autre part le groupe SO(3,R) constitué des matrices réelles
A ∈ M(3,R) telles que A · A∗ = I. On rappelle que A∗ = A

t
pour une matrice à coefficients

complexes, respectivement A∗ = At pour une matrice à coefficients réels.
2.1) Soit su(2,C) l’ensemble des matrices à coefficients complexes telles que A + A∗ = 0 et
Tr(A) = 0. Prouver que su(2,C) constitue un espace vectoriel de rang 3 et que l’application
< A,B >= Tr(A · B∗) définit un produit scalaire euclidien sur su(2,C). On explicitera une base
orthonormée de su(2,C).
2.2) Soit g ∈ SU(2,C). Montrer que la formule ρg(A) = gAg−1 définit une application ρg :
su(2,C) → su(2,C). Montrer que l’on a la relation < ρg(A), ρg(B) >=< A,B > et que ρg :
su(2,C) → su(2,C) est une transformation orthogonale sur su(2,C).

Observer en outre que l’application ρ : g 7→ ρg définit un morphisme de groupes

ρ : SU(2,C) → SO(3,R)
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dont on déterminera le noyau.
2.3) On veut montrer que le morphisme ρ : SU(2,C) → SO(3,R) construit dans la section
précédente est surjectif. On utilise pour cela un résultat indépendant sur les rotations : toute
matrice Q ∈ SO(3,R) se décompose en Q = R(θ) · S(φ) · T (ψ) pour des matrices de rotations de
la forme

R(θ) =

 cos(θ) − sin(θ) 0
sin(θ) cos(θ) 0

0 0 1

 , S(φ) =

 cos(φ) 0 − sin(φ)
0 1 0

sin(φ) 0 cos(φ)

 ,

T (ψ) =

 1 0 0
0 cos(ψ) − sin(ψ)
0 sin(ψ) cos(ψ)

 .

Prouver ce résultat.
Indication : On note (e1, e2, e3) une base orthonormée de R3. Soit (f1, f2, f3) l’image de cette

base par Q.
Observer que l’on peut fixer une rotation R d’axe e3, et une rotation S d’axe e′2 = Re2 telle

que Se′1 = f1. Soit (e′1, e
′
2, e

′
3) l’image de (e1, e2, e3) par R. Soit (e′′1 , e

′′
2 , e

′′
3) l’image de (e′1, e

′
2, e

′
3)

par S. Observer que l’application T qui envoie (e′′1 , e
′′
2 , e

′′
3) sur (f1, f2, f3) est une rotation d’axe

e′′1 = f1.
Comment s’écrit la matrice de R dans la base (e1, e2, e3)? Comment s’écrit la matrice de S

dans la base (e′1, e
′
2, e

′
3)? Comment s’écrit la matrice de T dans la base (e′′1 , e

′′
2 , e

′′
3)? Comment

s’écrivent les formules de changements de base?
2.4) Montrer que les matrices R(θ), S(φ), T (ψ) sont dans l’image de ρ et conclure.
2.5) Observer que SU(2,C) est homéomorphe à S3 (en écrivant les équations de SU(2,C)). Con-
clure en utilisant la question précédente que l’on a un homéomorphisme entre SO(3,R) et P 3(R).

3. Exercice
3.1) Montrer que les espaces homogènes SO(n + 1,R)/ SO(n,R) et O(n + 1,R)/O(n,R) sont
homéomorphes à la sphère Sn.
3.2) Montrer que les espaces homogènes SU(n + 1,C)/ SU(n,C) et U(n + 1,C)/U(n,C) sont
homéomorphes à la sphère S2n+1.
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