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Exercice 1. (Groupes fondamentaux)
Quel est le groupe fondamental des espaces topologiques suivants ?
a. Le toreS 1 × S 1.
b. Le tore solideB2 × S 1.

c. Le cylindreS 1 × [0, 1].
d. Le cylindre infiniS 1 × R.

Exercice 2. (Homomorphisme induit)
Soit n ∈ Z. Notonsf : S 1→ S 1 l’application définie parf (z) = zn.
Calculer l’homomorphisme induitf∗ : π1(S 1, 1)→ π1(S 1, 1).

Exercice 3. (Equivalence d’homotopie)
Construire des équivalences d’homotopies inversesφ : C2 → S 1 etψ : S 1→ C2 entre

C2 = {(z1, z2) ∈ C
2 | z1 , z2} et S 1

= {z ∈ C | |z| = 1}.

On explicitera des homotopiesψφ ≃ idC2 etφψ ≃ idS 1.

Exercice 4. (Rétract par déformation)
L’espace⊓ = [0, 1] × {1} ∪ {0, 1} × [0, 1] est-il un rétract par déformation de [0, 1] × [0, 1] ?

Exercice 5. (Théorème du point fixe de Brouwer pour le disque)
Montrer toute application continuef : B2→ B2 possède un point fixe.
[Indication : dans le cas contraire, montrer l’application qui envoiez ∈ B2 sur l’intersection de la demi-
droite ouverte ]f (z), z) avec le cercleS 1 est un rétract deB2 surS 1.]

Exercice 6. (Théorème fondamental de l’algèbre)
Le but de l’exercice est de montrer que toute équation

zn
+ an−1zn−1

+ · · · + a1z + a0 = 0

de degrén ≥ 1 à coefficients complexes admet (au moins) une racine complexe.
Pour cela, on suppose que l’équation n’a pas de racines.
a. Montrer qu’il exister > 0 tel que

F(z, t) = zn
+ t(an−1zn−1

+ · · · + a1z + a0) ∈ C \ {0}

pour tout (z, t) ∈ Cr × [0, 1], oùCr = {z ∈ C | |z| = r} est le cercle de centre 0 et de rayonr.
b. En déduire queF est une homotopie entre les applicationsp, q : Cr → C \ {0} définies par

p(z) = zn
+ an−1zn−1

+ · · · + a1z + a0 et q(z) = zn
.

c. Montrer queG(z, t) = p(tz) définit une homotopie entre l’applicationc : Cr → C\ {0} constante égale
à a0 et l’applicationp.

d. En déduire queq etc sont des applications homotopes et qu’il existe un isomomorphisme de groupes
φ rendant le diagramme suivant commutatif :

π1(C \ {0}, rn)

φ

��

π1(Cr, r)

q∗ 44✐✐✐✐✐✐✐

c∗ **❯❯
❯❯

❯❯
❯

π1(C \ {0}, a0)

e. Déduire du calcul deq∗ quec∗ est injectif. Conclure.


