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siecle restera dans [’histoire des mathématiques comme le siecle
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Chapitre 1

Apercu historique

L’homotopie rationnelle est une branche relativement récente de la topologie algébrique,
fondée vers la fin des années 1960 par Daniel Quille et Denis Sullivand. Pour mieux
comprendre leurs motivations, il faut remonter le temps un peu plus loin, vers la fin du
19eme siecle avec les travaux de Henri Poincaré. C’est la que I'histoire a commencé. Dans
cet apercu historique, nous nous sommes inspirés du précieux travail de recherche effectué
par Kathryn Hess dans [Hs99).

Les racines.

Dans Analysis Situs [Poil895], Henri Poincaré a posé les premiers jalons pour les futurs
chercheurs en homotopie rationnelle, en expliquant comment on peut obtenir des informa-
tions sur la topologie d’une variété différentielle M, en étudiant I'algebre extérieure engendrée
par les 1-formes munies de la différentielle extérieure, qui sera appelée dans le suite algebre
de De Rha, notée QO p(M). 1l s’était surtout interessé surtout au morphisme induit par
I'intégration de la cohomolgie de De Rham réelle de M, défini de H*(Q2},z(M),R) vers sa
cohomologie singuliere réelle H*(M,R).

Inspiré par les travaux de H. Poincaré, Elie Cartan H, avait conjecturé en 1928 dans
[Ca28] que l'intégration induit un isomorphisme entre H*(Q},5(M),R) et H*(M,R). Un an
apres, De Rham avait démontré dans [dRh31] la conjecture de Cartan qui depuis s’appelle
Théoréme de De Rham. H. Hopf avait continué sur la méme voix en 1939 en étudiant la
cohomologie réelle des groupes de Lie compacts et connexes. H. Samelson a appliqué les
mémes méthodes pour étudier la cohomologie des espaces homogenes.

Les prémices des modeles

Vers la fin des années 1940, des topologues de renommée ont commencé a s’intéresser
a l'idée de construire des modeles algébriques sur R pour certaines classes d’espaces to-

Daniel Quillen, américain (1940, - ) medaillé Fields en 1978 pour ses travaux en topologie algébrique et
K-théorie.

2Dennis Parnell Sullivan (1941,- ) mathématicien américain, connu pour ses travaux en topologie
algébrique et géométrique, ainsi qu’aux systemes dynamiques, Prix Elie Cartan (1981) et Prix AMS Steele
(2006).

3Georges De Rham, suisse, 1903-1990, encadré par Henri Lebesgue

4Elie Joseph Cartan, francais, 1869-1951, pere de Henri Cartan, encadré par G. Darboux et M.S Lie.



pologiques. Leur idée consistait a trouver des algebres de cochaines commutatives dont la
cohomolgie singuliere réelle est isomorphe a celle de 1’espace topologique considéré.

Entre 1948 et 1956 Guy Hirsh fut I'un des premiers a utiliser les modeles algébriques
pour déterminer la cohomolgie réelle de 'espace total d'une fibration connaissant celles de
la base et de la fibre. En méme temps, Jean-Louis Koszu s’est intéressé au calcul de la
cohomolgie réelle d’une algebre de Lie.

Les premiers signes de la naissance de 'homotopie rationnelle sont apparus en 1954 dans
le séminaire de H. Cartan, dans lequel René Thom avait participé. Ce qui distingue les
travaux de R. Thom de ses prédecessurs est le fait que 'espace qu’il considérait n’est pas
forcément une variété différentiable. Il pointait du doigt le probleme fondamental de la théorie
de I’homotopie rationnelle, celui d’associer canoniquement a tout espace ” raisonnable”, une
cochaine d’algebres commutatives dont la cohomologie est isomorphe a celle de l'espace
considéré. Il a conjecturé que c’etait possible pour les CW-complexes, et I’ a démontré en
1957 dans le cas réel. Vingt ans apres, Swan a résolu le probleme dans la cas rationnel.

D’autres éminents topologues ont contribué autrement a la naissance de ’homotopie
rationnelle sans utiliser des modeles algébriques. Les travaux précis et complets de John
Milnor et John Moore sur les algebres, coalgebres, algebre de Lie et algebres de Hopf graduées
ont énormement influencé D. Quillen dans ses travaux pour associer a tout espace rationnel
une algebre de Lie sur Q. En 1953 J.P. Serre fut le premier a étudier la partie libre des
groupes d’homotopie et d’homologie. Il a établi par exemple I'existence d'une équivalence
d’homotopie rationnelle faible entre tout groupe de Lie, semi-simple, connexe et compact
avec un produit fini de spheres de dimensions impaires.

La décennie des années soixante, a connu un mystérieux relachement dans 'utilisation de
modeles algébriques jusqu’a ce que Werner Greub, Steve Halperin et Ray Vanstone publient
[GHV76]. Le volume III, plus précisément expose en détail les notions des modeles de Cartan,
Chevalley, Koszul, Weil,... qui se sont avérés tres utiles pour le développement de I’homotopie
rationnelle.

Les maitres

Daniel Quillen. En 1967, D. Quillen dans [Qu67] présentait a la communauté mathématique
dans un cadre axiomatique la théorie de 'homotopie. Deux ans apres dans [Qu69], il fonda
les bases de ’homotopie rationnelle. Son résultat le plus important reste celui que :

L’¢tude du type d’homotopie rationnelle de tout espace simplement connexe pointé revient a
[’étude de celle du type d’homotopie d’'une Q-algebre de Lie.

Il a aussi répondu positivement a un probleme posé par Hopf :
Toute Q-algebre de Lie graduée représente le type d’homotopie d’un espace topologique.

Les travaux de D. Quillen représentaient une étape cruciale dans le développement de 1’ho-
motopie rationnelle, en justifiant théoriquement la fiabilité des modeles algébriques comme
outils pour déterminer le type d’homotopie rationnelle d’un espace topologique. Toutefois
ces travaux souffraient d'un défaut de taille : Les calculs s’avéraient en général difficiles voire
impossibles.

5Jean-Louis Koszul (1921- ), mathématicien frangais, membre de 1’Académie des sciences depuis 1980.
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D. Sullivan. Vers les débuts des années 1970, D. Sullivan s’attaqua a ce probleme de
calculs. Motivé par les travaux de H. Whitney, il a défini pour tout espace topologique X
un modele dual au modele de Quillen. Le modele de D. Sullivan se note App(X) (cf. §2.1.6]
pagel21)). I1 a publié dans [Su73| ses premiers résultats, et a signalé la possibilité d’appliquer
ses modeles pour la résolution de problemes géométriques tels que I'étude des périodes non
abéliennes dans une variété différentielle. C’est dans [Su77] qu’il a exposé les détails de sa
notion de modéle minimal (c.f. 210, page 21]). Sa philosophie était que :

Toute construction géométrique raisonnable sur un espace topologique peut étre reflétée par
une autre finie, algébrique, a l’aide des modeéles minimauz.

La releve

Une fois les fondations de I’homotopie rationnelle posées, D. Quillen et D. Sullivan se
sont intéressés a d’autres domaines de recherche, mais I’homotopie rationnelle a continué
son développement grace a un noyau de remarquables chercheurs, tels Steven Halperin, Yves
Félix, Jean-Claude Thomas, Micheline Vigué, Daniel Tanré,... Ce groupe a commencé a se
former, quand en 1974 Daniel Lehmann, un expert dans la notion des classes caractéristiques
et qui avait entendu parler des travaux de D. Sullivan, était intrigué du fait que d’un point
de vue topologique 'algebre des formes différentielles sur un complexe de chaines contient
plus d’information que son algebre de cohomologie.

L’union fait la force

La similarité évidente entre les modeles de Sullivan et ceux de Quillen a convaincu les
défenseurs de chaque camp de joindre leurs savoir faire. Ainsi en 1979 D. Lehman et Y.
Félix ont organisé a Louvain en Belgique un colloque sur I’homotopie rationnelle dans lequel
participerent S. Halperin, J-C. Thomas, M. Vigué, H.J. Baues, J.M. Lemaire et autres.
Une collection de 17 problemes ouverts a été dressée a la fin du colloque, dont une partie
reste non résolue jusqu’a nos jours. Y. Félix et J.-C. Thomas publierent apres une synthese
minutieuse de comparaison entre les différents modeles [FxTh81]. C’était le début de I'apogée
de I'homotopie rationnelle, et beaucoup d’équipes de recherche commencaient a se former.
Les fruits remarquables de cette collaboration ont sans doute été les résultats suivants, tres
connus en homotopie rationnelle : (cf. [FxHa82])

Mapping Theorem
Si X etY sont deux espaces simplement connexes et f : X — Y une application
continue induisant une injection sur les groupes d’homotopies rationnels, alors

cat(X) < cat(Y).
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Théoreme de dichotomie
Si X est un espace simplement connexe tel que dim H*(X,Q) < oo, alors l'une
des conditions suivantes est réalisée :

- dim (7. (X) ® Q) < oo (cas elliptique).

- dim(7(X) ® Q) croit de fagon exponentielle (cas hyperbolique).

Rappelons qu’on dit qu’une suite réelle (ay)x croit de fagon exponentielle si

dJl<a<p, EINENtelquea”SZ\ak\gﬁ” Vn > N.

k<n

L’eclipse

Vers la fin des années 1986, 'effervescence autour de I’homotopie rationnelle a commencgé
a s’atténuer, et les travaux de recherche sont orientés plus vers la théorie de I’homotopie
modulo p.
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Chapitre 2

Nos outils

2.1 Les définitions

2.1.1 Catégories et foncteurs

Généralités.

Définition 2.1.1 Une catégorie C est la donnée :

— d’une collection d’objets,

— pour tout couple d’objets X,Y, d’un ensemble Hom(X,Y') dont les éléments
sont appelés morphismes (ou fliéches ), permettant de relier ces objets.

— pour tout triplet d’objets (X,Y,Z) et de morphismes X Ty 2, Z, d’une
application :
o: Hom(X,Y)x Hom(Y,Z) — Hom(X,Z)
(f,9) — gof

appelée composition vérifiant les propriétés suivantes :

— associativité : (fog)oh = fo(goh), pour tous f,g,h.

— élément neutre : pour tout objet X il existe un unique élément ix dans
Hom(X, X) tel que pour tout autre object Y, on a foix = f pour tout
f e Hom(X,Y) etixog=g pour tout g € Hom(Y,X).

Exemples. Comme exemple de catégorie on peut citer :
— La catégorie des ensembles dont les morphismes sont les applications.
— La catégorie des espaces topologiques dont les morphismes sont les applications conti-
nues.
— La catégorie des groupes dont les morphismes sont les morphismes de groupes.
— La catégorie des espaces vectoriels dont les morphismes sont les applications linéaires.



Définition 2.1.2

— Un foncteur covariant H entre deux catégories C et C’ est la donnée pour tout
objet X de C d’un objet H(X) de C’ et pour tout morphisme f € Hom(X,Y)
de C d’un morphisme H(f) € hom(H (X), H(Y) de C’ tel que

H(ix) = inx et H(f og) = H(f) o Hl(g).

— Un foncteur contravariant H entre deux catégories C et C’ est la donnée
pour tout objet X de C d’un objet H(X) de C’ et pour tout morphisme
f € Hom(X,Y) de C d’un morphisme H(f) € hom(H(X), H(Y)) de C’ tel
que

H(ix) = inx et H(f og) = H(g) o H(f).

2.1.2 Homologie et cohomologie.

Cohomologie.

Définition 2.1.3 Un compleze de cochaines est une suite de modules (C™),ez et
de morphismes de Z-modules d* : C™ — C™*1 tels que d"™' o d™ = 0. Autrement
dit Imd™ C ker d"*1.

Vocabulaire et notations.
— Dans la suite le complexe de cochaines sera noté simplement par (C,d) ou

C=@pC" et d* =d|cn.
ne’

— Les éléments de ker d s’appellent des cocycles, ceux de Imd des cobords.
— C’est Emmy Noetherl! qui fat la premiere a définir le groupe abélien qui mesure 1'obs-
truction pour qu’un cocycle soit un cobord :

H"(C,d) = ker "' /Tmd" (p — éme groupe de cohomologie)
— La cohomologie du complexe (C,d) est définie par la relation :
H*(C,d) = H"(C,d)
nez

— Tout cocycle x définit un élément [x] dans H*(C,d), appelée classe de cohomologie de
x.
En particulier un cocycle est un cobord si et seulement si sa classe de cohomologie est
nulle.

'Emmy Noether (1882-1935) est une mathématicienne allemande, connue pour ses contributions nova-
trices a I’algebre abstraite et a la physique théorique. Elle a aussi révolutionné les théories des anneaux, des
champs, et des algebres.
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Homologie. La définition de I'homologie est pareille que celle de la cohomologie, avec
de légeres modifications dans les notations et dans le vocabulaire. Ainsi, un complexe de
chaines (C,d) est la donnée d'une suite de modules (C),)nen et de morphismes de modules
d, : C" — C" ! tels que d,, od,_; = 0. Les éléments de ker d s’appellent des cycles, ceux de
Imd des bords. Les groupes d’homologie sont définis par la relation :

H,(C,d) =kerd,/Imd,_;.

L’homologie du complexe (C,d) est définie par la relation :

H,(C,d) = @5 H.(C, d)

neL

Dualité homologie-cohomologie. Si (C,d) est un complexe de chaines, on définit le
complexe de cochaines (C*,d*) dual, en posant :

C" = Hom(C,,Z) et d" = (dy41)",

ou (d,)* désigne l'application transposée de d,. Rappelons que dans le cas général :

Définition 2.1.4 Si f : X — Y est une application entre deux ensembles,
alors son application transposée notée f* est définie par la relation suivante :
f*: Hom(Y,Z) — Hom(Y,Z) ,
g — gof

ou Z est un ensemble quelconque.

Quasi-isomorphisme

Définition 2.1.5 Toute application linéaire f : (C,d) — (C',d') qui commutte
avec leurs différentielles, i.e. d' o f = f od, transforme les cobords et cocycles de
(C,d) respectivement en cobords et cocycles de (C',d’), donc induit en cohomo-
logie application suivante :

H*(f): H*(C,d) — H*(C'".d)
2] — H(f)([z]) = [f(2)]

On dira que f est un quasi-isomorphisme, quand H*(f) est un isomorphisme.
On écrit alors

f(C,d) = (C',d).

Cohomologie singuliere d’un espace topologique.
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Simplexe standard. Pour tout entier ¢, non nul, on pose e¢; = (0,...,0,1,0,...) ou
1 se trouve a la (i + 1)-eme place. La famille (e;);en est la base canonique de R* espace
vectoriel des suites a supports bornés, limite naturelle des espaces vectoriels R"

On appelle n-simplexe standard, ’ensemble

A" = {Z)\iei tel que \; € R, 0 < \; < 1 et ZAZ-:1}

=0 1=0

Simplexe singulier.

Définition 2.1.6 Soit X un espace topologique, n € N*. On appelle n-simplexe
singulier sur X, toute application continue

o: A" — X

L’ensemble des n-simplexes singuliers sur X se note S, (X)

Applications face et dégénérescence. Un cas particulier des simplexes singuliers
est celui des simplexes linéaires, définis de la facon suivante :

Définition 2.1.7

— Soit X wune partie convexe de R™, n € N et xg,...,x, des éléments de X.
Alors Uapplication notée [xo, ..., x,], définie par :
[0, .., Xy : A" — X

n n
E tie; — E iz
i=0 i=0

est un n-simplexe singulier, appelé n-simplexe linéaire.

— L’application \; : [eg, ..., € ... €n] : A1 — A" est un simplexe linéaire,
appelé i™¢ face de A™. (&; signifie que 'on omet e;).
— L’application p; : ey, . .., €€, ... €4 : A" — A" est un simplexe linéaire,

appelé "¢ dégénérescence de A".

Définition 2.1.8 Soit X un espace topologique, ses applications faces et
dégénérescences sont définies respectivement par les relations suivantes :

;0 Sp(X) — Spo1(X) et s;: Sp(X) — Spn(X)

o > OO\ o —— 00p;
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Homologie singuliere. Pour un espace topologique X, son homologie singuliere est
définie par les relations suivantes :

— On note par CS,(X,Q), le Q-espace vectoriel engendré par S, (X).

— Soit (CS,(X,Q),d) le complexe de chaine défini par :

CS5.(X,Q) = {CS,(X,Q)}nso et d = Z(—l)’&»

dont ’homologie associée, notée H,(X,Q), est appelée I’homologie singuliere de X, i.e.
H.(X,Q) = H.(CS.(X,Q),d)

— On note par DS, 1(X), le Q-sous espace vectoriel de C'S,;1(X,Q) engendré par les
simplexes de la forme s;0 ot 0 € S,(X) et 0 < i < n, et on définit alors le complexe
de chaines quotient formé par les simplexes singuliers dits normalisés

C.(X;Q) = CS,(X,Q)/DS,(X)

— La surjection canonique C'S,(X;Q) — C.(X;Q) est un quasi-isomorphisme (cf. page
53, [FHT0T]), donc

— Enfin, la cohomologie singuliere de X, notée
H*(X;Q)=H"(C"(X;Q),0)

est définie a 'aide de la relation de dualité C*(X; Q) = Hom(C.(X;Q),Q).
— Si f: X — Y est une application continue, on pose

Sp(X) 0 Sp(X) — Su(Y)

o — foo

Ainsi, 'homologie singuliere est un foncteur covariant de la catégorie des espaces topolo-
giques vers celle des groupes abéliens, alors que la cohomologie singuliere est un foncteur
contravariant.

2.1.3 Homotopie.

Inroduction. L’homotopie est une notion de topologie algébrique. Elle étudie la notion
de déformation continue d’un objet a un autre. Deux lacets sont dit homotopes lorsqu’il est
possible de passer contintiment de I'un a 'autre. La théorie de I’homotopie associe a un espace
topologique connexe X | une famille de groupes (7, (X)) appelés groupes d’homotopie. Plus,
précisément, elle construit des foncteurs covariants de la catégorie des espaces topologiques
pointés vers celle des groupes. Ces groupes sont invariants par ”déformation” de 'espace.
L’homotopie ne permet donc pas de distinguer deux objets équivalents a déformation pres.

Groupes d’homotopie
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Définition 2.1.9 Soient X etY deux espaces topologiques, on dit que deux ap-

plications f,qg: X — Y continues sont homotopes s’i existe une applicatio conti-
nuey: X x I =Y telle que :

Vee X ~(x,0) = f(z)
V(1) = g(x)

ou I désignera dans toute la suite lintervalle [0,1]. Autrement dit : il existe un
chemin dans C(X,Y"), d’origine [ et d’extrémité g.

On définit ainsi une relation d’équivalence sur les fonctions continues entre deux espaces
topologiques, en particulier ceux pointés. L’ensemble quotient associé se note [(X, %), (Y, *)].
Les cas les plus importants sont les suivants :

(X, %) =[(S", %), (X,*)] n-eéme groupe d’homotopie de X
1 (X, *) (S, %), (X, %)] groupe fondamental de X

Ces groupes sont abéliens pour n > 2.

Remarque 2.1.10
— Tous ces groupes sont abeliens quand n > 2.
mo(X, *) représente les composantes connezxes par arcs de X .
En particulier si mo(X, zo) = {0} alors X est connexe par arc, et dans ce cas tous les
(X, %) ne dépondent pas du choiz du point de base, on les notera tout simplement
par m,(X).
On dira que X est n-connexe si m;(X,x)={0} V0 <i<n.
— X est dit simplement connexe lorsqu’il est 1-connexe. Tous les espaces considérés dans
la suite seront 1-connexes, sauf mention du contraire.

— Les sphére S™ sont simplement connexes pour n > 2, alors que les espaces projectifs
complexes CP™ le sont pour n > 1.

Type d’homotopie.

Définition 2.1.11 On dit que deux espaces topologiques X et Y ont le méme
type d’homotopie s’ils existent deux applications continues f : X — Y, g: Y — X
telles que f o g et go f sont homotopes respectivement a idy et idx.

On dit alors que [ et g sont des équivalences d’homotopie, et on écrit f - X — Y
ou bien X ~ Y.

Remarque 2.1.12 Le type d’homotopie permet de procéder a une classification des espaces
topologique, car deuz applications homotopes induisent la méme application en homologie,

et car deux espaces topologiques de méme type d’homotopie ont leurs groupes d’homologie
singuliere isomorphes.
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Définition 2.1.13 Toute application continue f : X — Y induit en homoto-
pie, les applications suivantes :

m(f): m(X) — m((Y) .
[ — [fen]

FElle est dite équivalence d’homotopie faible, quand tous les ,(f) sont des isomor-
phismes, dans ce cas on dit que les deux espaces sont de méme type d’homotopie

faible.

Les calculs des groupes d’homotopie sont en général plus difficiles que ceux d’autres
invariants d’homotopie. Jusqu’a maintenant on ne connait pas de moyens simples pour le
calcul des groupes d’homotopie, a part le théoreme de Seifert-van Kampen pour le groupe
fondamental, ou le théoréme d’ excision. Parfois pour des espaces n-connexes, les groupes
d’homotopie peuvent étre calculés a partir de ceux de ’homologie ou cohomologie, via le
théoreme d’Hurewicz. H Toutefois depuis 1980, d’autres idées commencent a se développer
dans ce sens, en s’inspirant du théoreme de Seifert-van Kampen. On notera surtout les

travaux récents de G.J. Ellis et R. Mikhailov [EMOS|.

2.1.4 CW-complexes.

Introduction. Les CW-complexes jouent un role fondamental en homotopie rationnelle,
vu leur structure et les propriétés qu’ils vérifient. On donnera dans cette section des définitions
accessibles au lecteur non specialiste et survoler leurs propriétés essentielles.

L’histoire des CW-complezes (appelés aussi complezes cellulaires) remonte a J. H. C.
Whitehead 12l qui les a introduits dans le but d’étudier des problemes d’homotopie. L’idée
était de créer une classe d’objets plus grande que celle des complexes simpliciaux, mais qui
gardent les mémes propriétés combinatoires de telle sorte que les considérations de calcul ne
soient pas ignorées. Le nom CW provient du qualificatif de 1’espace topologique, en anglais :
closure-finite, weak topology, et n’a aucune relation avec les initiales de C. Whitehead.

Définitions.

Un CW-compleze est un espace topologique obtenu par recollement de cellules.

2Witold Hurewicz (1904-1956) est un mathématicien polonais. Il participe aussi & la fondation de 'algébre
homologique. Il mourra en tombant d’'une pyramide maya au cours d’une sortie pendant I'International
Symposium on Algebraic Topology au Mexique. connu pour ses travaux en topologie, théorie des ensembles
et mathématiques appliquées.

3John Henry Constantine Whitehead (1904-1960), était un mathématicien britannique qui fit un des
fondateurs de la théorie de ’homotopie. Il a fondé la revue Topology
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Définition 2.1.14 Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partie de X
et f: A — Y une application continue. Le recollement de X sur'Y par f
est 'espace topologique quotient X Uy Y = (X][[Y)/R, ot R est la relation
engendrée par x ~ f(x) pour tout x € A.

Fi1c. 2.1 — Un exemple de recollement

Définition 2.1.15

— Pour n > 1, on appelle n-cellule tout espace topologique homéomorphe a la
boule unité D™.

— Par convention une 0-cellule est un point.

— On appelle n-cellule (ou cellule de dimensionn) ouverte tout espace topologique
homéomorphe ¢ D" \ oD™ = D" \ S"~ 1.

Construction. La construction d’'un CW-complexe X se fait de facon récurrente de la
fagon suivante :

1. La construction de tout CW-complexe commence a partir d’une collection discrete de
points qui forment le 0-squelette de X, qu’on notera X°.

2. Le n-squelette X™ s’obtient en attachant X™! & un nombre fini de n-cellules e, &
I’aide d’applications continues

3. On peut arréter la construction a un ordre fini et prendre X = X", ou bien continuer
indéfiniment et prendre X = U X"
neN
4. Closure-finite : La frontiere de chacune de ses cellules est égale a la réunion disjointe
d’un nombre fini d’intérieurs de cellules de dimensions plus petites.

5. Weak topology : X est muni d’une structure de topologie faible, i.e., A C X est ouvert
si et seulement si AN X" est ouvert pour tout n € N.

Vocabulaire.
— Les 0-cellules d'un CW-complexes, s’appellent sommets. Celles de dimension 1, s’ap-
pellent des arétes.
— La dimension d'un CW-complexe est par définition, la borne supérieure des dimension
de ses cellules.
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— Un graphe topologique est CW-complexe de dimension < 1.
— Un CW-complexe est dit fini, quand il n’a qu’un nombre fini de cellules ouvertes, dans
ce cas il est de dimension finie et compact. Sa cohomologie est alors de dimension finie.

Exemples.

1. La sphere S™ est un CW-complexe fini formé par un sommet et une n-cellule.

F1G. 2.2 — La sphere S?

2. Le tore T? est un CW-complexe fini formé par un sommet, deux 1-cellules et une
2-cellule, parce qu’il est homéomorphe a

([0, 1] > [0, 1) /((1, ) ~ (0,2), (¢, 1) ~ (¢, 0))

Fic. 2.3 — Le tore T?

3. La bouteille de Klein est un CW-complexe fini formé aussi par un sommet, deux 1-
cellules et une 2-cellule, parce qu’elle est homéomorphe a

([0, 1] > [0, 1])/((1, ) ~ (0,1 = 1), (£, 1) ~ (£,0))

Fic. 2.4 — Bouteille de Klein

4. L’espace projectif RP™ est un CW-complexe fini, ayant une k-cellule pour tout 0 <
k < n, dont le k-squelette est RP*.

Propriétés. Notons que le produit et quotient de deux CW-complexes sont des CW-
complexes. La catégorie des CW-complexes se révele alors étre une bonne catégorie pour
travailler en homotopie, comme l'illustrent les résultats suivants :
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Définition 2.1.16 57 X = UX" et Y = UY" sont deux CW-complexes, on
dit que f : X — Y est une application cellulaire si pour tout n € N on a,
f(X™)cyn

Théoreme 2.1.17 Théoréme d’approximation cellulaire.
Toute application continue entre deux C'W-complezes est homotope a une appli-
cation cellulaire.

Théoreme 2.1.18 Théoréme de Whitehead.
Toute équivalence d’homotopie faible entre deuxr CW-compleres est une
équivalence d’homotopie.

Définition 2.1.19 Un modele cellulaire d’un espace topologique X est la donnée
d’un CW-complexe Y et d’une équivalence d’homotopie faible f 1Y — X.

Théoreme 2.1.20 Théoréme du modéle cellulaire.
Tout espace topologique admet un modele cellulaire, unique a équivalence d’ho-
motopie pres.

Remarque 2.1.21 Enfin rappelons ce résultat qui montre encore une fois que les CW-
complexes sont les espaces les plus adaptés a la théorie de [’homotopie.

Si X etY sont des CW-complexes pointés, avec Y connexe, et f : (X, x9) — (Y, y0)
induisant un isomorphisme Py (f) : mx(X) — m.(Y) alors H*(f) : H*(X;Q) — H*(Y;Q)
est un isomorphisme.

2.1.5 Homotopie rationnelle

Torsion

Page 16



Définition 2.1.22

— Dans un groupe, un élément est dit de torsion quand il est d’ordre fini.

— Un groupe est dit de torsion si tous ses éléments le sont, il est dit sans torsion
st son unique élément de torsion est son élément neutre.

Remarque 2.1.23 Les Q-espaces vectoriels sont des groupes abéliens sans torsion.

En gros, ’homotopie rationnelle a pour objectif celui d’étudier le type d’homotopie d'un
espace topologique en ignorant la torsion de ses groupes d’homotopie. La théorie d’homotopie
rationnelle a connu ses débuts avec Daniel Quillen (1969) puis Denis Sullivan (1971). La
référence standard et inévitable pour tout chercheur en ce domaine est le livre commun de
Yves Félix, Stephen Halperin et Jean-Claude Thomas [FHTOT].

Définition 2.1.24 Un espace topologique simplement connexe est dit rationnel

quand tous ses groupes d’homotopie sont des Q-espaces vectoriels.

Remarque 2.1.25

— Pour tout CW-complexe simplement connexe X, il existe un espace rationnel noté Xgq
(unique a équivalence d’homotopie pres) et une application continue f: X — Xqg qui
induit un isomorphisme de Q-espaces vectoriels de m,(X) ® Q vers m,(Xg).

— On dit que Xg est le rationalisé de X .

— Xq est la localisation de X sur le corps des rationnels, son type d’homotopie est ce
qu’on appelle le type d’homotopie rationnelle de X.

— On obtient Xq a partir de X en tuant la torsion de ses groupes d’homotopie.

On présentera dans la suite les détails de toutes ces notions.

Localisation. En mathématiques, spécialement en géométrie algébrique, la localisation
permet d’étudier un probleme (localement) modulo les nombres premiers, avant de le résoudre
dans le cas global. L’exemple le plus simple de ce procédé est celui de la résolution des
équations Diophantiennes (équations polynomiales a coefficients entiers), dont on cherche
d’abord les solutions p-adiques avant d’en déduire celles dans le cas général. On trouve
beaucoup d’applications de la localisation dans les domaines de la théorie des nombres, de
la géométrie et de la topologie algébrique.

Localisation d’un anneau. La localisation est une des opérations de base sur un
anneau commutatif unitaire; C’est une construction plus générale que celle du corps des
fractions. Cela consiste a plonger I'anneau considéré dans un anneau plus grand dans lequel
on a autorisé des divisions que l'on ne faisait pas avant. Par exemple, le localisé de Z en
7 est 'anneau Z [%, %, é, 1—11, .. } dans lequel tout nombre entier qui n’est pas multiple de 7
admet un inverse.
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Définition 2.1.26

— Pour tout anneau commutatif unitaire A, on note A* l’ensemble des ses
éléments inversibles.

— On appelle une partie multiplicative S d’un anneau A, toute partie de A conte-
nant 1, et stable par multiplication.

— La localisation de l'anneau A en la partie S est alors un anneau, noté S™1A,
et un morphisme ¢ : A — STLA, tels que : o(S) C (STYA)", et qui soient
universels pour cette propriété; c’est-a-dire que pour tout morphisme d’an-
neaur f : A — B, si f(S) C B*, alors il existe un unique morphisme
g:ST'A — B tel que f =go.

Construction. Pour construire 'anneau localisé d’'un anneau commutatif A, on procede
comme dans la construction du corps des fractions mais avec une précaution supplémentaire
pour tenir compte du fait que 'anneau n’est pas toujours integre. Sur le produit cartésien
A x A, on définit la relation d’équivalence la suivante :

(p,q) ~ (P, ¢') si et seulement 3t € A tel que t(pq' — ¢'p) = 0.

Exemples importants. Soit A un anneau commutatif.

— Les éléments réguliers A* forment une partie multiplicative; I'anneau (AXY1 A est
I’anneau total des fractions de A.

— Le complémentaire d’un idéal premier P est une partie multiplicative, et peut donc
P'utiliser pour localiser I'anneau. Dans ce cas, on note Ap = (A\P) " A. Cest un
anneau local appelé localisé de A en P.

Localisation d’un espace. Quelques espaces topologiques peuvent étre localisés de
fagon similaire que celles pour les anneaux. Cette construction a été décrite par Denis Sullivan
en 1970 dans des notes qu’il n’a publiées qu’en 2005 (voir [Su05]).

Définition 2.1.27 Soit P un ensemble de nombres premiers et I [’ensemble des
entiers naturels premiers a ceur de P. Un groupe abélien G est dit P-local si pour
tout k € Z, la multiplication par k dans G est un isomorphisme de groupe.

Remarque 2.1.28

— Avec les notations de la définition précédente, l'ensemble K = {3, m € Z,k € 7}
est un sous-anneau de Q. Dans ce cas, G est P-local si et seulement si G est un K-
module.

— Par convention, quand P = (), on prend K = Q. Dans ce cas G est un Q-espace vectoriel .

— Le morphisme G — G ®zQ s’appelle P-localisation de G.

r — 1

C’est un isomorphisme si et seulement si G est P-local.

Page 18



— En particulier, st G est abélien, alors G ®z K est P-local.

Définition 2.1.29

— Un espace topologique simplement conneze X, est dit P-local quand 7, (X) est
P-local.

-~ Quand K =Q (i.e. P =10), on dit qu’il est rationnel. Dans ce cas ses groupes
d’homotopie m,(X) sont des Q-espaces vectoriels.

Définition 2.1.30 On appelle P-localisation d’un espace topologique simple-
ment connexe X, toute application continue f : X — Xp, ou Xp est un espace
topologique, simplement connexe, P-local qui induit ['isomorphisme

m.(X) @2 K — m.(Xp)

Remarque 2.1.31 Cas particulier, quand K = Q (i.e. P =10).
— L’espace Xy est noté plutot Xq, et s’appelle le rationalisé de X .
— L’application f : X — Xp s’appelle la rationalisation de X .

Les théoremes suivants (voir [FHTOI], page 108-109) montrent que la rationalisation est
toujours possible pour un espace topologique simplement connexe. Plus encore, elle est com-
patible avec la cohomologie de 'espace. Les résultats sont vrais dans le cas général de lo-
calisation, mais comme on est intéressés uniquement par le cas rationnel, on énoncera les
théoreme dans ce cas particulier.

Théoreme 2.1.32 Une application continue entre deux espaces topologiques
simplement connexes, ¢ : X — Y est une rationalisation si et seulement si'Y

est rationnel et H,(p,Q) : Hy(X,Q) — H,(Y,Q) est un isomorphisme.

Théoreme 2.1.33 Pour tout espace topologique X, il existe une rationalisation
f X — Xq, unique a isomorphisme pres, ot Xq est un CW-compleze.

Le lecteur intéressé par les détails de la construction de Xg peut se référer a la page 102

de [Su05].
Type d’homotopie rationnelle. Avant d’introduire cette notion, et toujours dans le
meéme souci : celui de familiariser le lecteur avec les outils de ’homotopie rationnelle, com-

mencons par rappeler le résultat suivant :
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Théoreme 2.1.34 Théoréme de Whitehead-Serre.

Soit une application continue p : X — Y entre deux espaces topologiques sim-
plement connexes. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

- m((p) ® Q est un isomorphisme.

— H.(p;Q) est un isomorphisme.

— H*(p; Q) est un isomorphisme.

Définition 2.1.35 On appelle équivalence d’homotopie rationnelle, toute ap-
plication continue ¢ : X —— Y entre deux espaces topologiques simplement

connezes vérifiant l'une des conditions équivalentes du théoreme de Whitehead-
Serre.

Remarque 2.1.36 D’apreés les théorémes[2.1.18 (pagel1d) et[2.1.3], on peut affirmer que
tous les rationalisés Xq d’un espace topologique simplement connexe X ont méme type d’ho-

motopie faible, celui de X. Ce qui nous permet de définir le type d’homotopie rationnel de
X de la facon suivante :

Définition 2.1.37 Le type d’homotopie rationnelle d’un espace topologique sim-

plement connexe X, est par définition le type d’homotopie faible de ses rationa-
lisés Xg.

Définition 2.1.38 Un modéle rationnel cellulaire d’un espace topologique sim-
plement connexe X, est la donnée d’une équivalence d’homotopie rationnelle
X — Y ouY est un CW-complexe vérifiant Y° =Y = {pt}.

On dit alors que X est rationnellement modélisé par'Y .

Et pour confirmer une autre fois le role imposant des CW-complexes en homotopie ra-
tionnelle, on rappelle le résultat suivant :
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Théoreme 2.1.39 Soit X un espace topologique simplement connexe, dont la
cohomologie H*(X;Q) est de dimension finie et concentrée en les degrés < n,
n

(i.e. H*(X;Q) = EBH'“(X;Q)). Alors X est rationnellement modélisé par un

k=0
CW-complexe Y de dimension égale a n.

C’est ainsi que dans toute la suite, les espaces topologiques que nous allons considérer
sont des CW-complexes simplement connexes de dimension finie (sauf mention du contraire).

Homotopie rationnelle.

Introduction. La théorie de I’homotopie est 1’étude des invariants des espaces topo-
logiques ou ceux des applications continues, qui ne dépendent que du type d’homotopie de
I’espace ou de la classe d’homotopie de 'application. Les exemples classiques de tels inva-
riants pour un espace topologique X, sont les groupes d’homologie singuliere H,,(X) et les
groupes d’homotopie 7, (X).

Les groupes H,(X) et m,(X), n > 2, sont abéliens, et donc peuvent étre rationalisés
(tuer leurs torsions) pour obtenir les sous-espace vectoriel H;(X;Q) et 7,(X) ® Q. L’idée de
Sullivan vers la fin des années 60 fit de rationaliser tous les espaces topologiques X et Y et
toute les applications continues f : X — Y en des espaces rationnels Xg et Y et en des
applications continues fg : Xg — Y tels que

H*(XQ) = H*(X,Q) et W*(XQ) = W*(X) X Q

Le type d’homotopie rationnelle d'un CW-complexe est par définition, le type d’homotopie
faible de son rationalisé¢ Xg.
La classe d’homotopie rationnelle d’une application continue f : X — Y est la classe
d’homotopie de fgp : Xo — Y.

L’homotopie rationnelle est I’étude des propriétés qui ne dépondent que du type d’ho-
motopie rationnel d'un espace topologique ou que de la classe d’homotopie rationnelle d'une
application continue.

Ses qualités et ses défauts. L’homotopie rationnelle présente un défaut : celui de
perdre beaucoup d’informations lors du calcul. Par exemple, une infinité de groupes d’ho-
motopie de la spheére S? sont non nuls, alors qu’en homotopie rationnelle ils sont tous nuls
a partir du degré 3. Mais on peut aussi dire que ce défaut est exactement son point fort :
Les calculs sont simples. Par exemple, le calcul explicite des groupes d’homotopie rationnelle
de plusieurs CW-complexes est facile, alors qu’il ne l'est pas (voir impossible) dans le cas
général dans la théorie d’homotopie.

C’est, cette simplicité de calcul en homotopie rationnelle qui a permis de résoudre des
problemes tres délicats tels :
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Théoréme 2.1.40 M. Vigue et D.Sullivan [VS76]

Soit M une variété Riemannienne simplement connexe compacte dont [’algebre
H*(M;Q) admet au moins deuz générateurs. Alors dim Hy(QQM;Q) n’est pas
bornée, ou QUM désigne l’ensemble de chemins de M.

Théoréme 2.1.41 D.Gromoll et W.Meyer [GM69]

Soit M une variété lisse simplement connexe compacte sans bord tel que
dim H*(LM;Q) n’est pas bornée. Alors toute métrique Riemanienne sur M ad-
met une infinité de géodésiques fermées géométriquement distinctes, ou LM
désigne l’ensemble de lacets de M.

Théoréme 2.1.42 C.Allday et S.Halperin [AH7S]
Si un tore T opére librement sur espace homogéne G/H, ot G et H sont des
groupes de Lie compacts, alors

r< rg(G) — rg(H).

Son point fort : Les modeles. Sans aucun doute, le point fort de 'homotopie ration-
nelle est la notion de modele minimal introduite par D. Quillen puis par D. Sullivan. Ce sont
des formules algébriques explicites ol le type d’homotopie rationnel d’'un espace topologique
est celui de son modele, et ou la classe d’homotopie rationnelle d’une application continue
entre deux espaces topologiques est la classe d’homotopie du morphisme induit entre les
modeles de ces espaces. C’est avec cette breve introduction qu’on va aborder maintenant
I'un de ces modeles : celui de D. Sullivan.

2.1.6 Modéles de Sullivan

Introduction. Notre outil principal dans cette these, est la notion de modele minimal de
Sullivan, noté en général (AV,d). Ces modeles permettent d’identifier le type d’homotopie
rationnelle de tout espace topologique simplement connexe X, au type d’homotopie d'une
algebre différentielle graduée commutative (adgc), (AV,d). On essayera dans cette section
d’expliquer cette notion de modele, tres fondamentale en théorie de 'homotopie rationnelle,
en suivant le plan suivant :

— Introduire la notion d’adgc.

— Donner un apergu sur la construction du modele de Sullivan

(AV,d) = (A.d)
pour tout adge (A, d) vérifiant H°(A,d) = Q
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— Donner un apercu sur le foncteur (contravariant) de Sullivan :

App : {Espaces topologiques} — {adgc}
X ~ APL(X)

qui vérifie en plus

Apr(X) ~ C*(X,Q),
ou C*(X,Q) désigne le complexe des cohaines singulieres normalisés de X, dont la
cohomologie n’est autre que la cohomologie singuliere de X, i.e.

H*(X;Q) = H(CY(X, Q).

— Donner un apergu sur la construction inverse, qui a chaque algebre de Sullivan (AV,d),
simplement connexe et de type fini, associe un espace topologique rationnel [(AV, d)| tel que (AV,d)
soit un modele minimal pour Ap.(|(AV,d)]).

Dans ce qui suit, on essayera de détailler un peu plus ces notions.

Algebre différentielle graduée commutative (adgc).

Espaces vectoriels gradués.

Définition 2.1.43 Un Q-espace vectoriel gradué est la donnée d’une famille
V = (Vi)nez de Q-espaces vectoriels. Les éléments de V,, sont dits de degré n.
On écrit alors degv = n ou bien |v| =n, Pour tout v € V,,.

Notations. Pour des raisons de simplicité de 1’écriture, on adoptera les notations sui-
vantes :
— V™" au lieu de V,, quand n < —1.

—yzEn = @VP et V* = @W.

>n >1
— Les moriiismes dans la cgfégorie des espaces vectoriels gradués sont les applications
linéaires.
— Un morhpisme d : V. — W est dit de degré k,sid: V?* — V" et d : V" —
Vrkyn € N.

Produit tensoriel gradué.

Définition 2.1.44 Pour tous espaces vectoriels gradués V et W, on définit leur
produit tensoriel gradué a 'aide des relations suivantes :
-(Vew) = vvew

pt+g=n
- Sif:V—Vetg: W — W on pose :

feg: VoW — VW
v@w s (—1)%E@) ) f(y) ® g(w)
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algébre différentielle graduée commutative (adgc).

Définition 2.1.45 Une différentielle sur un espace vectoriel gradué V est la
donnée d’une application linéaire, d : V — V de degré 1 tel que d*> = 0. Plus
précisément, d : V* — V"L qutrement dit les différentielles augmentent les
degrés en notation "puissance”.

Définition 2.1.46 Une algébre graduée différentielle (adg) est une algébre A
graduée en tant qu’espace vectoriel, muni d’une différentielle d, vérifiant la rela-
tion suivante, appelée formule de Leibniz :

d(z.y) = (dz).y + (=1)"z.dy Vz,y € A

Définition 2.1.47 Une algébre différentielle graduée commutative (adgc) est
une adg (A,d), vérifiant la relation suivante :

Ty = (—1)"””‘”@.9&, Ve, y € A.

En particulier, on a : v?=0 sily| impair
r.y =y.x si|x| pair ety quelconque.

Un Exemple fondamental.
- A partir de tout espace vectoriel gradué (V,d), on peut construire une adge libre notée
(AV,d) de la fagon suivante :
AV =TV/T,

ou TV est 'algebre tensorielle engendrée par V', et Z est I'idéal engendré par {xr ® y —
(_1)\x\\y|y ® x}.

— La différentielle sur AV est prolongée a partir de celle définie initialement sur V', en
respectant la linéarité et la formule de Leibniz.

— On vérifie que

AV = Eat(VImP) @ Sym(VPH)

ot Ext(VmPair) désigne 'algebre extérieure engendrée par V™PAr et Sym (VP4r) lalgebre
symétrique engendrée par VPr,

— On a la relation suivante :

AV W) =AV @ AW

Notations. Soit V un Q-espace vectoriel gradué.
— Si{va, @ € J} est une base de V', on notera parfois A{v,, o € J} au lieu de AV.
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~ Vk € N, A*V désigne le Q-sous espace vectoriel de AV engendré par les mots de AV
de longueur constante égale a k.
Plus précisement : y € APV «—= y = Z&xil x,ouna €Qetay,.x, €V, Ce
qui permet de munir AV de deux graduations : celle du degré herité de la graduation
en degré de V et celle de la longueur des mots.
— Vk € N, AZ*V désigne le Q-sous espace vectoriel de AV engendré par les mots de AV
de longueur au mois égale a k.
Plus précisement : AZFV = @5, A"V
Signalons enfin que adge (A, d) est une algebre de cochaines commutatives ... — A" —
At — . dont la cohomolgie H*(A, d) hérite d’une structure d’agc.

Modele de Sullivan d’une adgc.

Définition 2.1.48 Une algébre de Sullivan est une adge (AV,d), ou V' est un
Q-espace vectoriel muni d’une base (v;);er vérifiant les conditions suivantes :

— 7 est un ensemble totalement ordonné d’indices.

— dv, € Mg, 0 < a}, condition dite de nilpotence.

Si de plus o < = |v| < |vgl|, on dit que (AV,d) est une algébre de Sulivan
minimale.

Quand V' = 0, cette condition de nilpotence est équivalente a

dV c AZ2V

Vocabulaire. Soit (AV,d) une algebre de Sullivan.
— On dira que (AV,d) est simplement connexe, quand V! = 0.
— On dira (AV,d) est de type fini, quand dim H*(AV, d) < oo, Vk > 0.

Définition 2.1.49 On appelle modéle minimal de Sullivan d’une algebre graduée
commutative, (A,d), tout quasi-isomorphisme

m: (A, d) «— (AV,d),

ot (AV,d) est une algébre minimale de Sullivan.

Théoréme 2.1.50 Toute adge (A,d) telle que HY(A,d) = Q admet un modéle
minimal de Sullivan.

Si de plus H'(A,d) = 0, alors ce modéle est unique & isomorphisme prés (voir
page 154, [FHTO1)).
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On réfere le lecteur intéressé par les détails de la construction de ce modele a la page 140
du livre [FHTO1].

Modele minimal de Sullivan d’un espace topologique.

Object simplicial.

Définition 2.1.51 Soit C une catégorie. On appelle object simplicial dans C,
toute suite (IC,)n>0 d’objects de C reliés par des morphismes

0i:lCn+1—>/Cn,0<i<n+1 et sj:lCn—>/Cn+1,O§i§n
vérifiant les relations suivantes :

aiaj = 03-,1@ ;1< g

SiSj = Sjt18i 1 <]
@-Sj = ijlai ;1< g
@sj = ,Z:j,j+1

@sj = sj&-_l ,Z>j+1

Vocabulaire.

— Un morphisme simplicial f : L — L entre deux objets simpliciaux K et L, est une
suite de morphismes f,, : K,, — £,, qui commute avec les applications 0; et s;.

— Un object simplicial dans la catégorie des ensembles s’appelle ensemble simplicial.

— Un object simplicial dans la catégorie des complexes de cochaines s’appelle complexe
de cochaines simplicial. 11 s’agit d’une suite de complexes de cochaines (A, ),>o muni
chacun de ses propres applications faces et dégénérescences appropriées.

Exemple. Si X est un espace topologique, alors S.(X) = S,(X),~o, muni des appli-
cations faces et dégénérescences est un ensemble simpilicial.

lére étape de la construction du modele. Dans un premier temps, on considere
KC un ensemble simplicial et A = (A,,),>0 un complexe de cochaines simplicial. On définit le
complexe de cochaines (ordinaire)

A(K) = (AP(K)),20

a 'aide des relations suivantes :
— AP(K) est I'ensemble des morphismes simpliciaux

o K, — (47)

o — &,

n

vérifiant
Dy, = 0P, et CDS],U = 5;0,
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— Les opérations élémentaires sont définies par les formules suivantes :
— Addition : (¢ 4+ V), = ¢, + ¥, .
— Multiplication par un scalaire : (A\.U), = .U, .
— Produit : (¢.V), = ¢,.V, .
— Différentielle : (d¥), = d(V,,) .
— Si ¢ : K — L est un morphisme entre deux ensembles simpliciaux, alors
Ap) : A(L) — A(K)

est le morphisme de complexes de cochaines, défini par la formule suivante :
(A(p)®)s = B,
— Sif: A— B est un morphisme entre deux complexes de cochaines simpliciaux, alors
O(K) : A(K) — B(K)
est le morphisme défini par la formule suivante :

(0(K)®); = 0(Ps).

Remarque 2.1.52 On remarque que la construction A ~ A(K) est un foncteur covariant,
alors que K ~~ A(K) est un foncteur contravariant.

Etape finale de la construction du modéle : X ~» Ap,(X). Soit X un espace
topologique. Pour construire notre modele, en s’insipirant de la construction précédente, on
a besoin de :

— K : un ensemble simplicial.

— A= (A,)n>0 : un complexe de cochaines simplicial.

Prenons d’abord I = S,(X), et construisons A, qu'on notera plutot par Apy, en suivant les
étapes suivantes :

— Soit (A{to,...,tn,Y0,---,Yn},d) Padge définie par les relations suivantes :

ltil =0 , |ul=1 , dti=y; , dy;=0.
— On remarque que la différentielle d préserve l'idéal engendré par les deux éléments

Y t;—1et > y;, on pose alors :

i=0 =0
Ato, -t Yor - - - Un
(APL)n = {On yon Y }7
Dti—1, >y
=0 =0
dtz = Vi,

— Les applications faces et dégénérescences

Oi : (Apr)nt1 — (Apr)n et s;: (App)n — (ApL)nt1

sont définies par les formules suivantes :

tk k< Tk k<
O tpr—< 0 k=1 et s;jitpr—Q thtti k=
th1 k>t k1 k>
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Enfin pour tous espaces topologiques X et Y, et application continue f : X — Y| notre
modele sera défini par les relations suivantes :

APL(X) = APL(S*(X)) et APL(f) = APL(S*(f>>

On définit ainsi un foncteur contravariant X ~» App(X) de la catégorie des espaces topolo-
giques vers celle des algebres de cochaines commutatives.

Terminologie. Un élément de A%, (X) est une fonction, qui & chaque n-simplexe sin-
gulier de X associe une p-forme polynomiale sur A" compatible avec les applications faces et
dégénérescences. On dit que A%, (X) est le complexe de cochaines des formes différentielles
polynomiales sur X . Mais l'intérét de ce complexe de cochaines est que sa cohomologie n’est
autre que la cohomologie singuliere de 'espace X selon le résultat suivant :

Théoreme 2.1.53 Si X est un espace topologique, alors

H*(X; Q) = H*(APL(X)’d)'

Modeéle minimal de Sullivan d’un espace topologique.

Définition 2.1.54 Soit X est un espace topologique. On appelle modele de Sul-
livan de X, tout quasi-isomorphisme

my : (AV,d) — (Apr(X),d).

Le modéle (AV,d) est dit minimal, quand

dV c AZ2V.

Les calculs montrent que quand X est simplement connexe, on a :
HO(APL(X),d) :Q et Hl(ApL(X),d) = 0.

On en déduit alors le résultat suivant :
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Définition 2.1.55 (cf. page 146, [FHTQO1)).
Tout espace topologique simplement connexe X dont la cohomolgie singuliere
H*(X;Q) est de type fini (i.e. dim H*(X;Q) < oo, Vk), admet un modeéle mini-
mal de Sullivan, unique a isomoprhisme pres,

mx : (AV,d) — (App(X),d),

vérifiant

V= @Vi avec  dimV; < oo, V.

i>2

Ainsi, le modele minimal (AV, d) d’un espace topologique simplement connexe X, permet
de modéliser sa cohomologie singuliere a 1’aide de la formule suivante :

H*(X;Q) = H*(AV,d).

Plus encore, a 'aide du théoreme suivant, on verra qu’il modélise aussi son homotopie ra-
tionnelle.

Théoréme 2.1.56 (cf. page 208, [FHT01]).
Soit X espace topologique simplement connexe, dont la cohomolgie singuliére
H*(X;Q) est de type fini. Soit (AV,d) son modéle minimal de Sullivan, alors

V= Hom(m.(X)® Q,Q) en tant qu’espaces vectoriels.

Foncteur inverse : Réalisation spatiale. (pour plus de détails, voir page 237, [EHT01].)
Dans cette partie, on verra la construction du foncteur, appelé réalisation spatiale

| |: {adge} — {CW-complexes}
(AV.d) ~ |(AV,d)]

tel que
(AV.d) — Apr(|(AV. d)]).

C’est un foncteur contravariant, réciproque du foncteur X ~» App(X).

Réalisation spatiale de Milnor pour un ensemble simplicial. Soit K un ensemble
simplicial. On munit chaque IC,, de sa topologie discrete. La réalisation spatiale de Milnor
de IC est I'espace topologique

K| = (]_[/cnxm>/~,

ou ~ est la relation d’équivalence définie par les relations suivantes :

doxx~aox Nz , oc€el,q,reA"”
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et
sijoXx~oXxXpx , oe€k,zecA"

ou 0; et s; sont les applications faces et dégénérescences de I’ensemble simplicial K et A;, p;
sont celles définies dans la page [

On définit ainsi un foncteur, car pour tout morphisme d’ensemble simplicial f : I — L,
ou f ={f.: K, — L,}, on considere les applications continues f, x id : I, x A, —
L, x A,, qui au passage au quotient, se factorise par ’application continue

1= 1K — [£].

Réalisation de Sullivan pour une adgc. D. Sullivan a construit le foncteur contrava-
riant
( ): {adgc} — {ensembles simpliciaux}
(A, d) ~~ (A d)

a ’aide des relations suivantes :
— Les n-simplexes de (A, d) sont les morphismes d’adg o : (A,d) — (ApL)n.
— Les applications faces et dégénérescences sont définies par d;0 = d;00 et sj0 = sj00.
— Pour tout morphisme d’adge ¢ : (A,d) — (B, d), on définit le morphisme d’ensembles
simpliciaux
W) (Bod) — (A,d)

o —— 00

Et ainsi on peut définir la réalisation spatiale pour une adgc de la fagon suivante :

Définition 2.1.57
— La réalisation spatiale d’une adge (A,d) est le CW-complexe

A, d = [(A, )]

— La réalisation spatiale d’un morphisme d’adge ¢ : (A,d) — (B, d) est lap-
plication continue

ol = [(#)]

On obtient ainsi la diagramme commutatif

{ensembles simpliciaux}

\\\\\\\\& k///////f////

{CW-complexes}

{adgc}

Enfin, le théoreme suivant permet d’affirmer que toute algebre de Sullivan simplement
connexe et de type fini, est le modele minimal d’'un CW-complexe.
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Théoréme 2.1.58 (voir page 250, [FHTO1)).

Soit (AV,d) une algébre de Sullivan de type fini tel que H'(AV,d) =0, alors :
— [(AV,d)]| est simplement conneze.

- mo([(AV,d)|) = Homg(V,Q), pour n > 2.

— myavay)  (AV,d) — Apr(|(AV,d)|) est un quasi-isomorphisme.

Plus encore, la réalisation spatiale préserve la classe d’homotopie des morphismes, comme
le montre la remarque suivante :

Remarque 2.1.59 Si ¢ ~ ¢ : (AV,d) — (AW,d) sont deuz morphismes d’algébres de
Sullivan, homotopes. Alors :

ol ~ || - [(AV, d)| — (AW, d)]

Définition 2.1.60
Deux algebres de cochaines commutatives (A, d) et (B,d) sont dites faiblement

équivalentes s’ils sont liés par une suite de quasi-isomorphismes d’algebres de
cochaines commutatives de la forme :

TIIZ
lIIZ

(A.d) = (C(0),d)

(C(k),d) — (B, d)

Remarque 2.1.61

Deux espaces topologiques X et'Y sont de méme type d’homotopie rationnelle si et seulement
si Aprx) et Apryy sont faiblement equivalents.

Conclusions. Maintenant, nous sommes en mesure de conclure les résultats suivants :

rationnelle d’algebres de cochaines commutatives.

{ Types d’homotopie } . { Classes d’équivalence faible }

Cette correspondance est bijective, lorsqu’on se restreint aux espaces topologiques sim-
plement connexes X et aux adge (A, d) tels que H*(X;Q) et H*(A, d) soient de type
fini.

— D’ou les bijections

Classes d’homotopie N Classes d’isomorphismes
rationnelle des «—— ¢ des algebres de Sullivan
CW-complexes simplement connexes minimales.
Classes d’homotopie N Classes d’homotopie
des applications continues p «— { des applications entre
entre espaces rationnels algebres de Sullivan.
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Mais le résultat qui nous importe le plus lors des preuves de nos résultats est le suivant :

Théoreme 2.1.62 Si X est un espace topologique simplement connexe de
modele minimal (AV,d), alors

H*(X,Q)
(X)) ®Q

H*(AV,d) en tant qu’age
Hom(V™, Q) en tant qu’espaces vectoriels

~
~

Exemples de modeéles.

— La sphere S*"*! n > 1 a pour modele minimal de Sullivan, (A{z},0) ol |z| = 2n + 1,
en particulier dim (a4 1(S*™!) ® Q) = 1 et les autres groupes d’homotopie triviaux,
avec H*(S*"*1;: Q) = A{z}.

— La sphere S* a pour modele minimal de Sullivan, (A{z,y},d) ot |z| = 2n, |y| = 4n—1,
avec dv = 0 et dy = 2. Les calculs donnent que H*(S**;Q) est engendrée par 1
et x. Tous les groupes d’homotopie rationnelle sont nuls, sauf dim (m2,(S*") @ Q) =
dim (77'4”_1(82”) & Q) =1.

2.1.7 Quelques espaces particuliers.

Espaces elliptiques. Ce sont les espaces topologiques X, a cohomologie et homotopie
rationnelles toutes les deux de dimensions finies, plus précisement

dim H*(X;Q) < oo et dim(m(X)® Q) < 0.
Dans ce cas, quand X est simplement connexe, alors il admet un modele minimal, vérifiant :

dim H*(AV,d) < oo et dimV < co.

Espaces hyperelliptiques. Ce sont les CW-complexes finis et simplement connexes, dont
le modele minimal (AV,d) vérifie :

dvpair =0 et dvimpair C A—l—vpair ® Avimpair'

Espaces purs. Ce sont les CW-complexes finis et simplement connexes, dont le modele

minimal (AV, d) vérifie :
dvpair =0 et dvimpair C A22Vpair‘

On remarque donc que les espaces purs sont hyperelliptiques.
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2.2 Les théorémes

2.2.1 Invariants d’Euler-Poincaré

Définition 2.2.1 Pour tout espace topologique elliptique, X, on définit deux in-

variants :
— Invariant cohomologique : x.(X) := Z(—l)kdim H*(X, Q).
k>0
— Invariant homotopique : x(X) := Z(—l)k dim (7 (X) ® Q).
k>0

Remarque 2.2.2 Soit X un espace topologique elliptique simplement connexe, de modéle
minimal (AV,d). Sl n’y a pas de risque de confusion, on note ces invariants par x. €t Xr.
Ainsi , o

Xe = dim AP (X Q) — dim H""*"(X,Q),

Xr = dim VP¥r — dim V/impeir,

Deux résultats importants, dis en premier lieu a H. Cartan, puis reformulés et démontrés cor-

rectement par S. Halperin sont les deux théoremes suivants, dont on trouvera les démonstrations
dans ([FHTOI1]-page 444) :

Théoréeme 2.2.3 Si (AV,d) est un modele minimal d’un espace elliptique sim-
plement connexe, alors

Xe >0, xr <0.

Remarque 2.2.4 D’apres la relation de la remarquel[2.2.2 et le théoréemel2.2.3, on conclut
que pour tout modéle minimal (AV,d), d’un espace elliptique simplement connexe, on a tou-
jours

dim VP < dim VO,

Théoréeme 2.2.5 Si (AV,d) est un modele minimal d’un espace elliptique sim-
plement connexe, les proprietes suivantes sont équivalentes

1. x> 0.

2. Xr =0, (i.e., dim V%" — dim Vimzmir)'

3. H*(X’ Q) = HpaiT(X’ Q)’ (z'.e., Himpair(X’ Q) _ 0)
4

. (AV,d) est pur, avec d qui envoie une base de V™9 en une suite régulicre
de AVPar,
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2.2.2 Dimension formelle

Définition 2.2.6 Pour un espace elliptique X, on définit sa dimension formelle,
qu’on note fd(X), comme étant le plus grand entier n, quand il existe, tel que
H™"(X,Q) # 0. Sinon on pose fd(X) = +o0.

Remarque 2.2.7 Soit X un espace elliptique, de dimension formelle finie, n = fd(X). On
a les résultats suivants :
- dim H"(X,Q) =1,
— le produit H*(X,Q) x H, 1(X,Q) — H,(X,Q) est une application bilinéaire non
dégénérée (Dualité de Poincaré).

Dans [FrHa79], J. Friedlander et S. Halperin ont donné la comparaison ci-dessous entre la
dimension formelle d’un espace elliptique 1-connexe et la dimension de I’espace qui engendre
son modele minimal.

Théoreme 2.2.8 51 X est un espace elliptique et 1-connexe de modele minimal

(AV,d), alors

fd(X)>dimV.

Dans le méme article, les deux auteurs proposent les relations ci dessous (tres utiles)
entre la dimension formelle et les degrés d’une famille particuliere de générateurs du modele.

Théoreme 2.2.9 Pour tout espace elliptique 1-connexe X, de modéle minimal
(AV,d), on peut trowver une base {x1,...,x,} de VP et une base {y1, ..., Ynip}
de VmPer yérifiant les propriétés suivantes :

—xy| < <y et |yl > 2|a] — 1 pour tout i € {1,...,n}.

n n+p
el < fdX) e Y |yl < 2fd(X) - 1.
i=1 i=1

n—+p n

=Dl = Dl = 1) = Fd(X).

i=
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2.2.3 Rang torique

Définition 2.2.10

1. Soit n € N. On dit que le tore T" = S* x --- x S!, de dimension n, opére
presque librement sur un espace topologique X, quand ses sous-groupes
d’isotropie G, = {g € G tel que g.x = x} sont finis pour tout x € X.

2. Le plus grand entier n, quand il existe, tel que T™ opere presque librement
sur X s’appelle le rang torique de X, et se note rk(X).

3. Si ce mazimum n’existe pas, on écrit alors rk(X) = oco.

4. St aucun tore n’agit presque librement sur X, on écrit rk(X) = 0.

Remarque 2.2.11 Soit X un espace topologique 1-connexe. Comme on est intéressé seule-
ment par son type d’homotopie rationnelle, on appelle rang torique rationnel de X, l'entier
noté rko(X), défini par la relation suivante :

rko(X) = rk(Xoq).

Dans [AH78] C. Allday et S. Halperin ont donné une majoration du rang torique pour
un espace elliptique, 1-connexe.

Théoreme 2.2.12 Si X est un CW-complexe, fini et 1-connexe, alors

TkO(X) S —Xr-

Plus encore si rko(X) = —xx, alors X est pur.

La formulation originale de ce résultat, comportait des conditions techniques sur la topo-
logie de I'espace, mais comme elles sont satisfaites par les CW-complexes finis et 1-connexes,
on ne les mentionnera pas ici.

Dans [FrHa79|, J. Friedlander et S. Halperin se sont intéresses a la réciproque et ont
montré que :

Théoréme 2.2.13 Si X est un espace 1-connexe pur, alors x. = —rko(X).

S. Halperin avait conjecturé dans [Ha85| une autre majoration du rang torique :
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Conjecture du Rang Torique. Si X est simplement connexe, alors

dim H*(X, Q) > 2m),

Dans [Hi00], M.R Hilali confirme la conjecture de Halperin sous les conditions supplémentaires
suivantes :

Théoréme 2.2.14 Si X est simplement conneze, alors dim H*(X, Q) > 2o(X)
dans les cas suivants :

- X est CW compleze hyperelliptique fina.

— X est elliptique vérifiant fd(X) — rko(X) < 6.

Rappellons que :

Définition 2.2.15 Un espace topologique simplement connexe X, de modéle mi-
nimal (AV, d) est dit hyperelliptique si son modéle vérifie les conditions suivantes :

dVrer =
dvimpair C Avpair ® Avimpair

2.2.4 Catégorie de Lusternick-Schnirelmann

Définition 2.2.16 La catégorie de Lusternick-Schnirelmann d’un espace topol-
gique X, qui se note cat(X), désigne le plus petit entier n tel que X soit couvert
par n + 1 ouverts contractibles dans X. Sa LS-catégorie rationnelle est définie
par la relation

cato(X) = cat(Xg).

Si (AV,d) est un modele minimal associé a X, on pose

cato(AV) = cato(X).

Dans [FxHa82], Y. Felix et S. Halperin montrerent le résultat suivant :
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Théoréme 2.2.17 Si (AV,d) est un modeéle minimal, de LS-catégorie fini, alors

dim VP4 < cato(AV)
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Chapitre 3

Nos résultats

3.1 Le cas H-espace

Définition 3.1.1 Un H-espace est un espace topologique X pointé (en général
supposé connexe), muni d’une application pointée continue p: X x X — X,
pour laquelle le point de base est un élement neutre a homotopie pres.

Autrement dit, les applications X XX S XX P X xXx X
sont homotopes a l’identité.

Il est clair que les groupes topologiques sont des H-espaces, toutefois il peut manquer
dans un H-espace ’associativité et I'inversibilité.
Clest Jean-Pierre Serrdl qui les a appelé ainsi, en 'honneur de Heinz Hop. Notons
enfin que le groupe fondamental d’un H-espace est abelien, et que les seules spheres qui sont
des H-espaces sont S, S*(complexes), S3(quaternions) et S”(octanions) [Ad60].
Les H-espaces abondent en géométrie et en topologie :
— Les espaces projectifs réels RP', RP?, RP”. Dans le cas général RP™ est un H-espace
si et seulement si n + 1 est une puissance de 2.

— L’espace des lacets 2X, d'un espace pointé X.

— Les espaces d’Eilenberﬁ-MacLaneH, K(G,n), avec n > 1 et G abélien, parce que
K(G,n)=QK(G,n+1).
En particulier I'espace projectif complexe, CP* = K(Z, 2) est un H-espace.

! Jean-Pierre Serre (1926- ) est un mathématicien francais, médaille Fields en 1954, prix Abel en 2003,
étudiant de Henri Cartan. Il a effectué des travaux fondamentaux en théorie des nombres et géométrie
algébrique.

2Heinz Hopf (1894-1974), mathématicien allemand, connu pour ses travaux en topologie. Au début de la
Premiere Guerre mondiale, Hopf s’était engagé dans 'armée. Il a été blessé deux fois et avait regu la croix
de Fer en 1918. Au cours de la 2eme guerre mondiale, il fit chassé par les nazis et ses biens confisqués.

3Samuel Eilenberg (1913-1998) était un mathématicien américain-polonais, connu par ses travaux en
topologie algébrique, la théorie de I’homologie et la théorie des catégories. Membre du groupe Bourbaki et
lauréat du Prix Wollf.

4Saunders MacLane (1909-2005) est un mathématicien américain, 'un des fondateurs, de la théorie des
catégories avec Eilenberg.
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Ce qui nous intéresse a la fin est de montrer que la conjecture H est vérifiée par les
H-espaces.

Théoreme 3.1.2 Si X est un H-espace de type fini, alors

dim H*(X,Q) > dim(7.(X) ® Q).

Preuve. L’argument est assez simple, dans ([FHTOI]-page 143-example 3), on peut lire
que tout H-espace admet un modele minimal de la forme (AV,0), donc H*(AV,d) = AV, et
par suite dim H*(AV,d) > dim V. O

3.2 Le cas pur

Rappelons d’abord que :

Définition 3.2.1 Un espace topologique X, simplement connexe, de modeéle mi-
nimal (AV,d) est dit pur si

dVreir —
dvimpair C AVpair

Dans ce cas, son modéle est aussi appelé modele pur.

Comme signalé auparavant, M.R. Hilali a déja résolu en 1990 la conjecture H dans le cas
pur. Dans le but de rendre accessibles au lecteur nos démonstrations, on a jugé utile de rap-
peler la démonstration faite par M.R. Hilali dans le cas pur avec la condition supplémentaire
X~ = 0. Démonstrartion dont on s’est inspiré pour prouver quelques résultats.

Théoréme 3.2.2 Si (AV,d) est un modéle elliptique pur tel que x, = 0, alors
dim H*(AV,d) > dim V.

Preuve. On sait d’apres (théoreme 2.2.5] page B2) que
dim VP = dim Ve,
donc
dimV = 2dim VP,

mais aussi que
dim H*(AV,d) = dim H***(AV, d).
Notons par {zi,...,z,} une base homogene de VP et par W) et W, les sous-espaces

vectoriels de HP**(AV, d) engendrés respectivement par ([z]), <<, et ([z:i7;]),_; <j<n- Posons
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Wy := H°(AV,d) = Q. La minimalité du modele assure que Wy & Wy & Wy est une somme
directe dans HP**(AV,d) et que([z;]),,, sont linéairement indépendants, donc

dim HP*(AV,d) > 1+ n + dim Wh.

D’autre part

WQ D (A2vpair N dvimpair) — Avaair'

Mais

dim A2Vpair — n(n + ]‘)
2
et
dim(AQVpair N dVimpair) <n.

Alors .

dim WQ > % —n,

. n(n+ 1) '

donc dlmH*(AX/,d)zT—i—len:dlmV. O

3.3 Le cas formel

Définition 3.3.1 Un espace topologique 1-connexe X est dit formel, quand il
admet le méme modéle que sa cohomologie singuliere H*(X,Q). Ce modéle est
aussi dit formel.

Autrement dit I’homotopie de I’espace peut étre lue a partir de sa cohomologie rationnelle.

Comme exemples d’espaces formels, on peut citer :

— Les spheres.

— Les H-espaces.

— Les espaces symétriques.

— Les variétés de Kahler compactes.

— Les espaces elliptiques de charactéristique d’Euler-Poincaré xy > 0.

Signalons que les nilvariétés (voir définition a la page B2) ne sont presque jamais formelles,
et que dans [HS79], S. Halperin et J. Stasheff ont étudié en détails I'obstruction pour quun
espace soit formel.

Théoréme 3.3.2 Si (AV,d) est un modéle 1-conneze, elliptique et formel, alors
dim H*(AV,d) > dim V.

Preuve. D’apres [ExHS2] le modele (AV, d) est de la forme

V=Wen
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avec

dVy = 0,V4 = VP

et
dVi C AV,.

Plus encore Vi admet une base {y;}1<j<m telle {dy;}1<j<m que est une suite réguliere dans
AVj.

Soit (AV,d,) le modele pur associé a (AV,d) (cf. [FHTO1]-page 438), et écrivons dy; =
a; + 0B ot oy € AVP™ et 3; € ATV, donc d,y; = «;. D’apres (Proposition 32.4,
[FHTO1], page 438), on a dim H*(AV,d,) < co. . o

Soit maintenant {z;}1<;<n et {2 }1<k<, bases respectives de Vi et de V5™, Donc

A(l‘lv e ,l‘n)

(0517"' 705m)

H*(AV,d,) = Q@ A(z1, -+, 2)

Comme la suite «; est aussi réguliere dans A{xq,...,z,}, on a m =n et par suite dimV =
2n +q.

Avec les mémes notations et arguments que ceux utilisés dans le preuve du cas pur (cf.
page B8), la somme Wy & Wy & Wy & Voimpair est aussi directe dans H*(AV, d).

DOHC dlm H*(A‘/’ d) Z 1 4 dlm Wl + dlm WQ + dlm ‘/Oimpair
n(n+1)

-+ 14+¢

2n +q

dim V.

v Iv

3.4 Le cas symplectique

Définition 3.4.1 Une wariété symplectique (cf. [La98]) est une wvariété
différentielle X = M*™, munie d’une forme différentielle de degré deux w fermée
et non dégénérée, appelée forme symplectique.

Les variétés symplectiques apparaissent lors de I'étude des formulations abstraites de la
mécanique classique (Hamiltonnienne) et analytique (quantique), notamment dans la des-
cription hamiltonienne de la mécanique, ou les configurations d’un systeme forment une
variété dont le fibré cotangent décrit ’espace des phases du systeme.

Les variétés dites de K dhle sont I'exemple le plus connu mais aussi étudié des variétés
symplectiques, elles vérifient en plus une propriété dite propriété de relevement de Lefshetzﬁ

®Erich Kihler (1906 - 2000), est un mathématicien allemand connu pour ses travaux en tres vastes
géometrie . Il a aussi travaillé sur la mécanique céleste. Il fut un des précurseurs de la théorie des schémas.

6Solomon Lefschetz (1884 - 1972), est un mathématicien américain, essentiellement connu pour ses travaux
en topologie algébrique, géométrie algébrique et théorie des équations différentielles non linéaires.
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Théoréme 3.4.2 Si X = M>™ est une variété différentielle symplectique, alors

dim H*(X, Q) > dim 7, (X) ® Q.

Preuve. On sait que toute variété symplectique X = M?™, vérifie les propriétés suivante :
- fd(X) =2m.

— Jw € H*(X,Q) tel que H*™(X,Q) = Qu™.

— Le cup-produit w* : H™*(X,Q) — H™(X,Q) est un isomorphisme.

Ainsi tous les nombres de Bettilj by; = dim H 2Z'(X, Q),0 < ¢ < m sont non nuls, donc
dim HP**(X,Q) > m + 1, on distingue deux cas :

1. xc > 0. Dans ce cas X est pur (d’apres le théoreme B2.0] cf. page [32), et pour les
espaces purs la conjecture H est déja résolue (cf. page BR).

2. x. = 0. D’apres Théoreme 225 page 32), on a :

dim H*(X,Q) = 2dim H™"(X, Q)
> 2m+2
> 2m = fd(X)
> dimV (d’apres Théoreme 228 page [33))

3.5 Le cas cosymplectique

Définition 3.5.1 Une structure cosymplectique sur une variété M de dimension
2m+ 1 est la donnée d’une 1-forme fermée 0 et une 2-forme fermée w telles que
0 AN w™ soit une forme de volume sur M, ou w™ désigne le produit de m copies
de w.

Théoréme 3.5.2 Si X = M?™+L est une variété différentielle cosymplectique,
alors

dim H*(X,Q) > dim 7, (X) ® Q.

Preuve. On sait d’apres [BG67], que les nombres de Betti sont tous non nuls, plus encore,
on peut lire dans [CLMO93] qu'ils croient de la fagon suivante :

bo = bamt1 S b1 =bopy <+ < by = b

"Enrico Betti (1823-1892), est un mathématicien italien connu pour ces contributions & 'algébre et i la
topologie, ainsi qu’a la théorie de 'élasticité (théoreme de la réciprocité) et du potentiel. Il est parmi les
premiers a comprendre I'importance de la théorie de Galois.
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donc
2m+1

dim H*(AV,Q) = ) b; >2m+2>2m+ 1= fd(X) > dimV.

1=0

Remarque 3.5.3 D’apres la définition d’une variété cosymplectique il existe une 1-forme
fermée n et donc une classe dans H'(X,Q) qui n'est pas nulle. Tous les exemples connus
de variétés cosymplectiques sont non 1-connexes. Cependant il s’agit d’espaces simples (m
abélien opérant trivialement sur les 7,) ou bien d’espaces nilpotents (my nilpotent opérant
de maniére nilpotente sur les m,). Ces espaces admettent des modeles minimauz de Sullivan
(non 1 connexes) qui vérifient la propriété fd(X) > dim V.

3.6 Le cas nilvariété

Définition 3.6.1 On appelle nilvariété, tout quotient d’un groupe de Lie nil-

potent par un sous groupe discret cocompact

On rappelle d’abord les résultats suivants :

— Un sous groupe discret I' d'un groupe G est dite cocompact (ou cristalographique) si
I'espace homogene G/I' est compact.
— Toute nilvariété admet un modele minimal de la forme

(AV,d) = (AM{zy- -+ ,2,},d) tel que |z;| =1 (cf [LP82], [Op92])

Théoreme 3.6.2 Si X est une nilvariété, alors

dim H*(X,Q) > dim 7, (X) ® Q.

Preuve. On sait d’apres [Dix55], que pour toute nilvariété X, les nombres de Betti vérifient
b; > 2 donc dim H*(AV,d) > 2fd(X). D’autre part, nilvariétés sont des K (m, 1) ot 7 est un
groupe nilpotent donc vérifient I'inégalité fd(X) > dim V.

3.7 Le cas hyperelliptique, avec condition

Définition 3.7.1 Un espace elliptique 1-conneze X et son modéle (AV,d) sont
dits hyperlliptiques, quand la condition suivante est remplie

{ AV = 0,

dvimpair C AVpair ® Avimpair'
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Soit {x1,...,x,} une base de VP et {yy,...,yns,} une base de VImPir ot p = —x ;. > 0
(voir Z2Z2] page B2). Donc

dl’i = O,

dy; = P; + wj ot P; € AVP 1o € AVPaIr @ A+/mpair (3:1)

Une simple comparaison entre cette définition et celle d'un espace pur (voir (??), page ?7?)
montre que les w; représentent 'obstruction pour qu’un espace hyperelliptique soit pur.
Comme la conjecture H est déja résolue dans le cas pur (cf. page BR), on supposera ici que
I'espace ne 'est pas, donc Jw; # 0. C’était I'idée clé a I'origine du résultat suivant :

Théoréeme 3.7.2 Si (AV,d) est un modéle hyperellitique tel que

(1++/12p - 15)

n >

DN —

oun =dim VP et p = —x,, alors dim H*(AV,d) > dim V.

Preuve. Avec les mémes notations que celles utilisées dans la preuve du cas pur (page
[3R), la somme W, & W @ W, est encore directe dans HP#T(AV, d). On supposera encore que
le modele n’est pas pur, puisque la conjecture H est déja résolue dans ce cas, donc Jw; # 0,
par suite dy; ¢ A2V/P2r,

D’autre part {dy,...,dyn,} est une famille génératrice de dV™P?r ainsi seulement
n + p — 1 éléments parmi {dyi,...,dy,.»} peuvent engendrer AZVPar N qVMPar ot donc
dim A2V/Pair O gy/impair <y gy — 1. On a

W2 o) (A2vpair N dvimpair) — /\2‘/pair7

dim A?Vpair = 2l

donc .
dimWQZ%—n—p%—l

et enfin X
dim HP(AV, ) > D

—p+2
Le modele est toujours non pur, donc d’apres le théoreme 2.2.5page 32, x. = 0 et alors
dim H*(AV, d) = 2dim H***(AV,d) > n(n +1) — 2p + 4.
Comme dim V' = 2n + p, alors
dim H*(AV,d) —dimV >n? —n —3p+4
L’étude du bindome P(n,p) = n? —n — 3p + 4, montre que dim H*(AV,d) > dim V quand :

{p22 et n>4(1+/12p—15).

pe{0,1} et neN.
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3.8 Sous condition sur la dimension formelle

Remarque 3.8.1 La derniére ligne de la démonstration du théoréme [3-7.9 affirme que la
conjecture H est vraie pour tout modeéle hyperelliptique (AV,d) dans les cas suivants :
-pe{0,1} etneN.
-p=2etn>2.
Pour le cas ot p =2 et n € {0,1}, on a dim H*(AV,d) > 2(1 + dim W;) =2+ 2n = dim V.
On conclut donc que
dim H*(AV,d) > dimV sip € {0,1,2}

Théoréme 3.8.2 Si X est un espace elliptique, 1-conneze tel que fd(X) < 10,
alors

dim H*(X, Q) > dim(7,.(X) ® Q).

Preuve. Soit {z1, ..., 2, } une base de VP** et {y, ..., y,1,} une base de V™Par vérifiant
les conditions du théoreme[2.2.9-page[33l On obtient alors les tableaux récapitulatifs suivants,
dans lesquels on donne les degrés des éléments z; et y; suivant les valeurs possibles de fd(X).
On écrit 0 pour dire qu’il n’y a pas de tels éléments :

LfAX) [l wal) [ ol [yl |

0 5)

0 7)

2) 3.3,5)

2.2) 3.3,3,3)

2.2,2) 3,5,5)

2.2,2) 3,3,7)

10

5.3,3.3,3)
7)
1

)
1)
3)
1)

1
7
3
1

(

(5,

(3,

(

(

i
2222 (3,3,3,5)

(

(7,

(5,

(3,

(7,

(7,

On vérifie a la main pour ce tableau que tous les espaces sont hyperelliptiques avec
Xr € {0,—1,—2}, donc vérifient la conjecture (H) d’apres la remarque 3.8 T+-page (@4,
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%) [Tl mD) [l o) |

E &) I8 |

3 0 [ (3) |
0 5)

4 (2,2) (3,3)
() @)

- 0 )
) (33
0 (3,3)
) @

6 (2,2) (3,5)
(2,4) (3,7)
(2,2,2) (3,3,3)
0 @

; ©) (35)
(4) (7.3)
(2,2) (3,3,3)
0 (3,5)
(2) (3,3,3)
(2,2,2) (3,3,5)

8 (2, ) (5,7)
(2,2,2,2) (3,3,3,3)
%y (7.7
(©) (13)
0 9)
) (3.7
2) (55)

0 2.2) (3,3.5)
(2,2,2) (3,3,3,3)
(2,4 ) (3,7,3)
) (75)
(©) (I1.3)

On vérifie aussi a la main, cas par cas que tous les espaces sont purs, donc vérifient la
conjecture H, d’apres le théoreme [2.2.5-page [32] O
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3.9 Sous condition sur les suites exactes

Définition 3.9.1 Une suite exacte longue est la donnée d’un schema de la forme

OZ%L{/IL..._)VTLLV”HJ%_“)...

N f . . ., . L.
ot V,, = V11 sont des applications linéaires entre espaces vectoriels vérifiant

Imf, = ker f,11

Définition 3.9.2 Une suite exacte courte est la donnée d’un schéma de la forme

00— A B2 c—0

ou f,q sont des applications linéaires entre espaces vectoriels telles que

f injective
g surjective
Imf =kerg

D’apres le résultat d’algebre linéaire connu sous le nom du théoréme du rang on a :

dim B = dimker g + dim Img
= dimImf 4 dim C (g surjective) (3.2)
= dimA+dimC (f injective)

Pour le prochain résultat, commencons par cet exemple introductif.
Soit (AV ® Ay, d) un modele minimal, avec |y| impair, considérons la suite exacte courte
suivante :

0 — (AV,d) -2 (AV @ Ay, d) - (AV,d) — 0

ou ¢a) =a®let P(a®y+b®1)=a. Elle induit en cohomolgie la suite exacte longue
suivante :

AV, d) Y mr AV @ Ay, d) T BEAV, ) s HYAV,d) — - -
B — Bldy]

ou ¢ s’appelle le connectant de la suite exacte. Puis on condense cette suite exacte longue
en la suite exacte courte

0 — coker o — H*(AV ® Ay,d) — ker 6 — 0

On s’est inspiré de cet exemple pour énoncer le résultat suivant :

8Si f: E — E est une application linéaire, on pose coker f = E/Imf
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Théoréme 3.9.3 Soit (AV,d) est un modeéle 1-conneze et elliptique, concentré
en degrés impair, (i.e. V.= V™" ) engendré par une famille {y1, . ..,y,}. Notons

6 : H*'(Muyr,. . yia b d) — H*(Myr, ..y} d)
B — Bldy]
Si
dim(ker ;) > dim(Imd;) pour tout i € {2,...,p}

alors

dim H*(AV,d) > dim V.

Preuve. On va raisonner par récurrence sur p > 1. Pour p = 1 le résultat est trivial. Sup-
posons que dim H*(AV,d) > dimV pour dim V' = p > 1, et montrons que dim H*(AW,d) >
dim W pour dim W = p > 2, pour cela écrivons

AW = Myi, .. Ypa ) = AV @ Ay

Donc dim H*(AW,d) = dimker 0,11 + dim coker 6,4,
= 2dimker 9,41
> dimker 4,41 + dimIm 6,44
= dim H*(AV, d)
>dimV =p.

Corollaire 3.9.4 Si (AV,d) est un modele elliptique et 1-connexe, engendré par
des éléments de degrés impairs, yi, .. .,y, satisfaisant les conditions suivantes :
Pour tout i € {3,...,n}, il exist v14,72: € H* (M1, ..., yi—1}, d) tel que [dy;] =
Y1,iY24 et Vi = 0. Alors

dim H*(AV,d) > dim V.

Preuve. On a d’abord Imd; C kerd; puisque 62 = 0, mais aussi v; € kerd; # 0 car
8i(71.4) = 1.ldyi] = Y3724 = 0. On va distinguer deux cas :

1) [dy;] = 0, dans ce cas dim(Imd;) = 0 < dim(ker ;).

2) [dyi] # 0. Supposons alors que Im(d;) = ker(d;), donc v, ; € Imd;. C’est une contra-
diction entre le fait que |v1,| < |[dy;]| et celui que pour tout élément non null v de Imd; on
doit avoir |y| > |[dy;]|. Donc dim(ker ¢;) > dim(Imd;) pour tout i € {2,...,p}, et on conclut
enfin a I'aide du théoreme 3.9.3 O

3.10 Sous condition sur le rang torique

Notre résultat principal en relation avec la notion du rang torique est le suivant :
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Théoreme 3.10.1 Soit X est un espace hyperelliptique. Si
rko(X) = —x» — 1 avec i € {0, 1,2},

alors

dim H*(X,Q) > dim(m.(X) ® Q).

Remarque 3.10.2 D’abord pour le cas rko(X) = —xx, l'espace est pur (cf. théoréemelZ.215
page [34]), donc vérifie la conjecture H, d’aprés le théoréme[2.2.3-page 32 La preuve du cas
restant étant trés longue, on a jugé utile de la diviser en deux parties.

Théoreme 3.10.3 Si X est un espace hyperelliptique tel que
rko(X) = —xx — 1,

alors

dim H*(X, Q) > dim(m,.(X) ® Q).

Preuve. Soit (AV,d) modele minimal de X. On conclut d’apres le théoreme 2.2.15 page
35, que
dim H*(AV,d) > 271,

ol p = —Xx. Ainsi
271> o4 p
est une condition suffisante pour avoir dim H*(AV,d) > dim V. On écrit autrement cette

condition suffisante en une autre équivalente

n< =27t —p).

DN —

Combinant cette derniere avec le théoreme R.2.15-page [35 on obtient une autre condition
suffisante pour avoir dim H*(AV,d) > dim V| qui est :

1
n< (@ —plornz (1 +/12p = 15) . (3.3)

N —

Condition qu’on transforme en une autre, toujours suffisante qui est

(1+/12p — 15)

1,
5(217 T—p)>

N —

mais qui est équivalente a

A, =222 —p—1)+p*—10p+ 16 > 0.
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Pour p > 8, onap?—10p+16>0et 2?2 —p—1> 0, donc A, >0 .
Pour p € {5,6,7}, on vérifie facilement que A, > 0.
Le cas ou p € {0, 1,2} a été déja résolu dans la remarque B.8.1] page [44l
Nous allons discuter maintenant le cas p € {3,4}.
lér cas. p = 3, on déduit d’apres (B3) que dim H*(AV,d) > dimV si n = 0 ou bien
n > 3.
1) Sin =1, sans perte de généralité, on peut supposer que

dxlz()

dy; = ] + w

dys = azx] + wo

dys =br] +wz avec 2 < g<r <s
dys = Py(x1) 4+ wy

1.1) Si (a,b) = (0,0), alors les éléments suivants : [ys], [zy2], [y3], [rys] sont linéairement
indépendants dans H™P**(AV,d). Donc dim H*(AV,d) = 2dim H™P**(AV,d) > 8 > 5 =
dim V.

1.2) Si (a,b) # (0,0) (a # 0 par exemple), dans ce cas les élements suivants [ax" 9y, —
yal, [bx*~Ty; — ys] et [ax" 9Ty, — zys] sont linéairement indépendants dans H™Pr(AV, d),
donc dim H*(AV,d) = 2dim H™P*"(AV,d) > 6 > dim V' = 5.

2) Si n = 2. rappelons d’abord les notations Wy, W; et W utilisées dans la preuve du
théoreme 372, et le fait que Wy @ Wi @ W, est une somme directe dans HPY*(AV, d) avec
dim Wy =1 et dim W; = n.

2.1) Si dim W, > 1, alors dim H*(AV,d) = 2dim HP*"(AV,d) > 8 > dimV = 7.

2.2) Si Wy = {0}, alors

dl’l = dl‘g = O,

dyl = ZE%,

dyQ = T122, dy3 = ZE%,

dy; = Py(71,73) + w;, pour i € {4,5}

avec wy # 0 par exemple. Ecrivons

wy = P(z1, 22)11y2 + Q(21, 2)1hys + R(21, 22)y2y3

donc
dws = —(235Q + 2129 P)yy + (23 P — 25 R)ys + (27Q + 2129 R)ys.

D’autre part dwy = d*ys — dPy(z1,z2) = 0, ce qui nous meéne au systéme suivant :
.CI?%Q + 517133'2]3 =0

2P — 23R 0
x%Q—I—xlng =0

Comme les polynomes x? et x3 sont premiers entre eux, alors il existe Z € Q[zy, o] tel que
P=237,Q = —x 127, R =237.

D’ottwy = d(Zy1y2ys). D’autre part [P] € Wy = {0}, écrivons donc P = dx, on a alors ys—x—
Zy1yays est un cocycle. Enfin,les éléments suivants w] = [ys— = — Zy142y3], T1w], [T2y1 —T1y2]
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et [x1y3 — Toyo] sont linéairement indépendants dans H™Par(AV,d), d’ott dim H*(AV,d) =
2dim H™P(AV,d) > 8 > dimV =T.

2éme cas : p = 4, on sait d’apres (B.3), page [d8 que dim H*(AV,d) > dimV si n < 2
ou bien n > 4. Supposons donc n = 3.

1) Si dim W, > 1, alors dim H*(AV, d) = 2dim HP*"(AV,d) > 10 = dim V.

2) Si Wy = {0}, écrivons que

dx; =0 for i € {1,2,3},
dy, = 22, dys = 23,

dys = $§7 dy, = 1129,
dys = 1173, dys = T23,

dy7:P7—i—w7.

On vérifie que [zay1 — 21yal, [23y1 — 2195, 2192 — $2y4.], [z3y2 — Taye] [r1ys — w3ys].et
[Toys — x3ye] sont linéairement indépendants dans H'™P*(AV,d). Donc dim H*(AV,d) =
2 dim H™r(AV, d) > 12 > dim V = 10. 0

Théoreme 3.10.4 Si X est un espace hyperelliptique tel que
rko(X) = —xx — 2,

alors

dim H*(X,Q) > dim(m.(X) ® Q).

Preuve. Soit (AV,d) un modele minimal de X. Avec le méme raisonnement que celui
utilisé dans la preuve du théoreme B.10.3}page B8] on montre que

1
n§§(2p*2 )oun> (14 +/12p — 15) (3.4)

est une condition suivante pour avoir dim H*(AV,d) > dim V', qui donne l'autre condition
suffisante
A, =20712P3 —p— 1) +p* —10p+16 > 0

On vérifie facilement que A, > 0 pour p > 6.

Le cas p < 4 étant déja étudié, supposons alors p = 5. D’apres (B.4)-pageBQl on a dim H*(AV, d) >

dimV sin > 4 ou bien n < 1. Deux cas restent a étudier : n =2 et n = 3.

Notons par Wi le sous-espace vectoriel de HP"(AV,d) engendré par {[zia}] | i+ j = 3}.
La minimalité du modele assure que Wy @ Wy @& (Wy + W3) est une somme directe dans
HPYT(AV, d).

1ércas:n=2.

1) Si dim(Ws, + W3) > 2, alors dim H*(AV, d) = 2dim HP*"(AV,d) > 10 > dim V.

2) Si dim(W5 + W3) = 1, on distingue alors deux cas :

2.1) W3 = 0. On peut prendre

dy; = P;(x1,x2) pour i € {1,2}
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ol P; sont linéairement indépendants dans Q[x%, 3, 1175] et
dy; = P3(x1,22) + w; pour i € {3,4}, avec ws = Q3(x1, T2)y1y2.
Mais dws = 0, donc )3 = 0. Comme W3 = 0, on peut choisir
dys = Ps € {23, 25, 2329, 1175}
Ecrivons w, = Qu(m1, x2)y1yo + Ra(x1, To)y2ys + Tu(w1, 2)ysy:. D autre part 0 = d?y, =

(T4 P3—Q4P2)y1+(QuPr— Ry P3)yo+(Ry Po—Ty Py )ys, donc TyPs = QuPy, QuP1 = RyPs3, Ry Py
Ty P;. Les polynomes P; et P, étant premiers entre eux, donc il existe @ € Q[xy, 2] tel que

Ry =QP,, Ty = QP, Qs = QPF;s.

Par suite
dys = Py(x1, 22) + d(Qu1y2ys3)-

On en déduit que [Py] = 0, écrivons ensuite Py = d(Pjy; + Pyys + Pjys). Donc y = y4 —

Plyy + Pjys + Pjys — Qu1y2ys est un cocycle. Soit [P] un générateur de Wy et p un générateur

de Hf*X)(AV,d). On vérifie que [y], [z1y], [z2y], [Py], it sont linéairement indépendants dans

H™Pair(AV, d), puis on conclut que dim H*(AV, d) = 2dim H™P**(AV,d) > 10 > 9 = dim V.
2.2) W5 = 0. On écrit :

d.ﬁl?l = d.ﬁl?g = O,
dyl = $12,

dyy = 212,
dy3 - x227

dy, = Pi+d(Qy,p2ys3),

puis on conclut comme précédemment.
2 eme cas : n =3
1) Si dim(Wsy + W3) > 2, alors
dim H*(AV,d) = 2dim H*"(AV,d) > 12 > 11 = dim V.
2) Si dim(Ws 4+ Ws3) = 1, alors dim W, = 1 et W5 = 0. Ecrivons alors

dx; =0 pouri € {1,...,3},
dy; = P; pour i € {1,...,5},

olt P; sont linéairement indépendants dans Q[x?, z3, 22, 1179, 1173, Tox3] €t
dys = Ps € {x’lxéxé/z +j+1=23}

Soit [z;z;] un générateur de Wh.
2.1) Sii=j (i = j =1 par exemple), écrivons

_ 2 2 _ 2 2
P, = waxitz; , Py = azitzs,
_ 2 _ 2
Py = ari+rim2 , Py = agr{+z173,
P5 = a5$12+$2x3 , P6 = $13
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On vérifie facilement que les éléments suivants sont des cocycles.

aq
Qo
a3
Qy
a5
Qg

TaYs + A1y + A5T1Ys — T3Y5 + (A2a3 — 405)Ys,
T3ys — a3T1Ya — T1Y5 — (a3a4 + as)ye,

T3y + A5T1Y3 — A1 T1Ys — T2Ys + (@104 — azas)ys,
Loy + (agx1 — 2)ys — (a1 + a3)ye,

a4T1Y3 — Toys + T1Y5 — (azay + as)ye,

z1ys + (as®y — x3)ys — (a2 + a)ye.

Leur matrice relativement & la base

{I1y1, ToY1, T3Y1, L1Y2, L2Y2, XT3Y2, T1Y3, L2Y3, L3Y3, L1Y4, T2Y4, X3Y4, T1Y5, L2Ys5, T3Ys, yG}

est
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Qo 0 as as ay 0
0 0 0 -1 0 0
M= 0 1 0 0 0 0
as —as —a 0 0 Qg
0 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 0 -1
0 -1 0 0 1 0
0 0 -1 0 0 0
—1 0 0 0 0 0

Elle est de rang 6, donc

(agaz — agas) —(azas +as) (ajay —azas) —(a; +a3) —(azas+as) —(ag+ a?)

[an], [a), ], [ova], 5], )]

sont linéairement indépendants dans H'™P*"(AV, d), et par suite

dim H*(AV, d) = 2dim H™**(AV,d) > 12 > 11 = dim V.

2.2) Sii # 7 ((i,7) = (1, 2) par exemple). Avec un raisonnement similaire que précédemment

on peut prendre

= air1T9 + x% P, = ayrixe + x%
= asri1rg + .T% P4 = aA4T1T9 + T1X3
= a57X1T2 + T2oX3 P6 = 33'%5172.

puis on montre que les éléments suivants sont linéairement indépendants dans H™P*r(AV, d),

Toyy — a1y + (a1ag — 1)yg)
T3ys — T1Ys — a11Ys + (aras + aq)yel

T3ys — T1Y3 — aa1Ys5 + (aaas + az)yel
(asx1 + x3)y2 — (agz1 + x2)ys — 2a20a5Ye)

[
[
F2y4 — a4T1Y2 — T1Ys5 + (a2a4 + a5)y6]
[
[

azr1yYs — ToYsz + ($3 — as11)ys — (agas — ag)%]
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Théoreme 3.10.5 Si X est un espace 1-connexe, tel que
fd(X) —rko(X) <6,

alors

dim H*(X, Q) > dim(m,.(X) ® Q).

Preuve. Posons fd(X) = N, et soient x;,y; des générateurs du modele (AV]d) vérifiant
les conditions du théoreme 2.2.9page 33l Donc

n+p

i\xJ < N et Z\yz| < 2N — 1.
i=1 i=1

D’autre parts |x;| > 2, et |y;| > 3, donc

<Nt +<2N—1
n< —etn .
=5 D= 3

Et par suite

dimV =2n+p < ™
D’apres le théoreme 2.2.15-page B3, on conclut que
dim H*(AV, d) > 2N~
TN — 2

Ainsi l'inégalité 2V-6 > (qui est équivalente & 3.2Y — 224N + 64 > 0) est une

condition suffisante pour avoir dim H*(AV,d) > dim V.
L’étude de la fonction f(N) = 3.2Y — 224N + 64 montre qu’elle est croissante sur l'intervalle

[lng%,—i—oo[. Or N > 10 > lng_%, donc f(N) > f(10) = 896. Le théoreme B8 2page [44]

termine la preuve pour N < 10. U

3.11 Sous condition sur la longueur de la différentielle

On dit que la différentielle d sur AV est homogene de longueur [ si et seulement si
dv C A'V.

On a étudié la conjecture H pour de tels modeles, et ci-dessous nos résultats :

Théoréme 3.11.1 Si (AV,d) est un modéle elliptique, dont la différentielle est
homogene de longueur de [, et dont le morphisme rationnel d’Hurewicz est non
nul sur VmPar - qlors

dim H*(AV,d) > dim V.
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Preuve. On sait d’apres [Lu02] que sous les hypotheses ci-dessus, on a :
dim H*(AV, d) > 2caty(AV)

mais aussi que d’apres la remarque 2.2.4tpage [32 et le théoreme P.2. 17 page on a :
dim VPalr < dim VimPair < cato(AV), d’ott dim V' < 2catg(AV) < dim H*(AV, d). O

Théoréme 3.11.2 Si (AV,d) est un modéle elliptique, dont la différentielle est

homogene de longueur | > 3, alors

dim H*(AV,d) > dim V.

Preuve. La cohomologie de tels espaces admet une seconde graduation H*(AV,d) =
@ H;(AV,d), donné par la longueur de mot des cocycle, représentants des classes de coho-

k>1
mologie. On sait d’apres ([Lu02]-Théoreme 2.2) que H}(AV,d) # 0 pour tout k € {0,...,e}

olt e = dim V™Par 4 (] — 2) dim VP*" (rappelons que e = cat(AV, d), cf.[LM02]-Théoreme 1
). Ona > dimV car [ > 3, donc dim H*(AV,d) > e > dim V. O

Théoréme 3.11.3 Si (AV,d) est un modéle elliptique, dont la différentielle est
homogeéne de longueur 2 (i.e : coformel) concentré en degrés impairs, (i.e.,

Vrer =), alors

dim H*(AV,d) > dim V.

Preuve. Pareille que celle du théoreme B.11.21
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Annexe A

Intéraction de ’homotopie rationnelle.

Dans cette section, on va donner un aprecu sur l'interaction de I’homotopie rationnelle
avec d’autres domaines mathématiques, et sa contribution a résoudre des problemes de
géométrie ou d’algebre. On a choisit d’étudier cet échange avec trois disciplines particulieres :
I’algebre locale, la géométrie et enfin la théorie de complexité.

Avec I’algebre locale

Le début de I'histoire fut en 1974, lorsque Jan-Erik Roos de 'université de Stokholm,
en lisant la these de Lemaire [Lem74] fut frappé de la ressemblance entre ces travaux et
ceux de Kaplasnky sur deux problemes de Serre. Plus précisément Lemaire étudiait la série
de Poincaré ZdimQ H,(QX,Q)z" ou X est un CW-complexe fini, 1-connexe, alors que

n>0
Kaplansky étudiait la série ZdimK Ext’h(K,K)z" ou R est un corps local, commutatif,
n>0
Notherien de résidu K. Le but commun est de déterminer sous quelles conditions la somme
est une fonction rationnelle. Roos metta en place un programme pour étudier les propriétés
homologiques des anneaux locaux, surtout ceux possédant un idéal maximal m tel que m?® =
0, vu que c’est le plus simple cas non trivial dans le calcul de la série de Poincaré. En 1976, il
montra que le probleme de Serre en dimension 4 est équivalent a celui de Kaplansky quand
m? = 0.

En 1977, Luchezar Avramov de I'université de Sofia-Bulgarie montra un résultat analogue
a celui que va prouver un an apres Halperin sans que I'un ait connaissance des travaux de
I'autre.

Théoreme A.1 Si f: R — S est un morphisme d’anneauz locaur Notherien
et commutatifs, de résidu commun K tel que S soit un R-drapeau, alors il existe
une suite exacte de groupes

7S ®p K) — 7(S) — 7"(R) — m"N(S®@r K) — ...

En 1980, David Anick du MIT-USA construisa un CW-complexe fini et simplement
connexe de dimension < 4, dont la série de Poincaré n’est pas rationnel.

27



En 1981, Felix et Thomas influencés par les travaux de Roos, s’intéressaient au rayon de
convergence de la série de Poincaré et montraient que

Théoreme A.2 Le rayon de convergence de la série de Poincaré d’un espace ra-
tionnel simplement connexe est égal a 1 si et seulement si cet espace est elliptique ;
mais quand [’espace est hyperbolique alors ce rayon est inférieur strictement a 1.

Ce fut le début d’une longue série de contacts directs entre les homotopes rationnels et
leurs collegues algébristes locaux. Ainsi Avramov se déplaca a Lille voir Félix et Thomas.
Halperin fera la connaissance de Roos a Bonn dans une conférence organisée par Baues, puis
se déplacera jusqu’a Sofia avec Felix et Thomas faire celle de Avramov.

En 1982, Avramov écriva le premier dictionnaire entre I’homotopie rationnelle et ’algebre
locale, décrivant en détail comment traduire un probleme d'un champs vers 'autre. 4 ans
prépara, il rédigea un dictionnaire plus complet en collaboration avec Halperin. Dans son
article, Avramov mettait en valeur le role que peuvent jouer les modeles de Sullivan dans la
résolution de problemes d’algebre locale. Il démontra le résultat suivant :

Théoréme A.3 Tout complexe de Koszul KT, d’un anneau local commutatif, R
de résidu K, et dont ’algébre de Yoneda Exty(K,K) est Notherienne est K-quasi-
isomorphe d une cochaine d’algébres minimal (AV,d), appelé modéle minimal de
KR,

Puis conjectura avec Felix, le résultat suivant non résolu jusqu’a nos jours :

Conjecture A.4 L’algébre d’homotopie de Lie d’un espace hyperbolique ration-
nel contient une algebre de Lie libre avec au moins deux générateurs.

En 1983, Roos organise a Stokholm une école d’été intitulée ” Algebra, algebraic Topology
and their interactions”. Parmi les participants on peut citer Anick, Avramov, Halperin et
Lemaire entre autres. Un étudiant de Roos jusqu’a la méconnu, Rikard Bogvad y faisait
connaissance de Halperin et montrerent peu de temps apres deux conjectures équivalents
dues a Roos.

Conjecture A.5 Tout anneau local commutatif dont 'algébre de Yoneda as-

sociée est nothérienne, est une intersection compléte.
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Conjecture A.6 Si X est un CW-complexe rationnel fini, simplement connexe

dont Ualgébre de Pontryagin H.(Q2X,Q) est nothérien, alors X est elliptique.

La collaboration atteint son haut niveau en 1988 avec le fameux article Five Author [FHILTSS]

ou plusieurs résultats de I'homotopie rationnelle furent démontrées de fagon assez simple par
des outils de 'algebre locale.

Avec la géométrie

Dans cette partie on s’intéressera a ’apport de ’homotopie rationnelle pour résoudre des
problemes en géométrie différentielle. Cet apport était riche pour résoudre le probleme d’exis-
tence de géodésiques invariantes par isomérie dans une variété différentielle. Plus précisément,
le théoreme 2.2.3] page [32] admet une version équivalente en géométrie différentielle :

Conjecture A.7 (Chern-Hopf) Si M™ admet une métrique d’une courbure sec-
tionnelle positive, alors

Xe = 0

Botdfl énonca une conjecture plus général :

Conjecture A.8 Toute wvariété différentielle qui admet une métrique d’une
courbure sectionnelle positive est elliptique

Dans [GHR2], un géometre Karsten Grove et un homotope Stephen Halperin, dans une
fructueuse collaboration se sont posé le probleme suivant :

Probleme A.9 Si g est une métrique riemannienne Ssur une variété

différentielle M, exprimer py en fonction d’invariants de g.

O pjs désigne le rayon de convergence de la série de Poincaré Z dim H*(QM, Q)zk . Plus
n>0
de détails au sujet de cet invariant peuvent étre trouvés dans [FxTh82]. Les deux auteurs de
[GHS2], établirent des résultats intéressants :

'Raoul Bott (1923-2005) est un mathématicien hongrois connu pour ses contributions en géométrie. Son
travail portait initialement sur la physique avant de se tourner vers les mathématiques pures. Il regut le Prix
Wolf en 2000. Parmi ses étudiants, on compte Daniel Quillen.
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Théoreme A.10 Dans une variété riemannienne hyperbolique, toute isométrie
admet une infinité de géodésiques géométriquement invariantes.

Théoreme A.11 Dans wune wvariété riemannienne I-connere et fermée
de dimension impaire, toute isométrie admet au moins une géodésique
gémétriquement invariante.

La transition de la géométrie vers 'homotopie rationnelle pour ces deux résultats était
possible grace a I'extension optimal de Tanaka (cf. [GHVTS|, [GT7S8], [Ta82]). Plus précisément,
si M désigne une variété riemannienne, fermée et 1-connexe, et A désigne une isométrie
sur M, on note par M} l'ensemble des chemins de M invariants par A, i.e., les chemins
v I =10,1] — M vérifiant v(1) = A(y(0)). Le probleme d’existence de géodésiques A-
invariantes ne dépond que du type d’homotopie de M, qui lui ne dépond que de la classe
d’homotopie de A. (cf. [Gr73], |Gr74], [Ta82]); D’autre part, 'ensemble des isométries de
M est un groupe de Lie compact (cf. [MS39]), donc A est homotope a un élément d’ordre
fini. Dans ce cas, on a d’apres [Gr74], A induit sur le modeéle minimal (AV,d) de M un
automorphisme du méme rang, noté encore A, qui préserve V, et pour lequel les relations

H*(X,Q) H*(AV.d)
& m™(X) ®Q

sont A-équivariantes. Or, dans [Ta82] Tanaka montre que A admet une infinité de géodésiques
invariantes si dim H*(M?% Q) = oco. Les trois auteurs de [GHVTS|, montrérent que c’est
toujours le cas sauf si dim Vj’air < dim ijpair < 1, ou V4 désigne le sous-espace vectoriel
formé par les points fixes de V. Ainsi toute variété hyperbollique, i.e., dim V' = oo, admet une
infinité de géodésiques A-invariantes. Pour le cas elliptique, les auteurs de [GH82| établissent
que toute variété riemannienne, M rationnelle et elliptique de dimension impaire admet au
moins une géodésique A-invariante, alors que celui de [Gr73], montre que c’est le cas si M

est contractile.

~
~

Avec la théorie de complexité

La théorie de la complexité de Kolmogorov définit la complexité d'un objet fini par la
taille du plus petit programme informatique (au sens théorique) qui permet de produire cet
objet. Ainsi, un texte compressible a une faible complexité et contient peu d’information.
On présentera d’abord les définitions de base de cette théorie, avant de donner un apercu sur
les travaux de quelques homotopes, notamment ceux de Luis Lechuga et Aniceto Murillo de
I'université de Malaga, Espagne. En théorie de complexité, un probleme est la donnée dune
famille IT = (1), d’ensembles finis I, C N (appelés objets), et d'une application f : I — N
dont I'ensemble image s’appelle la solution du probleme. Le probleme II est dit décidable si
f(II) c {0,1}.

Un probleme est dit polynomial ou P-probléme, s’il existe un algorithme A qui permet
le calcul des f(I) en un temps polynomial, i.e., il existe un polynéme P tel que le nombre
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d’opérations élémentaires (4 et x) nécessaire pour le calcul de f(I) pour tout objet I de
longueur n est de l'ordre de O(P(n)).

Un probleme est dit indéterminisme polynomial ou NP-probleme, s’il existe un algorithme
A et un polynome P tel que le cott total pour déterminer si f(I) = ¢ est de l'ordre de
O(P(n)), pour tout entier ¢ € N et tout objet I de longueur n. Comme exemple de NP-
problemes, on peut citer :

— Tous les P-problemes sont des NP-probleme. Une conjecture affirme que I'inclusion est

stricte.

— Le probleme de décomposition d’un entier naturel en produit de facteurs premiers.

— Le probleme des graphes isomorphes, qui consiste a étudier si deux graphes peuvent
étre dessinés de facons identiques.

En gros les P-problemes sont ceux faciles a résoudre, et les NP-problemes sont ceux pour
lesquels il est facile de vérifier qu'une valeur donnée est une solution.

Une catégorie de problemes plus ”difficile” a résoudre est celle des NP-complets problémes,
ce sont les NP-problemes auxquels peut étre ramenée la solution de tout NP-probleme ; plus
précisément, si un algorithme résoud un NP-complet probleme, alors il résoud tout NP-
probleme avec le méme ordre de colit d’opérations. Ci dessous une lise de NP-complets
problemes classiques :

— Le probléme du n-puzzle : Ranger les chiffres de 1 & n? — 1, initialement éparpillé dans

une matrice de type (n,n).

— Le probleme du sac a dos : étant donné des objets chacun ayant un poids donné,
comment peut-on en choisir pour mettre le maximum dans un sac a dos, sans dépasser
un poids total autorisé ?

— Le probleme du voyageur de commerce : étant donné un ensemble de villes séparées
par des distances données, trouver le plus court chemin qui relie toutes les villes.

— Le probleme des sous-graphes isomorphes : Etant donné deux problemes G, et G,
a-t-on (G; isomorphe a un sous-graphe de Gs.

— Le probleme de la somme de sous-ensembles : étant donné un ensemble, y existe-il des
éléments donc la somme est nulle.

— Le probleme de la coloration de graphe : 1l s’agit de déterminer combien de couleurs
différentes suffisent pour colorer entierement un graphe de telle facon qu’aucun noeud
du graphe n’ait la méme couleur que les noeuds voisins. Historiquement, ce probleme
s’est posé lorsqu’il s’agissait de colorer une carte des pays de fagon qu’aucun pays n’ait
la méme couleur que ses voisins. Il s’agit du fameux Théoréme des quatre couleurs,
conjecturé en 1852 par Francis Guthrie, intéressé par la coloration de la carte des
régions Angleterre. Des démonstrations furent publiées en 1880, mais 10 ans apres des
erreurs ont été relevées. Ironiquement la fausse preuve contient le schéma général de la
vraie preuve pour 5 couleurs. Une autre preuve pour le cas de 4 couleurs a été donné
en 1980, mais jusqu’a aujourd’hui elle n’a été ni accepté ni refusé, car elle utilisait des
machines pour résoudre 1478 cas critiques (plus de 1200 heures de calcul).
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Fi1G. A.1 — Carte administrative de la Russie colorée avec quatre couleurs.

Et le niveau de difficulté est encore plus grand pour la catégorie des problemes, appelés NP-
hard ; ce sont les problemes auxquels peut étre ramenée la solution de tout NP-probleme, sans
qu’ils soient eux méme des NP-probleme. Le schéma ci-dessous résume un peu la situation.

\ NP-Hard

Fi1c. A.2 — Diagramme de Venn.

Parmi les NP-hard problemes qui sont NP-complets, on peut citer celui du voyageur de
commerce et celui de la somme de sous-ensembles. Parmi ceux qui ne le sont pas, on peut
citer le probléme de l’arrét qui consiste a répondre si un programme informatique quelconque
finira par s’arréter ou non.

Ci dessous, on citera quelques résultats dans ce sens de A. Murillo et L. Lechuga (cf.
[LMO0], [LMO1], [Mur93]).

— Déterminer si un espace 1-connexe est elliptique est un NP-hard probleme.

— Le calcul de la classe fondamentale d’un espace elliptique est un NP-hard probleme.

— Les calculs des nombres de Betti et la LS-catégorie pour d'un CW-complexe fini et

formel est un NP-hard. probleme.
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Les mémes auteurs s’attaquerent a un autre probleme, celui de la k-coloration d’un graphe
G fini, connexe, simple et non orienté pour k > 2. Pour cela ils associerent a G un espace
rationel Sg x, dont le modele de Sullivan noté (AVg, d) (minimal quand k£ > 3) est défini
par les relations :

VGp?‘klr: <I1,,$n> |I‘Z| =92 dl‘z:O

k
VAP = (y; ) Yjpl =2k =3 dy;, = ahlat!
q=1

Leur résultat était le suivant : G est k-coloriable si et seulement si S est non elliptique.
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Annexe B

Photos de topologues

A la fin de cette these, et a la memoire de tout ce qui ont contribué de pres ou de loin au
développement de ’homotopie rationnelle, dont plusieurs sont encore en vie, on ordonne ces
portraits dans un ordre chronologique de date de naissance croissant, comme on ne dispose
pas de toutes les dates de naissance, quelques unes peuvent étre fausse car basées sur la date
de soutenance de la these (en général a 26, sauf exception, comme c’est mon cas a I’age de
39 ans). Tout oubli est juste une erreur inattentive sans aucune arriere pensée derriere. La
plus part des photos sont télechargés des sites personnels de ces mathématiciens, ou bien du
site http ://owpdb.mfo.de/.

Enrico Betti Henri Poincaré Elie Joseph Cartan Emmy Noether
1823-1892 1854-1912 1869-1951 1882-1935

£ |

Solomon Lefschetz Heinz Hopf Georges de Rham Witold Hurewicz
1884-1972 1894-1974 1903-1990 1904-1956

J. H. C. Whitehead Henri Cartan Erich Kéahler Saunders MacLane
1904-1960 1904-2008 1906 - 2000 1909-2005
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Samuel Eilenberg Raoul Bott René Thom
1913-1998 1923-2005 1923-2002

John Milnor Jim Stasheff
1931- 1936-

John C. Moore
1926-

Daniel H. Gottlieb
1937- 1937- 193_8__—

Volker Puppe Daniel Quillen

1940-

-

b 4

Hans-Joachim Baues Pierre Deligne John Friedlander
1943- 1944- 1944-

Stephen Halperin Christopher John Allday Jean-Michel Lemaire Joe Neisendorfer
1944- 1943- 1945- 1945-
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Annexe C

Mes articles et communications.

Mes trois années de recherches se sont soldes par les deux articles suivants :

1. Mohamed Rachid Hilali et My Ismail Mamouni, A conjectured lower bound for the co-
homological dimension of elliptic spaces, Journal of Homotopy and Related Structures,
Vol. 3, No. 1 (2008), 379-384.

2. Mohamed Rachid Hilali et My Ismail Mamouni, A lower bound of cohomologic di-
mension for an elliptic space, Topology and its Applications, Vol. 156, Issue 2 (2008),
274-283.

J’ai aussi donné des exposés dans les événements suivants :
1. La 3éme conférence maghrebine de Géométrie, Topologie et Systemes dynamiques.
28 Mai-02 Juin 2007, Marrakech, Maroc.
http ://www.fstg-marrakech.ac.ma/colloque/ggtm.html
2. La 3éme rencontre annuelle du GDR ”Topologie Algebrique et Applications”.

29-31 Octobre 2007, Angers, France.

http ://math.univ-lillel.fr/ gdrtop05/Colloque2007 /homepage.html.
3. The Third Arolla Conference on Algebraic Topology.

18-24 Aout 2008, Suisse.

http ://sma.epfl.ch/ hessbell /arolla/
4. La Rencontre Mathématique Hispano-Marocaine.

12-15 Novembre 2008, Casablanca, Maroc.

http ://titanium.univh2m.ac.ma/sedy/accueil.html

J’ai aussi été invité a donner d’autres exposés dans les événement ci-dessous, mais malhe-
reusement je n’ai pas pu a cause du manque d’aide financiere.

1. The Graduate Student Homotopy Conference in Cambridge.
4-7 Décembre 2007, Cambridge, Angleterre.
http ://www.srcf.ucam.org/cugms/homotopy2007.
2. The third workshop Discrete Groups and Geometric Structures, with Applications.
26 - 30 Mai 2008, Kortrijk, Belgique.
http ://www.kuleuven-kortrijk.be/workshop/.
3. The Conference on Algebraic and Geometric Topology.
9-13 Juin 2008, Gdansk, Pologne.
http ://math.univ.gda.pl/cagt/
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Annexe D

Mon arbre généalogique

J’ai reconstituéé cette arbre a partir du site http ://www.genealogy.math.ndsu.nodak.edu/.
C’est un projet du department de mathématiques du North Dakota State University, en as-
sociation avec I’American Mathematical Society, supporté financierement par The Clay Ma-
thematics Institute, et géré par des étudiants bénévoles. Le sens des fleches est du docteur
vers son directeur de these; et entre les parenthese la date de soutenance. Comme signalé
auparavant dans I'introduction, sur le site il manque le nom de ’encadrant de D. Lehman. Ce
dernier aprés une correspondance m’a confirmé que c’était A. Lichnerowicz en 1939, c’était
la piece qui me manquait pour remonter cet arbre 5 siecles auparavant, jusqu’a ’année 1490.
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M.I. Mamouni (2009) M. R. Hilali (1990)

Y. Felix (1979)

D. Lehmann (1967) ——— A. Lichnerowicz (1939) G. Darmois (1921)

E. Goursat (1881) G. Darboux (1866) M. Chasles (1814)

S. Poisson (1800) ——— J. Lagrange (?7) L. Euler (1726)

P.S. Laplace (?77) J.Bernoulli (1690) J.Bernoulli (1684)
|
J. d’Alembert (77) N. Eglinger (1660) G. Leibniz (1666)
/
77 /Weigel (1650) C. Huygens (1647, 1655)
/
77 /Stampioen, Jr. F. van Schooten, Jr. (1635)
/
77 M. Mersenne (1611) J. Golius (1612-1621)
/
77 / Erpenius W. Snellius (1607)
/
77 L. van Ceulen (77) R. Snellius (1572)
/
77 ﬁemellius (77) V. Naibod (?77)
|
77

77 E. Reinhold (1535)

\

D. Erasmus (1497,1506) <—— J. Milich (1520,1524)

|

U. Zasius (1501)

J. Standonck (1490) A. Hegius (?77)
77 77 77
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Annexe E

10 problemes ouverts de ’homotopie
rationnelle

Dans ce chapitre, (pour le chercheur interessé) on va présenter une liste de problemes
encore ouverts en homotopie rationnelle. Il y en a certes beaucoup, on a limité notre liste
a 10 problemes ouverts liés en général aux espaces elliptique ou parfois a une notion de
I’homotopie rationnelle qu'on a déja abordé dans cette these. Nos références prinicipales
sont [FHT01]-page 516, [Dup94] et [Thm94]. Ces problémes ouverts sont classés par ordre
chronologique (des dates dont je ne suis pas stur sont approximatives.)

1. R. Bott (1962).

Probleme 1 Toute variété Riemannienne compacte 1-connezxe sans bord dont

la courbure sectionnelle est toujours positive est un CW-compleze elliptique.

2. J. Moore (1970).

Probleme 2 57 X est un CW-complexe, a-t-on X est elliptique
si et seulement si le groupe abélien gradué m.(X) posséde un p-exposant ¢

3. S. Halperin (1976).

Probleme 3 Soit F un espace elliptique rationnel, qui admet une cha-
racthéristique d’Euler-Poincare x # 0, et soit ' — E —— B une fibration
de Serre entre espaces simplement connexe. Est-ce que la suite spectrale ration-
nelle de Serre associée collapse toujours au terme Fo ?

4. Y. Félix, S. Halperin et J.-C. Thomas (1979).
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Probleme 4 Soit H une Q-algebre graduée commutative de type fini et 1-
connexe. Construire un espace rationnel simplement conneze tel que H*(X;Q) =

H.

5. J.-E. Roos (1980).

Probleme 5 FEst-il vrai que X est un espace elliptique si et seulement si la

série de Poincaré Y., dim Hy,(X®"; Q)t* est rationnelle.

6. D. Anick (1980).

Probleme 6 Soit X est un CW-complexe fini et simplement connexe tel que
dim X < n. Existe-t-il un CW-complexe rationnel et elliptique tel que

X ~Y"™?

ou Y™ désigne le n-squellette de Y .

7. Y. Félix (1981), conjecture de 'omnibus.

Probleme 7 Soit X un espace topologique simplement connexe, dont la cohomo-
logie rationnelle est de type fini. Si HP*"(X; Q) ainsi que l’image du morphisme
d’Hurewicz sont de dimensions finies. A-t-on aussi

dim H*(X;Q) < o0?

8. S. Halperin (1986), conjecture du rang torique.

Probleme 8 5i le tore T™, de rang n, opére presque librement sur un espace
topologique simplement connexe, X. A-t-on

dim H*(X;Q) > 2"7

9. R. Kane (1988).

Page 71



Probleme 9 Tout espace de lacets fini est de méme type d’homotopie rationnelle

qu’un groupe de Lie compact.

On rappelle qu'un espace topologique X, est dit fini, s’il existe une équivalence d’ho-
motopie faible f : X — Y, ou Y est un CW-complexe fini.

10. M.R. Hilali (1990), la conjecture H.

Probleme 10 St X est un espace elliptique simplement connexe, alors

dim H*(X; Q) > dim(r.(X) @ Q).
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