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Dérivation |l

Convexité Développements Limités

PARTIE | — ETUDES LOCALES ET GLOBALES

Exercice 1. Déterminer la dérivée n®™¢ des fonctions suivantes sur des domaines bien choisis (a préciser) :

fO) =1 9@) =In(1 +2x)

Exercice 2. Pour tout n € N on considére I’application H,,;: R — R définie par H,(x) =
X2 X2 )]
(—D"ez (e _7> .

Montrer que pour tout entier naturel non nul et tout réel x on a H,;1(x) = xH,(x) — nH,_1 (x).

Exercice 3. On considére la fonction f définie par f(x) = In(In x).
1. Deéterminer le domaine de définition de f et étudier sa convexité.

2. En déduire que V(x,y) €]1; +o0[?,In (x:—y) > /InxIlny.

e*-1
eX+1’

Exercice 4.0n considere la fonction f définie sur R par f(x) =

1. Dresser le tableau de variations complet de f.

2. Etudier les branches infinies de Cr.

3. Etudier la convexité de f. Déterminer le(s) point(s) d’inflexion de Cr et donner une équation de la
tangente en ce(s) point(s).

4. Tracer ’allure de C¢

0 six=0

Exercice 5.0n considere la fonction f sur [0; 1[ définie par f(x) = {L si0<x<1

; Inx
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur [0; 1].

2. Dresser le tableau de variations complet de f.
3. Etudier la convexité de f sur ]0; 1[. Déterminer le point d’inflexion de Cy et donner une équation de la
tangente en ce point.

2
4. Tracer I’allure de Cf (on donne e: ~ 18ete 2~ 0.1).

Exercice 6.Soit f:1 — ] et g:J — R une fonction croissante.
1. On suppose que f et g sont convexes. Etudier la convexité de g o f.
2. ldem avec f et g concaves.

Exercice 7.En étudiant la convexité des fonctions considérées, prouver les inégalités suivantes :

1L.vx>-1,In(1+x)<x 2.Vx6[0;§],2?xSsinxSx 3.Vx€[0;g[,tanx2x
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Exercice 8. Soit n € N*. Montrer que pour tout n-uplet de réels strictements positifs (xy, ..., x,) ona
n

1
Nxp Xy < —Z X
n
k=1

Exercice 9.

1. Vérifier que la fonction f: x — In(1 + e*) est convexe sur R.

2. Soient xy, ..., x, des réels strictement positifs. Montrer que

1

1 n Z
(g(l + xk)) =1+ (g xk)

On pourra poser y, = In x,.
3. Soientay, ..., ay, by, ..., by, des réels strictement positifs. Montrer que

(M (ax + b)n = ([T @) + ([TEey bo)w

PARTIE Il — DEVELOPPEMENTS LIMITES

Exercice 10. Soitn € N et x un réel négatif Montrer que
2n+1

- x
<e <Zk'

Exercice 11. Soitn € N* et f(x) = In(1 + x)
1. Déterminer £ (x)
(_1)k—1 k < xn+1

2. Montrer que pour tout réel x > 0 on a |ln(1 +x) =Dk X ST

k=

)kl

3. En déduire que la série ka ——— converge et donner sa somme.

Exercice 12. Déterminer les DL, (0) des fonctions suivantes :
x et —1 In(1 + x?) e¥+e™*
—e X = . = =1 S
a(x)=e Trx b(x) 7 ;oc(x) . ; dx) n< > >
Exercice 13. Soit f:1 =] %; +o0o[— R définit par (x) = T

1. Justifier que f est de classe C* sur I et déterminer f ™ (x) puis £ ™ (0) pour tout n € N.
2. Endéduire le DL, (0) de f pourtoutn > 1.
3. Retrouver cette formule par application des régles sur les DL.

e -1
Exercice 14. Soit f définie sur R par {f(x) B prx# 0.
) f(0)=-1
1. Etudier la continuité de f sur son domaine.
2. a. Montrer que f est de classe C* sur R} et R; et déterminer f’(x) pour x non nul.
b. f est-elle C! sur R ?

. . . - - 1\
Exercice 15. (**). Déterminer la nature de la série de terme général u,, = (1 - —) .

Vn
©
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Exercice 16. Soit ¢ la fonction définie par ¢ (x) = fox f(t)dt ol f est une fonction de classe ! au
voisinage de 0 telle que f(0) = 0 et f'(0) # 0.
1. ATaide de la formule de Taylor-Young, donner un équivalent de ¢ en 0.

2. En déduire un équivalent lorsque n tend vers +co de fol/ "In(1 + t) dt.

Vi-x

Exercice 17. Soit f la fonction définie par f(x) = T Déterminer la tangente a C; en A(0; 1) et sa
position par rapport a C; au voisinage de 0.
Exercice 18. Soit n € N* et f, la fonction définie sur ]0; +oo[ par £, (x) = xe ™%, Soit C,, sa courbe

représentative.

2
1. Montrer que lorsque x est voisin de +ooona f,(x) =x —n+ Z—x +o0 G)

2. En déduire une asymptote oblique D,, de C,, au voisinage de +oo et déterminer les positions relatives de
C, et D,, au voisinage de +oo.




