
http ://elbiliasup.ma
Feuilles d’exercices

My Ismail Mamouni

http ://myismail.net
.
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PARTIE I – ETUDES LOCALES ET GLOBALES 

 

Exercice 1. Déterminer la dérivée 𝑛𝑖è𝑚𝑒 des fonctions suivantes sur des domaines bien choisis (à préciser) : 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥
 ; 𝑔(𝑥) = ln(1 + 2𝑥) 

 

Exercice 2. Pour tout 𝑛 ∈ ℕ on considère l’application 𝐻𝑛: ℝ → ℝ définie par 𝐻𝑛(𝑥) =

(−1)𝑛𝑒
𝑥2

2 (𝑒
−
𝑥2

2 )

(𝑛)

. 

 Montrer que pour tout entier naturel non nul et tout réel 𝑥 on a 𝐻𝑛+1(𝑥) = 𝑥𝐻𝑛(𝑥) − 𝑛𝐻𝑛−1(𝑥). 

 

Exercice 3. On considère la fonction 𝑓 définie par 𝑓(𝑥) = ln(ln 𝑥). 
1. Déterminer le domaine de définition de 𝑓 et étudier sa convexité. 

2. En déduire que ∀(𝑥, 𝑦) ∈]1;+∞[2, ln⁡⁡(
𝑥+𝑦

2
) ≥ √ln 𝑥 ln 𝑦 . 

 

Exercice 4. On considère la fonction 𝑓 définie sur ℝ par 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥−1

𝑒𝑥+1
. 

1. Dresser le tableau de variations complet de 𝑓. 

2. Étudier les branches infinies de 𝐶𝑓. 

3. Étudier la convexité de 𝑓. Déterminer le(s) point(s) d’inflexion de 𝐶𝑓 et donner une équation de la 

tangente en ce(s) point(s). 

4. Tracer l’allure de 𝐶𝑓 

 

Exercice 5. On considère la fonction 𝑓 sur [0; 1[ définie par 𝑓(𝑥) = {
0 𝑠𝑖⁡⁡𝑥 = 0

1

ln𝑥
𝑠𝑖⁡⁡0 < 𝑥 < 1. 

1. Étudier la continuité et la dérivabilité de 𝑓 sur [0; 1[. 
2. Dresser le tableau de variations complet de 𝑓. 

3. Étudier la convexité de 𝑓 sur ]0; 1[. Déterminer le point d’inflexion de 𝐶𝑓 et donner une équation de la 

tangente en ce point. 

4. Tracer l’allure de 𝐶𝑓 (on donne 
𝑒2

4
≈ 1.8 et 𝑒−2 ≈ 0.1). 

 

Exercice 6. Soit 𝑓: 𝐼 → 𝐽 et 𝑔: 𝐽 → ℝ une fonction croissante. 

1. On suppose que 𝑓 et 𝑔 sont convexes. Étudier la convexité de 𝑔⁡⁡𝑓. 

2. Idem avec 𝑓 et 𝑔 concaves. 

 

Exercice 7. En étudiant la convexité des fonctions considérées, prouver les inégalités suivantes : 

1. ∀𝑥 > −1, ln(1 + 𝑥) ≤ 𝑥    2. ∀𝑥 ∈ [0;
𝜋

2
] ,

2𝑥

𝜋
≤ sin𝑥 ≤ 𝑥 3. ∀𝑥 ∈ [0;

𝜋

2
[, tan 𝑥 ≥ 𝑥 
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Exercice 8. Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. Montrer que pour tout 𝑛-uplet de réels strictements positifs (𝑥1, … , 𝑥𝑛) on a  

√𝑥1…𝑥𝑛
𝑛 ≤

1

𝑛
∑𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

 

Exercice 9.  
1. Vérifier que la fonction 𝑓: 𝑥 → ln(1 + 𝑒𝑥) est convexe sur ℝ. 

2. Soient 𝑥1, … , 𝑥𝑛 des réels strictement positifs. Montrer que  

(∏(1 + 𝑥𝑘)

𝑛

𝑘=1

)

1
𝑛

≥ 1 + (∏𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

)

1
𝑛

⁡. 

 On pourra poser 𝑦𝑘 = ln𝑥𝑘. 

3. Soient 𝑎1, … , 𝑎𝑛, 𝑏1, … , 𝑏𝑛 des réels strictement positifs. Montrer que  

(∏ (𝑎𝑘 + 𝑏𝑘)
𝑛
𝑘=1 )

1

𝑛 ≥ (∏ 𝑎𝑘
𝑛
𝑘=1 )

1

𝑛 + (∏ 𝑏𝑘
𝑛
𝑘=1 )

1

𝑛   

 

PARTIE II – DEVELOPPEMENTS LIMITES 

 

Exercice 10. Soit 𝑛 ∈ ℕ et 𝑥 un réel négatif. Montrer que  

∑
𝑥𝑘

𝑘!

2𝑛+1

𝑘=0

≤ 𝑒𝑥 ≤ ∑
𝑥𝑘

𝑘!

2𝑛

𝑘=0

 

 

Exercice 11. Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ et 𝑓(𝑥) = ln(1 + 𝑥) 

1. Déterminer 𝑓(𝑛)(𝑥) 

2. Montrer que pour tout réel 𝑥 ≥ 0 on a |ln(1 + 𝑥) − ∑
(−1)𝑘−1

𝑘
𝑥𝑘𝑛

𝑘=1 | ≤
𝑥𝑛+1

𝑛+1
 . 

3. En déduire que la série ∑
(−1)𝑘−1

𝑘𝑘≥1  converge et donner sa somme. 

 

Exercice 12. Déterminer les 𝐷𝐿2(0) des fonctions suivantes : 

𝑎(𝑥) = 𝑒−𝑥
𝑥

1 + 𝑥
⁡⁡⁡ ; ⁡⁡⁡𝑏(𝑥) =

𝑒4𝑥 − 1

𝑥
⁡⁡⁡ ; ⁡⁡⁡𝑐(𝑥) =

ln(1 + 𝑥2)

𝑥
⁡⁡⁡ ; ⁡⁡⁡𝑑(𝑥) = ln (

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
) 

 

Exercice 13. Soit 𝑓: 𝐼 =]
1

3
; +∞[→ ℝ définit par (𝑥) =

1

1−3𝑥
 . 

1. Justifier que 𝑓 est de classe 𝐶∞ sur 𝐼 et déterminer 𝑓(𝑛)(𝑥) puis 𝑓(𝑛)(0) pour tout 𝑛 ∈ ℕ. 

2. En déduire le 𝐷𝐿𝑛(0) de 𝑓 pour tout 𝑛 ≥ 1. 

3. Retrouver cette formule par application des règles sur les 𝐷𝐿. 

 

Exercice 14. Soit 𝑓 définie sur ℝ par {
𝑓(𝑥) =

𝑒−𝑥−1

𝑥
⁡𝑝𝑟⁡𝑥 ≠ 0

𝑓(0) = −1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡
. 

1. Étudier la continuité de 𝑓 sur son domaine. 

2. a. Montrer que 𝑓 est de classe 𝐶1 sur ℝ∗
+ et ℝ∗

− et déterminer 𝑓′(𝑥) pour 𝑥 non nul. 

b. 𝑓 est-elle 𝐶1 sur ℝ ? 

 

Exercice 15. (**). Déterminer la nature de la série de terme général 𝑢𝑛 = (1 −
1

√𝑛
)
𝑛

. 
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Exercice 16. Soit 𝜑 la fonction définie par 𝜑(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
 où 𝑓 est une fonction de classe 𝐶1 au 

voisinage de 0 telle que 𝑓(0) = 0 et 𝑓′(0) ≠ 0. 

1. À l’aide de la formule de Taylor-Young, donner un équivalent de 𝜑 en 0. 

2. En déduire un équivalent lorsque 𝑛 tend vers +∞ de ∫ ln(1 + 𝑡) 𝑑𝑡
1/𝑛

0
. 

 

Exercice 17. Soit 𝑓 la fonction définie par 𝑓(𝑥) =
√1−𝑥

1+𝑥
 . Déterminer la tangente à 𝐶𝑓 en 𝐴(0; 1) et sa 

position par rapport à 𝐶𝑓 au voisinage de 0. 

 

Exercice 18. Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ et 𝑓𝑛 la fonction définie sur ]0; +∞[ par 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑛/𝑥. Soit 𝐶𝑛 sa courbe 

représentative. 

1. Montrer que lorsque 𝑥 est voisin de +∞ on a 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥 − 𝑛 +
𝑛2

2𝑥
+ 𝑜 (

1

𝑥
). 

2. En déduire une asymptote oblique 𝐷𝑛 de 𝐶𝑛 au voisinage de +∞ et déterminer les positions relatives de 

𝐶𝑛 et 𝐷𝑛 au voisinage de +∞. 

 


