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Dérivation |
Inégalité de Taylor-Lagrange

Exercice 1 : Aluide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer
a) ¥z eRT 1-z<e™® Sl—x+%x2

b)VazER+,1+%x—%x2§\/1+$§1+%x
o) Ve R, o - fo? <Infl42) <o- ot 450

d) ¥z €0, 3], 2~ %563 <sinz <1

Exercice 2 :

Calculer la dérivée n-ieme de : Calculer la dérivée n-ieme de :
I 1. frow (22 +1)e”

2. [ o 2. fraw (1 +a)"

3. fraxm 1_1x2
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Exercice 3 :

Soit f la fonction définie par f(z) = 2* + 4z — 1. Ecrire ses développements de Taylor avec reste

intégral : 1) a l'ordre 3 entre 0 et 2 2) a l'ordre 5 entre -1 et .
Exercice 4 :
Ecrire le polynome P(z) = 24 — 2%+ 222+ 2 — 1 en fonction des polynémes Qy(x) = (2 +2)F pour

0<k<A4

Exercice 5 ;

Ecrire les développements de Taylor avec reste intégral des fonctions suivantes :

1. f(z) = cos(z) a l'ordre 4 entre 0 et .

2. f(z) = m a ordre 2 entre 0 et .

3. f(z) =1 aTordre 3 entre 2 et .

4. f(x) = exp(2z) a 'ordre 3 entre 0 et x.

5. f(z) = exp(2z) a l'ordre 5 entre 1 et .

6. f(x) =In(14 3z) a Pordre 3 entre 0 et x.
Exercice 6 :

En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction x + In(1+ z) entre 0 et 1, montrer que

1 (-1
— In(2).
4 n n—>—+>oo 2)

Exercice 7 :

Montrer les inégalités suivantes :

1. Pour tout (a,b) € (Ry)?,

e —e (b a)e"a‘ <

2. Pour tout z € Ry, 2 - 2"’3(13-6::1:) <I(l+z)<z-5+%.
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. Classiques Concours
assique 1

On pose pour tout z € [0,1], f(z) = In(1 + ).
1. Montrer que f est de classe C° et déterminer pour tout n € N*, f(™).

2. Appliquer l'inégalité de Taylor-Lagrange & f entre 0 et 1 & U'ordre n.
k—1
Qu’en déduit-on sur la série % ?
E>1 .
3. Autre méthode : posons pour tout n € N, I,, = fol 1rpdr.

(a) Montrer que la suite (I,,) converge vers 0, puis calculer Vn € N* I,,_; + I,,.

n k— k—
(b) Exprimer kzl% en fonction des intégrales (). Qu’en déduit-on sur la série g:l% ?

Classique 2

n 1
Le but de cet exercice est de déterminer la limite quand n tend vers 400 de : > en+k —n.
n k=1

1. Montrer que la suite (> %M)"EN* converge vers In(2).
1

2. A I'aide d'une formule de Taylor, montrer que pour tout z € [0,1], |[e* — 1 —z| < %
n n
3. Montrer alors que pour tout n € N*, | > eFn —n — > ﬁ' < 5=. Conclure.

k=1 k=1
Classique 1

Pour tout z > 0, on considere la série de terme général u,(z) = %

1. Montrer que la série converge. On note g(z) la somme de la série. Que vaut g(1)?

n k n
2. Montrer que pour tout n € Net u > 0,on a e % — > (71,3! = < (Z_:ll)!.
k=0

n
3. a) Montrer alors que pour tout x > 1, |f01 utle %y — Y (fl)kk!(k/1+z)| < (ml_l)! X x+711,+1'
k=0

b) En déduire que pour tout = > 1, fol u* e vdu = g(x).
bonus : montrer que le résultat précédent reste vraisi 0 < z < 1.
Classique 3
le grand classique des sujets EML
Soit f la fonction définie par f(x) = 01 %dt.
1. a) Justifier que f est définie sur R.

b) Déterminer la monotonie de f.

¢) Déterminer la limite de f en +oo, puis dresser le tableau de variations de f, en précisant f(0).
2. (a) Montrer que pour tout v € [—1,1], e ™™ — 1+ u| < % a aide de 'inégalité de Taylor-Lagrange.

(b) En déduire que vz € R, Vh € [-1,1], Vt € [0, 1], [e~ (@Mt — gm0t | ppe—ot| < p2 32 ot

1 pe—ot 3p2 [l 42o-wt
Montrer alors : |f(x + h) — f(z) + hfo tl_HQ dt| < % fo t1+t2 dt.

(¢) En déduire que f est dérivable en tout x € R et que pour tout = € R, f/'(z) = — 01 tli;t dt.

Classique 4 Ecricome s 2016 n n
On note pour tout n > 1, w, = > ¢ — In(n).

k=1
a) Rappeler un DL d’ordre 2 en 0 de In(1 + ) et H%
1
b) Montrer alors que wy,4+1 — wy, L T

¢) Montrer que la série de terme général (w,41 — w,) converge, puis que la suite (w,) converge.



