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Séries Numériques

1. Etude de convergence et calcul de sommes
Exercice 1
Donner la nature des séries suivantes :

1 1 . T 1
1. Z\/ﬁ 3. Z;sm(ﬁ) 6. Z—(x/_ 1) 9. Z—SIH’I‘C\/_

n=1 n=1 n=1 n=1
4. Z:ne_‘/ﬁ 7. Zlncos( ) 10. Z
n=0 >1 2n =2 lnn
3n*—2n*+7 1
2 ZIMT (e L) 6 Y
>0 6+2n >1 4 y/nlnn

Exercice 2
Montrer que les séries suivantes sont convergentes et calculer leur somme :

on+1 _ n 1
iy nnT 3, ZM 5. Zln(l—%) 7. ;m

n=>0 >0 n>2
n% x 2n _
4, E 6. E ne "

n=0 n=0 n=0

Exercice 3 Séries de Mengoli

1
On considere la série de terme général u,, = (n=1).
n(n+1)(n+2)

1. Donner la nature de cette série.

_1 1 1
2. Montrer que u,, .
d (n(n-l—l) (n+1)(n+2))

+00

3. En déduire la somme Z u,.
n=1

Exercice 4
Donner la nature des séries suivantes :

Py 5. S KHcosk 0. 3= (¥2-1)

k
= k! = e +sink = v/n

2. Zcos%. 6. Z(ln(lzk))k. 10 Z(lz_nn)n

k=1

3. Z(%_kzil)' 7. Z(( +1)1/k2 ) 11. Zﬁ

k=1 ) k=1 =2 (ln n)n
T
) ~sin —. 8. In(3* +2) — In(3*
4 ;ksmzk ;(n( )—1In( ))
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2. Les Classiques

Exercice 5 Comparaison série/intégrale.
1. Montrer que pour tout entier k = 3,
1 1 1

k] <
Stk & Veelk—Lkl g S O

Vt €[k, k+1]

o de 1 “oa
2. En déduire que pour tout entier k = 3, f — < < f —_—.
k k—1

tlnt klnk tint
n+1 n n
dt 1 dt
3. Montrer que pour tout entier n = 3, < < —_—.
, tint k=3klnk , tint

4. Déterminer une primitive de It (directement). En déduire les valeurs des intégrales
n

précédentes.

5. Conclure quant a la nature de la série Z
= nlnn’

1
Exercice 6 Comparaison série/intégrale. — On s'intéresse a la nature de la série de terme général — AR pour k > 2.
n

k+1 1 1

1.Montrer:\7’k22,jk it S T

> In(In(n+1))-In(In(2)).

= kIn(k)

3. Conclure.
n

4. * Montrer que ~
1 ,gzkln( } 1k

In(In(n)).

n

Exercice 7 Soit (a,),ey une suite décroissante qui tend vers 0. Pour tout entier #, on pose S, = ¥ (~1)aj.
k=0

1. Montrer que les suites (Sy;)nen €t (Sans1)nen sONt adjacentes.
2. Que peut-on conclure quant a la nature de la série de terme général (1)
I

Inn

"a,.

3. Application : Quelle est la nature de la série de terme généra

Exercice 8. (**) - Série de Bertrand
Soient deux réels a > 0 et § > 0.

1. Cas o> 1 - Montrer que la série de terme général a est convergente.

2. Cas o <1 - Montrer que la série de terme général est divergente.

i)
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Exercice 9. (***) _ Transformation d’Abel

Soient (ap)n>0 une suite de réels positifs telle que la série de terme général a,, converge, et (up)n>0
n

une suite de réels positifs décroissant vers 0. On pose A,, = Z ar, pour tout n > 0.

k=0
1. Montrer que, pour tout n > 1,
n n—1
Z agup = Z Ap(up, — upt1) + Aptn.
k=0 k=0

2. En déduire que la série de terme général a,u, converge.

Exercice 10. (***) - Critere de Cauchy
i orie itifs tell I Yu, = 4L.
Soit Z Uy Une serie a termes positis telle que . lefoo Uy = £

1. Démontrer que Ve >0 Ip e NVn>p ({ —e)" <wu, < (L+e)".
2. On suppose que ¢ < 1. Montrer que la série Z Uy, est convergente.

3. On suppose que £ > 1. Montrer que la série Zun est divergente.

n
4. En déduire la nature de la série dans le cas ou u,, = (271;11> .

Exercice 11. (***) _ Critere de d’Alembert

. . , . .. Exercice 13.
Soit (un)n>0 une suite de réels strictement positifs telle que

Un+1
LSS
Up, n—-4oo

1. On suppose que A < 1.

(a) Soit a € |\, 1]. Montrer qu’il existe ng € N tel que : Vn > ng, upy1 < auy,.

(b) En déduire que la série de terme général u,, converge.
2. On suppose que A > 1. Montrer de méme que la série de terme général u,, diverge.
3. Application. Montrer que la série de terme général r% est convergente.

Exercice 14.

Exercice 12. (*#%) _ Sommation des équivalents
Soient (un)n>0 €t (vn)n>0 deux suites de réels positifs équivalentes.

1. On suppose que la série de terme général u,, diverge. Montrer que

n

n
Zuk ~ ka quand n — co.
k=0 k=0

2. On suppose que la série de terme général u,, converge. Montrer que

+oo +oo
Zuk ~ ka quand n — oo.
k=n k=n
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3. Extraits de Concours

Exercice 13. inspiré d’edhec S 2006

On définit la suite v par u; = % et pour tout n € N*, w41 = %un
1. Montrer que la suite (u,) converge.

2. a) Déterminer un équivalent de In(*=— +1)

b) En déduire la nature de la série } In(;*»—) et préciser lim Z In( e

n>1 ot n—too ;29 e

)-

3. En déduire la limite de In(u,,) puis celle de u,, quand n — +oo.

a) Montrer que pour tout n > 1, u,, = ﬁ.

b) En déduire que % = o((2”)).

n

Exercice 14 esc s 2007
On pose pour tout n € N*, J,

1 1
= |, ————dz

Jo (23 + 1)"
1. Montrer que la suite (J,)nen- est décroissante et convergente. On notera ¢ sa limite.

2. Montrer que pour tout n € N*, J» = 3n12n + (Jn = Jnt1)-

7 3n

3. Le but de cette question est de montrer que ¢ = 0.

(a) Montrer que les séries de terme général (J,, — Jp11) et sont convergentes.

3n2”
(b) On suppose dans cette question que £ # 0. Donner un équivalent de g—;
Quel est la nature de la série de terme général g—n ?

(¢) Conclure.

Exercice 15 bonus inspiré d’Edhec S 2013
Le but de cet exercice est de montrer sur deux exemples que si (an)nen+ est une suite de réels strictement
positifs telle que la série de terme général - L converge, alors la série de terme général u, =
+oo 1

converge également et de plus : Z Uy, <25 —
n= 1an

- n
aitaz+...+an

1. Exemple 1 : on pose pour tout n € N* a,, = n(n + 1).
(a) Montrer que la série de terme général i converge et donner sa somme.
(b) Pour tout entier n non nul, déterminer w,, en fonction de n.

(c) Etablir la convergence de la série de terme général u,,, donner sa somme, puis en déduire 'inégalité
demandée.

2. Exemple 2 : on pose pour tout n € N* a,, = nl.

(a) Ecrire une fonction scilab dont ’en-téte est function y=fact(n) et qui renvoie n!.
En déduire un script scilab qui calcule et affiche u,, lorsque n est un entier entré par 'utilisateur.

(b) Etablir la convergence de la série de terme général -
(c) Montrer que pour tout entier n € N*, u,, < ﬁ

(d) En déduire la convergence de la série de terme général u,,, puis I'inégalité demandée.



