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Probas 3

Probas a densité (continues)

Exercice 1:
Parmi les fonctions suivantes, lesquelles définissent la fonction de répartition d'une variable aléatoire a
densité ? Déterminer le cas échéant une densité associée. En bonus : existence et calcul de I'espérance.

Fi(z)= & S? £<t Fyz) = : pour z € R (pour Uesp., vq la densité choisie est paire)
1 sinon l+e® ’
Exercice 2:

Parmi les fonctions suivantes définies sur R, lesquelles sont des densités d'une variable aléatoire a densité ?
Déterminer le cas échéant la fonction de répartition associée. En bonus : existence et calcul de I'espérance.

| cosz size0,]] 1 G
filz) = { 0 sinon falz) = g P eR fa(z) = R pour z € R.
filz)={ 1-2 siz€)l,]] f5(z) =1 |af - folz) =sinz+1powrz €R
0 sIon 0 sinon
Exercice 3:
a

it la fonction f définie sur R =—,
Soit la fonction f définie sur R par f(z) T

1. Déterminer le réel a pour que f soit une densité de probabilité.

On introduit alors une variable aléatoire X de densité f : on dit que X suit la loi de Cauchy.
2. X admet-elle une espérance?
3. Montrer que la fonction de répartition de X est donnée par : Yz € R, F(z) = L Arctan(z) + 5.
Exercice 4: pour s’entrainer

— Sl >1
Soit la fonction f définie sur R par f(z) = :c\f

0 sinon
1. Déterminer le réel a pour que f soit une densité de probabilité d'une certaine variable aléatoire X.
2. Déterminer la fonction de répartition associée a X.

3. Montrer que X n'admet pas d’espérance.
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Exercice 5:

Soit la fonction f définie sur R par f(z) = { e’ siz<0

0 sinon
1. Montrer que f est une densité de probabilité d'une certaine variable aléatoire, que I'on notera X.
2. Déterminer la fonction de répartition associée.
3. Montrer que X admet une espérance et la calculer.
4. On pose Y =2X + 1 et on admet que Y est bien une variable aléatoire.
(a) Déterminer la fonction de répartition notée G de Y
(b) Montrer alors que Y est une variable & densité et déterminer une densité g de Y.
(c) Mémes questions avec Z = X2.

Exercice 6: pour s’entrainer
Inz sizelel

0 Sinon et Y =InX.

Reprendre 1'énoncé de l'exercice précédent avec f(z) = {

Exercice 7: Eml E 96
e It i —In2<z<In?

Soit f(x) = { 0 sinon

1. Montrer que f est une densité de probabilité d'une certaine variable aléatoire, que I'on notera X.
2. Déterminer la fonction de répartition associée.
3. Montrer que X admet une espérance et la calculer.
4. On pose Y = |X| et on admet que Y est bien une variable aléatoire.
(a) Déterminer la fonction de répartition de G de Y
(b) Montrer alors que Y est une variable & densité et déterminer une densité g de Y.

Exercice 8: pour aller plus loin
Soit a € R et f la fonction définie sur R par f(z) = { w41 S? v €01l
0  sinon
1. Déterminer le réel a pour que f soit une densité de probabilité d'une certaine variable aléatoire X.
2. Déterminer la fonction de répartition de X et son espérance, si elle existe.
3. ¥ Onpose Y = ¢ et N =[] = Y] et on admet que ¥ et N sont des variables aléatoires.
(a) Vérifier que Y est bien une variable a densité et préciser une densité. Y admet-elle une espérance ?

(b) Déterminer la loi de N. N admet-elle une espérance ?

Exercice 9:
Soit X > U(]-1,1) , Z = $In(1X) et g la fonction définie sur | - 1,1 par g(z) = § In(1£2).
1. Rappeler une densité f de X, sa fonction de répartition F', ainsi que la valeur de son espérance.
2. (a) Montrer que g réalise une bijection de | - 1,1] sur R, et dresser le tableau de variations de g~
(b) Déterminer g~ En déduire la fonction de répartition de Z.

(c) Vérifier que Z est une variable & densité, et préciser une densité de Z.
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Exercice 10:
Soit X < ¢([0, 1]). Reconnaitre la loi de T'= — 5 In(1 — X) (out A > 0).
Application scilab : a I'aide de la syntaxe rand (), simuler une loi exponentielle de parametre 5.

Exercice 11:
Soit X — () avec A > 0. On admet que T'= X2, et U = | X | +1 sont bien des variables aléatoires définies
sur le méme espace probabilisé que X.

1. Rappeler une densité de X, sa fonction de répartition, ainsi que la valeur de son espérance.

2. Vérifier que T est bien une variable aléatoire a densité, et en déterminer une densité.

3. Reconnaitre la loi de U. En déduire son espérance.

Exercice 12: Edhec E 2008

Soit la fonction f définie sur R par f(z) = W

1. Vérifier que f peut étre considérée comme la densité de probabilité d’une certaine variable aléatoire X.
On note F sa fonction de répartition.(On ne calculera pas F).

2. On pose Y =In(1 + |X]) et on admet que Y est une variable aléatoire.
(a) Exprimer la fonction de répartition de Y, notée G en fonction de F.
(b) En déduire que Y est une variable & densité, et exprimer sa densité en fonction de f.
(c) Reconnaitre la loi de Y.

Exercice 13: Edhec E 2010 pour s’entrainer
o siz|>1

Reprendre les questions de l'exercice précédent avec f(z) = { (2) sinon et Y = In(|X)).
bonus : déterminer F'.
Exercice 14: Eml E 2006 pour s’entrainer .
Soit F' la fonction définie sur R par F(x) = { (1) —e’ :i i z 8
. Montrer que U'intégrale fOJrOO 22e= dx converge. On admettra qu’elle vaut @.

1

2. Vérifier que F' est une fonction de répartition d’une variable & densité X. Déterminer une densité de X.
3. Montrer que X admet une espérance et la calculer.
4

. Montrer que X? suit une loi exponentielle, dont on précisera le parametre. En déduire l’espérance de X 2.

Exercice 15: Un peu de calcul
1. Montrer que si X < N(0,1) alors Vo > 0, P(|X]| < z) = 2®(z) — 1.
2. Exprimer I'intégrale fol e~ @=1’dy A aide de . Application numérique via la table de ®. (v/2 ~ 1.41).

. . 24vV2 32 4p
3. Méme question avec f2 +fe AT =2y

4. Convergence et calcul de l'intégrale fjoooo e~ "2y
5. ** Reprendre I'intégrale de I'exercice précédent, et montrer qu’elle vaut effectivement ?.

Exercice 16:
Soit X < N(0,1), et Y = X2.
1. Déterminer la fonction de répartition de Y en fonction de .

2. En déduire que Y est bien une variable a densité, et préciser une densité.

oo e—ac/2
3. Calculer ["7 ——=du.

N
Exercice 17: Loi lognormale
Soit X <+ A(0,1). On admet que Y = e est une variable aléatoire.

1. Déterminer la fonction de répartition de Y en fonction de .
2. En déduire que Y est bien une variable a densité, et préciser une densité.

3. ** Montrer que Y admet une espérance et la calculer (on pensera & un changement de variable).
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Variables aléatoires a densité et modélisation
Exercice 18:

Suite a un probleme de réseau, un client contacte le service apres-vente de son opérateur. Un conseiller
l’informe qu’un technicien le contactera pour une intervention & distance entre 14h et 15h. On suppose enfin,
que ce technicien appelle de maniere aléatoire sur le créneau donné.

1. Quelle est la probabilité que le client patiente moins de 30 minutes ? entre 10 et 30 minutes ?
On pourra commencer par introduire une variable aléatoire .... et deviner sa loi!

2. Donner une syntaxe scilab qui permet de simuler ’heure ou le technicien appelle le client.

Exercice 19:

Un fabricant d’ordinateurs portables souhaite vérifier que la période de garantie qu’il doit associer au disque
dur correspond a un nombre restreint de retours de ce composant sous garantie. Des essais en laboratoire ont
montré que la loi de la durée de vie de ce composant, en années, est la loi exponentielle de parameétre 1/4.

1. Rappeler une densité de cette loi, ainsi que son espérance et sa fonction de répartition.
2. Quelle est la probabilité qu’un disque dur fonctionne sans défaillance plus de quatre ans?

3. Quelle est la probabilité qu’il fonctionne sans défaillance au moins 6 ans, sachant qu’il a déja fonctionné
5 ans?

4. Pendant combien de temps, 50% des disques durs fonctionnent-ils sans défaillance ?
5. Donner la période de garantie optimum pour remplacer moins de 15% des disques durs sous garantie.

Applications numériques : e=1 ~ 0.36 ; e /4 ~0.78;
41In(2) ~ 2.77 (soit entre 2 ans 9 mois et 2 ans 10 mois) et —4 * In(0.85) ~ 0.65 (soit entre 7 et 8 mois)

Dans les exercices suivants, on pourra utiliser sans démonstration le dernier résultat du cours :
si X < N(m,0?), alors X* = £=" < N(0,1). Et ainsi utiliser la table de ® (page 4 du poly).

Exercice 20:
La taille en cm d’un homme (en France) suit une loi normale de parameétres m = 176cm et o = Tem.
1. Quel est le pourcentage d’hommes ayant une taille supérieure & 1m8&85 7
2. Un fabricant de vétements pour hommes souhaite utiliser cette loi pour produire son stock.

(a) Déterminer le réel a, tel que lintervalle [m — a,m + a] contienne en moyenne 90% des tailles des
hommes.

(b) bonus : Le fabricant en déduit 4 tailles S, M, L et X L correspondant respectivement aux intervalles
[mfavmf %]7 [mf %7m]> [m7m+ %] et [er %,era].
Calculer le pourcentage de la production qui doit étre affecté & chaque taille.

. . s, . . 9 ~ . ~
Applications numériques : = ~1.28 ;  1.65+7 >~ 11.5

Exercice 21:
On suppose que la distance X en metres parcourues par un javelot lancé par un athlete A suit une loi

normale. Au cours d’un entrainement, on constate que :

1. exactement 10% des javelots atteignent plus de 75 metres.

2. exactement 25% des javelots atteignent moins de 50 metres.

Déterminer alors les parametres de la loi normale de X.

Quelle est la longueur moyenne parcourue par un javelot ?

Application numérique : on ne s’épuisera pas a résoudre le systéme ... on trouve m ~ 58.6 et 0 ~ 12.8.

Exercice 22:

On estime que 1000 passagers ont réservé une place dans le TGV Bordeaux-Toulouse du vendredi soir a
19h30. On considere la variable aléatoire X, égale a I’heure d’arrivée dans la gare de départ d’un voyageur
calculée par rapport & 19h30 : X = 0 & 19h30, et X est exprimée en minutes. On suppose que X < N(—15,82).

1. En moyenne, & quelle heure arrivent les voyageurs dans leur gare de départ ?

2. Déterminer ’heure a laquelle les portes du train doivent étre ouvertes pour qu’il n’y ait pas plus de 100
voyageurs qui attendent sur le quai.

3. Calculer le nombre de voyageurs ayant manqué le train, si celui-ci accuse un retard de 5 minutes.

Application numérique : 8 x 1.28 ~ 10.2



