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Nombres Complexes
Niveau |

Exercice 1:
Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants.
5—1 T+ T—1
3+20)(-1—14 b d) (5+ 3i)?
Q) G+2)(-1-0) b g ity d) (6430
e) i291® (on pourra commencer par rappeler la forme algébrique de i2, i3, 4, ...).

b

Exercice 2:
Donner la forme exponentielle des nombres complexes suivants.

) 2
a) 1+iv3 b) (1+i)" ouin €N c) 1 —e™/3 d)1+_ e) (1+iv3)"
i
f) 14+ ¢ indication : factoriser par Uangle moitié ¢*%/? g)l—e?oufeR

Exercice 3:
Calculer (on choisira la forme la plus facile!) :
1+1 b) 1+ itan(z)
1—4 1 —itan(z)

2)

30
1—4v3
141

onzel-5.5 o (VE+i)® d><

Exercice 4:
Résoudre les équations d’inconnue z € C suivantes :

9 z—2 _ 1
a) (z4+32)€eR b) T3 =1 o) 2| = |1 =11 -2
Exercice 5:
Résoudre dans C :
i+V3 ;14

I
i

a)zt =i b) 2% =

c) z d)z"=1-iV3 e) 2"

i—/3 2

Exercice 6: Calcul de sommes

1. Résoudre pour x € R, I'’équation e = 1.

2. Calculer S = > e pour n € N fixé.
k=0

3. Trouver la forme algébrique de S. (on pourra penser a la factorisation par l’angle moitié).

n n
4. Donner alors les expressions de > cos(kz) et > sin(kx).
k=0 k=0

Exercice 7: Soit n € N.

1. Ecrire la forme algébrique de (e®® + 1)".

2. Caleuler Y (})el(atht),
k=0

3. En déduire Dexpression de Y (}) cos(a + kb)
k=0

Exercice 8: pour aller plus loin ...
1

moujzezd.

1. Simplifier (1 + 5)° et

1 n
2. Résoudre dans C, (z—|— ) =1.
z—1
3. A T’aide des formules d’Euler, écrire sin®(x) x cos(z) en fonction de sin(4x) et sin(2z).
(méthode dite de linéarisation : transformer du cos™(z) et sin™(z) en du cos(pz) et sin(pzx).
exemple d’intérét : recherche de primitive ...)

4. Résoudre dans C I’équation e* = 1 + iv/3.

5. ** A T'aide de la formule de Moivre puis de la formule du binéme, écrire cos(5z) en fonction des puis-
sances de cos(z) et sin(5z) en fonction des puissances de sin(x). e
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Nombres Complexes
Niveau Il

’NOTATIONS ALGEBRIQUE ET EXPONENTIELLE‘

Exercice 1 : Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

3+ 6i (1+i>2 1—7i 245 2-5i
_ oy = _

AT 3T -4 1130 BT T11

Exercice 2 : Mettre sous forme exponentielle les nombres complexes :

3 (1+4)®  (1—d) (V6 —iv2)(1 +1)

ATy 2T tase BT 14 '

Exercice 3 : Soient 0,0’ deux nombres réels.

. L . -04+67 i N .
1. Transformez e + ¢ en factorisant par e’z - sous la forme pe’? oti p et @ sont des réels.
2. En déduire la forme exponentielle des nombres complexes z; = 1 + e™/3, zy = e7/3 1

Exercice 4 : Soit n € N*. Simplifiez les nombres complexes suivants :
( 143 n
n=|—— .

Y )n n=((V3-1) +i(1+V3)) + ((v3-1) —i(1+V3))

Exercice 5 : Démontrez que pour tous u et v dans C,

Ju+ o + |u—vf* = 2 (fu] + Jv]).

’RACINES nEMES. & FEQUATIONS POLYNOMIALES‘

Exercice 6 : Déterminez les racines carrées de 9 + 40i et les racines quatriemes de —7 — 244.

Exercice 7 :
1. Mettre sous forme exponentielle les nombres complexes

14+iV3 1—i
U= —e, vV=—r
1—iv3 1+iV3
2. Résoudre dans C les équations 25 = u et z* = .

Exercice 8 : Résoudre dans C les équations suivantes

1. 25 =1. 3. 20 —(142i)28 +3(1+14) =0.
2. 2T =1+1iV3. 4. 28z =1.
Exercice 9 : Résoudre dans C I’équation : 22— (2+3i)2+3i—1=0.

n
Exercice 10 : Résoudre dans C I’équation (Zl> =1.

’APPLICATIONS A LA TRIGONOMETRIE‘

Exercice 11 :
1
1. Présentez sous forme trigonométrique les nombres complexes u = 5(\/6 — Z\@) etv=1-—1.

2. En déduire une présentation trigonométrique de u/v, puis les valeurs exactes de cos /12 et sinm/12.

2

Exercice* 12 : Linéariser cos® z sin® z, et cos® z sin x.

n—1 n

Exercice* 13 : Soient a,b,7 € R et n € N*. Calculez : R = Z <Z) cos(a + kb), S = ¥ cos(a 4 kb)

n—1 k=0 k=0
) T:Zrksin(a—i—kb). 9

k=0
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EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

NOTATIONS ALGEBRIQUE ET EXPONENTIELLE

iz—1
Exercice 14 : Soit z un nombre complexe de module 1, montrez que — =
z—1

Exercice 15 : Soient a et b des nombres réels.Résoudre dans C le syteme {

Exercice 16 : Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes suivants :

1. z=(1+itanp)?, ot ¢ € [0,7/2].
_ 1+cosp+ising
" 1—cosp—ising’
_ 14 cosp+isinp

VI +Fsin2¢ 441 —sin2p’

2. 2

ol ¢ €0, 27].

3.z ou ¢ € [0,7/2].

z4|2| = a+idb
—lz] = a—ib

Exercice 17 : Déterminez I'ensemble des entiers naurels n € N pour lesquels (1 4 7)™ € R.

Exercice 18 : Déterminez I’écriture trigonométrique de

eim/3 +1’ 2

14 cosf —isinf’

4 43
eim/6 _ o0 1 20, (1_\/§—i> 7 1—cosf —isinf

Exercice 19 : Démontrez que (V(z,2) €eCxCY), (|z+72|=lz|+ || &= INeR"; z=)\).

| RaciNgs n#es |

Exercice 20 : Déterminez les racines carrées de 22 + i8/3.

Exercice 21 : Déterminez les racines quatriemes de 28 + 96i.

n—1
Exercice 22 : Soit n > 2. On pose w = ¢’ . Démontrez que H Wk = (=1)".
k=0

Exercice 23 : Soit n € N un entier supérieur ou égal a 2 et w une racine n'*™° de 1 différente de 1 lui-méme.

Calculez les sommes suivantes :

1

n—1 n
n
Ly (k)w’f 3.3 (k+ 1wt
k=0 k=0
n—1 n
2. WP, 4. (2 4wk,
k=0 k=1

EQUATIONS

Exercice 24 : Soit n € N*. Résoudre dans C I’équation (z — 1)" = (2 + 1)™.
On donnera la réponse sous forme exponentielle ou trigonométrique.

Exercice 25 : Résoudre dans C I’équation

22" — 22" cos(na) +1 =0
ou n € N* est un entier naturel non nul et ¢ € R un Eel.
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Exercice 26 : Résoudre dans C
224+ (34+4i)z—1+5i=0

Exercice 27 : Résoudre dans C
22(1—2%) =16

Exercice 28 : Résoudre dans C
2 iV223 —4V2(i— 1)z — 8 —8i =0

Indication : on vérifiera que cette équation possede une solution imaginaire pure

’APPLICATIONS A LA TRIGONOMETRIE

Exercice* 29 : Linéariser sin® z, cos® zsin* z et cos? z.

Exercice* 30 : Démontrez que pour tous nombres réels p et g,

— p+tq r—q ; ; — 94in P4 r—gq
1. cosp+ cosq = 2cos 5+ X cos =5+ 3. sinp +s8ing = 2sin 57 X cos Y5+

4. sinp —sing = 2sin 254 x co

ptq
2 573

_ i Pta 0 P=q
2. cosp —cosq = —2sin 51 X sin 52

Exercice 31 : Linéariser sin? x et cos? z.

2 2 3 4

Exercice 32 : Linéariser cos? z sin” z, cos® zsin® = et cos® zsin z.

Exercice 33 : On considere le nombre complexe z = 4/3 + 44,

1. Déterminez en procédant de deux manieres différentes les racines carrées de z
on pourra remarquer que 4+ 2v/3 = (/3 4 1)?

2. Retrouver ainsi les valeurs exactes de cos7/12 et sinm/12.

Exercice 34 : Soit n € N un entier naturel supérieur ou égal & 2. On note w = 7/

1. Démontrez que pour tout nombre complexe z € C,

n—1 n—1
H (z —wh) = 2
k=1 =0

2. En déduire que

Exercice 35 : Soit n € N* un entier naturel non nul et 6 €]0, 7[. Calculez

n n
S = k sin k6
()

Exercice™ 36 : Soient x € R et n € N. Exprimez cos nx et sin nx en fonction des puissances de cosz et sinzx.



