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Fonctions Réelles

Partie Il : Limites-Continuité-Dérivation

Exercice 1

, . . . . 2x% +5x2 —7x
Déterminer, si elles existent les limites de

) en +00, —o0 et 0.
(x+1)'—1

Exercice 2
Déterminer, lorsqu’elles existent, les limites des fonctions suivantes au point x,, :

1
X+ =2 V2x +1-3
eV H1—VT ep Xo = +09, —~ " en Xo =1, en xo =4
x—1 x—2—4/2
In(1 + x? St nx
genxoza (1 +sinx)~ en x, =0, enx,=1
x? x2—1
sin(2x) x%+e~ x2+e*
- en x, =0, en x, = +090, en x, = —00
sin(3x) x2+1 x2+1
Exercice 3
Déterminer, si elles existent, les limites des fonctions suivantes quand x tend vers x,,.
e* Inx)*
en x, = +00, e*x?In(+v/x) en x, =0, ( 3) en x, = +00,
X
1/x
X e .
5 €N Xg = +09, en x, =0, (e*—1)Inx en x,=0.
(Inx) Inx
Exercice 4
Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité ?
1+x

définie sur ]—1,1[.

1. f(x) = x* définie sur ]0,+oo[. 3. h(x) = (1—x2)In
2. g(x)=(e*+ x)% définie sur ]0, +oo[. 1

Exercice 5
_ 1
f(x)=xcosy six>0

Etudier la continuité de la fonction f définie sur R par : { £(0)=0
fx)=el/x six <0
Exercice 6
Etudier la continuité des fonctions x — x — y/x —|x] et x — | x|+ v/ x —|x].
Exercice 7

1. Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue. Montrer que f admet un point fixe, c’est-a-dire
qu’il existe a € [0, 1] tel que f(a) =a.
2. Soit g : [0,400[— [0,+00[ une fonction continue telle que liE_l‘l g(x) = 0. Montrer que g
X—>+00

admet un point fixe.
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Exercice 8
Lo . . 1 , ) 1
1. Etudier les variations de la fonction f,(x) = Inx — —.- Montrer que I’équation Inx = —
x x
pour n € IN* a une unique solution x, dans ]0,+oo[. Montrer que pour tout n € IN*,
x, > 1.

2. Montrer que la suite (x, ), €st monotone et déterminer son sens de monotonie.
3. Montrer que la suite (x,),cn- €St convergente.

4. Montrer que lim x,=1.

n—+00

Exercice 9

1. Montrer que la fonction cos réalise une bijection de I'intervalle [0, t] sur un intervalle que
I'on déterminera. Sa réciproque est appelée Arc cosinus et elle est notée Arccos.

1
Calculer Arccos(1), Arccos(0), Arccos( — 5)

Dresser le tableau de variations de Arccos et tracer sa représentation graphique.

Pour x € [—1, 1], calculer cos(Arccos(x)) et sin(Arccos(x)).

ok w b

Montrer que Arccos est dérivable sur ] — 1, 1[. Est-elle dérivable en —1 et 1°?

v1i—x2

6. Etudier de méme les variations, la dérivabilité et la dérivée de la fonction Arcsin, réciproque

.. T ™ T
de la restriction de sin a l'intervalle [—5, E} .

Montrer que Vx €] —1,1[, Arccos’(x) = —

Exercice 10
Soit f une fonction définie sur IR, continue en 0 et vérifiant Yx € R, f(2x) = f (x).

X
1. Montrer que pour tout réel x, pour toutn € IN, f(x)=f (5) .

2. Montrer que f est constante. (On pourra montrer que pour tout x € R, f(x) = f(0)).

Exercice 11
Soit f définie sur RY par f(t) = +/t.

1. Soit x > 0. Montrer que Vt € [x,x +1], ———— < f'(t) <
1/ ﬁ
1

2. En déduire que Vx >0, ——— < vVx+1—+/x <

2vx+1 1/_
Exercice 12 o

X —_—
Soit a € R} . Déterminer lim . (On pourra interpréter le quotient comme un taux d’ac-
x—>a X —a

croissement).

Exercice 13 o
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = { g s1n(;) : ;C i 8

1. Montrer que f est continue en 0.

2. Montrer que f est dérivable en 0.

3. f’ est-elle continue en 0?
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Exercice 14
Pour les fonctions f suivantes, donner ’ensemble de définition, 'ensemble de dérivabilité et
la fonction dérivée :

1. f(x)= ﬂ’ 6. f(x) = (In(2x2 + 3¢*))*.

12?(4_4 7. f(x)=+vx2—x—6.
2. f(x) =— x2e—x

VX 8. flx)= —— .

Inx x2—3x+2

3. f(X)_—ln(x+1)’ 0. Fx)= —_.
4. f(x)=Arctan(In(1 + x?)). tanx .
5. f(x) = x*. 10. f(x) :Arctan(x)+Arctan(;).

Exercice 15
sin(x?)

On considere f définie sur IR par { flx)= six # 0 .
f(0)=0
1. Montrer que f est continue sur IR.
2. Montrer que f est dérivable sur R et déterminer f”.
Exercice 16
Soit f la fonction définie sur IR, par f(x) = cos /x.
Montrer que f est dérivable sur [0, +00o[.
Est-ce que f’ est continue sur [0, +00[ ?

Exercice 17
Est-ce que les fonctions suivantes sont dérivables en 0?

1 1
xsin(—) six#0 xzsin(—) six#0
x 2. f(x)= x
0 six=0 0 six=0
X

3. f(x)=

L flx)=

1+ |x]|

Exercice 18

Soit la fonction f définie par f(x) = v2 + x etla suite (u,,) e définie par { tp =0

VTl € N, Upy1 = f(un) )
1. Montrer que la suite est bien définie et que pour tout n € N, u,, = 0.
2. Déterminer la seule limite possible si la suite (u,) converge.

1

X — .
2&' Y

3. Montrer que pour tout x,y € R, |[f(x)—f(¥)| <

4. Montrer que la suite (u,),cpn converge.

. 1
Indication : Commencer par montrer que pour tout n € IN, |u,,; —2| < —=|u, —2|.

22
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Exercice 19 d’aprés BAC C/E 1989
Soit h la fonction définie sur I =[1,e] par h(x) = 4/2 —In(x).

Etudier les variations de la fonction h.

Montrer que pour tout x €I, h(x) €1.
1
Montrer que pour tout x €1, 3 <H(x)<o.
Montrer que I'équation h(x) = x a une unique solution a dans I'intervalle I.

1
Montrer que pour tout x €I, |h(x) —al| < Elx —al.

AL o A

Soit u la suite définie par u,=1et Yne N, u,,; = h(u,).
1 n
a) Montrer que pour tout n € N, |u, —a| < (5) lug — a.

b) En déduire que la suite u converge et déterminer sa limite.

c) Ecrire un programme Scilab qui demande une précision e et qui renvoit une valeur
approchée de a a e pres. (Le programme calculera une valeur satisfaisante de u,,).

Exercice 20

1
Soit f la fonction définie sur [g, frc[ par f(x) =

sin(x)
1. Montrer que f établit une bijection sur un intervalle que 'on déterminera.

2. Déterminer en quels points la réciproque est dérivable puis calculer sa dérivée.

Exercice 21

On définit la fonction f sur I'intervalle I = [0, %] par f(x) =tan3(x) ot tanx = shx

cosx’
1. Montrer que f établit une bijection de I dans un intervalle J que 'on déterminera.

2. Etudier la dérivabilité de £~ sur J.
3. Déterminer (f~1)'(1).




