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Exercice 1 Corrige

1
(1) Montrer que la probabilité de I’événement A; est égale a T

Pour le premier candidat, il y a 20 sujets possibles au premier tirage et 19 sujets possibles au second tirage, ce qui fait
20 x 19 cas possibles. Parmi tous ces cas, il y a 20 cas favorables oul les deux sujets proviennent du méme examinateur.

On a donc 20 1
PA)= — = —.
20 x 19 19

(2) (a) Calculer directement la probabilité conditionnelle P4, (A2) que As soit réalisé sachant que A; Dest.
Puisque A; est supposé réalisé, il reste pour le second candidat, 18 sujets possibles pour son premier tirage et 17
pour son second tirage, ce qui lui fait en tout 18 x 17 cas possibles.
Comme le premier candidat a obtenu deux sujets du méme examinateur (on sait que Aj est réalisé), il ne reste

plus que 18 cas favorables & A5 donc

18 1
Py (Ag) = —=  — —_.
4 (A2) = (oo = 17

(b) Montrer que la probabilité que les deux candidats obtiennent chacun deux sujets provenant d’un méme exami-

t st égale & —.
nateur es egaea323

Il s’agit de calculer ici la probabilité de A; N As. Or, on dispose de la formule (des probabilités conditionnelles) :

P(A1 QAQ) = P(Al) X PAl(AQ)

qui fournit donc
P(ANAy) = 2 x Lo L
PR 9 T T 323°

(3) (a) Calculer la probabilité Pz—(Az).
Pour le calcul de cette probabilité, on suppose donc que A; n’est pas réalisé.
Il y a donc pour le second candidat, 18 x 17 cas possibles et parmi ces cas, il reste 16 cas favorables & Ay ou les
deux sujets proviennent du méme examinateur. On a donc

16
Pap (A2) = 1o 17

(b) En remarquant que Az = (A N A;)U(Az N Ay), calculer la probabilité P (Az) puis en déduire que P (A U Ay) =

323°
D’une part, Ao = (A2 N A1) U (AQ n A_l), et d’autre part, les événements As N A; et Ay N A, sont incompatibles

donc B
P(A3) = P(A2 N Ay) + P(A2 NAy)

et avec la formule des probabilités conditionnelles, on obtient

1 18 16 17 1

1 _
P(A2) = o3 + P(AN) P (A2) = 53+ 99 X 559 = 333 ~ 1o

Par suite,
2 1 33

P(AQUAl):P(Al)—FP(AQ)—P(AlﬂAQ):E—ﬁ:@

(4) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de candidats qui ont choisi chacun deux sujets provenant d’un méme
examinateur. La variable aléatoire X prend donc les valeurs 0, 1 ou 2.
(a) Déterminer la loi de la probabilité de la variable aléatoire X .

—_ _ 33 290

P(X = = P(A As) = P(A Ao) =1 — — = "~

( 0) (A1 NAy) (AL UAy) 323 — 323
—_ — 1 1 16 32
P(X=1)=P(A A P(A Ao) = — — — — _ 2=
( ) (A1 N Az) + P(A1 N Ag) 9 323—0—323 393

P(X =2)=P(A4iNAy) = oo

(b) Calculer I'espérance mathématique de la variable aléatoire X .

On trouve 34 9
EX)=0xP(X=0)4+1xPX=1)+2xP(X=2)= —

323~ 19
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Exercice 2

Soit n un entier supérieur ou égal a 3.
On dispose de deux urnes : une urne U; contenant quatre boules blanches et une boule noire, et une urne Us
contenant quatre boules noires et une boule blanche.

Partie I

Une épreuve consiste & lancer deux dés équilibrés & six faces, puis si la somme des faces obtenues est 3,7 ou
9, on tire une boule de 'urne Uy, sinon on tire une boule de I'urne Us. Une fois la couleur notée, la boule est
ensuite remise dans 1'urne.
On répéte n fois 'épreuve décrite ci-dessus : avant chaque tirage, le choix de I'urne dépend donc du résultat du
lancer des deux dés et la boule tirée au k° tirage est remise dans I'urne avant de procéder au k + 1° tirage.
On s'intéresse a la probabilité de tirer une boule blanche au n° tirage et exactement deux boules blanches au
cours des n — 1 tirages précédents. On note p,, cette probabilité.

On note, pour tout entier naturel k tel que 1 <k <n,

— By I'événement « le k° tirage apporte une boule blanche »

— Uy 'événement « au cours des k — 1 premiers tirages, deux boules blanches exactement ont été tirées. »

(1) Calculer la probabilité P(B,,).
Notons S379 I'événement : « la somme des faces obtenues est 3, 7 ou 9. »D’aprés la formule des probabilités

totales, -
P<Bn) = P(S379>P5379 (Bn> t P(5379)P%(Bn>
1 1 1 12 1
A 1 1 P = — T T - =—=—,
Une étude simple donne P(Ss79) T - ; + 1% 3 donc
1 4 2 1 2
P(By)=-%-t-x-=-
(Bu)=3x543%575

(2) Calculer ps et py.
On a pg = P(B; N By N Bs) et par indépendance des épreuves,

2\ 8
B=\5) T
Pour le calcul de py, on a py = P(Ny N By N B3N By) + P(B; N NyN B3N By) + P(By N By N N3N By)

et par indépendance des épreuves,
i 2\' 3_
PE22\E) 75 6
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(3) Calcul de p,

(a) Soit p un entier tel que p > 2 et ¢, le coefficient binémial ¢, = (’2’) Montrer que ¢, = cp—1 +p—1
et en déduire I'expression de ¢, en fonction de p.
D’aprés la formule de Pascal,

()03 (7)o

Cp:(p*1)+(p—2)+...+2+1:@.

donc

(b) Calculer la probabilite P(U,,).
L’expérience consiste a répéter n fois de maniére indépendante ’épreuve qui consiste a lancer les dés
puis tirer une boule de I'urne. Notons X la variable aléatoire qui compte le nombre de boules blanches
tirées au cours des n — 1 premiéres épreuves.

2
La variable aléatoire X suit une loi bindmiale de paramétres n et 5 On a donc

P(U,) =P(X =2) = (n; 1) (?)2 (z)”_?’ _2(n—1)(n—2)3""

5TL
(c¢) En déduire p,,.
On a p, = P(U, N B,) et puisque les événements U,, et B,, sont indépendants, on a

y 2(n —1)(n —2)3"3
5’77.

pn = P(U,) X P(B,,) = %

~4(n—1)(n—2)3"?
- 5n+1

Partie I1

Dans cette partie, on procéde a n tirages avec remise mais cette fois, le choix de I'urne se fait au hasard avant
chaque nouveau tirage. Les urnes U; et Us sont les mémes qu’a la partie précédente.
On s’intéresse a la probabilité g, qu’au cours des n tirages, une boule blanche n’a pas été tirée trois fois de
suite.

On note, pour tout entier naturel k& tel que 1 < k < n,

— By, I’événement « le k€ tirage apporte une boule blanche, »

— Ny I'événement « le k€ tirage apporte une boule noire, et »

— V,, Iévénement « au cours des n tirages, trois boules blanches a la suite n’ont pas été tirées. »

(1) Calculer q1,q2,q3 et g4
D’aprés la formule des probabilités totales, la probabilité de tirer une boule blanche au k¢ tirage est

4
X — =

1 1 1
P(By) = 3%5 7%

><1+
2 5

Clairement q; = g = 1, puis g3 = P(B1 N By N B3) =1 — P(B; N By N Bs) et puisque les épreuves sont
indépendantes :
3
1 7
g ]_ — —_ = —,
a3 (2> 3
Pour le calcul de g4, on a 1—qq4 = P(ByByB3N4)+ P(Ny B2 B3 By)+ P(B1B2B3By) = et par indépendance

des épreuves,
4 4 4
1 1 1
pu=1—|= N I -1— i — E
2 2 2 16 16

(2) Relation de récurrence pour le calcul de g,.
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(a) Etablir l'égalité V,, = [V, " N1] U [V, N By N No] U[V,, N By N By N N
Si V, est réalisé alors les trois premiéres boules ne sont pas blanches donc 'un des événements
N1, BN Ny ou By N By N Ny est réalisé ce qui donne

VnCNlU[BlﬂNQ]U[BlﬂBQQN3]

donc
Vo= (N U[BiNNoJU[B N By N Ng|) NV,

donc
Vo= Vo NN JU [V N BN Ny U [V, N By N By NNy,

(b) En déduire une relation de récurrence entre gy, ¢y-1, gn—2 €t Gy—3.
Les événements [V, N N3], [V,,N By N NyJ, [V, N By N By N N3| sont incompatibles. D’aprés la réponse
précédente, on a

o = P(V, N Ny) + P(V, N By N Ny) + P(V,, N\ B N By N N3)
et d’aprés la formule des probabilités conditionnelles,
tn = Py, (Va)P(N1) + Pp,n, (Vi) P(By N Ny) + P, gy, (Vi) P(Br N By N N3).
Puisque les épreuves sont indépendantes,

Py, (V) = u-1, P,on,(Va) = G2, PB,nBynn, (Va) = s

et
P(N1>:§7P(BlﬂN2):1,P<BlﬂB2ﬂN3):§,
donc
RN
In = an—l 4qn—2 8qn_3
(c) Vérifier cette relation pour n = 4.
LoL L L LT 24T 13
TIPS T T s s
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Exercice 3

Le web est constitué de milliards de pages et des liens qui les relient. On considére, dans cet exercice, un

minuscule réseau constitué de trois pages, notées A, B et C avec :

— deux liens sur la page A, I'un pointant vers la page B et 'autre vers la page C,

— deux liens sur la page B, 'un pointant vers la page A, I'autre vers la page C,

— et enfin quatre liens sur la page C', un pointant vers la page A, un pointant vers la page B et deux liens pointant sur
la page C.
Un promeneur impartial navigue sur ce réseau en cliquant sur les liens qui lui sont offerts.
Il est initialement (a linstant ¢ = 0) sur la page A. Il peut ensuite soit cliquer sur le lien pointant vers B, soit sur le lien
pointant vers C' pour se trouver, a U'instant d’aprés (instant ¢ = 1), soit sur la page B, soit sur la page C.
Il poursuit ensuite sa promenade de la maniére suivante : si & un instant ¢ = n, il se trouve sur une page A, B ou C, il clique
alors sur I'un des liens présents sur cette page, pour se retrouver a 'instant ¢ = n + 1, sur la page correspondante au lien
cliqué.
Pour tout entier naturel n, on définit les trois événements A,,, B,, C, :

— A, : «alinstant t = n, le promeneur se trouve sur la page A »

— B,, : «a linstant t = n, le promeneur se trouve sur la page B »

— C,, : «alinstant ¢t = n, le promeneur se trouve sur la page C »

G,
On note a.,, b,, ¢, les probabilités respectives des événements A,,, B,,, C, et on pose U, = | b,
Cn
On rappelle, au besoin, la formule des probabilités totales suivantes : si les événements F1, s, ..., E,, forment un systéme

complet d’événements alors

PF) =" Py (F)P(E)

ou F est un événement quelconque.

(1) Déterminer les valeurs de ag, by et ¢p.
On a ag = 1,byp = ¢cg = 0 d’aprés les conditions initiales.
(2) Pour tout entier n, déterminer, en justifiant, la valeur de a,, + b, + ¢, ?
A chaque instant, le promeneur est soit sur la page A, soit sur la page B, soit sur la page C. Pour tout entier naturel

n, les événements A,,, B, C,, forment donc un systéme complet d’événements ce qui entraine a,, + b,, + ¢, = 1.
1 1
(3) (a) Montrer : Vn € N, apy1 = ibn + 16
Soit n € N. D’aprés la formule des probabilités totales, puisque les événements A,,, B,,C, forment un systéme
complet d’événements,

P(AnJrl) = PA,L(AnJrl)P(An) + PBn (An+1)P(Bn) + PCn (An+1)P(Cn)-

1 1
Or Pa, (Ani1) =0, Pp, (Apy1) = B et Po, (Any1) = 1 donc

1 1
Ap+1 = §bn + ch.

(b) Déterminer toutes les probabilités conditionnelles figurant sur le schéma ci-dessous. On représentera les résul-
tats en reproduisant sur la copie et en complétant le schéma ci-dessous (indiquer les valeurs des probabilités
conditionnelles figurant sur le scéma)
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PAn (B'ﬂ+1) = %

Ps,(Ant1) =0 Pp,(Bn+1) =0

n

PBn (An+1) =1

B, (Crt1) = 3

PCn (CnJrl) = %

(c) Déterminer une relation entre b, 41, an, ¢, d’'une part, et entre ¢, 11, an, b, et ¢, d’autre part.
En écrivant la formule des probabilités totales pour B,, ;1 et C), 11 avec le systéme complet d’événements (A,,, By, Cy),
on obtient :

1 1 1 1 1
bn+1 = 50% + ch et Cpn+1 = §an + §bn + icn
(4) Donner pour tout entier n > 1, la valeur de ¢,, = P(C,,).
D’aprés la question (2), pour tout n € N, a,, +b,, + ¢, = 1 donc
1

1 1 1
Cp+1 = §an + ibn + icn = 5

Ainsi, pour tout entier n > 1, ¢, = 5
(5) Déterminer alors une matrice M telle que pour tout entier naturel n, U, 1 = MU,,. Exprimer alors U,, enfonction
de M, Uy et n.
Le systéme des relations

1 1
an4+1 = %bn + Zicn
bn+1 = ?an + —cn
Cn+1 = gan + gbn + §Cn
0

se traduit matriciellement en U,, 1 = MU, ou M est la matrice

NI= O Nl

SIS
D[ | s [ =

(6) (a) Calculer M? et M3 puis déterminer une relation entre M3, M? et M. On déterminera des réels a,b tels que
M?3 = aM? 4+ bM.

3 1 1 3 5 1

s 8 1 6 16 4

2_ 11 3 1 3_ |5 3 1

On trouve M* = | g ¢ s |etM°=|3% 5 1
1 1 1 1 1 1

2 2 32 2 2 3

On observe alors que M? = %MQ + %.M.
(b) Montrer que pour tout entier naturel n > 1, il existe des réels u,, et v, tels que M™ = U M? + v, M.
Pour tout n € N*, notons %, la propriété : « il existe des réels u,, et v, tels que M™ = u, M? + v, M »
— La relation est vraie pour n = 1 avec u; = 0 et v; = 1. La relation est vraie pour n = 2 avec us = 1 et vo = 0.
— Soit n € N* tel que &2, est vraie. Montrons que &7, est vraie.
De M"™ = u,M? +v,M, on a Mt = u, M3 + v, M? et avec M? = %M2 + %M, on obtient

1 1
Mn+1 = (§’U,n + ’Un)M2 + (§U7L)M

donc &, 41 est vraie avec uy,1 = %un + vp et vpq1 = %vn.

Ainsi, la propriété &, 41 est donc vraie dés que &, est vraie.

— D’aprés le principe de récurrence sur N, pour tout n € N*, il existe des réels u,, et v,, tels que M™ = u,, M?+v,, M.
(¢) Donner les relations entre w1, ty,, v, d’une part, et entre v, 41, u,, v, d’autre part.

D’aprés la question précédente, on a, pour tout entier n € N

1 1
Un4+1 = ZUn + Up, Un41 = 51)77.-

0
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(d) Montrer que la suite (u, + v,) est constante et en déduire une relation de récurrence entre w1 et .

D’aprés les relations précédentes, on remarque que Uyq1 + Un41 = Uy + Uy, pour tout entier n € N, ce qui signifie
que la suite (u, + v,) est constante.

On a donc : Vn € N, u, + v, = 1 et par suite

1 1 1
Vn € N, unH:iun—i—vn:iun—l—l—un:—iun—ﬁ—l.

2
(e) On pose wy, = u, — 3 Montrer que la suite (w,,) est géométrique, puis déterminer les expressions de u,, et v, en
fonction de n.
Pour tout entier naturel n,

2
Wp+1 = Un41 — 5
1 2
= guntlog
1 n 1
= —ZUn o
2 3

__1 2y __1
3 Up, 3 an
2 2

1
donc la suite (w,,) est géométrique de raison ) et de premier terme wy; = uy — 3=73 :

n—1 n—1
1 2/ 1
Vn € N*, Wy = W1 <—2> = —g (-2)
2 2/ 1\"' 2 1\"!
VneN, u,==—-[—-= =21 (==
meR 33(2) 3( <2> )

n—1 n—1
2 2 1 1 2 1

(6) En déduire les probabilités a,, et b,, pour tout entier n > 1.

et par suite

et

1
Pour tout n € N, U,, = M"Uy = M" | 0 | donc U, est égal a la premiére colonne de M™" :
0
3
2 0
Un = Up i + v 1
¥ 1
2 2

d’oll on tire

et
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