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Partie 1
1. (a) FUNCTION DUEL : INTEGER ;
BEGIN
IF random < 1/2
THEN DUEL:=1
ELSE DUEL:=0 ;
END ;
(b) FUNCTION TEST_VICTOIRE(a,b,c : INTEGER) : BOOLEAN ;
BEGIN
TEST_VICTOIRE := ((a=b)AND(b=c)) ;
END ;
() PROGRAM TOURNOI ;

VAR a,b,c,n : INTEGER ;
FUNCTION DUEL : INTEGER ;
BEGIN IF random < 1/2 THEN DUEL:=1 ELSE DUEL:=0 ; END;
FUNCTION TEST_VICTOIRE(a,b,c : INTEGER) : BOOLEAN ;
BEGIN TEST_VICTOIRE := ((a=b)AND(b=c)) ; END ;
BEGIN
RANDOMIZE;
a:= DUEL ;
b:= a+DUEL ;
c:= b+DUEL ;
n:=3;
WHILE TEST_VICTOIRE(a,b,c) <> TRUE
DO
BEGIN
a:=b ; b:=c ; c:=c+DUEL ; n := n+l1 ;
END ;
WRITELN(’Le nombre de duels nécessaires a été de : ’,n)
END.

2. Liste des gagnants possibles :

duel 10| 1
duel 20|12
duel 3/0(11213

E1 et E5 sont des événements certains. En effet, le premier "gagnant du tournoi” possible ne peut étre
désigné au minimum qu’a I'issue du duel 3. On a donc :

‘P(El):P(EQ):l‘

De plus, 'événement E3 a pour événement contraire 5 correspond au fait que le joueur 0 ou le joueur 1
gagne les trois premiers tournois. En notant Oy, "le joueur Ay gagne le duel k7 et I "le joueur A; gagne
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le duel k7, on a donc :

P(Ey)=1—-P(E;) =1-P(O,N0sN03) — P(I, NI, N I)

~ 1= P(0) oy (0)Porco (00 = PP () Pro(l) = 1-2 (3 ) =

Remarquons qu’on a :
1 1 1 1 3
§P(E2)+ZP(E1):§+Z:Z:P(Es)
Soit m > 3. Notons G,, I'événement "il n’y a pas encore eu de gagnant du tournoi a l'issue du duel
numéro n et le vainqueur du duel numéro n est le joueur A, (et marque donc au duel n sa premiere
victoire)”. Notons H,, 1'événement ”il n’y a pas encore eu de gagnant du tournoi a l'issue du duel numéro
n et le vainqueur du duel numéro n est le joueur A,_; (et marque donc au duel n sa seconde victoire)”.
Alors E,, = G,, UH, avec G, N H, =0. D'ou : P(E,) = P(G,) + P(H,).
De plus, G,, = E,_1 NT, ou T, : "le joueur A, gagne le duel n”.
Ainsi : P(G,) = P(E,_1)Pg,_,(T,) = $P(E,—1).
De méme, H, = E, o NU,_1 NU, ou Uy : "le joueur A,_; gagne le duel k”.
Ainsi : P(H,) = P(E,_2)Pg, ,(Uy—1)Pg, srv,_,(Un) = 1P(E,_2).
On a donc finalement :

P(E,) = 3P(Bas) + 1 P(Bis)

La suite (P(E,))n>1 est donc récurrente linéaire double, et a pour équation caractéristique 22 — 2o — 1 =

2 1
0 <= 42%? — 22z — 1 = 0. L’équation admet deux solutions réelles qui sont r; = 1=V ot ry = 1+T‘/5. 11

1
existe donc deux constantes A et p telles que :

‘Vn > 1, P(E,) = M+ pry

Puisque 2 < /5 < 3, on a |r;| < 1 et |ry| < 1, donc :

lim P(E,) =0

n—+00

Pour tout n > 1, si E, est réalisé (le gagnant du tournoi n’a pas encore été désigné a lissue du
duel numéro n), alors le gagnant n’avait pas été désigné a l'issue des duels précédents, E,_; est donc
nécessairement réalisé. Ainsi :

vn>1, E,CE,,

La suite d’événements (E,) étant décroissante, le Théoreme de la Limite Monotone affirme que :

+o0
P ((]2 En) = lim P(E,)=0

L’événement ”on ne désignera jamais de gagnant au tournoi” est ainsi négligeable. Son événement
contraire, "le tournoi désignera un vainqueur”, est alors presque-siir, de probabilité 1.
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Partie I1

1. Soit n > N et soit k € [1, N —1].

Si on suppose que I'événement A;n) est réalisé, le vainqueur du n-ieme duel a obtenu exactement k
victoires (k < N), donc c’est exactement le joueur A, .1 qui a gagné les k derniers duels, et qui n’est
pas gagnant du tournoi (puisque k < N). Le gagnant du tournoi a pu étre désigné au préalable avant
I'apparition de A,_r,1, ou n’a pas encore été désigné a 'issue du duel numéro n.

Le fait que le gagnant du tournoi n’ait pas été désigné a l'issue du n-ieme duel revient donc au fait que
le gagnant du tournoi n’ait pas été désigné avant les duels gagnés par A, .1, donc autrement dit a
l'issue du duel n — k. Ainsi, sachant A,(:“)7 E,, est réalisé si et seulement si E,,_j est réalisé.

Or, E,_i est indépendant de AEC") puisque ne dépendant que des résultats des n — k premiers duels, alors
que A;C") dépend uniquement de l'issue des k derniers duels. Ainsi :

PA(H)(En> = P(Enfk)
k

2. Notons plus généralement Aé") I’événement ”a l'issue du n-ieme duel, le vainqueur du n-ieme duel a

obtenu exactement k victoires” pour tout k € [1,n]. Ainsi, (AY”, Agn), o ,Aﬁf’)) est un systéme complet
d’événements. D’apres la formule des probabilités totales, on a :

P(E,) = i P(E, N A™)

k=1
N-1
= > P(4")P (En)
k=1
N-1

k=1

Or, pour k € [1,N — 1], 'événement A,(C”) est réalisé si et seulement si le joueur A,_j.1 remporte ses k
premiers duels. Il a une probabilité p de remporter le duel n— k+ 1, puis une probabilité g de remporter
les k — 1 suivants, donc P(Agcn)) = pg*~1 et ainsi :

N-1

P(E,) =Y pg" "' P(En)

3. Comme il est nécessaire d’avoir au moins N duels successifs pour que le gagnant du tournoi ait été
désigné, le gagnant peut étre désigné au plus tot a l'issue du N-ieme duel. Ainsi, Ey, Es, ..., F,_1 sont
des événements certains. On a :

P(Ey)=P(Ey)=---=P(Ex_1) =1
On en déduit d’apres la question précédente que :
N-1 N-1
P(Ex) =Y pd =) (¢ =g =[1-¢""

k=1 k=1

7 V4 s
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4. Soit n > N. D’apres la question 2, on a :

P(En) n+1 quk IP E,_ k qu P n+17k))

-1

Zw

M

k 1P n k qu P n— k:

k=1
N-1 N-1
= > 0d" " P(Buk) = Y pd" P(Eu i) + 0" P(Eyni1)
k=1 k=0
N-1
=pg" ' P(Eynia) + Y p(q"" = ¢")P(E, i) — pP(Ey)
k=1
N-1
= quilp(En—N+l) + Zp2qk71P(En—k) - pP(En)
k=1
N-1
=pg" ' P(En_ns1 +p< pd" ' P(E P(En)>
k=1

= ‘quilp(EanJrl) ‘

5. La fonction & — Q(x) est continue et dérivable sur [0,+oo[. De plus, on a : Vo > 0, Q'(x) =

-1

> pg"~tkak=1 > 0. La fonction @ est donc continue et strictement croissante sur [0, +ool, donc réalise

k=1

une bijection de [0, +-o00[ vers [Q(0), lilll Q(z)[= [-1, +o0[. Puisque 0 € [—1, +o0[, équation Q(z) =0
T—r+00

admet donc bien une et une seule solution dans [0, +oc0l.

N 1

q

N-1
Remarquons que Q(1) = Y pg*' =1 =p=——1=—¢"! < 0= Q(ry), donc par stricte croissance

de @ sur ]0, +o0[, on a nécessairement ry > 1.
De plus, puisqu’on a établi que Vz > 1, Q’'(x) > 0, en particulier, Q'(ry) > 0.

1-N
6.  Puisque P(E;) =1 et que ry > 1, on a bien ry ' > 1, donc : P(E;) < (—) .

N

e Soit n > 1. Supposons qu’on ait montré que Vk € [1,n — 1], P(Ex) < (i) . Alors, d’apres la
question 2,

N

_ (I)M szqN - <1>”_N (@Qrx) + 1)

N-1 N-1 1 n—k—N
E.) =Y pd" ' P(E,y) <Y pg*! ()
k=1 =1

)

n—N
< 1. La série de terme général (%) est donc convergente (série géométrique).

N N

e Par récurrence forte, la propriété est bien vérifiée pour tout entier n > 1.

7. ry > 1, donc i

Par critere de comparaisons pour les séries a termes positifs, la série de terme général P(E,,) converge
également.

@)
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De plus, pour tout K > N, on a :

> (P(E,) = P(Bow) =pg™ ™Y P(Enya)

autrement dit (somme télescopique),

K—N+1
P(Ex) = P(En-k1) =pg" ™" Y P(E,)
n=1
D’ou :
K—N+1 1
Y. P(E.) = —= (P(Ex) — P(Ex_n11))
el rq
Enfin, puisque la série de terme général P(FE,) converge, on a nécessairement Klim P(Ex_n+1) =0,
—+00
d’ou :
K—N+1 1 1— N1
Kl—lffoo nz:; P(En) = pgN-1 P(Ey) = pgN-1
Ainsi :

- qu71

too N-1
1—

E P(E,) = T

n=1

8. (a) Soit n > 2. L’événement (E,_; N E,) est réalisé si et seulement si le vainqueur du tournoi n’a
pas encore été désigné a lissue du (n — 1)-ieme duel, mais P'est a lissue du n-itme duel. Cet
événement est donc réalisé si et seulement si le vainqueur est proclamé lors du duel numéro n, i.e.
si et seulement si [X = n] est réalisé. On a donc :

En QETL = [X = n]
(b) Pour tout K > 1, 0on a :

> kP(X =k) =Y kP(X =k) (car [X =1] =)

k=0

K
= Z kP(E_, N Ey)

k=2

= Z k (P(Ek_l) — P(Ek)) (car En C En_1)

e

= ékP(Ekl) - ékP(Ek)

= I;j(k + 1D)P(Er) — ikP(Ek)

—2P(Ey) + K_l(k +1— k)P(Ey) — KP(Ex)
h=2

ey P(Ey) — KP(Ex)

, , , , @)
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Or,VK > 1, 0 < KP(Eg) < % P 0 (croissances comparées), on en déduit donc que :
"N —r+00

K +oo
Jm ; EP(X =k)=1+ ; P(Ey)

La série de terme général kP(X = k) converge donc (absolument), X admet bien une espérance
et :

1— qul

+o00
E(X)=14> P(E)=|1+ I
k=1

Partie 111

1. Soit z un complexe tel que Q(z) = 0. On a alors :
R(z) = (g2 - 1)Q(z) = 0
De plus, en dérivant la relation (¢X —1)Q(X) = R(X), on obtient que R'(X) = ¢Q(X)+(¢X —-1)Q'(X),
d’ou :
R(z) = qQ(z) + (¢ = )Q'(2) = 0
Or, on sait que R(X) =1— X + pg" ' X" donc R'(X) = —1+ Npg" 1 XN-1,

N1 N=1 — 1 d'ou V-1 = NpqlN_l. Enfin, R(z) = 0, donc :

Puisque R'(z) = 0, on a nécessairement Npq

1 1
1—z+qu_lzN—O:>z—1+qu_1zN_lz—1+Nz:>z<1—N> =1l=z= € [0, +o0]

N -1

Or, @ admet une unique racine réelle positive qui est Ry, et qui ne vérifie pas Q'(Ry) = 0.
Cela contredit la définition de z. Ainsi, @ ne peut pas admettre de racine multiple (complexe ou réelle).

2. (a) e Soient S et T deux polynomes de Cy_5[X] et soit A € C. Alors :

s (352 (2)._osen (1)

108, PO

Donc f est bien une application linéaire.
e Soit S € Ker(f). On a alors f(S) =0, i.e. Vk € [1,N — 1], S( ) = 0. Ainsi, le polynéme S

1
2k

est de degré au plus N — 2, et admet au moins N — 1 racines complexes distinctes. Il est donc
nul. On a donc Ker(S) = {0}. L’application S est donc injective, et puisque dim(Cy_»[X]) =
dim(CV~1) = N — 1, I'application S est méme bijective : ¢’est un isomorphisme.

(b) La matrice de A dans les bases canoniques est :

1 1 1
1 Z1 Z% ziv72
1 L 1 1
P 22 N2
-1 £ % =
A 23 22 22
1 1 21 1
N—2
ZN -1 N1 ZN_1
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et sa transposée est alors donnée par :

1 1 1 1
111 1

21 z2 23 ZN-1
‘ 1 1 1 1
_ 2 2 2 2

A= 21 22 23 ZN-1
1 1 1 1

N—2 N—2 N—2 N—2

Z %2 23 ZN_1

(c) Puisque f est un isomorphisme, la matrice A est inversible. La matrice *A qui est de rang égal au
rang de A, est également inversible. Pour toute matrice colonne Y € My_; 1(C), il existe donc une

P(EY)
unique matrice X € My_11(C) telle que *AX =Y. En particulier, pour ¥ = : Sl
P(En_1)
Qg
existe un et un seul X = : € My_11(C) vérifiant ‘AX =Y, i.e. solution du systeme
ON-1

(S) proposé.

3. Pour tout n > N, on a :

k=1 k=1 j=1
N-1 1 n—1 N-1
k—1_k
=Y a|— z
o (1) (zpm ])
j=1 : k=1
N-1 1 n—1
Yo (1) @+
T Zj
Jj=1
N-1 ( 1 )n—l
= a; | —
i=1 %
frg un

Les suites (up)n>1 et (P(E,))n>1 coincident sur [[1, N — 1] d’apres 2(c), et vérifient la méme relation de
récurrence, donc sont égales. On a donc bien :

¥n > 1, P(E,) =u,|

EPREUVE ECRITE / EPREUVE SPECIFIQN:

Mathématiques

(iJP ON SCIENTIFIQUE /

ECRICOME

VISER PLUS HAUT




