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Ce probléme est composé de deux parties totalement indépendantes.
On se propose de modéliser la participation d'une équipe & deux épreuves du jeu « Fort Boyard ».
Dans tout le probléme, N désigne un entier naturel non nul.

Partie A.
Dans la premiére épreuve du jeu, une candidate est dans une salle ou sont disposées N + 1 jarres
opaques numérotées de 0 a N. Pour k € [0; N1, la jarre numéro k contient k clés et N — k scorpions.

L'équipe effectue N lancers indépendants d'une piéce donnant « pile » avec la probabilité p € [0;1]. L8
candidate pioche alors au hasard un objet dans la jarre dont le numéro correspond au nombre de « piles »

obtenus.

On note X la variable aléatoire correspondant au nombre de « piles » obtenus lors de ces N lancers et Y
la variable aléatoire qui vaut 1 si la cancidate pioche une clé, 0 sinon.

A1a. Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
A1b. A l'aide de la formule de Koenig — Huygens, en déduire la valeur de E(X?).

A2a. A l'aide de 'énoncé, déterminer, en fonction de k € [0; N] et de N, le nombre Px=x)(Y = 1).
A2b. En utilisant le systéme complet ([X = k])kefo;v1> €N déduire P(Y = 1) en fonction de E(X) etde N.
A2c. Donner la loi de Y et son espérance.

A3. On admet que I'espérance de Ia variable aléatoire XY est donnée par
N
E(XY) =ZkP(X=k av=1).
k=1

A3a. En déduire que E(XY) = %{z—) "

A3b. En déduire la quantité E(XY) — E(X)E(Y) en fonction du paramétre p.

Partie B.
Dans la seconde épreuve, trois gobelets opaques sont disposés sur un tonneau servant de table de jeu.
Deux petites clés sont cachées sous deux des gobelets. Le candidat effectue une série de N essais. A
chaque essai, il choisit 'un des trois gobelets au hasard. Si le gobelet est vide, on mélange & nouveau les
gobelets. Si le gobelet choisi dissimule une clé, le candidat remporte la clé : celle-ci est enlevée de la

table de jeu et on mélange a nouveau les trois gobelets.
Pour tout n € [1; N], on note Y, la variable aléatoire égale au nombre de clés encore présentes sur la

table de jeu a l'issu du niéme tirage (on convient que Yo = 2).
Pour tout k € [1; N, on note C, I'événement « Lors de l'essai k le gobelet choisi dissimule une clé ».

B1. Donner la loi de probabilité de ;.
B2. Quelles sont les valeurs possibles de ¥, pourn =27

B3. Calculer P(Y, = 2) pour toutn € [1; N].

B4. Pour tout entier n € [1; N], on posé un = By, =1j.
B4a. Rappeler la valeur de u, et montrer que u; = ; :

B4b. A 'aide du systéme complet d'événemen

un+1:§un+§lﬁ' @\

G)n - 33,1 . Cette relation reste-t-elle valable pourn = 1?

ts lié a la variable Y, montrer que vn € [2;N —1],
2 2

Ba4c. En déduire que Vn € [2;N], u, = 2
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Partie A.
Dans la premiére épreuve du jeu, une candidate est dans une salle ou sont disposées N jarre
opaques numerotées de 0 AN Pour k € 10: N1 la jarre numéro k contient & clés et A BTG
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L équipe effectue N lancers indépendants d une piéce donnant « pile » avec 1a pf ,
candidate pioche alors au hasard un objet dans la jarre dont le numéro correspond au nombre de
obtenus

()H note X (a variable aleatoire (Jffﬁ‘,prjﬁddr1 au nombpre de « piles » obtenus lors ge ces V ian cers et b
la vanable aléatoire qui vaut 1 si la cancidate pioche une clé. 0 sinor

Ala. Déterminer la lol de X, son espérance et sa variance X correspond au nombre de succes (piles) lors
dg Ia‘ répétition de N épreuves identiques et indépendantes de probabilités p : on sait alors que
X~&(N,p) - ainsi E(X) = NpetV(X) = Np(1 - p).

A1b. A l'aide de la formule de Koenig - Huygens, en déduire la valeur de £(X?). Or
- . ' )
V(X) = E(X?) - (E(X))" donc E(X?) = Np(1 - p) + (Np)* = Np(Np + 1 - p).

A2a. A l'aide de I'énoncé. déterminer. en fonction de k € [0;N] et de N, le nombre P, =1)

[X = k] signifie que I'on va piocher dans la jarre numeéro k, qui contient k clés et N — k bebetes la
probabilité de piocher une clé est donc

k
Pix= (Y =1) = .

A2b. En utilisant le systéme complet ([X = k|)xeo.v;. €N déduire P(Y = 1) en fonction de E(X) etde N
Appliquons la formule des probabilités totales au systéme complet ([X = k])gefo;ny. il Vient :
N

N
P(X = k)k
PO =1)=Y PX=kNY=1=) P(X =Pyt =1 =z..£_N_L
- = k=0
Et on reconnait I'espérance de E(X) au numérateur. Ainsi,
PlV= )= =
=1)= s

A2c. Donner la loi de ¥ et son espérance : Y prend pour valeurs 0 ou 1, elle suit donc une loi de Bernoulli

de parametre P(Y = 1) = E(X) . Son espérance estdonc E(Y) = E(NX)

A3. On admet que I'espérance de la v.a. XY estdonnée par E(XY) = Xp_ kP(X =k nY =1).

A3a. En déduire que £( xr) 8..0]
kP(X = k
E(XY) = Z KPX=knY=1)= Z KP(X = k)Piyog(Y = 1) = Z %
k=1 = k=1
1% 1% E(XZ)
E(XY) :ﬁkZ 2p(X = k) = Nkz 2p(X = k) =

A3b. En déduire la quantité E(XY) — E(X)E(Y) en fonction du parametre p. A I'aide du A2¢ on obtient :

2 T 2
EX*) E(X) X E(;) _E(?) N(E(X)) ” Vi.,X)

e

E(XY)-EMX)E(Y) =
OrV(X) = Np(1 - p) donc

E(XY) - E(X)E(Y) = p(1 -p)




Partie B.

Dans la seconde epreuve, trois gobelets opa jues sont disposes sur un lonneau seryant de table de @
Deux petites clés sont cachées sous deux des gobelets Le candidat effectue une série de A e e ‘;_
Chaque essai. il choisit F'un des trois gobelets au hasard Sile jobelet est vide, on me afige 3 noguveayu les
%;L_»[ﬁ‘?:&""—w S e :'jn':‘lt'rr"i(—‘[ ChOIsI '1"*\‘%”?",.[»\ une cle le ,‘!'751"‘1.‘” remporte la clé ¢ elle-c| asl "J"E‘?J‘f‘:i de |a
lable de jau et on melange a nouveau les troje gobelets
p"i r 'W"f n i 1: N N note ) | .| o &

our tou » vl ote 1, 1a vanable aleatoire égale au nombre de clés encore présentes sur la
table de jeu a I'issu du n iirage (on convient que t,, = 2)

i -~ tk & 114 ! A s /Y| 2l - I'a |
p.ﬂ..( tout A | n note revenement « Lors de | essal k le gobelet chois dissimule une clé

B1. Donner la loi de probabilité de ¥, v, designe le nombre de clés restantes a | issu de 1 essal Y, vaut
donc 2 (gobelet vide) ou 1 (gobelet avec clé). On a

3 ~ ] 2
anz):mcnzq ;HH=1):HQ)=;

B2. Quelles sont les valeurs possibles de Py pourn > 2 ?7v,(Q) = {0,1,2} = [0; 2] (on pioche toutes les
clés (n > 2), on en pioche 1 seule, on en pioche aucune).

B3. Calculer f’4'¥ i jl ;.?OLJI' toutn e E V] L'ﬂ/énement V. =12] correspond a n essais qui ont aboutit
sur le gobelet vide. Ainsi, (v, =2) =C;n ..n C, : la formule des probabilités composées donne alors

, i - 14"
P(Yn =2) = P(Cl) b SRR Pc_lﬂﬂm(cn) = (g)

B4. Pour tout entier n € [1; N], on pose u, = P(¥, = 1)
B4a. Rappeler la valeur de u; et montrer que u, = Onauy, = g [Y; = 1] signifie qu'une clé reste a

lissu des 2 essais, donc on est tombé une fois sur le gobelet vide (au premier ou second essai).
P(\;=1)=P(C,NnC,) + P(C,NG) = P(C)P, (C;) + P(C—1)PEI(C2)

Ainsi,
22 12 6 2
UW=PY,=1)==4——=—=_
2 =P =1) 53 33 513

B4b. A I'aide du systéme complet d'événements li¢ a la variable ¥, montrer que vn € [2; N — 1],

TS — Zu, + — Pourn € [2;N — 1], ([, = 0], [Y, = 1],[V;, = 2]) forme un systéme complet

d’év‘énegméntsode‘ probabilité non nulle. La formule des probabilités totales donne alors : #
Up+1 = P(Yn = O)P[Yn=0](yn+1 = 1) En P(Yn = 1)P[Y'].1=1](Y11+1 = 1) Ak P(Yn = 2)P[Yn=2](Yn+1 = 1)

o [Y, = 0] signifie qu'au bout de n essais, 0 clés sont sur la table donc Py —q)(Yp41 =1) =0
. [Yn = 1] signifie qu'au bout de n essais, 1 clé reste sur la table donc deux gobelets vides :
n

Py, =1)(Yns1 = 1) = % (il y a deux gobelets vides sur la table)

[

2

o [, = 2] signifie qu'au bout de n essais, 2 clés restent : Py,=2i(Yps1 =1 = :

Ainsi, 3 5o 5
un+1:O+P(Yn=1)X§+P(Yn=2)x—3-=§un+ﬁ
B3

2:N A L .- ' -t- el
B4c. En déduire que vn € [2;N], u, = z(;) o 2 Cette relation reste-t-elle valable pour n

e Une récurrence sans difficultés

AR 22 =q
o 2 (-) — 51 =3 = t donc la formule est valable pour n 3




