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Exercice 02

Soit u: R,|X] - ®,[X] l'application définie par u(P) = P + (1 - X)F"
1. Vérifier que u est un endomorphisme de R, [X|
2. Déterminer une base de son noyau et de son image

3a. Déterminer la matrice de u dans la base canonique de R, (X|
3b. Retrouver alors les résultats du 2.

4a. Soit € R, [X]. A quelle(s) condition(s) sur 0 existe-t-il un polyndme P € R,[X] tel que u(P) = Q 7
4b. Soit (P, Q) € (Ry[X])?. A quelle(s) condition(s) sur Q les polynémes P et ¢ ont la méme image par u 7

Exercice 03

Soit f I'application linéaire de R? dans R? qui 4 un vecteur u = (x,y,2) associe le vecteur

flu)=(-x-2z,x+2zx+y+2).
1. Déterminer la matrice A de f dans la base canonique.
2. Déterminer une base de Ker(f) puis une base de Im(f).
3. Prouver que f est un projecteur et en déterminer les éléments caractéristiques.

4. Prouver que Ker(f) @ Im(f) = R>.

5. Soit g le projecteur associé a f. Déterminer les coordonnées du vecteur g(u) ol u = (x,y,2).
—

Exercice 02

Soit u: R,[X] = R,[X] I'application définie par u(P) = P + (1 = X)P’

1. Vérifier que 1 est un endomorphisme de R, |X|
o P estdedegréauplus2 X P’ aussi : par somme u(P) est de degré au plus 2 donc u : R,[X] =
R,[X].
. V«zériﬁons queue€ L(R,[X]) : soit P et Q deux éléments de R,[X], A€ R.
u(P+1Q)=P+1Q+(1-X)(P+ Q)
=P+20+ 1 -X)P +2(1-X)Q'
=P+(1-X)P'+Q+(1-X)Q
=u(P) + Au(Q)

2. Déterminer une base de son noyau et de son image.
e Soit P =aX? +bX +c € Ker(u):
u(P):OcaaX2+bX+c+(1-X)(2r1X+b)=0
sz(a—Za)+X(b+2a—b)+(c+b)=0 N
o270 @p=bx-1) A

Ainsi Ker(u) = vect(X = 1). g
« D'aprés le théoréme du rang, dim(lm (u)) — 2 - cherchons donc 2 vecteurs libres de Im (g).
u(1) = 1, u(x?) = -Xx* +2X conviennent (degrés échelonnés). Ainsi, /m(u) = vect(1,—X° +2X)..

& R B 1
3a. Déterminer la matrice de 1 dans la base canonigue de R,|X].Ona A= (0 0.2 )en écrivant en
0 ¢ -1

e colonnes les vecteurs (1) u(X) et u(X?) dans la base (1..X. X?).



3b. Retrouver alors les résultats du 2 En travaillant sur les vecteurs colonnes de la matrice on vérifie
que
o Im(u) = vect(1,~X? + 2X) pusque Im(u) = vect(u(1), u(X), u(X")) &t que uil) et u(X) sont ks
* u est donc de rang 2, donc de noyau de dimension 1 el comme « colonne 2 - colonne 1 = 0 » on
en déduit que X - 1 es! dans le noyau

4a. Sol 0 € B,IX]| A quellels) condiion{s) sur (J axiste-i i Ame I V] 1ol sue
Par définition, () admet un antécédent s:() ¢ .'m(u} ! Doncs:l,: € wml ~X* 4 2X)

Ainsi il existe un polyndme P € R, [X] telque u(P) = Qlorsque § = a + b{ - ¥ + LX) a b reels

4b. Soll (P . O)e (R.1X A quelleis) condition{s) sur () les polyndmes at v méme TMans Car
Par lindarté deuonau(Q) =ulP) s u(Q-P)=0=20Q - PE Ker(u) = pect(1 - X;

Donc P et ) ont la méme imageparusi Q=P +all - X). ae R

Exercice 03

Soit f lapphcation inéaire de ™" dans B’ qui a un vecteur u = (x, v, z) assocCie e vecteur

(u) = (- - 7 27 - + 7
lu) = X €, X v LE, A \ £

1. Determiner la matrice A de f dans la base canonique. A = ( 1 - R )
' i

2. Déterminer une base de Ker( f) puis une base de Im(f)

x=-2z x=-2z ; .
= =z(—- - = vec -2 )
o f(u) Om{X+y+z=0ﬁ{ yisk & e u=12(-211):Ker(f) = vect((-2,1.1))

» Le théoréme du rang assure que f est de rang 2 ; comme les vecteurs f(e,) et f(e;) sont sont
dans Im(f) et ne sont pas colinéaires (cf matrice), on a
Im(f) = vect((-1,1,1),(0,0,1) ).

3. Prouver que / est un projecteur et en déterminer les éléments caractenstiques A% = ... = Adonc f est
un projecteur. C'est le projecteur sur Im(f) = vect((=1,1,1),(0,0,1) ) paraliélement a Ker(f) =
vect((=2,1,1)).

4. Prouver que Ker(f) @ Im(f) = R* C'est un résultat du cours puisque f est un projecteur ! Retrouvons
le:

La démonstration qui suit est celle de la propriété du cours, elle pourrait y étre intégrée (elle
est indépendante de cet exercice) :

o Soitu € Ker(f) nIm(f) :u € Im(f)doncIv € E | u = f(v).
Alors, comme u € Ker(f) ona f(u) Oetdonc f(v) =0.
Mais comme f est un projecteur, /() = /( (1) et par conséquent f(v) =u = 0.

On a donc bien Ker(f) n Im(f) = {0}.

« Prouvons que Ker(f) @ Im(f) = R? N
Pourtoutu e R®:u=u—-f(u)+ [_Lu) : évidemment, w € Im(f).

Vérifions que v € Ker(f) : t}”(v) = fEUu) - f2(u) = f(w)-f(uw) =0.

On a donc bien décomposé tout élément de E en somme de deux éléments de Ker(f) et de Im(f).

5. Soit g le projecteur associé a /. Déterminer les coordonnées du vecteur g(u) oU u = (v, v, z)
f et g étant deux projecteurs associés, ona f + g = id donc g = id — f. Autrement dit,
g((x.y. Z)) =(xy2)-(-x-2z,x+2z,x+ y+2)
9((x,y.2)) =(2x +2z,-x + y = 2z,~x - y)

- Sl | I
Remarque : on pourrait aussi passer par la matrice de g, donnée par B = 1 — 4 = (-1 1 —2). ce qui
correspond a |'égalité précédente. g




