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Exercice 2 —
Partie A : trois exemples —

1. Soit 'application f : R3 — R? l’application définie par :

V(z,y,2) eR® . flz,y,2) = (& +y, 2 +y,22).
(a) Vérifier que f est un endomorphisme de R3.
(

)
b)
)
)

Déterminer un réel A tel que f2 = \f.

Déterminer une base de Ker(f) et une base de Im(f).

(c

(d) Montrer que
Ker(f — 2Idgs) = Im(f) et Im(f — 2Idrs) = Ker(f).
2. Soit 'application f : M, (R) = M, (R) définie par :

VM e M,(R), f(M)=2M+"'M.

(a) Ecrire une fonction SCILAB function a = f(m) dont le parameétre d’entrée est une matrice M
et qui renvoie en sortie la valeur de f(M).

(b) Vérifier que f est un endomorphisme de M, (R).

(c) Montrer que f? peut s’écrire comme une combinaison linéaire de f et Id vy, (r).-

(d) Montrer par ailleurs que

Ker (f — Idm, ) = An(R) et Ker (f — 3ldu, &) = Su(R),
ot A,(R) et S, (R) désignent respectivement ’ensemble des matrices antisymétriques et l'en-

semble des matrices symétriques de M, (R).

3. Dans cette question, on note E le R espace vectoriel des suites réelles. On définit I'application
f:E — E par:
Vu = (up)n>0, fu)= (nuo+ 2uy)n>o-

(a) Vérifier que f est un endomorphisme de F.
(b) Montrer que f? peut s’écrire comme une combinaison linéaire de f et Idg.

(¢) Montrer que

Ker(f —2Idg) ={u€ E|ug=0} et Im(f—2Idg)= Vect((n)n>0)-
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Partie B : le cas général — Soient E un R-espace vectoriel de E et f un endomorphisme de E. On
suppose qu’il existe deux réels a et 3 tels que

f2=af + Bldg.

1. On suppose dans cette premiére question que « # 0. Soit g € L(E).
Montrer que g commute avec f si et seulement si g commute avec f 2,

2. On suppose dans cette deuxiéme question que o # 0 et 5 = 0.
(a) Montrer que : ¥Yn € N*, f* ="~ 1f.
(b) Montrer que
Im(f) =Ker(f —aldg) et Im(f—aldg)= Ker(f).
(¢) En déduire que si f est injectif alors f = aldg.
3. On suppose dans cette troisiéme question que 5 # 0.

(a) Montrer que f est bijectif et déterminer f~1.
(b) Montrer que, pour tout n € N, il existe (z,,,y,) € R? tel que

fn = xnf + andE
et que la suite (z,,)n>0 est récurrente linéaire d’ordre 2.
4. On suppose dans cette quatriéme question que 8 # 0 et o 4+ 48 > 0.

(a) Justifier que 1’équation 2% — ax — B8 = 0 admet deux solutions réelles distinctes.
On les note r et s.

(b) Vérifier que r +s =a et rs = —p.

(c¢) Calculer (f —rldg) o (f —sldg) et (f —rIdg) — (f — sldg) ; en déduire que

Ker(f —rldg) = Im(f — sldg).
(d) Justifier rapidement Ker(f — sldg) = Im(f — rIdg).

(e) Déterminer enfin pour tout n € N, en utilisant la question 3.(b), une expression de f™ en
fonction de n.
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Corrigé

Exercice 2 —
Partie A : trois exemples —
1. Soit 'application f : R3 — R? l’application définie par :
Y(z,y,2) €ER® | flz,y,2) = (x+y,x+y,22).
(a) Pour tout (\,z,y,z,2',y,2") € R7,
fA@,y,2) + (2,9, 2"))

FOx+2" dy+y', Az +2))
Az +2' +dy+ 9y e+ 2 + dy+ vy, 202+ 2'))
Az + Ay, Az + Ay, 202) + (o' + o/, 2’ + 4/, 22)
M(z,y,2) + fa'y,2").
Donc f est linéaire. Et f : R? — R3. Donc f est un endomorphisme de R3.
(b) Pour tout (z,y,z) € R3,
ey, 2) = f(f(x,y,2)

= flz+yz+y 22)

= (@+y+z+y,z+y+az+y,2(22))

= (2z + 2y, 2z + 2y,4z)

= 2f(x,y,2).
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Donc f2 = 2f.
(c) Soit (z,y,2) € R3. Alors
z+y = 0 . =
(z,y,2) €EKer(f) < ( z4+y = 0 { p B Oy
2z =0 B

2. (a)

(b)

Ainsi
Ker(f) = Vect((—1,1,0)).

Ainsi la famille ((—1, 1,0)) est génératrice de Ker(f). Comme elle ne contient qu’un seul vecteur,
et qu'il est non-nul, cette famille est une base de Ker(f).

Comme ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) est une base de R3, alors

Im(f) = Vect(f(1,0,0), f(0,1,0), f(0,0,1))
= Veet((1,1,0),(1,1,0),(0,0,2))

= Vect((1,1,0),(0,0,2))

= Vect((1,1,0),(0,0,1))

b

) )

Ainsi la famille ((1,1,0),(0,0,1)) est génératrice de Im(f). Comme elle ne contient que deux
vecteurs, et que ceux-ci ne sont pas colinéaires, cette famille est une base de Ker(f).

Pour tout (z,y,z) € R3,

(f - ZIdR3)($,y,Z) = f(xayvz) - 2(.1’7y72) = (*I‘i’y,I - yao) .

Calculons Ker(f — 2Idgs). Soit (x,y,z) € R3. Alors

=Y
€ R

(x,y,2) € Ker(f — 2Idgs) <— { Tty 0

0 { T
<
T —y z
Ainsi
Ker(f — 2Idgs) = Vect((1,1,0),(0,0,1)) = Im(f).

Comme ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est une base de R3, alors

Im(f —2Idgs) = Vect((f — 2Idgrs)(1,0,0), (f — 2Idgs)(0,1,0), (f — 2Idgs)(0,0, 1))
Vect((-1,1,0),(1,-1,0),(0,0,0))
Vect((—1,1,0))

= Ker(f).

function a = f(m)
a = 2*xm+m’
endfunction

Soit (A, M, M’) € R x M, (R) x M,,(R). Alors

fFOM+M) = 200M + M)+ {AM + M")
= 2\M +2M' + XM + M’
= A(M)+ f(M).

Donc f est linéaire. Et f : M, (R) — M, (R). Ainsi f est un endomorphisme de M,,(R).
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(¢) Pour tout M € M, (R),

M) = f(f(M))

= 2f(M)+ "(f(M))
= 2f(M)+ {2M + 'M)
= 2f(M)+2'M + M
= 2f(M)+2(f(M)—-2M)+ M
— 4f(M)—3M.
Ainsi f? = 4f — 3Id p,, (r)-
(d) Soit M € M, (R).
Alors
M eXKer (f —Idm,®) < f(M)—M=0
= M+'M=0
= M=-M
= Mec A,(R).
Donc Ker (f — Id,/\/[n(]R)) = A, (R).
De méme
M e Ker (f —3ldy, ) <= f(M)—3M =0
— -—-M+M=0
— '‘M=M
— MeS,(R).

Donc Ker (f — 3Idu,, r)) = Sn(R).

3. Dans cette question, on note F le R espace vectoriel des suites réelles. On définit 'application
f:E — FE par :
Yu = (Un)n>0, [flu) = (nug~+ 2un)n>o0-

(a) Soit (A\,u,v) ER x E x E. Alors

fOu+v) = (n(Aug +vo) + 2(Auy + vn))n>0
(Anug + nvg + 2 Uy, + 20, )n>0
Anug + 2up)n>0 + (NVg + 205 )n>0
Af(u) + f(v).

Donc f est linéaire et f : E — E. Donc f est un endomorphisme de E.

(b) Soit u € E. Posons v = f(u). Alors vg = 0 - up + 2ug = 2ug et donc

fPw) = f(v)
= (nvo + 20n)n>0

(

= (2’)’LUO + 2vn)n20
(
(

20y, — 4dup + 20 )n>0

4vy, — 4un)n20
4f(u) — 4u.




ELBILIASY

prépas £CS 1 Problemes Corrigés My TIsmail Mamouni|
[http ://elbiliasup.ma} 2018-2019 {http ://myismail.net}

(¢) Pour tout u € E,
(f = 2Idp)(u) = f(u) = 2u = (nuo)n>o -
Soit u € Ker(f — 2Idg). Alors (f — 2Idg)(u) est la suite nulle.
Autrement dit : Vn € N, nug = 0. En particulier pour n =1, ug = 0.
Donc Ker(f — 2Idg) C {u € E | ug = 0}.
Réciproquement soit u € E une suite telle que ug = 0.
Alors : Vn € N, nug = 0 et donc (f — 2Idg)(u) est la suite nulle.
Ainsi on a montré que {u € E | up = 0} C Ker(f — 2Idg).
Bilan : Ker(f — 2Idg) = {u € E | up = 0}.
Soit uw € Im(f — 2Idg).
Alors il existe v € E une suite telle que u = (f — 2Idg)(v) = (nvg)n>0 = Vo(N)n>0-
Ainsi u € Vect((n),>0). On a donc montré que : Im(f — 2Idg) C Vect((n),>0)-
Soit u € Vect((n)n>0). Alors il existe a € R tel que u = a(n),>0 = (an),>o.
Soit v une suite telle que vy = a. Alors u = (von),>0 = (f — 2Idg)(v).
Donc u € Im(f — 2Idg). On a donc montré que : Vect((n),>0) C Im(f — 2Idg).
Bilan : Im(f — 2Idg) = Vect((n)n>0)-

Partie B : le cas général —

1. On suppose que g commute avec f. Alors
gofi=(goflof=(fog)of=folgof)=fo(fog)=f?oy.

Donc g commute avec f2.
On suppose réciproquement que g commute avec f2. Ainsi go f2 = f2o f i.e.

go(af +BIdg) = (BIldg +af)og ie. agof+fg=afog+ fg.

On en déduit que ago f =afog.
Comme « est non-nul, on peut multiplier ’égalité précédente par é pour obtenir go f = fog.
Donc g commute avec f.
On a ainsi bien démontré I’équivalence demandée.
2. (a) D’aprés hypothése faite & cette question f? = af.
Pour tout n € N*, posons A(n) : « f* =a" 1f ».
Initialisation : Comme f =1 f = af, la propriété A(1) est vraie.
Hérédité : Soit n € N*. Supposons que A(n) est vraie. Alors

fn+1 _ fnof — an—lfof — an—1f2 — an—laf :anf.

Donc la propriété A(n + 1) est vraie.
Bilan : la propriété A(n) est vraie pour tout n € N*.
(b) Soit x € Im(f). Alors il existe y € E tel que x = f(y). On a donc

(f —aldg)(z) = (f — aldr)(f(y)) = f*(y) — af(y) = 0.

Donc x € Ker(f — aldg). On a ainsi montré que Im(f) C Ker(f — oldg).
Soit x € Ker(f — oldg). Alors f(z) — ax = 0g ie. ax = f(x) ie.

x:;f(x):f(;-x).
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Donc x € Im(f). Ainsi on a montré que Ker(f — aldg) C Im(f).
Bilan : Im(f) = Ker(f — oldg).

Soit « € Im(f — aldg). Alors il existe y € E tel que x = (f —aldg)(y) = f(y) — ay. On a donc

f@)=F(fly) —ay) = f*(y) — af (y) = Op.

Donc z € Ker(f). On a ainsi montré que Im(f — aldg) C Ker(f).
Soit x € Ker(f). Alors f(z) =0g ie. ax = —f(2) + ax = —(f — oddg)(x) ie.

o= =27 - aldp)(w) = (7 - aldg) (5 o).

Donc x € Im(f — aldg). Ainsi on a montré que Ker(f) C Im(f — aldg).
Bilan : Im(f — aldg) = Ker(f).

(c) On suppose que f est injectif. Alors Ker(f) = {0g}.
Ainsi d’apreés la question précédente Im(f — aldg) = {Og} ce qui signifie que :

Vee E, (f—-aldg)(z)=0g ie f(z)=ax.

Ainsi f = oldg.
3. (a) On a par hypothése f2 — af = Sldg et donc, comme 3 # 0,

Fo (- atde)) = (50 - alde)) o = 1.

Ainsi f est bijectif et
1
= B(f— oldg).

(b) Pour tout n € N, on pose B(n) : « il existe (x,,y,) € R? tel que f* = 2, f + y,Idg ».
Initialisation : Comme fO =1dg =0- f +1-1dg, la propriété B(0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N. Supposons que B(n) est vraie. Alors

frof

= (vnf +ynldr)o f

= xnfz +ynf

= xp(af +Bld) + ynf

= (axp +yn)f + (Bzn)ldE .

fn+1

En posant z,1 = az, + yn €t Yynt1 = B2y, on obtient B(n + 1).
Bilan : ¥n € N, B(n) est vraie.

(¢) D’apres I'hérédité de la récurrence précédente, on a : Vn € N,

Tng2 = QTpyl + Ynt1 = QTpi1 + STy,

Donc la suite (z,,)n>0 est récurrente linéaire d’ordre 2.

4. (a) Le discriminant de I'équation 22 — az — 8 = 0 est A = (—a)? — 4(—B) = a? + 48 > 0. Donc
I’équation admet deux solutions réelles distinctes.
(b) On a alors
P —ar—B=(x—-7r)(x—8) =2°—(r+s)z+rs.

Par identification des coefficients de deux polynémes égaux, on obtient r + s = a et rs = —f.
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(¢) On a
(f —rIdg) o (f —sldg) = f2 — (r+s)f +rsldg = f2 — af — Bldg = 0;

ou l'on a noté € 'endomorphisme nul. Et
(f = rldp) — (f — sldg) = (s —ldp. (&)
Soit « € Im(f — sIdg). Alors il existe y € E tel que z = (f — sIdg)(y). Et donc
(f =rldp)(z) = (f —rldg) o (f — sldgp)(y) = 0(y) = Op.
Donc x € Ker(f — rldg). Ainsi Im(f — sldg) C Ker(f — rldg).

Soit & présent x € Ker(f —rldg). Alors d’aprés (A)

(s—1)a = —(f — sldg)(@) e = (f —sldp) <_Sir :,3> _

Donc z € Im(f — sldg). Ainsi Ker(f — rIdg) C Im(f — sIdg).
Bilan : Ker(f —rldg) = Im(f — sldg).
(d) Par symétrie des roles de r et s, on peut conclure que Ker(f — sldg) = Im(f — rIdg).

(e) D’apres la question 3.(b) (que lon peut utiliser car 8 > 0), la suite (x,,),>0 est récurrente
linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique

2> —ax—F=0.

Ainsi il existe (A, i) € R? tel que : Vn € N, ,, = Ar™ + ps™.
Or xzg = 0 d’apres B(0) et yo = 1 et donc 21 = awrg + yo = 1. Ainsi on doit résoudre le systéme

Adp =0
Ar+pus = 1
On trouve )
A:—‘U:
r—s
Ainsi : Vn € N,
Tn Sn
Ty =
r—s
et ) . .
r-st—s-r
Yn = Tpt1 — ATy = T_S(,,,nJrl_Sn+1_(r+s)(rn_5n)) _ T
Ainsi : Vn € N,
n 1 n n n n n
= ((r™ = s")f"+(r-s" —s-r")dg).

r—S




