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Exercice 01

i1 0 2

Son 4 ( \ ,')ﬁ!'b[nﬁw\omul’ F = 3K + 2 On note | ia matnce undé de M,(R) On cherche
Oﬁ.wnmlm:nu:;mm A comme combinason indaire des matnces A et /

1 Montrer que F o8l un polyndme annulatew de A
l.Endﬂ!umquu!mmmmdommsmmm

3. Déterminer. en fonction de n le polynbme A reste de la division euclidienne de X" par P

4. En déduire une expression de A" sous la forme A" = a,A + b,/ ou a, et b, sont des réels

5. Verifier que cette expression reste vraie pour n = -1,
i.Ondaﬂmtbssuuos(x.,),(y,‘)el(z,,)parx,. =l.yp=2elz,=-1etpourtoutn €N

Xnoy = 3%y - 22,
Y1 = 2Ky 4 Yy ~ 22, .
Z“.‘zln

Proposer une méthode pour expliciter les suites (xn), (vy) €t (2,,) en fonction de n.
En déduire un algorithme sous Scilab, qui permette de retourner le terme de rang n des suites (x, ), (y,)

el (z,). n étant saisi par |'utiisateur

Exercice 02

Soit £ = R* muni de sa structure usuelle d'espace vectoriel On note
_ . x+y+z+t=0]
F-{(x._v.z.t)e R* | [2x-y—z+t=0

et G = vect(v,,v;)oury, = (1,1,1,1)etv, = (2,-1,-1,1).
1. Prouver que F est un R - espace vectoriel et en déterminer une base.

2. Démontrer que F et G sont supplémentaires dans R*.

4 - 4 :
3. Considérons |'application s : R S F@Ge R . appelée symétrie par rapport 4 F paraliélement
X—I|+Iz s J xl"xz
ac.
3a. Prouver que s est un endomorphisme de R*.

3b. Déterminer s* et en déduire que s est un automorphisme. (D

4. On note p I'endomorphisme p = = (s + id) ol id est l'endomorphisme identité de R*.

Vit al o . s



Soit f I'application linéaire de R* dans R? qui d un vecteur u = (x,y,z) associe le vecteur
f(u) =(=x=2y.x+2y,x+y+2).

L Déterminer la matrice A de f dans la base canonique.

2. Déterminer une base de Ker(f) puis une base de Im(f).

3. Prouver que f est un projecteur et en déterminer les éléments caractéristiques.

4. Prouver que Ker(f) @ Im(f) = R®.

S. Soit g le projecteur associé A £. Déterminer les coordonnées du vecteur g(u) ouu = (x,y,2).

Oq note E = R3[X] I'espace vectoriel polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3.
Soit f I"application définie sur E qui associe  tout polynéme P € E, le polyndme f(P) défini par :

f(P)(X) = =3XP(X) + X2P'(X), ol P'est la dérivée du polyndme P

la. Rappeler la dimension de E.
Ib. Montrer que f est un endomorphisme de E.
Ic. Déterminer la matrice M de f dans la base canonique de E.

1d. La matrice M est-elle inversible ? Calculer pour tout n € N*, M",
le. Préciser le noyau Kerf de f ainsi qu'une base de Kerf.

If. Déterminer |’image Imf de f.

2. On note idg et O respectivement, I'endomorphisme identité et I'endomorphisme nul de E, et pour tout
endomorphisme v de E, on pose v° = id; et pour tout k de N*, v* = v o k-1,

Soit u et g deux endomorphismes de E tels que : u* = 0g, u® # Og et g = idg + u + u? + u.

2a. Soit P un polynome de E tel que P & Ker(u?).
Montrer que la famille (P, u(P),u?(P), u®(P)) est une base de E.

2b. Montrer que g est un automorphisme de E. Déterminer I'automorphisme réciproque g~! en fonction de u.

2c. Etablir que Ker u ¢ Ker(g — idg)

2d. Déterminer la matrice de I'endomorphisme g — id relativement a la base (P, u(P), u?(P),u*(P)) et déterminer
son rang.

2e. Déterminer la matrice de I"'endomorphisme u relativement 2 la base (P, u(P), u®(P), uB(P)) et déterminer son

rang.

2f. En déduire que Ker u = Ker(g — idg)
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Exercice 01

3 0 =2
Soit 4 = K.’ 1 —2) et P le polyndme P = X* — 3X + 2. On note / la matrice unité de M,(R). On cherche
_ 1 0 0
a ecrire les puissances de A comme combinaison linéaire des matrices A et |

7 0 -6
1. Montrer que P est un polyndme annulateur de 4. On a 42 = (6 1 ~6) etA’-34+2[=-=0.
3 0 -2

2. En deduire que A est inversible et déterminer son inverse. A(A-31)=-2Idonc A (—%(A - 31)) =1:

0 0 1
la matrice A est donc inversible d'inverse A-! = —l,(A =-3l) = ( o2 W )
. -05 0 15

3. Déterminer, en fonction de n, le polyndme R reste de la division euclidienne de X" par P. Appliquons la
méthode vue en cours :
e P=(X-1(X-2) i
* On cherche un polynéme R de degré deg(R) < deg(P) tel que X" = P.Q +R.
R est donc de la forme R = aX + b ol a et b sont réels.
e Evaluons, enX=1:1=a+b
enX=2:2"=2a+b
La résolution du systéme donne alorsa = 2" —1eth =2 - 2"
e Ainsi, le reste cherché est R(X) = (2" - )X 4+ (2-2").

4. En déduire une expression de A" sous la forme A" = a, A + b,/ ou a, et b, sont des réels. L'égalité
X" = P.Q + R évaluée en Adonne : A" = fi@ X Q(A) + R(A) =R(A) :donc A" = (2" - 1)A+(2-2") L.

0 an bn

5. Vérifier que cette expression reste vraie pour n = —1. Elle est vraie pour n = —1 puisque
” . 3 1 =
R'-DA+R2-2N=-zA+=1=-=(A-3DN=A
2 2 2
6. On définit les suites (x,,), (v,) et (z,)parx, =1, yy=2etz,=-1etpourtoutn e N:
Xys1 = 3.1'” e 24‘.'"
5\',1_ | = 2Xn + Wy — 22, .
' ’:r1+l = Ay

Proposer une méthode pour expliciter les sutes (xp ), ( v, ) et (z,) en fonction de n.
En déduire un algorithme sous Scilab, qui permette de retourner le terme de rang n des suites (x,), (y,)

et (z,), n étant saisi par | utilisateur
xl’l

La stratégie est classique : en notant T, le vecteur T, = (yn ) le systéme ci-dessus devient T, = AT;,.
Zn

On peut alors montrer par une récurrence simple que pour toutlentier naturel non a
T,=A"M, ou Ty = 2)
~1

Voic un algorithme possible

n=wmput( "Entrer un entier )
A=| -2:2 1 =21 04 3

ci={1:2:-1]
oA * e, Solubion du svsicme (x.y.2) )




Exercice 02

Soil | i o s ’ B
- mun gdea & abriirtire - & - -
uni de sa structure usuelle d espace vectornel On note

el rectiv,,,)0U L 1.1.1,1) et ]
1. Prouver que F est
g 3 ¥t un - agpace vecionel et en déterminar nea F - P de
el @ jeterminer une base PFProuv
Resolvons le systeme l.r *ErEviny d s e
2x-y-z+t=0 eux paramétres sont a prior nécessaires, z et t par exemple

X+y+z4t=0 X+y==z~t 3x=-2t (L14L2) 1 x=-2tf3
y:

_ -y-z4t=0"2x-y=z-t Z|-3y=3z4¢t (L2-2L1) T ly=-(3z+1)/3
F= 1(;2:/13,—(3; +t)/3,z,t) ER | (z,t) € R?}
= it(—E.-g,m) +2(0,-1,1,0) ER* | (z.t) € nil
Ainsi, par définition : I = vect ((~2. -1,0,3) ;tO.—l.l,U;) la famille (u,; u,) étant hbre, elle forme une
base de F = N

2. Demontrer que F et ; sont supplémentaires dans R*
. Nptqns qu'une base de G est la famille (v;,v,) (vecteurs non colinéaires et générateurs).
Ainsi, dim(G) + dim(F) = 2 + 2 = dim(R*).
o Veérifions que FN G = {0} : soitu € FNG.
u € G donc il existe a et b réels tels que u = av, + bv, = (a + 2b,a—b,a—b,a+b).
Or u € F donc (voir les contraintes de F) :
{(a+2b)+(a-b)+(a-—b)+(a+b)=0 ey 4a+b=0
e 2(a+2b)—(a—b)—(a—b)+(a+b)=0 {a+7b=0
e Ainsi,u =av, + bv; =0etdoncFNG = {o}.

ea=b=0

T & 4
3. Considérons I'application s = " _ Fga ¢ %
g o % = txy F Xy =i
ac.

3a. Prouver que s est un endomorphisme de R*.
o Déja, s est bien a valeurs dans R*
e SOtAER x=x,+%, Y=y ty:les décompositions suivant la somme directe F @®G.
Le point essentiel est de remarquer que la décomposition de x + Ay suivant la somme directe
F @ G est donnée par x + Ay = x, + Ay; + Xz + Ay, puisque F et G sont deux espaces vectoriels.
EF_ €6

, appelée symétrie par rapport a F parallélement

Alors, par définition :
s(x+ ) =x +dy — (x2 +Ay) =x1 =X + A 01— ¥2)

_ s(x) s()
e s estdonc bien un endomorphisme

3b. Déterminer s* et en déduire que s estun automorphisme.
o s2(x) =s(s(x) =5 —X) = X1~ (—xg) = Xy + X, = x : @insi s? = id.
e sos = id donc par définition s est bijective de bijection réciproque i

%(s + id) ou id est 'endomorphisme identité de R*.

4. On note p I'endomorphisme p =
éléments caractériques (a |'aide par exemple

Vérifier que p est un projecteur de R' et en déterminer ses
des notations de la question 3).
o Veérifionsquep*=p:
1 1 ) e X 1 :
pl=pop= -2—(s+id) 0 §(s+1d) =Z(s +s+s+id) =E(Zs+2:d_)
Ms+id)e2p _ s + id donc 2s + 2id = 4p etp’ =l4p=p.

Orp=
¢ Remarquons que, avec les notations du 3 : :
1 &
p(x) = -Z-(S(x) +x) = E(xl —x, + X+ X2) =%

p est en fait le projecteur sur F parallélementa G.




| Futn B

1
2
.3 1 L¥ fx iy = ) ' 1
. fiu) 0 e [ “=7' & u ¥ 1.1
¢ Le théoréme du rang assure que [ est de rang 2 ; comme les vecteurs f{e, ) ot f POTR S O I/ J R T
pas colinéaires (cf matrice), on a
3 ! t p ' erist Al = A donc [ est un projectewr
‘. erg C'est un résultat du cours puisque [ est un projecteur | Retrouvons le
* Soitu€Ker(f)nim(f):ue€Im(f)donc3veE |
Alors, comme u € Ker(f)ona f(u) = 0 et donc
Mais comme [ est un projecteur, et par conségquent f(r) = u =0
On a donc bien Ker(f) nim(f) = {0)
* Prouvons que Ker(f) @ Im(f) = R®
Pourtoutu € R* :u = u — f(u) + f(u) : évidemment, w € m(f).
v w
Verifions que v € Ker(f) : f(v) = f(u) - f2(u) = f(u) - f(u) = 0.
On a donc bien décomposé tout élément de E en somme de deux éléments de Ker(f) et de Im(f)
5. Soit € projecteur associe a f. Determiner les coordonnees du vecteur

f et g étant deux projecteurs associés, on a f+g=iddoncg = id — f. Autrement dit,

g((x.y,z))=(x,y,z)—(—x—?.y,.t+2y..r+y+z):w.’x'.'\- X =y, =X =)

2 2 0

Remarque : on pourrait aussi passer par la matrice de g.donnéeparB =] - A = (—1 -1 0). ce qui correspond 3
-1 -1 0

I'égalité précédente.

CORRIGE EXERCICE 4

1 v drmk 1
eSuit PQeFet AR

AP + Q) = =3X(AP + Q) + X3(AP « Qf = A(=3X P + X3P} + (=3XQ + X2Q'} = MiP) + F((

lone £ est lineéadr

o Soit P=aX?+bX?*+ceX +de E. Alors

fIP1==3X{aX" + X" + N + d)+ X* (30X 4+ 20X + ) = ~BX Y = 2eX? = 3dX & §
lone [ ost hien e etidomorphisme de |
cl Una fill = =3X. f(X)==2X2 fiXHs=XYet £I XY =0, done
) o\ ] i 5
4 ) i1 i)
\/ \ [ LN X2\ f U-J‘I\\_\ fil) FLX \ FIX?) ) y | 0




done ¢g=! = [ = o

»
’i' (11 i ' T [
{ noaumit pu proceder completement autement en marguant
1 it narguani (e
qoifd—=m { 3 g - i
(d+u+ e +ud)o(fd= ) Jd+u+u® +ud = fu+ 4?4 12 i Jd 1< Id
[ ] [} H ",

“tdone directement gue g est byectsf of 0= = [ =1
J [T

Pour tonr 0 & 4
) Jd € Reru, on a ut (i 0. done 1« ) y
¢ F= ey = wit)) + §
!"”7 sulte, op li'r'rl l:‘lill,‘—'llfl : </ " rJ‘ o ‘J' T ““)‘ v 'I' e '.’;—"'r"—‘!"'
De !’lllﬁ i
socomne Mat p ;

Leopiwdipiayip g = 1) = - ; . & ,

theoreme Jdu 20E. dimlherig— Jd)) \l s !{I ;’ est de rang 3. ¢ = [d est de rang 3. done d'apres I
¢ == X -— ) 1"

00 00
De meme, co
e i o 1 0 0 0
omme Mat p g pygzpy i) = o | estode rang 3w est de j
) 1 0 0 aAlg o, 0 o8l de rang 3 "]"“f ,f |I|r,.__ l'.
0010

;lhml'i‘lu'- du cang, dimikeru) = § - didie |
ar suite, o esi B . ”
te. on a dimikeru) = dimikerig = Id)) (et keru C kerig = Id)). done

keru = kerig = Id),

e M st riangnladee nférienre avec des zéros sur I diagonale, donc ne m-inversible,
o Comme M est triangulaire ses valeurs propres se lisent sur sa diagonale. doue SpiM) = {0}
Si M et dingonalisable. il existerait alors P inversible telle que M = Pih.p=t =0.. Or M £ 0. done M o est

pas diagonalisable
e Un i

0 0 08 0o o 0 0
=iy 6 0 O 0 3 n 0 a0 4
= - at M® =0,
\ 6 0 0 0L \f 0o 0 a0 v ! !
0 2 g0 12 0 0 0

et par suite, pour toat n 2 4, A ms _1[‘_”"_I O\ = =0

el aX¥=bX2+cXrde RKerf e | aX¥34+0X2 4 e X +d =0 “bX3-2eX2-3d\ =0 & h=o=d=0.don
!\'f."_w" — {li.\-l ae R} = Vect( X 3,

La famille (X% est libre (un seul polvnome, e kerf. qui est

non mul) et genératrice de ker f. done o’est une hase d

done de dimension |

Imf = Vet fil). fLX
» (a) Soit (a.hoeod -ER‘ ’v-\-'t'lr‘ aP + -"u-[‘---ru:lr’-i-!flr"lpl =0.(")

Alors. en composant () pat W3 on obtient aud( P)+ bt P+ c*(P) +duf Py = G, cCest-a-dire aud(P) =0 (ear
u? = 0, et donc a =0 (car WP # 0

)
*joeetle [ols parl | il

FX) X3 = Veet(=3X,-2X2%-X3,0) = Veat(X. X% X"

Puis, en composan! on obtient bt Py o+ cut (P + dui Py = 0. ¢est- -dire bd{ P = 0 et
lonc b= 10

Ensuife, en composant
Enfin (%) est devenue du
La famille ( P.out Pl 2P
de dimension 4, ¢'est une hase de £

i
P+uiPi+ufiP+ ud|

) cette fors par u, on obtient i Pr+ did P) = 0. Cest-hedire e (P1 = et done e = 0.

Py =0, et on a done anssi d =0
S0P emt done libee, et. comme elle est cotnposee de 1 éléments dans un espace. £,

Pi. gluilPh = ulP) + w*(P) + WPy, gluf(PY) = WPy +ud Py et

(hi e Ou a giP) =
gl (P1y = PP, dond
1 0 0 0
1 ¢ 6 3
I =MatipupidPruiP 9 =11 1 1 0
(B e

Comtae T est triangulaire inféneure sans 2ero sur la diagonale, I est inversible. done g est biteetif of, par suite

¢ est bien 1 autome rphiste de E
e Via Gauss-Jordan (calculs sur la copie) ou en voy it T comme une matrice de changement de hase. on obtient

l i il 1)
=1 1 ] 1)
T e iy iy L Id — Mat p yip) w2 Prut Pt

»




