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Probabilités Discretes
Devoir Maison N°14

* On considére deux jetons J; et J, équilibrés (c’est-a-dire tels que chaque face a une chance sur deux d’apparaitre
au cours d'un lancer).
Le jeton J; posséde une face numérotée () et une face numérotée 1.
Le jeton Jo posséde deux faces numérotées 1.
Un joueur choisit au hasard un jeton puis effectue une série de lancers avec ce jeton.
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé qui modélise cette expérience. On note E I'événement « le jeton J; est
choisi pour le jeu » et , pour tout entier naturel k non nul, Uy, I'événement « le k-éme lancer fait apparaitre une
face numéroté 1 ».

Partie I : étude de quelques variables aléatoires liées a cette épreuve.

1. a) Déterminer la probabilité que le joueur obtienne une face portant le numéro 1 lors du premier lancer.
b) Déterminer la probabilité que le joueur obtienne deux fois une face portant le numéro 1 lors des deux
premiers lancers.
c) Dans cette question, on suppose que le joueur a obtenu deux fois une face portant le numéro 1 lors
des deux premiers lancers. Quelle est la probabilité qu'il ait joué avec le jeton J; 7
Dans la suite, on considére la variable aléatoire X égale au rang d’apparition de la premiére face portant le
numéro 0 et on pose X = 0 si la face portant le numéro () n’apparait jamais.
On considére également la variable aléatoire Y égale au rang d’apparition de la premiére face portant le numéro 1.
2. a) Décrire X(02),
b) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, P(X =n) =

ont+l’
|
¢) En déduire que P(X =0) = 5 Ce résultat était-il prévisible ?

)
)
d) Montrer que X admet une espérance et la calculer.

)

e) Soit T' la variable aléatoire égale & X + 1. Déterminer la loi de T' et reconnaitre une loi usuelle.
En déduire V(T) puis V(X).
3. a) Décrire Y(0)).
b) Calculer P(Y = 1) puis pour tout entier n > 2, P(Y =n).
¢) Veérifier que V" est définie presque stirement (on fera attention au cas n = 1),
)

d) Montrer que Y admet une espérance puis déterminer E(Y).
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4. On définit la variable aléatoire S sur (2,4, P) par S = max(X,Y). C’est & dire que S prend la valeur de
X si celle-ci est plus grande que la valeur de Y et que S prend la valeur de Y dans le cas contraire.

a) Justifier que S(2) = N*.

b) Montrer que P(S=1)=P(X =0) =

DO | —

c) Soit n un entier supérieur ou égal & 2. Justifier
P(S=n) = P(X=n)n(Y=n))+P(X=n)n(Y <n))+P(Y =n)N(X <n))

En déduire que P(S =n)=P(X =n)+ P(Y =n).

d) Déterminer la loi de S.
5. On définit la variable aléatoire I sur ({2, A, P) par I = min(X,Y).
a) Montrer que I(Q) = {0,1}.

b) Déterminer P(I = 0) puis donner la loi de I, ainsi que son espérance.

Partie II : simulation des variables X et Y.
On rappelle que random(2) renvoie au hasard un entier de {0,1}. On considére le programme :
VAR
jeton,lancer,X : integer ;
BEGIN
X :=0 ; jeton := random(2)+1 ;
IF (jeton=1) THEN

1. Expliquer le fonctionnement du programme et déter-
miner quel est le contenu de la variable affichée & la

‘ fin.
Begin
REPEAT 2. Est-on certain que le nombre de passages dans la
X :=X+1 boucle REPEAT ... UNTIL est fini ?
lancer := random(2) ;
UNTIL (lancer=0) ; 3. Ecrire un programme Pascal qui donne la valeur de
End ; la variable aléatoire Y.
WriteLn(X) ;

END.



Exercice 2
Partie I

1. a) On cherche P(Uy). E et E forment un SCE. D’aprés la FPT on a :

b) On cherche P(U; NUs)

P(U1)

P =1

P(UL N Us)

P(ENU) +P(ENU)
= P(E)Pp(U1) + P(E)Pg(Uy)
11 1
|
2 2 2

. Toujours par la FPT :

P(ENU;NU)+P(ENU; NUy)

P(E)Pr(UiNUs)+ P(E)Pz(U NUs)

2
1/1 1,
2<2) 3

5
P(Ulng):g

c¢) On cherche Py,ny,(E). D’aprés la formule de Thomas Bayes,

P () P(E)Pp(U1 N Us) _ - (1) 1
it P(U; NUy) 3

Cl: La probababilité que le joueur ait joué avec le jeton J; sachant

1
qu’il a obtenu deux fois 1 est 3

a) X est infinie. X (©2) = N. En effet la valeur 0 est attribuée si 'on obtient
jamais 1 et toutes les valeurs supérieures a 1 sont envisageables.

b) Soit n > 1. X ne peut étre égal & n que si I'on choisit le jeton J;. Il
vient :
PX=n) = PENUN---NU,_1NT,)
= P(Jl)PJl(Ul)"'PJlﬁ"'Un,fl(Uin)

1
---§(n+1fois)

M| —

1 n+1
Cl: |Vn>1, P(X—n)—<2>

+oo
¢) X(Q) =N. Dés lors, P(X =0) + »  P(X =n) = 1. 1l vient
n=1

n=1

_ 1_1*“<1)"
2 £\ 2

_ o, L 12 1
271-1/2 2

1
CL: |P(X=0)=;]|

Ce résultat était prévisible : on est presque sir de tirer & un moment
donné une face 1 si 'on a choisi le jeton J; et c’est impossible si on a
choisi le jeton Jy. P(X = 0) est donc égal & P(Jy).



d) e Existence

1 n+1 1 1 n—1
Pourn > 1,nP(X =n)=n| = =-n|= .
2 4 2

On a une série géométrique dérivée de raison % avec |%| < 1. Cette
série est donc absolument convergente et X admet donc une es-

pérance.

e Calcul

E(X)= > nP(X =n)

neXx(Q)

1+oo 1 n—1
o+4zn<2)

n=1
v
4°(1-1/2)2

o Cl: ‘X admet une espérance et E(X) =1 ‘

e) T(Q) ={i+1, i €N} =N,

Pour tout n € N*,

1
On reconnait une loi géométrique : | T — G (>

1-— 1-—
Tp: 12:2'
p (3)

Dés lors, en utilisant V(aX +b) = a?V(X), on a :

N[

Par propriété V(T') =

2= V(T) = V(X +1) = V(X)

a) Y(Q) = N*.
b) P(Y = 1) est la probabilité de tirer un face numéro 1 au premier tirage.

3
D’aprés l.a) P(Y =1) = 7

Soit n > 2, si 'on choisit le jeton Jy on tirera a coup sir une face 1 au
premier tirage. Il vient :

PY=n) = PENUN---NU,_1NU,)
= PE)PUN---NU,_1NU,)

)

1 n+1
Cl: |Vn>1, P(Yn)<2)

¢) Montrons que Z P(Y=n)=1.

ney ()
+oo 1 n+1
Y Py=n) = P(Y1)+Z(2>
ney (Q) n=2
—+oo n
3 1 1
= 4*22_:2(2)
31 (1/2)2
_ 3,10/2
47 21-1/2
3 1
= 24+2=1
173

Cl: ‘Y est définie presque strement ‘

d) e Existence

1 n+1 1 1 n—1
P >2 nP(Y =n)=n|- — Iz '
our n > 2, nP( n) n(2> 4n<2)
On a une série géométrique dérivée de raison % avec |%| < 1. Cette

série est donc absolument convergente et X admet donc une es-

pérance.
e Calcul
1 +oo 1 n—1
E(Y)= ) nP(X=n) = 1P(Y=1)+4Zn(2>
ney () n=2
3 1 +oo 1 n—1
171 <T;” (2)



4.

+
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[N NGURN U
+
B~ |~

3
Cl: |Y admet une espérance et E(Y) = 3

a) S(2) = {max(7,j) avec ¢ € N, j € N*}. La plus grande valeure entre i
et j est donc toujours supérieure a 1.

a: [s@=w

b) Si X est égal a 0 c’est presque stirement parce que 1’on a choisi le jeton J,
et dans ce cas, on a nécessairement ¥ =1 et donc S = max(X,Y) = 1.
Si X n’est pas égal & 0, c’est qu’on a choisi le jeton J;. Dans ce cas X
ou Y est nécessairement supérieur ou égal a 2 donc S n’est pas égal a 1.

Cl: |P(S=1)=P(X=0)=-

c) Soit n > 2. Il est clair que la plus grande valeure entre X et Y vaut n ssi
X et Y valent tous les deux n ou si 'un vaut n et 'autre est strictement
inférieur & n. C’est trois événements étant incompatibles,

P(S=n) = P(X=n)n{Y =n)+P(X=n)Nn({Y <n))
+P((Y =n)N(X <n))

Si (X = n) c’est que le premier 0 apparait aprés n lancers on a donc
obtenu des 1 lors des n — 1 premiers lancers et I’évt (Y < n) est réalisé.
Cela prouve que P((X = n)N(Y < n)) = P(X = n). De méme
P(Y=n)Nn(X <n)) =P =n).

Enfin, pour les mémes raisons (X = n) et (Y = n) ne peuvent étre
réalisés en méme temps. Il vient :

P(S=n)=0+P(X=n)+PY =n)

1
d) On adonc P(S=1)= 3 et pour n > 2,

1 1 2 1

= 2n+1 2n+1 - 2n+1 - 27

P(S=n)

Ce qui est aussi vrai pour n = 1.

Cl: Laloide S est donnée par :

{ S(Q) =N*, ¥n>1, P(S:n):%

5. a) e Sion choisit le jeton J; alors & 'issue du premier lancer on obtient

soit 0 soit 1 et X ou Y est égal & 1 donc I = 1.

e Si on choisit le jeton Jy alors on n’obtiendra jamais 0 donc X = 0
et I aussi.

Cl: I(Q)={0,1}.
b) P(I =0)= P(J2) = % Donc P(I=1)=-et E(I) = %
Partie II

1. La variable jeton vaut 1 ou 2 elle représente le numéro du jeton choisit par
le joueur au départ.

e Si c’est le jeton 1, on fait des lancers successifs simulés par la variable
lancer qui vaut 0 ou 1 avec la probabilité 1. On s’arréte dés qu’on

2
obtient 0.
e Dans le cas contraire, on n’obtiendra jamais 0, X sera donc égale & 0, ce

qui est bien le cas puisque ’on ne fait pas la boucle.

Le programme simule notre expérience et renvoie la valeur aléatoire de la
variable X.

2. La boucle tourne seulement lorsque le jeton J; a été choisi. On est donc
presque str que la boucle s’arréte.

3. Si on choisit le jeton 2 alors on obtient la face 1 dés le premier lancer. Dans
le cas contraire les lancers sont analogues a la question précédente :

VAR
jeton,lancer,Y : integer ;
BEGIN
Y := 1 ; jeton := random(2)+1 ;
IF (jeton=1) THEN
Begin
REPEAT



