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Devoir Maison N°3

Ensembles-Applications

Corrigé

1. (a) Soit z € R.
6—235 -1 6295 6—235 -1 1— 6235

fl=o)= | T +1 - 1+ =-flz).

En conclusion, f est impaire.

(b) On a pour tout réel z

e -1 e F41-2 2
f(fL’) = T = -2z =1- -2z ’

e*t 41 et +1 et +1
f est dérivable sur R en tant que quotient de fonctions dérivables sur R (dont le dénominateur ne s’annule
pas). Pour tout réel z :

621‘
/
=2 > 0.
f est strictement croissante sur R.
Sachant que e — 0, il vient
T——00
e -1 |
z)= — -1
f< ) 62JB + 1 z2=-00
e -1
Par imparité de f, on a aussi = — L
r imparité de f, on a aussi f(z) S

2. (a) f est continue strictement croissante de R & valeurs dans | — 1,1[. Le théoréme de la bijection s’applique, f
est bien bijective de R dans | - 1,1]..

(b) Soit y €] — 1,1[. On résout I'équation d'inconnue z

e 1 L2 D S DT w11y
ezwrl—y(:) —62x+1—y<:> — & lte —i@e =

flz)=y = W: 5

N
—_
N

Par bijectivité de la fonction exponentielle, on a

1 [14y -1
= iln (1—3/) =f(z).
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(c) Pour le graphe de £, il suffit de faire la symétrie d’axe y = z.

(d) L'équation de la tangente & f~" en 0 est :

=V O-0+/70)=2
En effet, f~" est dérivable te un calcul de dérivée donne (f~')'(0) = 1. De plus £(0) = 0 impose f~*(0) = 0.

3. Soient a,b deux réel, on a

e -1 -1
flo)+£0) @ity (€ - 41+ -1 +1)

L+ f(a)f(b) e —1e¥® -1 (e241)(e?+1)+ (2 —1)(e* - 1)
e +1e? 41

(62(a+b) _ e?b + 6241 _ 1) + (62(a+b) _ eZa n 62b _ 1) - 62(a+b) -1 ~ ;

(62(a+b) + e2b + e2a + 1) + (62(a+b) — 20 _ p2a + 1) - ¢2(a+b) 11 - f((l + )

4. Soient z,y €] — 1,1][. Comme f est une bijection de R dans | — 1,1[, il existe deux réels a et b tels que z = f(a)
et y = f(b). Ainsi

zt+y  fla)+f(b)
L+zy 1+ f(a)f(b)

=fa+b) €] - 1,1].

Solution 2.
1. Pour choisir un comité, on peut :
— choisir étudiant de 1%*¢ année; cela fait 9 possibilités ;
— puis choisir Pétudiant de 2°™° année; cela fait 10 possibilités ;
— enfin choisir Pétudiant de 3*™° année ; cela fait 3 possibilités.
Au total,ily a9 x 10 x 3 = possibilités ; c’est le nombre de comités possibles.

2. Un comité avec les nouvelles hypotheéses aura deux étudiants d’'une méme année, et un de chacune des deux années
restantes.

e Pour choisir un comité avec deux étudiants de premiére année, on peut d’abord choisir ces deux étudiants parmi
les 9 possibles (cela fait (g) possibilités), puis I’étudiant de 2°™°¢ année (10 possibilités), puis celui de 3°™¢ année (3

possibilités), ce qui fait un total de (g) X 10 x 3 = 1080 possibilités.

o De méme, le nombre de comités comprenant deux étudiants de 2°™° année est 9 x (120) x 3 = 1215.

e Et de méme, le nombre de comités comprenant deux étudiants de 3°™° année est 9 x 10 x (g) = 270.

Finalement, le nombre total de comités possibles est 1080 + 1215 + 270 = | 2565.
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Solution 3.

1. f est paire. On peut limiter I'étude sur R™.

2. On a pour tout z € R,
T 1

r)=——=1-—

fla) 1+ l+z

Par composition, f est strictement croissante sur R™, puis strictement croissante sur R.
On peut conclure que f est injective par stricte monotonie.

3. Précisons les limites en +00.
1 _
fleg) = 1- ——=45 1" et f(z) 9o —1 par imparité.
T

Par le théoréme de la bijection (f est continue sur R et strictement monotone), f réalise une bijection de R dans
un intervalle | — 1,1].

4. Soit (z,y) € Rx] = 1,1], on a les équivalences en distinguant pour 2 positif et  négatif. Pour z > 0,

T 1 1 1 Y

== —=y = l-—=y = —=l-y =1 = = TI=—

fle)=y = 13,79 te VT g VTR, T
Pour, x négatif, on a

f T 1 - 1 | ' 1 Y

=y — =y~ ——1l=y = —= —l-IT=— =

€)=y l-2 J l-z J -2 t ! l+y ! I+y

On résume
oy -1l ﬁ cR.
. function graphe(a)
x=linspace(-abs(a),abs(a),200)
y=1./({+abs(x))
plot(x,y)
endfunction

6. Comume le graphe de f~* s'obtient par symétrie par rapport & l'axe déquation y = . Il suffit d’échanger le role
dezety.

. function graphereciproque(a)
x=1inspace(-abs(a),abs(a),200)
y=x./ (1+abs(x))
plot(y,x)
endfunction
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Solution 4.
1. Soient y, 3’ € F, tels que g(y) = g(y'), montrons que y = 3/'.
Comme f est surjective, il existe z,z’ € E tels que

Par suite,
go f(z)=g(f(x) =g(y) =9(y) = g(f(z")) = go f(z).

Par injectivité de go f, on a x = z’. Puis,

On a prouvé l'injectivité de g.
2. Soit y € F, montrons qu’il existe z € E tel que f(z) = y.
On pose z = g(y) € G. Par surjectivité de g o f, on a 'existence de x € E tel que

goflz) ==

11 vient,

9(f(@) =z et g(y) ==z
Par injectivité de g, il vient f(z) = y.
Ceci étant valable pour tout y € F, on a prouvé la surjectivité de f.

Solution 5. Attention coquille dans I’énoncé. On définit ’application
f:MePE)— (ANMBNM) € P(A) x P(B).

1. Raisonnons par double implication.
e Supposons f surjective et montrons que ANB = &.
Considérons (AN B, @) € P(A) x P(B). Par surjectivité de f, il existe M € P(E) tel que

JM)=(ANB,») = ANM=ANB e BNM=g.

On en déduit,
ANB=(ANB)NB=(ANnM)NB=ANBNM)=ANng=20.

e Réciproquement, supposons A N B = & et montrons que f est surjective.
Soient (C,D) € P(A) x P(B), montrons qu’il existe M € P(E) tel que

F(M) = (C,D) & MNA=C et MNB=D.
Graphiquement,
Le graphe suggére de poser M = CUD € P(E) de sorte que
fM) = f(CuD)=((CuD)NA,(CuD)nB)) =(C,D).

2. Raisonnons, de nouveau, par double implication.
e Supposons f injective, montrons que A U B = E. Pour cela, remarquons que

F(AUB)=(AN(AUB),BN(AUB))=(A,B) et f(E)=(ANE,BNE)=(A,B).

Par injectivité de f,
f(E)=f(AuB) = E=AUB.

e Supposons que A UB = E, montrons que f est injective.
Soient M, M’ € P(E) tels que f(M) = f(M'), montrons que M = M’. Or,

fM)=fM) = AnM=AnM e BNnM=BnM.

D’ou,
M=MN(AUB)=(AnM)UBNM)=ANM)UBUM)=AUB)NM =EnM =M.
D’ou, 'injectivité de f.
Remarque. On peut conclure de cette étude que f est bijective si et seulement si f est a la fois injective et surjective.
D’apres les questions précédentes, c’est équivalent a

ANB=o e AUB=E.

Autrement dit, B = A. F [ Q’



