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Devoir Maison N°6

Intégration sur un segment

Exercice 1. On consideére la fonction f définie sur ]0, +oo[ par

x?—1 1

fz) = ) 751111

1 1
(1) Pour tout = €]0,1[, calculer / f(t)dt. En déduire liml/ f(t)dt.
x = x

I~ , [k
2 it > 3. Simplifier 1 — — .
(2) Soit n € N, n > 3. Simplifier la somme n;‘f(n)
(3) Soit n € N, n > 3. Montrer que
(a) pour tout k € [1,n — 1]
ﬁ
s ()= s ()
n n E n’ \n
(b) puis que
< S (B < Lpdy o [ o
x = x

1 !
(4) Montrer que lim —In (n) =-1
n—+too n n'

1
Exercice 2. Pour tout n € N, on pose U,, = / 2" In(1 4 x)dx.
0

In2
(1) Etablir 'encadrement 0 < U,, < -
n+1

(2) Calcul de U;.

et en déduire que la suite (U,,) est convergente vers une limite & préciser.

2

1 2
=1—-x+ L, calculer 'intégrale /
1 + X 0

1
(a) En remarquant T2 dz.

1+

(b) A l’aide d’une intégration par parties, calculer Uj.

(3) Pour tout x € [0,1] et » € N, on pose S, (z) = Z(fl)kzk. Simplifier la somme S, (z) et en déduire 1’¢galité
k=0

n+1

< (_1)k_ n 1‘1:
> )+ () /O L

(4) A Tl'aide d’une intégration par parties, établir ’expression suivante de U, :

no Nk
() - (k+1)1

k=0
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Corrigé

Exercice 1:
(1) Pour tout z €]0, 1], calculer /

x

1 1
f(t)dt. En déduire lir%/ f(®)de.
r—r T

/1f(t)dt:/1 (ttl —ilnt)dt

3
L 1

= [% t—%(tlnt—t)}

Pour tout z €]0, 1],

x

3
11 2z 1
76+§f 1 +§(bL1nbLfm)
On en déduit )
2 J, JWd=

1 — k
2) Soit N, n > 3. Simplifier 1 - — .
(2) SoitneN, n> implifier asommen;f(n>

Soit n € N tel que n > 3. Pour tout k € [1,n],

donc

n
4 x 6 x n? 4

(n+1)2n+1) n 11n<n!>

24n 4

puis
12":f E\_(+D@n+1) 1 1 (0l
n n) 24n2 4  2n nn

(3) Soit n € N, n > 3. Montrer que
(a) pour tout k € [1,n — 1]

Soit k € [1,n —1]. On a donc 0 < £ < B+l <1,

n
La fonction f est décroissante sur |0, 1] donc pour tout ¢ € [%, u}

et par positivité de I'intégrale,

donc

. L1
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(b) puis que
1 n 1
[ rwar< IS (5) < 2r+ [ s
® k=1 w

En sommant membre & membre, les encadrements précédents pour 1 < k < n — 1, on obtient
12 (k+1 =1 [k
()= <300 (s
k=1 k=1

Un changement d’indice dans le membre de gauche et I'application de la relation de Chasles pour l'intégrale

donnent
1 — 1 k
it ()= [, s fznf(n)'
— f(2)=0, ona

/llf(t)dtgn iif(i)—f—if(g):i:;f(i).

n k=

Comme f(1)

ce qui donne la premiére moiti¢ de 'encadrement désiré.
L’autre moitié s’obtient en additionnant % f (%) a chaque membre de I'inégalité

()= f o
i () <

(4) Mountrer que lim
(4b), pour tout n € N*

1f(t>dt§<n+1><%+l>_1_1m<M)<

<t ()4 [ o

D’aprés (3) et

1 24n?2 4 2n n"
donc ) .
(n+1)2n+1) 1 1 n! 1./1 / m+1)2n+1) 1
Hdt——— LT Lo ()<= (= fdt — —— T
/; 1(®) 24n? + 4= "o M\ n ) = nf n * 1 1) 24n?2 + 4
D’une part,
lirf / ft)dt = hm / f)dt=-— = d’aprcs le calcul en (2),
n—-+0oo
1)(2 1 1
et L MEDCnED 2t 2 1
n—+o00 24n? 24n? 24 12

73—
et d’autre part, lim ff ( ) = lim z f(x) = 0 puisque lim
n—-4o0o x—0

z—0

(m+1)(2n+1) 1) 1 1
hm</f t)dt — Ty R JrZ —ingr

=0 et lim zlnz = 0 donc,
z—0

(n+1)2n+1) 1
24n? 4

Le résultat en découle.
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Exercice 1 :

In2

(1) Etablir I'encadrement 0 < U,, < et en déduire que la suite (U,,) est convergente vers une limite a préciser.

n—+
1
Pour tout n € N, U, = / 2" In(1 + z)dx.
0

Pour tout « € [0,1], on a I'encadrement 0 < In(1 + z) < In(2) par croissance de la fonction In, et puisque ™ > 0, on
obtient ensuite
0<z"In(l+=x)<z"In(2).
1

1
Par croissance de 'intégrale, il vient alors 0 < / 2" In(l 4 z)de < 2" In(2)dz d’ou I'encadrement
0 0

In(2)
n+1

0<U, <

La suite (U,) est encadrée par deux suites convergentes vers 0 donc lim U,, = 0, d’apreés le théoréme de convergence
par encadrement.

(2) Calcul de Us.

1 2 1 2
(a) En remarquant =1l-xz+ L, calculer l'intégrale / dx.
1+ 1+z o 1+=z
Pour tout € [0, 1] L2 done & L - et it
our tout x =1—z donc = — (1 —z) et par suite
14z 1+z 14z P

bog2 | ! 1 1
da = dr— [ 1—2)dz=In(2) -1+ = =1n(2) — =
/01+xx /01+a:x /0( p)de =In(2) =145 =@ -3

(b) A laide d’une intégration par parties, calculer Uy.
Pour tout = € [0, 1], on pose
2

u(z) = = ;ou(x) = %
vix) = In(l+z) ; (x) = 1—11—90

x
Les fonctions u : x +— - et v:z— In(l+ x) sont de classe ¢! sur [0,1] donc par intégration par parties

! x? Yoot g2
— [ 2m@ — Y ma -
U, /Oasn( + x)dx {2 n( —&—Jc)L 2/0 1+xdx

ce qui donne

n
(3) Pour tout = € [0,1] et n € N, on pose Sy, (z) = Z(—l)kxk. Simplifier la somme Sy, (z) et en déduire I'égalité
k=0

1
xn+1

- (_1V: n
Zk+1 In(2) 4 (-1) / dex

0

(—1)*2" est une somme géométrique de raison —z # 1 donc

2,
Q
=
=
+
Q
=
+
8
m
=)
!
@
+
3
m
=z
&
w
Q
=
-
=3
@
"
&
Il

__1__ t_x)n+1
N 14z
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donc apres intégration sur [0, 1], on obtient
n+1

' N (EDE it [
/OSn(x)dx—ZkJrl—/(; e = 1n2) — ( 1)+/0 T

k=0

et il reste & voir que —(—1)""1 = +(—1)".
(4) A Taide d’une intégration par parties, établir ’expression suivante de U,, :

n(2) (=1"
n = In(2) —
Pour tout x € [0, 1], on pose
() = (n+D2" ; ulx) = "t
1
o) = In(l+z) ; J(x) = T2

1 1, .n+1
(n+ 1)U, = / (n+1)2" In(1 4+ z)dz = [2" "' In(1 + m)](l) - / i

0 0 1 + X

donc _ — (~1)* _ — (-1

1n(2)+kz_0 o In(2) kz_o .

(n+ 1)U, =In(2) — = =1n(2) + —
o 1
d’ott le résultat In?2) (-1)" "L (—1)k
n = In(2) —

Un= ity @ k;k+1

Pourquoi les Francais boudent
les maths ?




