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Polyndmes

Mercredi le 17 Janvier 2019

Exercice 1:
1. On note pour tout z € I = }0, g{ : f(z) = 5(2sin(z) + tan(z)) et g(z)= 2152258)

(a) Factoriser le polynome P(X) =2X? —3X2 + 1 dans R[X] et en déduire son signe sur R.
(b) On pose u(z) = f(z) — x pour tout = € I.
Justifier que u est dérivable sur I et que pour tout z € I, v/'(z) = };S;C;z(é ))).

(c) En déduire les variations de u sur I.

(d) On pose v(z) = x — g(z) pour tout x € I. Justifier qu'il existe un polynéme ) de R[X], de degré deux, tel

— Q(cos())
= (24cosz)?”

(e) En déduire les variations de v sur I.

(f) Montrer que : Yz € I, g(z) <z < f(x).

2. (a) a
(

que pour tout z € I, v'(z)

a) En utilisant le fait que {5 = 7 — &, calculer cos (1”—2), sin (%) et tan (ll)
b) Déduire de la question 1.(f) un encadrement de 7.

3. facultatif : pour ceur qui veulent en faire plus

On pose pour tout entier naturel n, a,, = sin(z75

) et by =cos(357).

3x2n 3x2n
(a) Justifier que pour tout réel 6, cos(260) = 1 — 2sin? (4).
(b) En déduire que pour tout entier naturel n, a,41 = 1_2b" et bpi = \/%

(c) Montrer que pour tout n € N: 9 x 2" 5% <7 <27 <2an + %:) .

Exercice 2:

On définit une suite de polynomes (P, ),en par :
Po(X) =2, Pi(X) = X et pour tout n € N, Pio(X) = XPpi1(X) — Po(X).

1. Déterminer P, et Ps.

2. Rappeler précisémment les formules reliant deg(P + Q) & deg(P) et deg(@Q), pour P,@ € R[X].
3. Déterminer le degré de P, pour tout n € N.

4. Montrer que pour tout z € C*, P, (2 + %) ="+ zi"

5. (a) Soit t € R. Déterminer un nombre complexe z de module 1 tel que z + 1 = 2cost.
En déduire la valeur de P, (2cost) en fonction de n et t.

(b) Résoudre, pour n > 1, 'équation cos(nt) = 0 d'inconnue ¢ €]0, 7[. Combien y a-t-il de solutions distinctes ?

(c) bonus : En déduire les racines de P,, pour n > 1. (Montrer qu’on les obtient bien toutes!)
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Exercice 1: début Ecricome S 2015
1. (a) 1 est racine évidente, méme au moins double (car P'(1) = 0) donc P s'écrit P(X) = (X — 1)*(aX +b) (si
seulement racine écrire P(X) = (X — 1)(aX 24+ bX + c), calculs un peu plus longs). Aprés identification des

coefficients on trouve P(X) = (X — 1)2(2X +1) (ou P(X) = (X - 1)(2X? — X — 1) puis calcul du A et
factorisation du trinome). Donc P(x) du signe de 2z + 1.

(b) u est somme de trois fonctions dérivables sur I, donc est dérivable sur I, et :
) 1= <2c0s z+1-3 cos® :c) _ P(cosz)

cos? ¢ 3cos?z *

Vrel, u(z)=3(2cosz+

-1
(c) u/(x) est du signe de P(cosz). Pour tout z € I, 1> cosz > 0> ) donc P(cosz) >0, u/(z) > 0.

(d) Notons que g est dérivable car quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas sur . Donc

v est dérivable sur I comme différence de fonctions dérivables.
(24-cosz)?—6cosz—3

3coszX(24cosz)—3sinzX(—sinz CosS T
Pour tout x de I) g/(CU) = e (2+c)osw)2 . '= (g-l-cosi;)3 donv ($) 1= g/<il?> - (2+cos z)?
_ cos’z—2cosz+1 _ Q(cosx) oll Q(X) —X2_9X +1= (X — 1) )

~ (24cosz)? T (24cosz)?
(e) Q est positif et ne s’annule qu’en 1, et, sur I, cos ne vaut jamais 1, donc v’ est strictement positive sur

(f) Comme limu(z) = 0 et limw(z) = 0, la stricte croissance de ces fonctions sur I induit leur stricte positivité.

X
(Attention, la croissance ne suffisait pas donc bien vérifier v’ > 0 et v/ > 0 dans les questions précédentes).

Donc Ve eI,  g(z) <z < f(z).
2. (a) cosﬁ—cos(z—g)—cos(4)cos( )+sm(4)sin(%) %—Iﬂf De méme, sin 75 = ?—%et
_ V6-v2 _ (V6-v2) 8- 24\722_\[.

g = Vorg = 6
(b) En utilisant 1.(f) avec z = {5 € I (attention, 7 ¢ I donc impossible d’appliquer 1.(f) & ) : g(75) < 15 < f({5
M f
m 62
doit 12 x g( = 19 % f(Z ():3 T SV A S
o 12 glig) <m < 12x flyg) avee g { széjﬁ RV

et de méme f(f5) = $(V6— V2 +4-2V3).
f) = cos(f + ) = cos?f — sin® A = 1 — 2sin? 6.

3. (a) Soit f un réel. cos(2

————(€[0,7/6]). 11 fallait remarquer que 20 = 52+ = -~ D'ou

m
b) Soit ti turel. Soit f =
(b) Soit n un entier naturel. Soi Ty o

1- 1 — cos(2 2sin’
\/ an = \/ C;S< ) = \/ Sl; U = /sin’(6) = |sinf| = sinf = a1 puisque sin(A) > 0 (A € [0,7/6]).

L+b,  [1+cos(20)  [2(1—sin®f
Deméme,\/z :\/ +C(2)S( ):\/< 25111 ):|cosﬁ\:c059:bn+1

<m < 2" <2an-|-zn).

(c) En appliquant 1.(f) & = 6 € I et en multipliant par 3 X 2", on a 9 x 2"2 j_"b
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Exercice 2 :
1. Oncalcule P,=XP, —Py=X%*—-2¢et P, = XP,— P, = X - 3X. 2. cf cours!
3. On conjecture que le degré de P, est n. Montrons-le par récurrence double sur n € N.
Initialisation : Comme Py = 2, deg Py =1 et comme P, = X, deg P, = 1.
Hérédité : Soit n € N, supposons deg(P,,) = n et deg P11 = n+ 1. Alors deg(XP,41) =n+2 et deg(—P,) = n.
Comme |n+ 2 # n|, on en déduit que deg(X P,+1 — P,) = max(n+2,n) = n+ 2, i.e. deg P19 = n + 2. Conclure.

4. Montrons par récurrence double sur n € N la proposition "Vz € C*, Py(z+ 1) = 2" + L7
Initialisation : Comme Py est constant, on a pour tout z € C*, Py(z + Z) =2et 20+ Z% =2 (rappel : 20 =1).
Pour tout z € C*, Py(z+ 1) =z+1=21+ 1
Hérédité : Supposons que pour un certain n : pour tout z € (C* W(2) = + — et Pn+1( )=zt anﬂ. Alors
d’apres la relation de récurrence, pour tout z € C*, n+2(2 + ) (z+ )P 41 (z + ) Po(z+1)
=HR] (z+1)(z"" + ) - (2" + &) = 2" —|— Lt e - (M ) = z”+2 + 4. Conclure.
5. (a) Soit t € R. On cherche 2 sous la forme 2 = ¢’ (pulsque z de module 1). Alors 2z + 1 = € + 7 = 2cos(f)
d’apres les formules d’Euler. On en déduit que # = t convient. Donc z = €' est solution.
On a alors P, (2cost) = Py(z 4+ 1) = 2" 4+ & = €™ + e~ = 2cos(nt).
(b) On sait : cosnt = 0 & nt = § +2krount = -5 +2kr & nt = § +kr &t = (%H) avec k € Z (n # 0).

Comme on cherche les solutions dans |0, 7], 'ensemble des solutions est S = {! 2k+1 k € [0,n—1]}.
Il y a n solutions distinctes.

(c) Comme P,(2cost) = 2cos(nt), on obtient en utilisant la question précédente que pour t € S, P, (2cos(t)) =0
(2k+1)

cad 2 cos(t) est racine de P,. Donc on obtient n racines : 2 cos( ),k € [0,n — 1], puisque ces racines sont
bien distinctes (cos est strictement décroissante sur |0, 5[ donc mjectwe .
De plus P, est de degré n, donc il a au plus n racines : on les a bien toutes.

Exercice 3 inspiré d’Ecricome E 2016
1. Pour n > 1, g,, est définie sur {z € R/1+2 > 0et (1+2)* # 0} =] — 1,+00[. Puis pour tout z > —1, (1 +z)? > 0,
etIn(l1+2) >0 142 >14 x> 0. Donc pour n pair, g, est positive sur | — 1,400[, et pour n impair, g,, est
positive sur [0, 400 et négative sinon.
2. En -1, pasde F.I. : lim In(1+2)=-o0et lim (1+z)? =0T donc sin pair, lim g,(z) = +oo et si n impair,
r——1 z——1 r——1

In(X)" L , ,
— 0 d’apres les croissances comparées.
X 2 T—+00

Graph. : asymptote verticale d’équation = = —1 et asymptote horizontale d’équation y = 0 au voisinage de 400.
n—— 1+z (In(142))" " (142)2=2(14z)(In(14z))"

(14a)*
L d'ot le résultat.

lim g,(z) = —00. En 400, avec X =1+2 — 400, gn(z) =
r——1 T—+00

3. gy est dérivable sur [0, 400}, et pour tout = > 0, ¢ (z) =
n(1+z)(In(1+42))" " =2(1+z) (In(1+z))" (1+x)(1n(1+x))n n—21In(1+z)

(142)* (142)*
4. Pour z > 0, g} (x) est donc du signe de n —2In(1+z). Orn—2In(l1+2) >0 & In(l+2) < 2 & o <21
Donc g,, admet un maximum en e"/? — 1 de valeur M, = g,(e"/? —1) = (o ((enn//;) = (@)L = (L)

5. En 400, ¢ - 2) z3/? (lri(lﬁ;”;)) T 73/ (1“(1;2””)) = (1“(;32”)) - ((;191())1) o~ h;gl /)2 T 0 d’apres les croissances

comparées (avec X =z + 1 comme en 2.). Attention, composition des équivalents interdite !




