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Devoir Maison N°9

Espaces Vectoriels (1)

(13 Février 2019]

B Sous-espaces vectoriels. Dans chacun des cas suivants, montrer que F' est un sous-espace

vectoriel de 'espace vectoriel E.
x

Question. E=R3, F = y | R0 —y =2
2

Question. E=C(R), F={u€E| lim u(x)=u(0)}

T—+00
Question. E =R[X], F={P¢cE|P(-1)=P(1)}
Question. E =RY,  F = {(uy)nen € E|limnu,, =0}

Question. £ =C}(R), F= {u € E| /01 u(x)dz = u(O)}

B Familles libres, familles liées
Question. On considére le R-espace vectoriel R? et les trois vecteurs

1 1
€1 = 1 , €2 = 2 , €3 = 1
1 2

La famille (eg, e, e3) est-elle libre ? liée ?

Question. On considére le C-espace vectoriel C3 et les trois vecteurs

1 [ 0
€1 = 0 , €= —1 , €3 = 1
-1 1 —1+1

La famille (ej, ez, e3) est-elle libre ? lide ?

Question. On considére 'espace vectoriel des fonctions de classe C*° de R dans R. Soit f, g
et h les trois fonctions définies sur R par

flz)=e® g(z)=ze™™ ,h(z)=2z%""
La famille (f,g,h) est-elle libre ? liée 7
Question. Dans R[X], on considére les polynomes
P(X)=X’+1, PBX)=X>+X+1, BX)=1-X

La famille (Py, Py, Ps) est-elle libre 7 liée 7
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Question. Dans R, [X], on considére, pour 0 < k <n, les polynomes
Pi(X) = (X - 1)}
La famille (Py)y est-elle libre? liée ?

B Familles génératrices.
Question. Dans Ro[X], on considére les polynomes

P(X)=X"+1, P(X)=X*+X+1, RX)=1-X
La famille (P1, Py, P3) est-elle génératrice de Ry[X]?
Question. On considére le C-espace vectoriel C? et les trois vecteurs

1 0
e] = 0 |, eo=| -t |, e3= 1
-1 1 1+
La famille (er, eg, e3) est-elle génératrice de C3?

Question. On considére le R-espace vectoriel R? et les trois vecteurs

1 1
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Quelle relation doivent vérifier les réels a et b pour que Vect(er,eq) = Vect(ey,e3)?
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Corrige

B Sous-espaces vectoriels. Dans chacun des cas suivants, montrer que F' est un sous-espace
vectoriel de I'espace vectoriel E.
Question.

T
E=R} F={|y |cR2e-y=2
z

Comme 2 x 0—0 =0, le vecteur 0 € F.
T

Soient \e Retu=1| y |, v=
z

deux vecteurs de F.

7/
y
7
AT+ T
Le vecteur A\u+ v a pour coordonnées | Ay+vy' | et
A+ 72

20+ - Wy +y) = M2z —y)+ (22 -y ) = Aa + 7

puisque 2x —y = z et 22’ —y/ = 2.
Ainsi, F est non vide et stable par combinaison linéaire, ¢’est donc un sous-espace vectoriel
de R3.

Question.
E=CR), F={uekB| lim u(z)=u(0)}

T—+00

Notons 6 la fonction nulle sur R.
(’est une fonction continue.

Comme lim 6(z)=0=6(0), la fonction § € F.

T—+00
Soient A € R et u, v deux fonctions de F. Donc limy 4o u(z) = u(0) et limy—, 400 v(z) =

v(0). D’aprés les régles sur les limites,

lim (M4 v)(z) = (A4 v)(0)

T—400

Comme les fonctions u,v sont continues, la fonction Au + v est elle aussi continue. Donc
Au+v € F. Ainsi, F' est non vide et stable par combinaison linéaire, ¢’est donc un sous-espace
vectoriel de F.

Question.
E=R[X], F={PeE|P(-1)=P(1)}

Comme (—1)? = 12, le polynéme X2 appartient & F (on peut aussi utiliser le polynome
nul si on veut...) donc F' est non vide.
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Soient A e R, P € F,(Q € F. Comme
(AP +Q)(=1) = AP(=1) + Q(-1) = AP(1) + Q(1) = AP+ Q)(1)

donc AP+ Q € F.
Ainsi, F' est non vide et stable par combinaison linéaire, ¢’est donc un sous-espace vectoriel
de E. L’ensemble des polynémes pairs est donc un sous-espace vectoriel de R[X].

Question.
E=RY, F={(up)nen € E|limnu, = 0}

Il est clair que limn x 0 = 0, donc la suite nulle appartient a F.
Soient A € R et u = (un)nen, ¥ = (vn)nen deux suites de F.
Donc

nu, — 0 et nv,, — 0.

Par conséquent,
n(Au, + v,) = Anuy, + nv, — 0,

donc \u+v € F.
Ainsi, F' est non vide et stable par combinaison linéaire, ¢’est donc un sous-espace vectoriel
de RN,

Question. )
E=C'R), F= {u € Ey/o u(z)dr = u(O)}

1
11 est clair que 0dz = 0 donc la fonction nulle appartient & F'.

0
Soient A € R et u, v deux fonctions de F'.

1 1 1
Donc / u(z)dz = wu(0) et / v(z)de = v(0), par conséquent, / (Au + v)(z)de =
0 0 0

1
/ Au(z) + v(z)dz = Au(0) + v(0) = (Au+v)(0) donc Au+wv € F.
0
Ainsi, F' est non vide et stable par combinaison linéaire, c¢’est donc un sous-espace vectoriel

de F.

B Familles libres, familles liées
Question. On considére le R-espace vectoriel R? et les trois vecteurs

2 1
€1 = 1 , €2 = 2 , €3 = 1
1 1

La famille (eq, eq,e3) est-elle libre 7 liée 7
Soient «, 8 et v trois réels tels que ae; + fes +vyes = 0. Cette relation équivaut au systéme
linéaire suivant :
2a+B+y = 0
a+28+y = 0
a+pB+2y = 0
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équivalent a

at+B+y = —a

a+B+y = -0

at+f+y = —v
ce qui donne

donc la famille (eq, ez, e3) est libre.

Question. On considére le C-espace vectoriel C? et les trois vecteurs

1 1 0
el - O 9 e2 - _Z 3 63 — 1
—1 1 -1+

La famille (ej, ez, e3) est-elle libre 7 liée 7
On remarque que

1 i 1442 0
e +iey = 0 +i| —i | = —i2 = 1 =e3
-1 1 B 1+

donc e +ies —es = 0. C'est une relation de dépendance linéaire entre eq, eo et e3. Cette famille
est donc liée.

Question. On considére 'espace vectoriel des fonctions de classe C* de R dans R. Soit f, g
et h les trois fonctions définies sur R par

La famille (f, g, h) est-elle libre ? lie ?

Soient A, u,y trois réels tels que Af + ug + vh = 0.

Donc pour tout x € R, Af(z) + pg(x) + yh(xz) = 0.

Puisque I'exponentielle ne s’annule jamais, pour tout € R, A+puz+vyx? = 0. Le polynéme
A+ puX + ~vX? est donc nul. Or un polynéme est nul si et seulement si ses coefficients sont
nuls. Donc A =p=~v=0.

La famille (f, g, h) est donc libre.

Question. Dans R[X], on considére les polynomes
P(X)=X2+1, PBX)=X’4+X+1, PBX)=1-X

La famille (Py, Py, P3) est-elle libre ? lice ?
Soient A, p,y trois réels tels que AP} + uPs 4+ vP3 = 0. Donc

M2+ D) +p(X 4+ X+ D) +71-X) = QA+ )X+ (p—NX+A+p+7)=0
Un polynome est nul si et seulement si ses coefficients sont nuls donc

A+p=0, p—v=0, A+pu+v=0.
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La premiére et la derniére égalité donnent v = 0 puis de la deuxiéme, il vient © =~ = 0 et de
la premiére, on tire enfin A = —p = 0.
La famille (Py, P2, P3) est donc libre.

B Familles génératrices.
Question. Dans Ry[X], on considére les polynomes

Pl(X):X2+1, P2(X):X2—|—X_|_]_7 Py(X)=1-X

La famille (Py, Py, P3) est-elle génératrice de Ro[X] 7
Soit P = a + bX + ¢X? un polynéme de R?[X].
On vérifie facilement que

P=(a—c)1-X)+(b+a—-c) (X +X+1)+2c—b—a)(X?+1)

donc tout polynoéme de Ry[X] est combinaison linéaire de Py, Ps, Ps.
La famille (Py, P, P3) est donc une famille génératrice de Ro[X].

Question. On considére le C-espace vectoriel C? et les trois vecteurs

1 0 0
e = 0 , €y = -1 |, e3= 1
-1 1 141

La famille (eg, e, e3) est-elle génératrice de C3?

T
Soit wu = [ y | un vecteur de C3 et a,b, ¢ trois nombres comlexes. On étudie I'équation
z
u=ae; + bes + ces (S)
a =X (Ll)
(S) <= —bi +c =y (L2)
—a +b +ce(l+1i) =z (L)
a =z (L1)
— —bi +c =y (L2)
b +c(14i) =z+x (L3 L1+ Ls)
a =z (L1)
= —bi +c =y (L)
ct =y -+ (Z + CC)Z (Lg —1L3+ Lg)
a =z
1 y+ (z+x)i (—14+dy—(z+x)i .
— b :_’gy_ i >: —i2 =yt ly- )i
c _y+ Z+x)l—z+x—zy

La famille (e1,ez,e3) est donc génératrice de C3. (Comme le systéme (S) admet une unique
solution, on peut méme dire que la famille (eq, ez, e3) est une base de C3. )



