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Exercice 1

1. (a) On teste la relation avec z = f(0) et y = 0. Il vient

f0)=f(f0) - f(0) =2-f(0)-0 = [(0)=1.
(b) Pour z € R,
fle=1)=flz-f(0))=2-2-0=2-uz.

(c) Dot f(z) = f((z+1)-1)=2—-(z+1) =1 -z pour tout réel z.
On vient de prouver que si une telle fonction existe alors elle s’écrit € R = 1 — .

2. Procédons a la synthese. On vérifie que le candidat trouvé convient. Posons f: z € R — 1 —x. Soient deux réels
rety:

fa=fy)=fla-(1-y)=flety-1)=1-(z+y-1)=2-z-y.
f est bien solution du probleme.
En conclusion, il y a une unique solution au probleme.

Exercice 2

1. Méthode 1. Considérons f : x € [0,1] — z(1 — ). L'étude de la fonction prouve l'existence d’un maximum
atteint en z = 1/2. Ainsi, pour tout .

f@)<f2) = al-2) <14

Méthode 2. On écrit pour tout z € R :

p(l-z)=—(z-1/2° +1/4< 1/4.
Car tout carré est positif.

2. Raisonnons par I'absurde en supposant que tous les nombres
a(l=b), b(l-c) et c(l-a),

sont supérieurs strictement a 1/4. Ainsi
3
a(l—a)-b(1=b)-c(1-c)=a(l=b)-b(1-c)-c(l—a)> () :

3
1
Or, la question précédente impose a(l=a)-b(1=b)-c(l-c¢) < (4) .

1
On a une contradiction. En conclusion, I'un des nombres est inférieur a .
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Exercice 3

— Siz<l,ona
lt=3+]z-1=-(z-3)-(z-1)=-20+4

On résout pour z < 1, =2z +4 = (z — 2)*. Clest équivalent & 0 = z(z — 2).

Comme z < 1, seul z = 0 est solution.
— Size[l,3),ona

lt=3+]z-1=-(z-3)+(z-1)=2.

Léquation 2 = (z — 2)* est équivalent & (z —2 — v/2)(z — 2+ +/2) = 0. Comme /2 ~ 1.4, on constate qu'il n'y a

pas de solutions.
— Siz>3 ona

lt=3+]z-1=(z-3)+(x-1)=22-4
On constate alors qu'il y a une solution donnée par = 4.
En conclusion, il y a deux solutions & équation [z — 3| + |z — 1| = (z — 2)* donnée par 0 et 4.

Exercice 4

L. Dy={reR[1+2>0etl-z>0etIn(l-2)#0}={reRjz>-1,z<letl—-z#1}=]-10[U]0,1]

2. lim 14+2=0dou hm ln(l + x) = —00, et comme lim In(1—z)
z——1 z——1

=1In2 > 0, par quotient, lim1 o(z) = —c0.
T——
Asymptote Vertlcale en x = —1. De méme, lim In(1 — z) = —oo et lim In(1+ ) =In2, d'ou lim p(z) = 0.
z—1 z—1 z—1

3. a) Limite usuelle : lin%) w =1 puis en posant X = —z, on a d’une part lin%) X =0 et d’autre part,
T— T—

In(1—-z) _ In(14X) _ _In(14-X) d’'ov lim In(1-z) — lim _ In(1+X) -1
z -X X =0 T X0 '
In(14z)
b) 1l suffit de remarquer que ¢(z) = 5 (1‘”” 3 d’oli par quotient, lil% o(z) = _11 =-1.
nil— T—

X

L n(1—2) —In(1 4+ 2)(—-L) (zoini-o)+(te) o)
4. (a) ¢ est dérivable sur D, et ¢'(z) = Tz (1 - 2) ~ Il 4 2)(- 1) (Fa)(1=2)

(In(1 — 2)?) T (m(l-2?)

On conclut en remarquant que (14 z)(1 —z) = (1 - 2?) et que x1=:L

(b) h dérivable sur | —1,1] et h'(z) = —ln(l—:v)-l-(l—a:)%-l-ln(l x)-l—( )x+1 In(1+2z) - In(1 - z).

(¢) Inéquation définie sur | — 1, 1. Puis par stricte croissance de l'exp, In(1 —z) <In(l4+2z) e 1-z<1+z
S0<2r e 0<.

(d) h admet un minimum en 0 et h(0) = 0 donc h positive sur | —1,1].

(e) il_}ml(l +z)In(l + z

a

o \o—\n
c—\g

) = 2In(2). Pour 'autre moitié, poser X = 1 — z, en remarquant que alcl_)m] X =0%. Alors
i1_>rn1 (I1-z)In(l-=2) = Xh_{%+ X In(X) =0 d’apres les croissances comparées. Donc iim h(z) =2In2.
(f) h>0sur | = 1,1, et deplus 1 — 2> >0 & 2> <16 —1 <z < 1, donc ¢ croissante. (Dans le TV, la double
barre est facultative pour ¢ en 0 car la limite est -1 en 07 et en 0~ : ¢ se prolonge par continuité en 0).
5. Powrz €Dy i p(z) =-2&(l+z)=-2I(l-z) & n(l+z)=(l/1-2)%) & (1+z)= ﬁ
Sl+z)(l-zP=1e-—r-2"+2*=02(-1-2+2*) =02’ —z—-1=0carx #£0 (x € D,).
Deux racines éventuelles : 1—T¢5 et % Ord<h5<9=2<yv/h<3=3<1+V5=21¢< 1+T\/5 et donc
W5 ¢ D, Mais -3<V5< 2= -2<1-v5< 1= 1155 < -1 < et done 1558 € D,,.
Conclusion : 1= ‘[ est 'unique solution de cette équation.
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Exercice 5

1. Pour tout n > 2, on pose

On a

2
k=2

1 1 1 1 1 1 1

B—k 2P-2 6 4 12 4 2.2.3

donc la proposition P(2) est vraie.

Soit un entier n > 2. Supposons que la proposition P(n) est vraie. On a, en utilisant P(n) a la

deuxiéme égalité,

1 "1 1
B—k ;k3—k+(n+l)3—(n+1)

1 1

1
N 1_2n(n—|—1)+n3—|-3n2—|—2n
1 1 1
T 1 WD)t m+2)
1 (1 1
T4 aln+1) <2_n—|—2>
1 1 n
T4 an+1) 2n+2)
! 1
T4 2+ 1)(n+2)

ce qui signifie que la proposition P(n + 1) est vraie.

On a ainsi montré par récurrence que : ¥n > 2, P(n) est vraie.

2. On cherche trois réels a, b, c tels que : Yk > 2,

L
Bk

Il suffit que 'on ait

La résolution du systeme nous donne ¢ = -1, b=c=3

a b ¢ (atb+ok’+(c—bk-a

el TR Bk
a+b+c = 0
—b+tc = 0
a = -1

7

On trouve donc que : Vk > 2,

On en déduit que : ¥n > 2,

"1
Zk?’—k -

k=2

Lo 1 . 1
Bk k 2k+1) 2(k-1)
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Exercice 6

1wy =2ug—02=| 2 | uy =2, ~ 12 = 3| uy = 2, — 22 = 2 |etuy = 2u; 3% =

2. Par récurrence sur n :
- U =—5<0;
— supposons que pour un entier n fixé, n 2 4, u, < 0; alors u,,; =
Donc, par le principe de récurrence, pour tout entier n = 4, u, <0.

2u, —n®<0.

3. Uy —U, =2u,—n?—u, =u,—n*<0sin>4.
Donc la suite u est décroissante a partir du rang 4.

—(m+1)?*=2n+1)-3=2u,—n*—n*—2n—-1-2n-2-3

4. a) Vnt1 = Unt1
= 2u, —2n® —4n—6=2(v, +n®+2n+3)—2n* —4n—6=2v,.
Donc la suite v est géométrique de raison 2.
b) On en déduit que pour tout n € N, v, = 2"y, = 2"(=2) = | —2"1 |,
) A _ 2 _ n+l 2
¢) Douu,=v,+n°+2n+3=-2""+n"+2n+3 |
Exercice 7 Pour tout n € N*, notons &2, la propriété : « Z \‘(Z ;)2] + % =2n»
p=1 k=p k=1
— Pour n =1,
n n 1 2 n 1
) +D -=1"+1=

Soit n € N* tel que &2,, est vraie. Montrons que &2, est vraie.

n+1 n+11 77+1 i n+11 9 1 n 1 1
2 (Z ) Z - (8 |t ot st o
= = pl_ k=p k=1
N PP 1 2 1 "1
:; ((kz_;)k)+n+l)]+(n+l)2+;k+
n I n 1 2 1 n 1 1 n 1 1
:p:1 _((ék) +(n+1)2+2k_p(n+l)k)]+(n—|—1)2+k_1k n+1
B n I n 2 n n n 1 1
N (Z ) +Zk+ ZZ (n+1 n+1)2+(n+1)2 n+1

p= 1k—p

2 1
=2 — 42
n +1+ kz::ln—i—l

2

=2n+
n+1

2n

+n+1

=2n+2=2(n+1)

Ainsi, la propriété &, .1 est vraie dés que &2, est vraie.



