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Devoir Survéille N°2

Corrigé

‘%{ Exercice Application de Cours : Nombres Complexes

Question 1:
1+ 1| \f
1. ’Z1| = -
VB—il 2
arg(z) = arg(1 + i) — arg(v/3 — ).

Onal+i=Vv2e"* douarg(l+1i) = 7/4, et\[—Z—Q(\f ;
isin(—7/6)) = 2¢7/0 Lot arg(v/3 — i) = _7(:'
Finalement, arg(z;) = Z + g = ?g
1
2. |z| =1+ tan?(0) = co2(0) arg(zy) = arctan(tan(f))[27].

Sife|—

2 g[, on a arctan(tan(f)) = 6, et donc 'argument est 6 (modulo 27).

) = 2(cos(—m/6) +

Sif 6]2,37;[, on a arctan(tan(f)) = arctan(tan(d — 7)) = 6 — m, ol 'on a utilisé la 7-

T
périodicité de tan, et le fait que pour tout z €] — 2 5[, arctan(tan(z)) = z. L’argument est

donc 6 — 7 (modulo 27).
3. |z =1+14" = V2" arg(z3) = n(arg(1 + 1)) 27 = Z 27].

4. Cette expression est définie car 6 # 0 [27]. Par ailleurs, z4 = 0 Ssi 0 = 7 [27].
Dans les autres cas,
1+ cos(0) + isin(0) = 1+ e = /2(e19/2 4 ¢79/2) = 9.cos(0/2)e™/?.
1 — cos(0) — isin(0) = 1 — e = ¢/2(¢9/2 — ¢=19/2) = 9;5in(0/2)e™/?.

cos ¢ 1

On a donc z4 = — 29 = —1

= 5
1S 5 tang

On a donc |z4] =

0
115

6
tan o < 0 (i.e. 0 €]m,2m]).

et arg(zq) = —7/2 [27] si tang >0 (i.e. 0 €]0,7]), et /2 [27] si
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Question 2 : Voir le cours
Question 3 : ¢l 4 it 2T 472 L9 cos(27) 1

1. cos®(z) = ( 5 ) = . = t3
2. sin(z) = (e” —e i i — 4e% + 6 — 4e M7 4 i _ _ 2cos(4x) — 8cos(2x) + 6 _
2i 16 16
cos(4z)  cos(2z) N §
8 2 8
( 1T +e~ ) (eix _ e—ia:)?) (e2iac +2+ 6—21’30)( iz 36133 + 3e—m _ Si:v)

20\ ind () — _ _
3. cos”(z)sin®(z) = 39 = NETY =

5tx _ p3tx 2 1T 2 —1ix —3ix _ ,—dix 1
e : : —I__3;- e - = —E(sin(ﬁ)x) — sin(3z) — 2sin(x)).

Question 4 :

On a sin(50) = (Im(e 5”}1)) = Im((e!™)%) = Im((cos(d) + isin(f))®) = Im(cos5(6) +
5i cos*(6) sin(f) — 10cos®(f )sm () — 10icos?(9)sin®(0) + 5cos(f)sin*(0) + zsm °(0) =
5cos*(6) sin(f) — 10 cos?(# )sm (0) + sin®(0) = 5(1 — sin?(#))?sin(d) — 10(1 — sin?(#)) sin®(9) +
sin”(#) = 16sin®(6) — 20sin>(#) + 5sin().

Sil’on note z = sin <75T>, et que I'on applique 1’égalité précédente a 6 = 75T, on a 162° —202°+5z = 0.
Comme z # 0, 16z — 202° +5 = 0.

Posons X = 2%. On a 16X2—20X +5=0, dou X =
5-5 5+ 5
g ouzr = 5

ou X =

. Comme x > 0, on

5-5 5+45
8 8

a donc x =

Reste a exclure I'une de ces solutions. Par croissance de sin sur [0, 7], z < sin <

ot w3y
g
Telg

V
A~ w

d 5 3
Montrons que 1/ +8\f > \2[ (E), ce qui exclura cette solution. (E) < +8

o+ \/5 > 6, ce qui est vrai.

5-5
=

Finalement, sin <75r> =

(©) Blaque du jour
Deux personnes qui font une promenade dans une montgolfiere sont perdues et décident de re-
descendre plus bas pour demander leur chemin. Elles apergoivent sur deux autres personnes qui
discutent sur la route et demandent :

- < Excusez-moi, messieurs. Pouvez vous nous dire ol nous sommes la 7 >

- < Vous étes dans une montgolfiere >

Surprises, les deux personnes de la montgolfiere les remercient quand méme et reprenne de I'alti-

tude. Un peu plus loin, I'un dit a 'autre : <« A mon avis, ces deux la sont des mathématiciens. >

- Qu’est-ce qui te fait dire ¢a ?

- Et bien, ils ont mis du temps a nous répondre, leur réponse est parfaitement juste, mais elle ne
sert absolument a rien.

Pendant ce temps, les deux mathématiciens se disent : < C’était stirement des économistes ces

deux la. Ils nous posent des questions évidentes, et apres, s’ils sont perdus c’est de notre faute. >
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Question 5 :

1. Déterminer les racines carrées de 1 + 61.

On les cherche sous la forme ¢ + id.

A -d*=1
On a (c+id)* =1+ 6i Ssi ¢ — d* + 2cdi = 1+ 6i Ssi { g3
Par ailleurs, |c+ id|* = ¢ + d* = |1+ 6i| = V/37. En ajoutant & la premiére ligne du systéme, on
obtient ¢* = \/372_'_ 1, et en soustrayant, on a d* = \/3»72_ 1.
c et d étant de meéme signe, on obtient les deux racines carrées : \/372-'_1 + \/372_ 1@' et
BT+ VBT
9 9 1.
2. Résoudre dans C : = +Z, — J.
Z—1
z+i=(z-i)i, donc z+i=iz-i"2=iz+1, donc
z-iz=1-i, cad z(1-i)=1-i, donc z=1
3. Résoudre dans C : (2+1d)z* 4+ (5—i)2+2—2i=0
II s’agit d’une équation du second degré. On note A son discriminant. |
A=(5-i)? —4202+i)(1—-i)=2—10i— 1 - 16+ 16i — 8i — 8 = —2i = 2~"™/2,
Une racine carrée de A est v2e ™4 =14, 2-i
-o+i+1-1  —4(2-1 2
Les racines de I'équation sont donc z; = = =—(2-1i), et 5 =
! LT 01 10 SRS
“5+i-14+i (-6+20)2-i) 1 , L1 . .
= =—(=3+1)2~1)=-(-D+9)=-1+1i.
2(2+1) 10 5( 2= 5( )

‘ﬂ Exercice Facultatif : Nombres Complexes ’
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4 z+1 " inf
4. Résoudre dans C : 1) ~°¢
Soit 2 € C\ {1}.
241
2 est solution Ssi % est une racine n®™ de I'unité Ssi il existe k € [0,n — 1] tel que
e

1
i _ 612“/”610.
7-1
Pour un tel k fixé, on résout I'équation obtenue :

1 . . . . :

i_l _ eszﬂ/nezG & rtl= (Z _ 1)61(0+2k7r/n) N Z(l _ ez(9+2k7r/n)) ~ - ez(9+2k7r/n).
Si 6+ 2kn/n =0 21], il n'y a pas de solution. Sinon, il y en a exactement une: z =
1+ ei(0+2kﬂ/n) ,COS(% + kl)

— n

1 — pilf+2kn/n) _lsin(g + %ﬂ)

9 | kr
cos(2 + 7
Finalement, I'ensemble des solutions est { —i i ’;)

ke l0n—1]etd+2k 027] 3.

5. Résoudre dans C : 2% —223cosf+1=0

Posons 7 = 2*. L'équation équivaut & Z° - 27 cos(f) +1=0, qui est une équation du second
degré en 7, de discriminant 4 cos”(f) — 4 = 4(cos” f - 1) = —4sin®(6), dont une racine carrée est
2isin(f).

2cos(f]) + 2isin(f) 2cos(d) - 2ism(f)

=¥ et 7y = =¢

6)16)/37 6@9/3+27r/37 el0/3-|-4ﬂ'/3’

Les solutions sont donc Z; =

On a donc 6 solutions (non-nécessairement toutes distinctes. . .) :
piB)3 =i0f342m[3 oy ~i0/344x/3
, .

‘fﬁ Exercice Approfondissement de Connaissances : Nombres Complexes

Question 1 :
— Sile| 21, |24 = |2)* > |2], et I'inégalité est donc vérifiée.

— Si|z| < 1, par inégalité triangulaire, |2| = |2 — 2* + 2° < [#2| + |2 = 2% = |22 + |2) |2 - 1| <
22— 1).

L’inégalité est donc prouvée dans tous les cas.
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‘% Exercice Approfondissement de Connaissances : Nombres Complexes ’

Question 2 :

1. Calculer u + 0.

1-
Onautov= sz =-1+ =-1+ :7((:% 2#1) =—1(car 2’ = exp(2i7) = 1).
2. Exprimer u? en fonction de v.
W= (04242 = 24 2P 4 2040 = (4 2+ S 4 A N+ (P 0 =
1-2

T, -1+v=v-1

2 4
3. En déduire sin (;) +8in ( ;) +sin (8;)

La quantité demandé est Im(u).
En sommant les relations obtenues aux questions précédentes, on obtient u® +u + 2 = 0. La

-1 T 1 T

résolution de cette équation du second degré donne u = el +i—ouu=——i—.

2 2 2
VT

7
On a done Im(u) = — ou Im(u) = ———. Reste & trancher entre ces deux solutions.

T 8w m or dr
Par croissance de sin sur [0, 2] —sin — =sin - <sin Iz Comme de plus sin — - > 0, on obtient

7
2 4 2 4
sin (;) +sin (;) + sin (8;) > 0, d’'oti finalement sin (;) + sin ( ;) +sin (8;) \f

Question 3 :
1. Déterminer les formes trigonométriques et algébriques de z3.

T+iv3  1+iV314i 1-v3+i(V3+])

I-i  1-i 14 2
14+1/3 . 11 -
Par ailleurs, 2 = 1+1v/3 =2 +2“f:2613,et n=1-i= Z—Z:\/ie"Z.Onadonc

V2
2= 25D = 9 Ts

2. En déduire les valeurs de cos (ig) et sin <7ﬂ)

23 =

12

. 1=v3+i(v3+1
D’apres la question précédente, ¢’ i = \[H(\[Jr )
22
-3 (77r>_ V341

T
En prenant parties réelles et imaginaires, on obtient donc cos = et sin
prenant p g (12> 7
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‘ﬂ Exercices Application de Cours : Ensembles-Applications ’

Question 1 :

1. Etape 1 : montrer =. On suppose que AUB=ANC.
Montrons que B C A : soit z € B (but mq X € A).
Comme z € B, on a x € AU B, donc par hypothese, on a € AN C. En particulier, z € A.
Ou écrire: BCAUB=ANC C A

Montrons que A C C': soit « € A (but : mq z € C).
Comme z € A, on a z € AU B donc par hypothese, 2 € AN C. En particulier, z € C.
OU écrire,: ACAUB=ANC CC.

Etape 2 : réciproque. On suppose que B C A et A C C. Montrons que AUB=ANC.

Soit version courte, qui s’appuie sur des résultats du cours : comme B C A, alors AUB = A et comme A C C,
alors ANC = A. D'ou I'égalité :AUB = ANC.

Soit par double inclusion.

Montrons que ANC' C AUB : comme ANC C A, et que AC AUB, on a bien ANC C AUB. (ou poser z ...)
Montrons que AUB C ANC : soit z € AUB.

Siz e A, alors comme ACC,onaaussizeCdonzeANnC.

Siz € B, alors comme B C A, x € A et on se ramene au cas précédent. Dans tous les cas, on a bien z € ANC.

2. Dapres 1, si AUB=ANC, alorss BC Aet ACC.
Et par symétrie (échanger les lettres dans 1.) : si BUC'= BN A, alors C CBet BC A et siCUA=CUB,
alors ACCet C CB.
Onadonc:BCACCCBdouAd=B=C-=

Question 2 :

Soit y €], 1] - montrons qu’l existe un unique z € [0, +oc] (et trouvons le) tel que f1(z) = .

Orfl(:v):y<$fgx:y@Hx:(1+2:v)y¢>1+x:y+2xy<$x(1—2y):y—léx:f’_}lypuisque

1= 2y#0 (on sait y > 1/2). | Attention | dans cette méthode, trouver un x ne suffit pas puisqu’il faut encore vérifier

que 2 € [0, 00| pour que z soit "comme il faut”, Or si y E]%, 1], y=1<0et 1-2y < 0 donc on a bien z = f’__;y > 0.
Conclusion : On a bien trouvé une unique solution dans [0, +oc], donc fy est une bijection de [0, +oof sur |3, 1] et

{71 15,1] = [0, oo est définie par f~(y) = fj—_zly
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ﬂ Exercices Approfondissement de Connaissances : Ensembles-
Applications

Question 1:

1. Supposons o f est injective sur E et f surjective de E dans F.

Montrons que ¢ est injective : soit (y, o) € F* tels que g(y1) = g(ys) (*). But : montrer que y; = yp.

Comme f est surjective de E dans F\ il existe 11 € E tel que f(x1) = y et 25 € E tel que f(19) = 1.

Alors (*) mplique que g(f(z1)) = g(f(za)) cad go f(z1) = go f(zy). Comme go f est injective, on obtient
11 = 29 ce qui implique f(xy) = f(x5) cad g = po.

2. SUpposons g o f est injective de E dans G et g surjective sur F.

Montrons que f est surjective de E dans F': soit y € F. But : trouver ¢ € E tel que f(z) =y.

Posons z = g(y). Alors z € G et comme go f est surjective, on peut trouver a € E tel que go f(a) = 2.

Ce qui domme g(f(a)) = g(y) vu la définition de z.

Comme ¢ est injective, on en déduit f(a) =y donc 2 = a convient,

Question 2 :
Application f. On considere

fi R - R?
(vy) P (2+p,x-7)
* f est bijective. On prouve que tout élément de R> admet exactement un antécédent par f.

Soit (a,b) € R2. Déterminons les antécédents de (a,b) par f, c’est a dire résolvons f(x,v) = (a,b) d'inconnues
(x,7) € R Vu Texpression de f(x,p), cela revient & résoudre le systéme d’équations

ty=a
x-p=b
Orona
2+y=a 3x  =a-b x:%
= = e
x-y="0 x-y="b V=x-b=5"
Le systeme a donc une unique solution donnee par (x,p) = (%, %). Autrement dit (a,b) possede un

unique antécédent par f a savoir (x,y) = (%, %) Ceci prouve que f est bijective.

» Application réciproque. On a montré que pour tous éléments (4, b) et (x,v) de R on a
a-b a-2b
flny)=(ab) = (X’y):<T'T)

Par définition de I'application réciproque ceci prouve que f~(a,b) = (%%, %)

373
o
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ﬂ Exercices Approfondissement de Connaissances : Ensembles-
Applications

Question 2 :
Application g. On considére g: R* - R’
(Ky) B (x-7,043Y)

En procédant de méme on trouve, pour tout (4,b) € R et tout (1,v) € R

X- p=4 ZSaIb

glny)=(a )<:>{X+3y:b<:>{y:b_
Ja+h biﬂ)

On en déduit de méme que g est bijective et que g est donnée par ™' (s,b) = (%,
Question 3 :

1. FE est le demi-plan strictement au-dessus de I'axe des abscisses et F est le disque ouvert de centre I'origine et de
rayon 1.

2. Soit z=a+1b € E. Donc b > 0. Posons 7 = 7 l . Montrons que Z € F cad que |Z]* <1.

a+i(b-1) 9 laki(b-1)* _a +(b 1)
Or Z = o ' doi 12]° = i b+1)|2 —a2+(b+1)

1 reste & réaliser que |Z)* <1 & a®+(b—1)* <a®+ (b+1)* & —2b < 2b & 0 < 4b ce qui est supposé, puisque
ze€E.DouZe€F.

3. La question 2. justifie que I'application f est bien définie de £ dans F'!
Soit Z € F et montrons qu'il existe un unique antécédent z € E tel que f(z) =
Z—1
On résout : f(z):Zész(:)z—i:(z-l—i)Z@z—zZ:i-l-iZ@z(l—Z):i(l-l—Z).
241
Or Z € F, donc Z # 1 et on obtient comme unique solution (a priori dans | C 11 +ZZ )
II reste a montrer que ce z, est bien un antécédent par f, cad que 2 € E

écrivons Z sous la forme Z = A +iB avec A% + B? < 1, puisque Z € F. Alors
_i(14+2) _ i(14A+B) _ —BHi(14+4) _ (=BHi(14+4)(1- A-I—zB) _ —B(1-A)-B(1+A)+i[(1+4)(1-4)-B*

~1-Z T 1-A-iB _ 1-4-iB (1A)+B2 (1-A2+B
= E;ZB i -I-zd j) +332 D'ot Im(z) = H)iB >0 et z € E. Donc 7 est bien I'unique solution cherchée.

i(1+2)
-7 -

On en déduit que f est bijective de E sur F et que f ™ : F — E est définie pour tout Z € F par f~1(Z) =



