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Simulation Concours Blanc

Suites Numériques
Jeudi 29 Novembre 2018

[Durée 1 heure]

On désigne par E 'ensemble des suites (u,,),ey définies par la donnée de trois réels ug, uy et uo, et par la
relation suivante :
Vn € N, Upt3 — 3Un_|_1 + 2Un = (. <R)

1. Dans cette question, on considére la suite (u,)qey de E telle que ug = 4, uy = =5 et uy = 13. Soit
(vn)nen 1a suite de terme général v, = w41 + 2uy,.
(a) Calculer vy et vy,
(b) Exprimer v,. en fonction de v,,1 et v,
(c) Montrer par récurrence que (v, )ney st constante. En déduire : ¥n € N, w1 = —2u, +3.
(d) Exprimer u, en fonction de n € N.
(e) Pour tout n € N, calculer Y, u.

2. Dans cette question, on considére la suite (uy,)nen de E telle que ug = 2, uy = =2 et uy = 3. Soit
(wy )nen la suite de terme général w, = u, — (—=2)".

a) Veérifier que wy — 2wy + wy = 0.
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On désigne par E ’ensemble des suites (u,)nen définies par la donnée de trois réels ug, uy et us, et par la
relation swivante :

Vn €N, i3 — 3Uuprr + 2u, = 0. (R)

1. Dans cette question, on considére la suite (u,)nen de E telle que ug = 4, uy = —5 et uy = 13. Soit
(Un)nen la suite de terme général v, = u,11 + 2u,.

(a)
(b)

(c)

(d)

Calculer vy et vy.

> Onavozu1+2u0:—5~|—2x4:et V1 = Uy + 2u; = 13+ 2 X (—5):.
Exprimer v, 1o en fonction de v, 1 et v,.

» Soit n € N. En utilisant la définition de la suite (v,)nen et la relation (R), on obtient :

Upt2 = Upy3 + 2un+2
(Upys — 3Ups1 + 2up) + 3tpr1 — 2Uy + 2Upo
0+ Q(Un+2 + 2U/n+1> — (Un+1 + 2un)

2/Un+l — Up |

Montrer par récurrence que (vp)nen est constante. En déduire : ¥n € N, wu, 11 = —2u, + 3.

» On démontre le résultat par récurrence double. Plus précisément, on considére pour tout
n € N la proposition P(n) : «v, = 3 et v,41 = 3». P(0) est vraie d’aprés le résultat de la
question 1.(a). On suppose maintenant que P(n) est vraie pour un certain n € N fixé. Alors
v, = 3 et v,11 = 3 par hypothése de récurrence. D’apres le résultat de la question précédente,
on obtient :

Upao = 2Upy1 — U =2 X 3 —3=23.

Ainsi v, 41 = 3 et v,42 = 3, donc P(n + 1) est vraie si P(n) est vraie, et cette implication est
vraie pour tout n € N. On conclut d’aprés le principe de récurrence que P(n) est vraie pour

tout n € N. Par conséquent | (v, )nen est la suite constante égale a 3 |.

Rédigez précisément et soigneusement vos raisonnements par récurrence, a fortiori les
récurrences doubles.

On en déduit pour tout n € N que u, 41 + 2u,, = v, = 3 et donc |u, 11 = —2u, +3 ‘

Exprimer w,, en fonction de n € N.

» D’aprés le résultat précédent, (uy,),en est une suite arithmético-géométrique. On cherche donc
a € R tel que la suite (u, — @) ey soit une suite géométrique. Or on a :

VneN, u,p1 —a=—-2u,+3—-a=-2(u, —a)—2a+3—a=—-2(u, —a) —3a+ 3.

En posant « = 1, on a —3a+3 = 0 et donc (u,, — 1),en est une suite géométrique de raison —2.
On en déduit pour tout n € N que u,, —1 = (up—1)(—2)" = (4—1)(—2)" = 3(—2)". Finalement,

VneN, |u, =1+3(-2)"|
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(¢)

Pour tout n € N, calculer "} _, uy.
» D’aprés le résultat précédent, on a pour tout n € N :

n B n B n n . (_2)n+1 -1
up = Y (143(=28)=>"1+3) (-2 =13
k=0 k=0 k=0 k=0
= n+1—((-2)""'=1) =|n+2—(-2)"""|
2. Dans cette question, on considéere la suite (u,)nen de E telle que ug = 2, uy = —2 et ug = 3. Soit

(Wp)nen la suite de terme général w,, = u, — (—2)".

(a)

(b)

(d)

(¢)

Vérifier que wy — 2wy + wo = 0.

> Onawg=u —(-2)°=2-1=1Lw =u — (-2)' = -2+2=0et wy =uy — (-2)? =
3 —4=—1.Donc wy — 2w, +wy = —1—-2x0+1=[0]

Montrer que Yn € N, w19 — 2wy, 11 + w, = 0.

» On démontre le résultat par récurrence. Le résultat de la question précédente justifie que la
proposition est vraie pour n = 0. On suppose que w2 — 2w, +1 +w, = 0 pour un certain n € N
fixé. En utilisant ’hypothése de récurrence puis la définition de la suite (wy,)nen et la relation
(R), on obtient :

Wnis — 2Wpio + Wpy1 = Wpes — 2(Wpao — 2Wpa1 + wy) — dwyag + 2w, + Wy
= Wpi3+0— 3w,y + 2w,
= (tns3 — (=2)""%) = 3(ups1 — (=2)"") + 2(up — (=2)")
= (un+3 - 3un+1 + 2un) - ((_2)3 - 3<_2)1 + 2(_2)0)<_2)n
= 0—(-8+6+2)(—2)"=0.

On conclut d’aprés le principe de récurrence que "v’n eN, wyo — 2wy +w, =0 ‘

Exprimer w,, en fonction de n € N.

» D’aprés le résultat précédent, (wy,),en est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. L’équation
caractéristique associée est I'équation r2 —2r+r = (r—1)? = 0 d’inconnue r € C. Cette équation
a pour unique solution 7y = 1. Le terme général de la suite (wy,)nen est donc de la forme :

Vn e N, w, = (A+pun)(ro)" = X+ un

ou A et u sont deux nombres réels. On obtient pour n =0 : A=A+ X 0 = wy = 1, et pour
n=1:A+pu=A+puxl=w =0donc p=—-A=—1. Finalement,“v’nEN, w, =1-—n|

En déduire ’expression de u, en fonction de n € N.
» Puisque (wy,)nen a pour terme général w,, = u,, — (—2)", on en déduit que :

VneN, lu,=1—n+(=2)"

Pour tout n € N, calculer "} _, uy.
» D’aprés le résultat précédent, on a pour tout n € N :

n

oup = > (A—k+ (=25 = 1= k+> (-2

k=0 k=0 k=0
w1 € o1 [eommel) 1o (gt




