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Simulation DS N°4

Fonctions Réelles-Intégration
22 Janvier 2019

’Durée 01 heure‘

[Calculatrices Interdites]

- =
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, i, j

).

Partie A - Etude d’une fonction

)

2x

e —1 SN

La fonction f est définie sur R par f(x) = 1 et I est sa courbe représentative dans le repére (O, i , j
e

).

)

(1) Etudier la parité de f.
(2) Montrer que pour tout z appartenant & R, —1 < f(z) < 1.
(3) Quelles sont les limites de f en —oo et +00?

(4) Montrer que f est dérivable sur R, puis établir que f’(z) = 1 — f(z)2. Etablir les variations de f et
dresser son tableau de variations; en déduire le signe de f(z) sur R.

(5) Le réel @ étant un nombre appartenant & | —1 ; 1[, montrer que ’équation f(z) = o admet une solution
unique xy. Exprimer alors xg en fonction de a.

Partie B - Tangentes a la courbe

1
(1) Déterminer une équation de la tangente Ay & I' au point A d’ordonnée 5

(2) Montrer que le point B de la courbe I'; d’ordonnée positive, ou le coefficient directeur de la tangente

est égal & 3 a pour coordonnées :

(mn(1+v2) « %)

Partie C - Calcul d’intégrales
1
(1) Calculer/ [f(2))? da.
0

e —e "
2) Montrer que f(xr) = ———— ; en déduire une primitive de f.
(2) que /(@) = S p f
(3) (a) Montrer que sur [0, +oo] la courbe I' est située sous la droite d’équation y = x.
(b) Calculer I'aire (en unité d’aire) de la surface comprise entre, la droite d’équation y = x et les droites
d’équations x =0 et z = 1.

(3) En utilisant une intégration par parties, montrer que :

[ et a= S (48,

En déduire /1 z[f(z))? da.
0




ELBILIASY X

Prépas £CS 1 Problemes Corrigés My Ismail Mamouni|
[http ://elbiliasup.ma} 2018-2019 [http ://myismail.net}

= 7
Corrigée
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, 7) 7

).

Partie A - Etude d’une fonction

)

2z
- - =
La fonction f est définie sur R par f(z) = ol et I" est sa courbe représentative dans le repére (O, i, 7).

(1) Etudier la parité de f.
Pour tout x € R,
6721 -1 (ef2x _ 1)62w B 1— 621

e—27 1 = (e—2w + 1)e2$ - 14 o2

f-) = = /(@)

donc f est impaire.
(2) Montrer que pour tout x appartenant a R, —1 < f(z) < 1.
Soit « € R.
D’une part,
e 41 -2 _ 2
e 41 T el

fz) =

donc f(z) < 1 (puisque 0), et d’autre part,

—_ >
e2r 41

_1— e2:1; + 2623; 2621‘

:—:—1 S —
f(@) ez +1 + e +1

2x
e
d > —1 is —— > 0).
onc f(x) (puisque por] )
(3) Quelles sont les limites de f en —co et 4007
y—1
im — = 1
y—tooy +1 " - :
donc par composition de limites : lim f(z) = 1.
T—+00
lim e** = 4o
Tr—r+0o0
Par imparité, on a alors lim f(z) = —1.
r—r+00

(4) Montrer que f est dérivable sur R, puis établir que f/(x) = 1 — f(z)2. Etablir les variations de f et dresser
son tableau de variations; en déduire le signe de f(z) sur R.
La fonction f est dérivable sur R comme quotient défini de fonctions dérivables.
Pour tout z € R,
2e%%(e2® 4+ 1) — 2e%*(e?* — 1) 4e2®

f@) = (€% + 1)2 ICEES

Or 4e?® = (e?* +1)2 — (e?* — 1)? donc

, B (GZr + 1)2 _ (62x _ 1)2 B 5
f(I‘) - (6293—"-1)2 - l—f(l‘)

Puisque f reste strictement comprise entre —1 et 1, on a f/(x) = 1 — f(x)? > 0 donc f est strictement
croissante sur R.

Puisque f(0) = 0, la fonction f est donc négative sur | — oo, 0] et positive sur [0, +oo].
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(5) Le réel o étant un nombre appartenant a | — 1 ; 1[, montrer que ’équation f(z) = a admet une solution
unique xg. Exprimer alors xy en fonction de a.
Soit z e Ret ae]—1; 1].

—= (1-a)e*®*=1+a

. 1+«
= e = ——
1l -«
11 14+«
<— z=-In
2 11—«

1 1
L’équation f(z) = o admet donc une solution unique xg = 3 In <1 + a> .
-«

Partie B - Tangentes a la courbe

1
(1) Déterminer une équation de la tangente Ay a T’ au point A d’ordonnée 3

2

1 3
Soit a labscisse du point A. On a donc f(a) = 3 et par conséquent, f'(a) =1— f(a)* = T De plus, la

1
partie précédente permet d’écrire a = 3 In(3) donc une équation de la tangente As est :

3 1 1
— 2 (z— 21 -
y 4(3: 2n(3)>—|—2

(2) Montrer que le point B de la courbe T', d’ordonnée positive, ot le coefficient directeur de la tangente est

égal & 5 a pour coordonnées :

<1n(1+f2) ; \2)

Soit b I’abscisse de B. L’ordonnée de B est donc f(b) et puisque le coefficient directeur de la tangente en

1
B est égal a g ona

1
donc f(b) = —= puisque 'ordonnée de B est positive. D’aprés la partie précédente, on a donc

V2
po Ly (s 1y (1+v2
= —1In —1 | =5In
2 1-—% 2 V2 -1

et comme (v2—1)(vV2+1)=1,0na

b= %ln ((1+\/§)2) =In(1+V2)
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Partie C - Calcul d’intégrales

1 1 1
(1) Calculer/o [f(x)]?dz. On a /0 (1= [f(x)]*)dz = ; f(x)dx = f(1) — £(0)
2

e —1

1
donc 2 1 _
/0 F@)Pde =1— f(1) =1

CETiC e
T T
(2) Montrer que f(x) = ;_F% ; en déduire une primitive de f.
2x 2x —T T —x
Pour tout x € R, f(z) e -1 (e -1)e® e

e 41 (e 4 1)e T et fe T
()
u(z)
(3) (a) Montrer que sur [0, 400 la courbe I' est située sous la droite d’équation y = x.
Puisque f/(t) =1 — f(¢)?, on a 1 — f'(t) > 0 donc f'(t) < 1, cela pour tout réel ¢. La propriété de
positivité de I'intégrale donne alors, pour x > 0 :

On reconnait en f(z) la forme dérivée : une primitive de f est donc la fonction z — In(e” +e%).

/m Ftdt < /w 1dt, donc f(x) < z.
0

0

Sur [0, 400[, la courbe T est donc sous la droite d’équation y = x.

(b) Calculer l'aire (en unité d’aire) de la surface comprise entre la courbe I', la droite d’équation y = =
et les droites d’équations t =0 et z = 1.

1
Cette aire est donnée par I'intégrale / (z — f(z))dx qui se calcule aisément grace a une primitive de
1 0
1
I / (z — f(a))dx = 5 In(e + e 1) +1n(2)
0

(3) En utilisant une intégration par parties, montrer que :

/le(l— [f(2)]?) dz = Zz%—ln (e22_£1)-

En déduire /01 z[f(z))? da.

1
L’intégrale de gauche est : / zf'(z)dx.

0
Les fonctions f et g : o — x sont de classe €' sur R et

glz) = z g(x) = 1
fllx) = f'(x);  flx&) = flz)

donc par intégration par parties,
1 1 1
| a= @) de = [ @ae = )~ [ faa.

1
Or / f(z)dz =In(e + e~ ) —In(2) donc
0

/le (1-[f@)) de = 22% —In(e+e ') —In(2) e 1 In (62 + 1)




