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1 Rappeler la définition de matrice diagonale

2 Rappeler la définition de matrices triangulaire supérieure

3 Rappeler la définition de transposé d’une matrice

4 Complétez les vides : t(A+ B) = . . . , t(A.B) = . . .

5 Rappeler la définition de matrice inversible

6 Complétez les vides : t(A)−1 = . . . , (A.B)−1 = . . .

7 Complétez la définition de système de Cramer

8 Rappeler la propriété caractéristique de sous espace vectoriel

9 Rappeler la définition de famille libre, et celle de famille liée

10 Rappeler la définition de famille génératrice, et celle de base

Questions de Cours

Exercices Application de Cours

1

Déterminer le reste de la division euclidienne de (où n ∈ N)
a) Xn par X2 − 3X + 2, b) Xn par (X − 1)2, c) (X − 1)n + (X + 1)n − 1 par X2 − 1
d) X2n + 2Xn + 1 par X2 + 1.

Exercice 1 : Polynômes
Question 1 : 

Question 2 : 

1. Factoriser dans R[X] le polynôme X4+3X3−14X2+22X−12 sachant que i+1 est une racine complexe.

2. Factoriser dans C[X] puis dans R[X] le polynôme X4 + 1.

Etudier l’inversibilité et, le cas échéant, calculer l’inverse, de la matrice

M =

 1 2 −1
2 4 −1
−2 −5 3



Exercice 2 : Systèmes Linéaires
Question 1 : 
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Résoudre, par la méthode de Gauss, le système linéaire :

(S) :

 x −2y +z +t = 1
x +2y +z −t = −1
x −2y +z +5t = 5

Question 2 : 

Autour de la suite de Fibonacci.). On définit une suite (fn)n≥1 en posant

f1 = 1, f2 = 1 et pour tout n ∈ N∗, fn+2 = fn+1 + fn.

et on introduit aussi le vecteur colonne défini pour tout n ∈ N∗, par Xn =

(
fn+1

fn

)
.

(a) Déterminer la matrice A telle que Xn+1 = AXn.

(b) Montrer que, pour n ≥ 2, An =

(
fn+1 fn
fn fn−1

)
(c) Etablir, pour tout p ∈ N, la relation fn+p+1 = fnfp+1 + fn+1fp+2. On pourra considérer An ×Ap+1.
(d) Etablir, d’une manière analogue, la relation : f3n = f3n+1 + f3n − f3n−1.

Exercice 3 : Matrices

Question 1 : 

Question 2 : 

Soit A la matrice

A =


3 2 1 −1
0 1 0 0
−1 −1 1 1
1 1 1 1


(a) Calculer A2 et trouver une relation entre A2, A et I4.
(b) Soit n ∈ N tel que n ≥ 2. Déterminer le reste de la division euclidienne du polynôme Xn par le polynôme

X2 − 3X + 2.
(c) En déduire le calcul de la matrice An.

n

Dans l’espace vectoriel R4, on considère les sous-ensembles

F = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x+ y + z + t = 0 et x− 2y + z + t = 0}
G = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x+ y + z − t = 0 et x− 2y − z − 2t = 0}

Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R4

Exercice 4 : Systèmes linéaires
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Problème de Synthèse 
Notation 

On dit qu’une suite de matrices
(
an bn
cn dn

)
converge vers une matrice

(
a b
c d

)
lorsque

lim an = a, lim bn = b, lim cn = c, lim dn = d

et on note alors : lim
(
an bn
cn dn

)
=

(
a b
c d

)
.

Un premier exemple – On note

B =
1

3

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 .

(a) Calculer B2 et en déduire Bk pour tout entier k ≥ 1.

(b) Montrer que la suite (Bk)k≥1 converge vers une matrice que l’on déterminera.

Un deuxième exemple – Soit (Ak)k≥0 la suite de matrices définie par

A0 =

(
1 −1
−1 2

)
et, pour tout k ∈ N,

Ak+1 =
1

2
Ak + I2 .

Partie I

(a) Ecrire une fonction en langage scilab function a = matriceA(k) dont le paramètre
d’entrée est un entier k et qui permet de calculer la matrice Ak.

(b) En déduire une fonction en langage scilab function u = suite(k) dont le paramètre
d’entrée est un entier k et qui renvoie en sortie un tableau d’une ligne et de k colonnes dont
la i-ème colonne contient [Ai]1,1

(c) Montrer que les suites ([Ak]1,1)k≥0 et ([Ak]2,2)k≥0 sont arithmético-géométriques, et que les
suites ([Ak]2,1)k≥0 et ([Ak]1,2)k≥0 sont géométriques.

(d) En déduire l’expression de Ak pour tout k ∈ N.

(e) Montrer que la suite (Ak)k≥0 converge vers une matrice A à déterminer.
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Partie II

Xk =

 uk
vk
wk

 .

1. (a)

k ∈ N,


uk+1 = 1

4vk
vk+1 = uk + 1

2vk + wk
wk+1 = 1

4vk

(b)

Déterminer une matrice A ∈M3(R) telle que : ∀k ∈ N, Xk+1 = AXk.

En déduire que : ∀k ∈ N, Xk = AkX0.

2. Soit la matrice

P =

 1 1 1
4 0 −2
1 −1 1

 .

Montrer que P est inversible et déterminer P−1.

3. On pose D = P−1AP .

(a) Ecrire un programme permettant de calculer D et renvoyant d =

(b) Le programme renvoie

d =

1. 0. 0.

0. 0. 0.

0. 0. - 0.5

Donner alors la matrice D.

(c) Donner Dk pour tout entier k ∈ N.

(d) Montrer que la suite (Dk)k≥0 converge vers une matrice ∆ que l’on explicitera.

4. (a) Montrer alors que la suite (Ak)k≥0 converge vers une matrice B que l’on explicitera.

(b) En déduire que la suite (Xk)k≥0 converge vers une matrice X que l’on explicitera.

(c) Donner alors les limites des suites (uk)k≥0, (vk)k≥0 et (wk)k≥0.

avec On pose pour 
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. Pour tout réel t, on pose A(t) =

1− t −t 0
−t 1− t 0
−t t 1− 2t


et on appelleM l’ensemble des matrices de cette forme.
Par exemple, les matrices

P =

 0 −1 0
−1 0 0
−1 1 −1

 et Q =

 1/2 −1/2 0
−1/2 1/2 0
−1/2 1/2 0


sont des matrices appartenant à l’ensembleM puisque P = A(1) et Q = A( 12 ).
(1) Soient s et t deux réels. Calculer le produit matriciel A(s)A(t) et vérifier que A(s)A(t) est encore une matrice deM en

précisant le réel u tel que A(s)A(t) = A(u).
(2) On s’intéresse ici aux matrices inversibles deM.

(a) La matrice Q = A( 12 ) est-elle inversible ?
(b) Montrer que si t 6= 1

2 , la matrice A(t) est inversible et donner son inverse. On vérifiera que A(t)−1 est encore une
matrice deM.

(3) Déterminer les matrices S deM solutions de l’équation S2 = A(− 3
2 ).

(4) On note J la matrice A(−1) et on cherche à expliciter Jn pour tout n ∈ N. On rappelle que J0 = I3 par convention, où
I3 est la matrice identité.
(a) Montrer qu’il existe une suite (tn) telle que

∀n ∈ N, A(tn) = Jn.

(b) Soit n ∈ N. Déterminer une relation de récurrence entre tn+1 et tn.
(c) Déterminer alors la matrice Jn, pour tout n ∈ N en la représentant avec ses coefficients.

Partie III
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On rappelle que :

N∑
k=1

(
ak bk
ck dk

)
est la matrice


N∑
k=1

ak

N∑
k=1

bk

N∑
k=1

ck

N∑
k=1

dk


et on désigne par I2 la matrice

(
1 0
0 1

)
.

Pour tout réel non nul t, on pose

At =

(
1 t
− 1
t −1

)
.

(1) A quelle condition sur s et t, l’égalité AtAs = AsAt est-elle vérifiée ?
(2) Calculer (At +As)

2

(3) Montrer que (At +As)
2n = (−1)n (s− t)

2n

(st)n
I2.

(4) On pose pour tout entier n ∈ N∗,

Mn =

n∑
k=1

(At +A2t)
2k.

Etudier lim
n→+∞

Mn.

(5) On pose pour tout entier n ∈ N∗,

Pn =

n∑
k=1

(Ak +Ak+1)
2.

Etudier lim
n→+∞

Pn.

Partie IV


