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Questions de Cours

Rappeler la définition de matrice diagonale

Rappeler la définition de matrices triangulaire supérieure

Rappeler la définition de transposé d’une matrice

Complétez les vides : "(A+B)=...,"(A.B)=...
Rappeler la définition de matrice inversible
@ Complétez les vides : Y(A) ' =...,(AB) ' =...

Complétez la définition de systeme de Cramer

Rappeler la propriété caractéristique de sous espace vectoriel

@ Rappeler la définition de famille libre, et celle de famille liée
Rappeler la définition de famille génératrice, et celle de base

ﬁ Exercices Application de Cours

Exercice 1 : Polyndmes

Question 1 :
Déterminer le reste de la division euclidienne de (o n € N)
a) X" par X* - 3X +2, b) X" par (X - 1), o) (X =1)"+(X+1)" -1 par X*-1
d) X* 42X + 1 par X2+ 1.
Question 2 :

1. Factoriser dans R[X] le polynome X*+3X° ~ 14X 422X ~ 12 sachant que i+1 est une racine complexe.

2. Factoriser dans C[X] puis dans R[X] le polynome X* + 1.
Exercice 2 : Systemes Lineéaires
Question 1 :
Etudier I'inversibilité et, le cas échéant, calculer I'inverse, de la matrice

1 2 -1
M={2 4 -1
-2 =5 3
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Question 2 :

Résoudre, par la méthode de Gauss, le systéme linéaire :

r =2y +z +t =1
(S): ¢ = +2y +z —t
r -2y +z 45t = 5

Il
I
—_

Exercice 3 : Matrices

Question 1 :
Soit A la matrice
3 2 1 -1
0 1 0 0
4= -1 -1 1 1
1 1 1 1

(a) Calculer A2 et trouver une relation entre A% A et I;.

(b) Soit n € N tel que n > 2. Déterminer le reste de la division euclidienne du polynéme X™ par le polynome
X?-3X +2.

(c) En déduire le calcul de la matrice A™.

Question 2 :

Autour de la suite de Fibonacci.). On définit une suite (f,),>1 en posant

fi=1, fo=T1et pour tout n € N*, fryo = for1 + fu-

et on introduit aussi le vecteur colonne défini pour tout n € N*, par X, = (f T}“) .
n

(a) Déterminer la matrice A telle que X, 41 = AX,,.

(b) Montrer que, pour n > 2, A" = <f7}+1 ffn )
n n—1

(c) Etablir, pour tout p € N, la relation fy+p11 = fufps1 + fas1fpr2. On pourra considérer A" x AP,
(d) Etablir, d'une maniére analogue, la relation : f3, = f at R
Exercice 4 : Systemes linéaires

Dans Uespace vectoriel R, on considere les sous-ensembles

F = {ayzt)eRY oty+o+t=0etz-2y+z+t=0}
G = {(ty2t) R oty+z-t=0etz-2y-2-2=0)

Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R*
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Probleme de Synthese
Notation
ap, by

. . : . b
On dit qu'une suite de matrices ( ) converge vers une matrice (Z d) lorsque

¢y

lima, =a, limb,=b, limc,=c, limd,=4d

. fa, b\ [a Db
et on note alors : lim (Cn dn> = (c d)'

Partie |
Un premier exemple — On note
| 111
Bzg 111
111

(a) Calculer B2 et en déduire B* pour tout entier k > 1.

(b) Montrer que la suite (B*)>1 converge vers une matrice que I'on déterminera.

Un deuxiéme exemple — Soit (A3 la suite de matrices définie par
I -1
(45

1
Api = éAk + 1.

et, pour tout k € N,

(a) Ecrire une fonction en langage SCILAB function a = matriceA(k) dont le parametre
d’entrée est un entier k et qui permet de calculer la matrice Ay,

(b) En déduire une fonction en langage SCILAB function u = suite(k) dont le paramétre
d’entrée est un entier k et qui renvoie en sortie un tableau d'une ligne et de k colonnes dont
la i-eme colonne contient [A;]; 1

(c) Montrer que les suites ([Ag]1.1)k>0 € ([Agl22)k>0 sont arithmético-géometriques, et que les
suites ([Ag]a.1)k>0 €t ([Ar]1.2)k>0 sont géomeétriques.

(d) En déduire l'expression de Ay pour tout k € N.

(e) Montrer que la suite (Ay)x>q converge vers une matrice A a déterminer.
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Partie Il
_ 1
ug Ugt1 = Uk
Onposepour k€N, X; = | vy |avec { Vg1 = up+ %Uk: + W
wy, Wkl = 10k

1. (a) Déterminer une matrice A € M;3(R) telle que : Yk € N, Xj 1 = AX.

(b) En déduire que : Vk € N, X, = A*X,.

2. Soit la matrice
1 1
4 0 =2
1 -1 1
P

P:

Montrer que P est inversible et déterminer
3. On pose D = P~1AP.
(a) Ecrire un programme permettant de calculer D et renvoyant d =

(b) Le programme renvoie

Donner alors la matrice D.

(c) Donner D¥ pour tout entier k € N.
d) Montrer que la suite (D*)>q converge vers une matrice A que 'on explicitera.

)
(d)
4. (a) Montrer alors que la suite (A*);>o converge vers une matrice B que I'on explicitera.
(b) En déduire que la suite (Xj)x>0 converge vers une matrice X que 'on explicitera.
)

(c) Donner alors les limites des suites (ug)k>0, (Vk)r>0 €t (Wg)g>0-



ELBILIASY X

Prépas ECS 1 Problémes Corrigé A. Haoudigui & M. I Mamouni‘
. [http ://elbiliasup.ma] 2018-2019 | [http ://myismail.net]
Partie IlI
-t -t 0
. Pour tout réel £, on pose A(t)=| -t 1-t 0
-t ot 1-2

et on appelle M l'ensemble des matrices de cette forme.
Par exemple, les matrices

0 -1 0 12 -1/2 0
P=(-1 0 0]eQ=|-1/2 1/2 0
11 -l 12 12 0

sont des matrices appartenant & 'ensemble M puisque P = A(1) et () = A(%)
(1) Soient s et ¢ deux réels. Calculer le produit matriciel A(s)A(t) et vérifier que A(s)A(t) est encore une matrice de M en
précisant le réel u tel que A(s)A(t) = Alu).
(2) On s'intéresse ici aux matrices inversibles de M.
(a) La matrice Q = A(3) est-elle inversible?
(b) Montrer que si ¢ # 1, la matrice A({) est inversible et donmer son inverse. On vérifiera que A(f)™ est encore une
matrice de M.
(3) Déterminer les matrices $ de M solutions de I'équation §* = A(-3).
(4) On note J la matrice A(~1) et on cherche & expliciter J™ pour tout n € N. On rappelle que J° = I par convention, of
[ est la matrice identité.

(a) Montrer qu'il existe une suite (t,) telle que
¥neN, Alt,)=J"

(b) Soit n € N. Déterminer une relation de récurrence entre t,,11 et ,.
(c) Déterminer alors la matrice J", pour tout 1 € N en la représentant avec ses coefficients,
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Partie IV
On rappelle que :

N N
N b Z a, Z by

ar Ok : k=1 k=1

Z (Ck dk> est la matrice | "3 N
= Z Ck d

k=1 k=1

- . (10
et on désigne par I, la matrice 0 1)

Pour tout réel non nul £, on pose

1t
A:< )

(1) A quelle condition sur s et ¢, 'égalité A;A, = A Ay est-elle vérifiée ?

(2) Calculer (4; + A,)?

(5 — 1)
(st)®

(3) Montrer que (4; + A)*" = (=1)" L.

(4)  On pose pour tout entier n € N¥,

Etudier lim M,.

n—+o0o

(5) On pose pour tout entier n € N¥,

Etudier lim P,.

n—4o00



