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Devoir Surveillé 5

Maths-Info Corrigé

[ﬁ Exercices Application de Cours }

Exercice 1 : PolynGmes
Question 1 :

a) Dapres le théoreme de division euclidienne, on sait qu'il existe un unique couple de polynomes (@), R) tels que
X" = (X2-3X+2)Q(X)+R(X) avec R(X) = 0z,x] ou deg(R) < deg(X*~3X+2) = 2. Donc Rs'écrit R(X) = aX +,
avec a, b réels quelconques (a,b peuvent étre nuls, puisque R = 0 possible). Comme il y a deux inconnues (a et b), il
faut trouver deux équations judicieuses.

Or le polynome X? — 3X +2 a deux racines 1 et 2 : en prenant X = 1 puis X = 2 dans la relation X" =
(X2 = 3X +2)Q(X) + aX +b on trouve successivement 1 = a +b et 2" = 2a + b. Finalement, aprés résolution
du systeme : a =2" —1et b=2-2".

Conclusion : le reste de la division euclidienne est le polynéme R(X) = (2" - 1)X + (2 - 2").

b) Avec les mémes notations qu'au a), ici aussi R(X) = aX +b. La différence est que le polynome n’a qu'une racine
(double) 1. Donc on trouve une seule équation par ce moyen la (en prenant X =1): 1=a+b.
Pour obtenir une deuxieme équation, il faut utiliser le caractere double de la racine 1,
en dérivant X" = Q(X)(X - 1)* + aX +.
On trouve : nX" 1 = Q'(X)(X = 1)+ 2Q(X)(X = 1) + a et reprenant X = 1, on obtient n = a.
Finalement R(X) =nX + (1 - n).

¢) on est dans le méme cas qu'an a), car X2 — 1 est de degré 2 et a deux racines distinctes 1 et -1.
En prenant successivement X = 1 puis X = —1, on trouve R(X) = 1(2" - (-2)")X + £(2" + (-2)" - 2).

d) X2 +1 a également deux racines distinctes, mais elles sont complexes : i et —i. Le systéme sur a et b est provi-
soirement complexe (méme si grace au théoreme de division euclidienne, on sait que a,b € R.
On regarde X +2X" +1=Q(X)(X2+1) +aX +ben X =i puis X = —i.
Or (1) = (i%)* = (=1)™ et de méme, (—i)*" = (=1)" d'ott a = i""1(1 - (~1)") (on regarde Ligne 1 - Ligne 2 et on
divise par 2i). il reste & se convaincre que a est bien réel (1); si n est pair, alors (=1)" =1 a = 0 et si n est impair,
a = 2i""!, mais avec n — 1 pair donc "' =1 ou I ... De méme pour b.
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Exercice 1 : Polyndbmes
Question 2 :

1. Posons P(X) = X* +3X? — 14X +22X - 12. Comme P est & coefficient réels, i +1 racine de P est équivalent
4 1~ racine de P. Donc finalement, A(X) = (X = (i 4+ 1))(X = (=i +1)) = X*+2X +2 divise P. Donc
existe un polynome () de degré 2 tel que P(X) = (X% - 2X +2)Q(X). Par identification des coefficients (écrire
Q(X) = aX*+ bX + ¢ puis tout développer), on trouve Q(X) = X* +5X ~ 6 trinome de racines 1 et -6,
Conclusion : P(X) = (X = 1)(X +6)(X* - 2X +2) (la factorisation dans C[X] serait : P(X) = (X - 1)(X +
(X - i+1)(X - (X - -i +1))

2. Le but est de chercher des racines, done de résoudre I'équation X* +1=(0.

Poser Y = X?. Alors on résout % + 1 = 0. Les racines sont i et —i. Le début de la factorisation est donc :
X 1= Y241 = (V=) (Y +6) = (X2 - 0)(X2 +4).

Il reste encore & factoriser X* —i et X 41, donc & trouver des racines.

Pour X%~ : on remarque que i = ¢™/% donc on résout 2% = ¢™/% en posant z = re” (2# 0 pour pouvoir étre
solution). On obtient par identification (cf chapitre sur les complexes) : =1 et 20 = 7/2+ 2kn d'ot r = 1 et

f=n/4+kr. 11y a donc deux solutions complexes : 2 = ¢7/* et 2 = /%,

Finalement, X? i = (X - ¢™/*)(X - &7/"),
en faisant la méme chose pour le facteur X? 44, on obtient X2 4+ = (X — ¢~ /4)(X - e7574),
La factorisation dans C[X] est done : X441 = (X = ¢™/4)(X - e7/4)(X = ¢574)(X - ¢=57/4)),

Variante plus rapide : ne pas poser ¥ = X (méme si c'est "tentant”) mais directement résoudre I'équation

24 = —1 en posant 2 = re® (car 2 # 0 pour pouvoir étre solution) done 2* = rie ™ et —1 = €™, On identifie
module et argument .. pour trouver directement les 4 solutions complexes distinctes!!!

Pour obtenir une factorisation dans R[X], on développe les facteurs entre eux :
par exemple (X — e™4)(X - 7Y = X2 — (e 4 X 4 (e e = X2~ deos(n /)X +1 =
X2~ /2X + 1. De méme pour autre morcean, ot X* +1= (X~ y2X + 1)(X* +2X +1).
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Exercice 2 : Systemes Linéaires
Question 1 :
Question 2 :
(3) Résoudre, par la méthode de Gauss, le systéme linéaire :
-2y +z +t =1 r -2y +z 4+t =1
(S) T -|-2y +z -t = -1 & 4y =2 = =2 Lo+—Ly—1,
T —2y +z 45t =5 4t = 4 Lg%LQJ,—Ll

r -2y 4z +t = 1

t =1

Le systéme (S) admet donc une infinité de solutions données par les quadruplets (z,0, —z,1) ot 2 parcourt R.
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Exercice 3 : Matrices
Question 1 :
(a) Calculer A2 et trouver une relation entre A% A et I.
7T 6 3 -3
0 1 0 0
2 _ _

On trouve A* = 3 31 3|7 3A -2y

33 3 1

(b) Soit n € N tel que n > 2. Déterminer le reste de la division euclidienne du polynéme X™ par le polynome
X2 -3X +2.
D’aprés le théoréme de la division euclidienne, il existe unique polynome @) et des coefficients a, b uniques tels que
X" =(X?-3X +2)Q(X) +aX +0.
Le polynome X? — 3X +2 admet pour racines 1 et 2 donc on évalue la relation précédente en x = 1 et x = 2 pour
obtenir a+b=1et2a+b=2" ce qui donne a=2"—-1etb=2-2"

Le reste demandé est donc (2" —1)X +2 —2".

(c) En déduire le calcul de la matrice A™.
En substituant A & X dans la relation polynomiale X" = (X2 — 3X 4+ 2)Q(X) + aX +b, et en tenant compte de
A? =344 21, =0, on obtient
AY = (2"~ 1)A+2- 2",

Question 2 :
(a) Déterminer la matrice A telle que X, 41 = AX,,.

Pour tout n € N ; ;
n 11 n 11
o (52)- D)6 D

(b) Montrer que, pour n > 2, A™ = <fr}+1 ffn > '
n n—1

Pour tout n € N tel que n > 2, notons &, la propriété : « A" = <f il Jn > Oy

fn fn—l

— Pour n = 2, I'égalité est claire puisque

e )06 -( 1)

— Soit n € N* tel que &, est vraie. Montrons que &, 11 est vraie. On a donc

An+1 —A"x A= <fn+1 fn ) (1 1> _ <fn-|—1 +fn fn-l—l) _ <fn+2 fn-l—l)

fn fn—l 10 fn+fn—1 fn fn+1 fn
Ainsi, la propriété &, 11 est donc vraie dés que &, est vraie. f f
— D’aprés le principe de récurrence sur N, pour tout n € N* tel que n > 2, A" = < 7}“ f " > .
n n—1
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(c) Etablir, pour tout p € N, la relation fyyp41 = fyfps1 + fut1fyr2- On pourra considérer A™ x AP*,
Soit p € N,
Partons de 'égalité A" = A" x APFL

(fTH'P‘H fn+p ) _ (fnJrl fn ) (fp+2 fp+1>
fn+p fn+p—1 fn fn—l fp+1 fp
:< fosifpra  fufpnt fn+1fp+1+fnfp)
fnfp+2‘|'f_n_1fp+1 fnfp+1+fn—1fp .

et en égalisant les coefficients d'indice (1, 1) on obtient

fn+p+1 = fnfp-l—l + fn+1fp-|—2-

(d) Etablir, d'une maniére analogue, la relation : fa, = [, + f1 = f2_.
Partons cette fois de I'égalité A% = (A")* : on a

<f3n+1 f3n>:<fn+1 fn)(an fn)(an fn)
fSn f?m—l fn fn—l fn fn—l fn fn—l

— ( T2l+1+f72l fn+1fn+fnfn—1> (fnJrl fn )
fnfnJrl"'/[n—lfn f7%+f7%—1 fn fn—l

puis en égalisant les coefficients d'indice (1,1) et (2,2), on obtient :

f3n+1 = (f5+1 + fﬁ)fn%—l + (fn-l—lfn + fnfn—l)fn
f3n—1 = (fn-l—lfn + fnfn—l)fn + (ffl + fr%—l)fn—l

ce qui donne par différence :

Jan = fant1 = fan-1
= (st st = (o + fya )t
= for1 = Foot 4 B = fifa
:ffZH— 73;—1+f72;(fn+1_fn—1)
= fo—ha+
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Probléme de Synthese :

3. Un premier exemple — Partie |
(a) On a

3 3 3
B*=-13 3 3 |=8B.
3 3 3

Ainsi une petite récurrence de rien du tout permet d’écrire que : Yk € N*, B* = B.

(b) D’apres la question précédente : V(i,5) € [1,3]?,
[B"..; = [Bl;

)

g kiilio[lﬂiJ'

Donc la suite (B*);>1 converge vers B.

4. Un deuxieme exemple —

(a) function a=matriceA(k)
a=[1,-1;-1,2]
for i=1:k
a=1/2*ateye(2,2)
end
endfunction
(b) function u=suite(k)
for i=1:k
a=matriceA(i)
u(i)=a(1,1)
end
endfunction

(c) Pour tout k € N,

1 1
= 5[!%]1,1 + L)1 = i[Ak]l,l +1,
1,1

1
[Akt1]11 = {2141@ + 12}

1 1
= —[Ak]2,2 + [I2]2,2 = =[Ak]22 + 1.
2.2 2 2

1
[Akt+1]2,2 = |:2Ak + 12]

Ainsi les suites ([Ak]1,1)k>0 et ([Ak]2,2)k>0 sont arithmético-géométriques. De méme, pour tout k € N,

1 1 1
[Apt1]21 = |:2Ak +I2] = 5[1%]2,1 + [I2]21 = §[Ak]2,1,

2,1
et

_ L

1 1
[Akt1]1,2 = {2141@ + 12} 5 A2+ [I2)12 = E[Ak]l,Q-

1,2
Ainsi les suites ([Ak]2,1)k>0 et ([Ak]1,2)k>0 sont géométriques.

(d) Notons c le réel tel que ¢ = 1c+ 1ie. c=2.
Alors la suite ([Ax]1,1 — 2)k>0 est géométrique de raison % et donc : Vk € N,

Adis—2= (;)k ([Aolis —2) = (;)k (1-2)=— (;)k e [Axii=2— @)k .

De méme la suite ([Ax]2,2 — 2)k>0 est géométrique de raison 1 et donc : Vk € N,

[Aos—2 = <;>k ([Ao)sz — 2) = @)k@_?) —0 ie [Auzo=2.
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Les suites ([Ax]2,1)k>0 €t ([Ar]1,2)r>0 sont géométriques de raison 7 et donc : Vk € N,

[Akf12 = (;)k [Aol,2 = <;>k et [Aglos = (;)k [Aol21 = - (;)k :

Ainsi, pour tout k € N,
1 /11
Ak; — 2.[2 - 27]6 < 1 0 ) .

(e) Comme || < 1, alors

1 k
[Akh,l =2 () — 2= [2[2]171 , [Ak]zg =2 — 2= [2[2]272,
2 k—+o00

k—+o0

1\" 1\"
[Ag]oq = - (2) k_)—+>oo 0=1[2L)1, [Adh2= <2> k_)—+>oo 0=1[2L]i2.

Donc la suite (Ay)x>0 converge vers la matrice 215.

Partie Il

(b) On remarque que la matrice A suivante convient :

0 1 0
A={1 1 1
0 5 0

(c) On démontre cette relation par récurrence.

2. Soit (y1,y2,y3) € R®. On résout le systeme suivant par la méthode du pivot :

1tr2t+r3 = U

dry — 223 =
T1—22+T3 = Y3
On trouve que P est inversible et que
| 1 1 1
P = il 30 -3
2 -1 2
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3. (a) a=[0,1/4,0;1,1/2,1;0,1/4,0]

p=[1,1,1;4,0,-2;1,-1,1]
d=inv (p) *a*p
disp(d,’d=")

(b) La matrice D est la matrice diagonale suivante :

1 0
D = 0 0
0

o o O

_1
2

(c) La matrice D est diagonale. On obtient alors directement que : Vk € N,

(d) Posons

Comme | — 1| < 1 alors

De plus,

1 0 0
D" = 0 0 0
0 0 (=5~

>
=
3

Il
S
S
I
>
&

Ainsi la suite (D*),>0 converge vers la matrice A.
4. (a) Comme D = P7'AP alors A= PDP~"' et donc : Vk € N, A* = PD*P~!.
D’apres la question 2.(a) et la question précédente, la suite (PD*P~'),>( converge vers la matrice PAP ™.

Posons B = PAP™'. Alors la suite (A¥)r>0 converge vers la matrice B.

(b) D’apres la question 2.(b) de la partie I, la suite (A* Xo)r>0 converge vers la matrice BXo. Ainsi la suite
(Xk)k;z() converge vers la matrice B Xp.

(c) Explicitons la matrice B. On a

B =

[N | =

| =

1 1 1 1 0 O 1 1 1

4 0 —2 0O 0 O 3 0 -3
1 -1 1 0O 0 O 2 -1 2

1 1 1 1 1 1

4 0 —2 0O 0 O

1 -1 1 0O 0 O

1 1 1

4 4 4

1 1 1

Les conditions initiales de I’expérience nous montre que uo = 0, vo = 0 et wo = 1. Alors

Ainsi

a
BXo =1 | 4
6\ 1

ur = [Xk]1,1 — [BXol1,1 =

k—+oco ’

v = [Xk]2,n — [BXol2,1 =

k—+oco

OlR WIN O+

wi = [Xk]z,1 — [BXols,1 =
k—+oco
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Partie Il

(1) Soient s et ¢ deux réels. Calculer le produit matriciel A(s)A(t) et vérifier que A(s)A(t) est encore une matrice de M en
précisant le réel u tel que A(s)A(t) = A(u).
Le produit A(s)A(t) donne

l-s —s 0 -t -t 0 (I-t)(1—s)+st —t(l—s)—s(l1-1) 0
-s 1-s5 0 -t 1-t 0 |=| =-s(1-t)-t(1-s) st+(1-t)(1-5s)
-5 s 1-2¢) \ -t t 1-2 —s(1—t)—ts—t(1-2s) st+s(l—t)+t(1-2s) (1—-2t)(1—2s)
En posant u = s+t — 2st, on obtient
l-s -s 0 1-t —t 0 l-u -u 0
-s 1-s 0 -t 1-t 0 |=| -u 1l-u 0
- s 1-2s —t t 1-2t —U u  1-2u

donc A(s)A(t) = A(s+t — 2st) ce qui montre que A(s)A(t) est encore une matrice de M.

(2) On s’intéresse ici aux matrices inversibles de M.
(a) La matrice @ = A(1) est-elle inversible ?

0
En considérant le vecteur (0) ,on a

1
o) v 900
Ay (o) ==12 172 o) o] =10
2°\1 172 12 o) \u 0

ce qui donne une solution non nulle & Péquation A(3)X = 0. La matrice A(3) est donc non inversible.

(b) Montrer que si ¢ # 1, la matrice A(t) est inversible et donner son inverse. On vérifiera que A(t)~! est encore une
matrice de M.

1
Soit ¢ un réel tel que t # 3 On remarque que A(0) = I3. On étudie donc 'équation d’inconnue s : s+t — 2st = 0.

—t
g 0na donc A(s)A(t) = A(s+t—2st) =
A(0) = I3 donc A(t) est une matrice inversible et son inverse est donnée par

Aty = A (1 :;) .

(3) Déterminer les matrices S de M solutions de I'équation S? = A(—32).

Celle-ci a pour solution s = T bien définie pour t # % Pour s =

3
On cherche S sous la forme S = A(t) : cette fois, on résoud donc 2t — 2t2 = —5 qui équivaut a 4¢% — 4t — 3 = 0. Cette
équation a pour discriminant A = 42 — 4 x 4 x (—3) = 16 + 48 = 64 = 82 donc 'équation a deux solutions

4-8 _ 1 4+8_3

8 2 8 2

L’équation S? = A(—%) a donc pour solutions les deux matrices suivantes :

3/2 1/2 0 ~1/2 —=3/2 0
(1/2 3/2 0) et (3/2 ~1/2 0)
1/2 —1/2 2 —-3/2 3/2 -2
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(4) On note J la matrice A(—1) et on cherche & expliciter J" pour tout n € N. On rappelle que J° = I3 par convention, ol
I35 est la matrice identité.

(a) Montrer qu’il existe une suite (¢,) telle que
Vn eN, A(t,) =J"
L’ensemble M est stable pour le produit matriciel et puisque J = A(—1) est une matrice de M,
Yn e N*, J" e M

donc pour tout entier n € N*, il existe un réel ¢, tel que J" = A(t,).

(b) Soit n € N. Déterminer une relation de récurrence entre ¢, et t,.
Pour tout n € N, J" Tt = J" x J donc A(t,41) = A(tn)A(=1) = A(t, — 1 + 2t,, ce qui donne

tn+1 == 3tn —1

(c) Déterminer alors la matrice J™, pour tout n € N en la représentant avec ses coefficients.
La suite (t,) est une suite arithmético-géométrique de premier terme to = 0 puisque J° = I3.

L’équation z = 3x—1 a pour solution z = % En posant s, = t,, — %, on trouve 41 = 3t, —1 —% = 3(tn— %) = 3s,
donc la suite (s,) est géométrique de raison 3 de premier terme sy = to — % = —%. Elle admet pour expression
Spn = —% donc

1 _ 3”

tn
2

Par conséquent,
+3" 3"—-1 0
Jr=A(t,) = -1 143" 0
n __ 1 1 _ 3" 2 X 37L

(1) A quelle condition sur s et t, I'égalité A;A; = A;A; est-elle vérifiée ?

D’une part
1 t 1 s 1-1% s—t
AtA;<1 )(1 )<1 1 )
o\ -5 A —its 1-%
et
1 s 1 t -2 t—s
= (G 2) (G 4)= (0 10
’ -5 L \-3 -1 -5+t 1-3
t s
; t
donc A; Ay = A A, si et seulement si f%Jrg = *%Jr% c’est & dire si et seulement si ¢ = s.
s—t = t—s

(2) Calculer (A; + As)?

2 (s+t)2
2 s+t 4— = 0
ear =L ) (L)

(482 _ (s —1)?

Or 4 — = — donc
st st )
s—1
N
_ +\2n
(3) Montrer que (A; + A,)*" = (—1)”(8(5511’2.
5, A 2 (S - t)2 . .
De légalité (A; + Ag)? = — ; I, il vient
s

e A = (B2 gy = e e

st



