
Page 1 

DEVOIR SURVEILLÉ N°  – ECS1 
 
Durée : 4h                 Calculatrice interdite. 

 
La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour 

une part importante dans l’appréciation des copies. 

Les candidats sont invités à encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs. 

Ils ne doivent faire l’usage d’aucun document : seule l’utilisation d’une règle graduée est autorisée. 

 

 

EXERCICE 01 – APPLICATIONS DU COURS 

 

 
1a. Soit 𝑓(𝑥) = ln(1 + 𝑥) la fonction définie sur 𝐼 = [0; +∞[. Déterminer la dérivée k-ième de 𝑓 pour 
tout entier naturel 𝑘. 
1b. Après avoir rappelé les hypothèses nécessaires, appliquer l’inégalité de Taylor-Lagrange à l’ordre  
𝑛 ∈ ℕ en 0 à la fonction 𝑓. 

2a. Après avoir rappelé les hypothèses nécessaires, à l’aide de la formule de Taylor – Young, déterminer 
le développement limité à l’ordre 2 en 0 de la fonction 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥). 
2b. En déduire un équivalent de arctan(𝑥) au voisinage de 0 
 
3a. À l’aide de produits de développements limités, déterminer le développement limité à l’ordre 2 en 0 

de la fonction 𝑓 définie par 𝑓(𝑥) =
√1−𝑥

1+𝑥
  .  

3b. Déterminer la tangente à 𝐶𝑓  en 𝐴(0; 1) ainsi que sa position par rapport à 𝐶𝑓  au voisinage de 0. 

 

4a. Étudier la convexité de la fonction 𝑓 définie sur ℝ  par 𝑓(𝑥) = ln (
𝑒𝑥+1

2
). 

4b. En déduire que pour tout 𝑥 ∈ [0; ln 3] on a  
1

2
𝑥 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑥

ln 2

ln 3
 

  
5. Soit 𝑓 la fonction définie par 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥 sur ℝ. 
5a. Dresser le tableau de variations de 𝑓 sur son domaine. 
5b. Étudier la convexité de 𝑓 et donner ses éventuels points d’inflexion. 
5c. Représenter l’allure de la courbe représentant 𝑓 sur ℝ+. 
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EXERCICE 02 

 

On pose 𝑢𝑛+1 =
2𝑛−1

2𝑛
𝑢𝑛  où 𝑢1 sera défini en question 1. 

Les questions 1, 2, 3 et 4 sont indépendantes. 
 

1a. Soit 𝐴 ∈ ℝ. Exprimer en fonction de 𝐴 le réel 𝐼𝐴 = ∫
1

1+𝑡2 𝑑𝑡
𝐴

0
. 

1b. On pose  𝑢1 = lim
𝐴→+∞

𝐼𝐴. Déterminer 𝑢1. 

La valeur de 𝑢1 n’est pas indispensable à la poursuite de l’exercice. 
 
2. Écrire une fonction Scilab qui, étant donné un entier naturel non nul 𝑛, renvoie la valeur de 𝑢𝑛. 
 
3. On cherche dans cette question à déterminer un équivalent du terme général 𝑢𝑛.   
3a. Prouver que pour tout entier naturel 𝑛,  𝑢𝑛 > 0.  

On pose alors 𝑣𝑛 = ln(𝑢𝑛) +
ln 𝑛

2
 pour tout entier naturel 𝑛 non nul. 

3a. Donner un équivalent simple de 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 lorsque 𝑛 tend vers l’infini. 
3b. Montrer que la série ∑ (𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛)𝑛≥1  converge. 

3c. En déduire l’existence d’un réel 𝐾 > 0 tel que 𝑢𝑛~
𝐾

√𝑛
 lorsque 𝑛 → +∞. 

 
4. À l’aide d’une récurrence, prouver que pour tout entier naturel 𝑛 non nul on a  

𝑢𝑛 = 𝑢1×
(2𝑛 − 2)!

22𝑛−2((𝑛 − 1)!)
2  . 

 
 

EXERCICE 03  

 
 

On note 𝐸 = ℝ2[𝑋], l’espace vectoriel des polynômes de degré inférieurs ou égaux à 2.  
On considère l’application 𝑇 qui à un polynôme 𝑃 associe le polynôme  

𝑇(𝑃) = (𝑋(𝑋 − 1)𝑃′)′ 
où le prime désigne la dérivation. 
On désigne par ℬ la base canonique de 𝐸 dont les polynômes sont ordonnés suivant leur degré croissant. 
 
1. Vérifier que 𝑇 est un endomorphisme de 𝐸. 
 
2. Déterminer la matrice de 𝑇 relativement à la base ℬ. On notera Δ cette matrice. 
 
3. Déterminer le rang de 𝑇, une base de 𝐼𝑚(𝑇) ainsi que de 𝐾𝑒𝑟(𝑇). 
 
4. La matrice Δ est-elle inversible ? Si oui, déterminer son inverse. 
 
5a. Déterminer une base de chacun des trois espaces vectoriels suivants (on choisira des vecteurs de base 
qui ont tous 1 pour première coordonnée) : 
 

𝐸𝜆 = {𝑃 ∈ 𝐸  |  𝑇(𝑃) = 𝜆𝑃}    pour   𝜆 = 0,   𝜆 = 2,   𝜆 = 6 
 
5b. Ces trois espaces sont-ils supplémentaires dans 𝐸 ? 
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Dans tout le problème, l’espace vectoriel R3 est muni de sa base canonique notée C = (e1, e2, e3).
On identifie R3 et M3,1(R) : cela signifie que les vecteurs de R3 sont notés en colonne. Ainsi

e1 =

1
0
0

 , e2 =

0
1
0

 , e3 =

0
0
1

 .

On note L (R3) le R-espace vectoriel des endomorphismes de R3, Id l’identité de R3, M3(R) le R-espace vectoriel des matrices
d’ordre 3 à coefficients réels et I3 la matrice identité de M3(R).
On rappelle aussi que si f est un endomorphisme de R3 les notations f2, f3, etc. désignent f ◦ f, f ◦ f ◦ f, etc.
Il est demandé de faire figurer tous les calculs sur la copie.

Première partie.

Soit f l’endomorphisme de R3 défini par f

xy
z

 = A

xy
z

 où A est la matrice :

A =

−1 2 −1
−4 5 −3
−2 2 −1


On pose M = A− I3.
(1) (a) Montrer que la matrice M = A− I3 n’est pas inversible.

(b) Montrer que le noyau de f − Id est une droite vectorielle de R3 dont on donnera un vecteur directeur u1. On
choisira u1 de telle sorte que sa première coordonnée dans la base C soit 1.

(2) On considère les vecteurs de R3 : u2 = pe2 + qe3 et u3 = re1 + se3, où p, q, r, s sont des réels.

(a) Déterminer les reéels p, q, r, s pour que :

f(u2) = u1 + u2 et f(u3) = 2u2 + u3

(b) Vérifier alors que B = (u1, u2, u3) est une base de R3.
(c) Montrer que Ker(f − Id) et Im(f − Id) sont supplémentaires dans R3.

(3) Calculer M2 et M3. En déduire l’expression, pour tout entier naturel n, de la matrice An en fonction de n.

(4) L’endomorphisme f est-il bijectif et, le cas échéant, exprimer f−1

xy
z

 en fonction de x, y et z.

Deuxième partie.

On note g l’endomorphisme de R3 défini par

g(e1) =
1

2
(3e1 + e2 + e3)

g(e2) =
1

2
(e1 + 3e2 − e3)

g(e3) = e1 − e2 + e3

(1) Soit

xy
z

 ∈ R3.

(a) Exprimer g

xy
z

 en fonction de x, y et z.

(b) Déterminer une matrice A de format 3× 3 telle que g

xy
z

 = A

xy
z

 .

(c) Exprimer A2 en fonction de A.
(2) (a) Déterminer le noyau de g et en donner une base.

(b) Déterminer une base de l’image de g.
(c) L’endomorphisme g est-il injectif ? surjectif ?

(3) Soit

xy
z

 ∈ R3. Exprimer g ◦ g

xy
z

 en fonction de g

xy
z

.

(4) Montrer que Kerg et Img sont supplémentaires dans R3.
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PROBLEME 
 



 

Problème 02 

 
Les trois parties de ce problème sont indépendantes, l’objectif étant de déterminer par trois méthodes la 

matrice 𝐴𝑛, pour 𝑛 entier naturel.   
 

Soient 𝐴 = (
−2 0 0
2 1 2
0 0 −2

) et 𝑁 = (
0 0 0
2 3 2
0 0 0

). 

 

Partie A – La classique. Soit 𝐸 = {𝑎𝐴 + 𝑏𝐼, (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2}. 
 
A1. Prouver que 𝐸 est un espace vectoriel sur ℝ. 
A2a. Prouver que la famille  = (𝐴, 𝐼) est une base de 𝐸. 

A2b. Prouver que 𝐴2 ∈ 𝐸 et déterminer ses coordonnées dans la base . 
A3. Compléter l’algorithme suivant afin qu’il permettre le calcul de 𝐴𝑛 pour 𝑛 ∈ ℕ saisi par l’utilisateur. 
 

A = […] ; 
U = [1 0 0;0 1 0;0 0 1] ; 
𝑛 =[…]  
for k = 1:n 
 U = […] 

  endfor 
  disp U 
A4. Prouver que pour tout entier naturel 𝑛, il existe deux réels 𝑎𝑛 et 𝑏𝑛 tel que 𝐴𝑛 = 𝑎𝑛𝐴 + 𝑏𝑛𝐼. 
A5. En reconnaissant 𝑎𝑛+2, déterminer 𝑎𝑛 puis 𝑏𝑛 en fonction de 𝑛, pour tout entier 𝑛. 

A6. Expliciter la matrice 𝐴𝑛 en fonction de 𝑛 ∈ ℕ. 
 
Partie B – La célèbre 

B7. Exprimer 𝑁2 en fonction de 𝑁 et en déduire 𝑁𝑛 en fonction de 𝑁 et de 𝑛 pour tout entier 𝑛 ≥ 1. 

Qu’en est-il pour 𝑛 = 0 ? 
B8. Montrer que 𝐴 est combinaison linéaire de 𝐼 et de 𝑁. 

B9. En déduire, pour 𝑛 ∈ ℕ, 𝐴𝑛 en fonction de 𝑁 et de 𝐼 puis expliciter cette matrice. 
 

Partie C – La générale. Considérons les vecteurs de ℝ3 : 𝑢 = (−1,0,1), 𝑣 = (−3,2,0) et 𝑤 = (0,1,0), la 

matrice 𝑃 = (
−1 −3 0
0 2 1
1 0 0

). 

 

C10. Montrer que la famille ′ = (𝑢, 𝑣, 𝑤) est une base de ℝ3. 
C11a. Montrer que 𝑃 est inversible et déterminer sa matrice inverse. 
C11b. Sous Scilab, que renverra l’instruction 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑃) où 𝑃 est la matrice ci-dessus ? 

C12. Déterminer la matrice 𝐷 = 𝑃−1 𝐴 𝑃. 
C13. En déduire 𝐴𝑛 en fonction de 𝐷𝑛 puis donner l’expression de 𝐴𝑛 en fonction de 𝑛.  
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ÉLÉMENTS DE CORRECTION 
EXERCICE 01 – APPLICATIONS DU COURS 

 
 

1a. Soit 𝑓(𝑥) = ln(1 + 𝑥) la fonction définie sur 𝐼 = [0; +∞[. Déterminer la dérivée k-ième de 𝑓 pour 
tout entier naturel 𝑘. 𝑓 est 𝐶∞ sur son domaine et on a : 

𝑓′(𝑥) =
1

1 + 𝑥
= (1 + 𝑥)−1 

𝑓(2)(𝑥) = −1×(1 + 𝑥)−2 

𝑓(3)(𝑥) = −1×(−2)×(1 + 𝑥)−3 

𝑓(4)(𝑥) = −1×(−2)×(−3)×(1 + 𝑥)−4 
 
On démontrerait alors facilement par récurrence que pour tout entier 𝑘 non nul on a 

𝑓(𝑘)(𝑥) =
(−1)𝑘−1×(𝑘 − 1)!

(1 + 𝑥)𝑘
 

 
1b. Après avoir rappelé les hypothèses nécessaires, appliquer l’inégalité de Taylor-Lagrange à l’ordre  
𝑛 ∈ ℕ en 0 à la fonction 𝑓. 𝐼 est bien un intervalle de ℝ et : 

• 𝑓 ∈ 𝐶𝑛+1(𝐼) 

• Il existe un réel 𝑀 tel que ∀𝑥 ∈ 𝐼, |𝑓(𝑛+1)(𝑥)| ≤ 𝑀 

En effet |𝑓(𝑛+1)(𝑥)| = |
(−1)𝑛×𝑛!

(1+𝑥)𝑛+1
| ≤ 𝑛! = 𝑀 puisque 1 + 𝑥 ≥ 1.  

 

Alors, comme 0 ∈ 𝐼 et tout réel 𝑥 de 𝐼 on a : |𝑓(𝑥) − ∑
𝑓(𝑘)(0)

𝑘!
(𝑥 − 0)𝑘𝑛

𝑘=0 | ≤ 𝑀
   |𝑥−0|𝑛+1

(𝑛+1)!
 

Comme 𝑓(𝑘)(0) = (−1)𝑘−1×(𝑘 − 1)!, et 𝑓(0) = 0 on obtient : 

|𝑓(𝑥) − ∑
(−1)𝑘−1

𝑘
𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

| ≤
 𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
 

 

1c. En déduire que la série ∑
(−1)𝑘−1

𝑘𝑘≥1  converge et déterminer sa somme. Pour 𝑥 = 1 ∈ 𝐼 on obtient dc, 

|ln 2 − ∑
(−1)𝑘−1

𝑘

𝑛

𝑘=1

| ≤
 1

𝑛
 

D’après le théorème des gendarmes, la suite des sommes partielles ∑
(−1)𝑘−1

𝑘
𝑛
𝑘=1  converge vers ln 2, donc 

la série ∑
(−1)𝑘−1

𝑘𝑘≥1  converge et sa somme est ln 2. 

 
2a. Après avoir rappelé les hypothèses nécessaires, à l’aide de la formule de Taylor – Young, déterminer 
le développement limité à l’ordre 2 en 0 de la fonction 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥). La fonction 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 est 𝐶2(ℝ) 
donc au voisinage de 0 ; elle admet donc un 𝐷𝐿2(0) donné par la formule de Taylor Young, à savoir : 

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) + 𝑓′(0)𝑥 +
𝑓′′(0)

2
𝑥2 + 𝑜(𝑥2) au voisinage de 0. Or  

• 𝑓(0) = 0 

• 𝑓′(𝑥) =
1

1+𝑥2 donc 𝑓′(0) = 1 

• Inutile de calculer la dérivée seconde, 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 étant impaire, son 𝐷𝐿1(0) est aussi son 𝐷𝐿2(0) 
Ainsi, arctan(𝑥) = 𝑥 + 𝑜(𝑥2) au voisinage de 0. 
 
2b. En déduire un équivalent de arctan(𝑥) au voisinage de 0. On a donc arctan 𝑥 ~𝑥 pour 𝑥 proche de 0. 
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3a. À l’aide de produits de développements limités, déterminer le développement limité à l’ordre 2 de la 

fonction 𝑓 définie par 𝑓(𝑥) =
√1−𝑥

1+𝑥
  . Au voisinage de 0, on a : 

• √1 − 𝑥 = (1 − 𝑥)
1

2 = 1 +
1

2
(−𝑥) +

1

2
(

1

2
−1)

2!
(−𝑥)2 + 𝑜(𝑥2) = 1 −

𝑥

2
−

𝑥2

8
+ 𝑜(𝑥2) 

• 
1

1+𝑥
= 1 − 𝑥 + 𝑥2 + 𝑜(𝑥2) 

Effectuons la troncature à l’ordre 2 du produit de ces deux 𝐷𝐿2(0), il vient : 

𝑓(𝑥) = 1 + 𝑥 (−1 −
1

2
) + 𝑥2 (1 +

1

2
−

1

8
) + 𝑜(𝑥2) = 1 −

3

2
𝑥 +

11

8
𝑥2 + 𝑜(𝑥2) 

 
3b. Déterminer la tangente à 𝐶𝑓  en 𝐴(0; 1) ainsi que sa position par rapport à 𝐶𝑓  au voisinage de 0. 

L’équation de la tangente en 𝐴 est donc 𝑦 = 1 −
3

2
𝑥 : par ailleurs, 

𝑓(𝑥) − (1 −
3

2
𝑥) = 𝑥2 (

11

8
+ 𝑜(1)) 

Or au voisinage de 0, 
11

8
+ 𝑜(1) > 0 donc 𝐶𝑓  est au-dessus de sa tangente au voisinage du point 𝐴. 

 

4a. Étudier la convexité de la fonction 𝑓 définie sur ℝ  par 𝑓(𝑥) = ln (
𝑒𝑥+1

2
). 

𝑓 est 𝐶2(ℝ) et on a 𝑓′(𝑥) =
𝑒𝑥

𝑒𝑥+1
 ; 𝑓′′(𝑥) = ⋯ =

𝑒𝑥

(𝑒𝑥+1)2 ≥ 0 : la fonction 𝑓 est donc convexe sur ℝ. 

 

4b. En déduire que pour tout 𝑥 ∈ [0; ln 3] on a 
1

2
𝑥 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑥

ln 2

ln 3
 . 𝑓 est donc convexe sur [0; ln 3] donc : 

• 𝐶𝑓  est au-dessus de toutes ses tangentes donc au-dessus de celle en 𝑂. 

Or 𝑇0: 𝑦 = 𝑓(0) + 𝑓′(0)𝑥 =
1

2
𝑥 : on a donc bien 

1

2
𝑥 ≤ 𝑓(𝑥) 

• 𝐶𝑓  est sous la corde d’extrémités 𝑂(0; 0) et 𝐴(ln 3 ; ln 2) puisque 𝑓(ln 3) = ln 2. 

Or (𝑂𝐵) est d’équation 𝑦 = 𝑎𝑥 (elle passe par l’origine) avec =
ln 2−0

ln 3−0
=

ln 2

ln 3
 . 

On a donc bien 𝑓(𝑥) ≤ 𝑥
ln 2

ln 3
 

  
5. Soit 𝑓 la fonction définie par 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥 sur ℝ. 
5a. Dresser le tableau de variations de 𝑓 sur son domaine. 
𝑓 est dérivable de dérivée 𝑓′(𝑥) = 𝑒−𝑥 − 𝑥𝑒−𝑥 = 𝑒−𝑥(1 − 𝑥)  
qui est du signe de 1 − 𝑥. 

• Par croissance comparée, lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 

• Par produit, lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞ 

 
5b. Étudier la convexité de 𝑓 et donner ses éventuels points d’inflexion. 
𝑓 est 𝐶2 sur son domaine et on a 𝑓′′(𝑥) = −𝑒−𝑥(1 − 𝑥) − 𝑒−𝑥 = 𝑒−𝑥(𝑥 − 2) qui est du signe de 2 − 𝑥. 

• 𝑓 est donc concave sur ] − ∞; 2], convexe sur [2; +∞[. 

• Le point de coordonnées (2; 2𝑒−2) est le seul point d’inflexion de 𝐶𝑓  

 
5c. Représenter l’allure de la courbe représentant 𝑓 sur ℝ+. Faire apparaitre: l’axe des abscisses comme 

asymptote à 𝐶𝑓, le 

point d’inflexion 𝐴 de 
coordonnées 
(2; 2𝑒−2), le sommet 
𝑆(1; 𝑒−1) ainsi que les 
résultats de convexité 
du 5b. 

𝑥 −∞           1          +∞ 

 

𝑓(𝑥) 

               𝑒−1               

          ↗           ↘    

    −∞                      0        

2 3 4 5 60 1

1

x

y

S
A

http://revisermonconcours.fr/?ref=doc


6. Prouver la convergence puis calculer la somme de la série ∑ 𝑘
3𝑘−1

𝑒2𝑘+1𝑘≥3   . 

Le terme général est de la forme 𝑢𝑘 =
1

3𝑒
×𝑘 (

3

𝑒2)
𝑘

=
1

𝑒3 ×𝑘 (
3

𝑒2)
𝑘−1

 : or |
3

𝑒2
| < 1 donc la série 

∑ 𝑘 (
3

𝑒2)
𝑘−1

𝑘≥1  est une série géométrique dérivée convergente et par conséquent ∑ 𝑢𝑘𝑘≥3  est une série 

convergente (la nature d’une série ne dépend pas d’un nombre fini de termes). 
Par ailleurs,  

∑
𝑒3

9
×𝑘 (

3

𝑒2
)

𝑘−1+∞ 

𝑘=3

=
1

𝑒3
∑ 𝑘 (

3

𝑒2
)

𝑘−1+∞ 

𝑘=3

=
1

𝑒3
(∑ 𝑘 (

3

𝑒2
)

𝑘−1+∞ 

𝑘=1

− 1 − 2
3

𝑒2
) 

=
1

𝑒3
(

1

(1 −
3
𝑒2)

2 − 1 −
6

𝑒2
) 

 

7. Étudier la nature de la série suivante ∑
𝑒−𝑛

𝑛𝑛≥1  . Notons 𝑢𝑛 =
𝑒−𝑛

𝑛
 : 

• 𝑛2𝑢𝑛 = 𝑛𝑒−𝑛 → 0 par croissance comparée, et donc 𝑢𝑛 = 𝑜 (
1

𝑛2) 

• 𝑛2𝑢𝑛 = 𝑛𝑒−𝑛 ≥ 0 à partir d’un certain rang 

• la série ∑
1

𝑛2𝑛≥1  est une série de Riemann convergente 

 

Par critère de négligeabilité, la série ∑
𝑒−𝑛

𝑛𝑛≥1  est une série convergente. 

 

EXERCICE 02 – D’APRÈS EML S 2017 

 

On pose 𝑢𝑛+1 =
2𝑛−1

2𝑛
𝑢𝑛  où 𝑢1 sera défini en question 1. Les questions 1, 2, 3 et 4 sont indépendantes. 

 

1a. Soit 𝐴 ∈ ℝ. Exprimer en fonction de 𝐴 le réel 𝐼𝐴 = ∫
1

1+𝑡2 𝑑𝑡
𝐴

0
. On a 𝐼𝐴 = [arctan(𝑡)]0

𝐴 = arctan (𝐴). 

 
1b. On pose  𝑢1 = lim

𝐴→+∞
𝐼𝐴. Déterminer 𝑢1. Rappelons que arctan est la bijection réciproque de la 

fonction 𝑡𝑎𝑛: ] −
𝜋

2
; 𝜋/2[→ ℝ : vu que lim

𝑡→(
𝜋

2
)

− tan(𝑡) = +∞, on a lim
𝑡→+∞

arctan(𝑡) =
𝜋

2
 : ainsi, 𝑢1 =

𝜋

2
. 

 
2. Écrire une fonction Scilab qui, étant donné un entier naturel non nul 𝑛, renvoie la valeur de 𝑢𝑛. 

 
3. On cherche dans cette question à déterminer un équivalent du terme général 𝑢𝑛.   
 

3a. Prouver que pour tout entier naturel 𝑛,  𝑢𝑛 > 0. On pose alors 𝑣𝑛 = ln(𝑢𝑛) +
ln 𝑛

2
 pour tout entier 

naturel 𝑛 non nul.  
Récurrence immédiate. 

Ou, pour la boucle : 

for k=1 :n-1 

 H = (2*k-1) / (2*k) * H 

end 
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3b. Donner un équivalent simple de 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 lorsque 𝑛 tend vers l’infini. 

Rappelons que 𝑢𝑛+1 =
2𝑛−1

2𝑛
𝑢𝑛 : ainsi, 

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 = ln(𝑢𝑛+1) +
ln(𝑛 + 1)

2
− ln(𝑢𝑛) −

ln 𝑛

2
  

= ln (
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
) +

1

2
ln (

𝑛 + 1

𝑛
) = ln (

2𝑛 − 1

2𝑛
) +

1

2
ln (1 +

1

𝑛
) 

= ln (1 −
1

2𝑛
) +

1

2
ln (1 +

1

𝑛
) 

Or, au voisinage de 0 on a ln(1 + 𝑥) = 𝑥 −
𝑥2

2
+ 𝑜(𝑥2) donc au voisinage de +∞ : 

• ln (1 −
1

2𝑛
) = −

1

2𝑛
−

1

8𝑛2 + 𝑜 (
1

𝑛2) 

• 
1

2
ln (1 +

1

𝑛
) =

1

2
(

1

𝑛
−

1

2𝑛2) + 𝑜 (
1

𝑛2) =
1

2𝑛
−

1

4𝑛2 + 𝑜 (
1

𝑛2) 

 

Ainsi 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 = −
3

8𝑛2 + 𝑜 (
1

𝑛2). On obtient donc 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛~ −
3

8𝑛2 au voisinage de +∞. 

 

3c. Montrer que la série ∑ (𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛)𝑛≥1  converge. 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 = −
3

8𝑛2 est de signe constant, et c’est le 

terme général d’une série de Riemann convergente. Le critère d’équivalence sur les séries de terme 
général positif assure alors que la série ∑ (𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛)𝑛≥1  converge. 
 

3d. En déduire l’existence d’un réel 𝐾 > 0 tel que 𝑢𝑛~
𝐾

√𝑛
 lorsque 𝑛 → +∞. Ainsi, la suite des sommes 

partielles converge, càd  

𝑆𝑛 = ∑(𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘)

𝑛

𝑘=1

= 𝑣𝑛+1 − 𝑣1   converge 

Notons 𝑠 cette limite ; par conséquent la suite (𝑣𝑛) converge vers 𝑠 + 𝑣1 d’après l’égalité précédente. 

Mais 𝑣𝑛 = ln(𝑢𝑛) +
ln 𝑛

2
= ln(𝑢𝑛) + ln(√𝑛) = ln(𝑢𝑛√𝑛) donc par passage à l’exponentielle (fonction 

continue sur ℝ), on obtient que lim
𝑛→+∞

𝑒𝑣𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛√𝑛 = 𝑒𝑠+𝑣1 = 𝐾 > 0. 

On a donc bien 𝑢𝑛~
𝐾

√𝑛
 lorsque 𝑛 → +∞. 

 
4. À l’aide d’une récurrence, prouver que pour tout entier naturel 𝑛 non nul on a  

𝑢𝑛 = 𝑢1×
(2𝑛−2)!

22𝑛−2((𝑛−1)!)
2  .  

Notons 𝑃(𝑛) : « 𝑢𝑛 = 𝑢1×
(2𝑛−2)!

22𝑛−2((𝑛−1)!)
2 » pour 𝑛 ∈ ℕ∗. 

 

• 𝑃(1) est vraie puisque 0! = 1 par convention. 

• Supposons 𝑃(𝑛) vraie au rang 𝑛 : on sait que 𝑢𝑛+1 =
2𝑛−1

2𝑛
𝑢𝑛  donc par hypothèse de récurrence, 

𝑢𝑛+1 =
2𝑛 − 1

2𝑛
𝑢1×

(2𝑛 − 2)!

22𝑛−2((𝑛 − 1)!)
2 = 𝑢1×

2𝑛 − 1

2𝑛
×

(2𝑛 − 2)!

22𝑛−2((𝑛 − 1)!)
2 

= 𝑢1×
2𝑛 − 1

2𝑛
×

2𝑛

2𝑛
×

(2𝑛 − 2)!

22𝑛−2((𝑛 − 1)!)
2 = 𝑢1×

2𝑛 (2𝑛 − 1) (2𝑛 − 2)!

22. 𝑛2. 22𝑛−2((𝑛 − 1)!)
2 

= 𝑢1×
 (2𝑛)!

22𝑛(𝑛(𝑛 − 1)!)2
= 𝑢1×

 (2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
 

 
et donc, 𝑃(𝑛 + 1) est vérifiée. 
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EXERCICE 03 – D’APRÈS EML S 2017 

 
 

On note 𝐸 = ℝ2[𝑋], l’espace vectoriel des polynômes de degré inférieurs ou égaux à 2.  
On considère l’application 𝑇 qui à un polynôme 𝑃 associe le polynôme 𝑇(𝑃) = (𝑋(𝑋 − 1)𝑃′)′ où le prime 
désigne la dérivation. 
On désigne par ℬ la base canonique de 𝐸 dont les polynômes sont ordonnés suivant leur degré croissant. 
 
1. Vérifier que 𝑇 est un endomorphisme de 𝐸. 

• Vérifions 𝑇 est à valeurs dans 𝐸. Soit 𝑃 un polynôme de degré inférieur à 2. 

deg(𝑋(𝑋 − 1)𝑃′) ≤ 2 + 1 = 3 et donc en dérivant, deg(𝑇(𝑃)) ≤ 2. On a bien 𝑇(𝑃) ∈ ℝ2[𝑋]. 

• Soient 𝑃 et 𝑄 deux polynômes de 𝐸, 𝜆 ∈ ℝ : par linéarité de la dérivation, 
𝑇(𝑃 + 𝜆𝑄) = (𝑋(𝑋 − 1)(𝑃 + 𝜆𝑄)′)′ = (𝑋(𝑋 − 1)𝑃′ + 𝜆𝑋(𝑋 − 1)𝑄′)′ 

= (𝑋(𝑋 − 1)𝑃′)′ + 𝜆(𝑋(𝑋 − 1)𝑄′)′ = 𝑇(𝑃) + 𝜆𝑇(𝑄) 
 
2. Déterminer la matrice de 𝑇 relativement à la base ℬ. On notera Δ cette matrice. 

• 𝑇(1) = (𝑋(𝑋 − 1)0)′ = 0 
• 𝑇(𝑋) = (𝑋(𝑋 − 1)1)′ = (𝑋2 − 𝑋)′ = 2𝑋 − 1 
• 𝑇(𝑋2) = (𝑋(𝑋 − 1)2𝑋)′ = (2𝑋3 − 2𝑋2)′ = 6𝑋2 − 4𝑋 

Ainsi, Δ = (
0 −1 0
0 2 −4
0 0 6

) 

 
3. Déterminer le rang de 𝑇, une base de 𝐼𝑚(𝑇) ainsi que de 𝐾𝑒𝑟(𝑇). 

• On sait que 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝑇) = 𝑟𝑎𝑛𝑔(Δ) : comme la matrice est constitué de 2 vecteurs non colinéaires 
(un nul, et deux dont les coordonnées sont échelonnées), on a 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝑇) = 2. 

• Ainsi, 𝐼𝑚(𝑇) = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑓(1), 𝑓(𝑋), 𝑓(𝑋2)) = 𝑣𝑒𝑐𝑡(2𝑋 − 1,6𝑋2 − 4𝑋) : ces deux polynômes 

constituent une base de 𝐼𝑚(𝑇). 

• D’après le théorème du rang, dim(𝐾𝑒𝑟 𝑇) = 1 : comme 𝑓(1) = 0, 1 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑇) ; comme le noyau 
est de dimension 1, le polynôme 1 en est une base. 𝐾𝑒𝑟 𝑇 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(1) = ℝ. 
 

4. La matrice Δ est-elle inversible ? Si oui, déterminer son inverse. Non elle ne l’est pas puisqu’elle est 
triangulaire avec un 0 sur la diagonale. 
Autre argument possible : 𝐾𝑒𝑟(𝑇) n’est pas réduit au vecteur nul, donc 𝑇 non injectif, donc non bijectif 
donc sa matrice est non inversible. 
 
5a. Déterminer une base de chacun des trois espaces vectoriels suivants (on choisira des vecteurs de base 
qui ont tous 1 pour première coordonnée) : 𝐸𝜆 = {𝑃 ∈ 𝐸  |  𝑇(𝑃) = 𝜆𝑃}    pour   𝜆 = 0,   𝜆 = 2,   𝜆 = 6. 

• 𝐸0 : 𝑇(𝑃) = 0 ⇔ P ∈ Ker(T) ⇔ 𝑃 = 𝑎, 𝑎 ∈ ℝ : une base de 𝐸0 est (
1
0
0

) = [1]ℬ 

• 𝐸2 : 𝑇(𝑃) = 2𝑃 ⇔ Δ (
𝑎
𝑏
𝑐

) = 2 (
𝑎
𝑏
𝑐

) ⇔ (
−𝑏

2𝑏 − 4𝑐
6𝑐

) = (
2𝑎
2𝑏
2𝑐

) ⇔ {
𝑐 = 0

𝑏 = −2𝑎
 : prenons 𝑎 = 1 comme 

l’indique la consigne. Une base de 𝐸2 est (
1

−2
0

) = [−2𝑋 + 1]ℬ  
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• 𝐸6 : 𝑇(𝑃) = 6𝑃 ⇔ Δ (
𝑎
𝑏
𝑐

) = 6 (
𝑎
𝑏
𝑐

) ⇔ (
−𝑏

2𝑏 − 4𝑐
6𝑐

) = (
6𝑎
6𝑏
6𝑐

) ⇔ {
𝑏 = −6𝑎
𝑐 = 6𝑎

 : prenons 𝑎 = 1 comme 

l’indique la consigne. Une base de 𝐸6 est (
1

−6
6

) = [6𝑋2 − 6𝑋 + 1]ℬ 

5b. Ces trois espaces sont-ils supplémentaires dans 𝐸 ? Appliquons la méthode de concaténation des 
bases et considérons la famille 𝐹 = (1; 2𝑋 + 1; 6𝑋2 + 6𝑋 + 1) : 

• Cette famille est libre car les polynômes de degré échelonné. 

• Trois vecteurs libres en dimension 3 (celle de 𝐸) forment une base 
Ces espaces sont bien supplémentaires dans 𝐸. 

 
Problème 02  

Soient �# 
L 
m

F�t �r �r
�t �s �t
�r �r 
F�t


q et �0 
L 
m
�r �r �r
�t �u �t
�r �r �r


q. 

 

Partie A �± La classique. Soit �' 
L �<�=�#
E�>�+�á�:�=�á�>�; �Ð�9�6�=. 
A1. Prouver que �'  est un espace vectoriel sur �9. 

�x �'  est un sous-�H�Q�V�H�P�E�O�H���G�H���O�¶�H�Y���/ �7�:�9�; 
�x �'  est non vide puisque �r�#
E�r�+�Ð�'  
�x Soient �/ 
L �=�#
E�>�+ et �/ �ñ
L �=�ñ�#
E�>�"�+ deux matrices de �' , �G�Ð�9. Alors 

�/ 
E�Ù�/ �ñ
L �:�=
E�G�=�ñ�;�ã�ç�ç�ä�ç�ç�å
�Ð�9

�#
E�:�>
E�G�>�ñ�;�ã�ç�ç�ä�ç�ç�å
�Ð�9

�+ est bien un élément de �' . 

 

A2a. Prouver que la famille �� 
L �:�#�á�+�; est une base de �' . ��  est une base de �'  car :  
�x Par définition de �' , �' 
L �R�A�?�P�:�+�á�#�; donc la famille ��  génére �' . 
�x Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc elle est libre 

 

A2b.  Prouver que �#�6 �Ð�'  et déterminer ses coordonnées dans la base �� . On a �#�6 
L �® 
L 
m
�v �r �r


F�t �s 
F�t
�r �r �v


q 

et donc �#�6 
L 
F�#
E�t�+. Ses coordonnées dans ��  sont �:
F�s�â�t�;. 
 
A3. �&�R�P�S�O�p�W�H�U���O�¶�D�O�J�R�U�L�W�K�P�H���V�X�L�Y�D�Q�W���D�I�L�Q���T�X�¶�L�O���S�H�U�P�H�W�W�U�H���O�H���F�D�O�F�X�O���G�H���#�á pour �J �Ð�3 �V�D�L�V�L���S�D�U���O�¶�X�W�L�O�L�V�D�W�H�X�U�� 
 

A = [-2 0 0;2 1 2;0 0 -2] ; U = [1 0 0;0 1 0;0 0 1] ; �J 
L�L�Q�S�X�W�����³�V�D�L�V�L�U���X�Q���H�Q�W�L�H�U�´��  
for k = 1:n  U =U
H�#   endfor 

  disp U 
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