EBLASYE DEVOIR SURVEILLE N° /- ECS1
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Durée : 4h Calculatrice interdite.

La présentation, la lisibilite, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour
une part importante dans [’appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.
1ls ne doivent faire l'usage d’aucun document : seule ['utilisation d’une régle graduée est autoriséee.

EXERCICE 01 — APPLICATIONS DU COURS

1a. Soit f(x) = In(1 + x) la fonction définie sur I = [0; +oo[. Déterminer la dérivée k-ieme de f pour
tout entier naturel k.

1b. Apres avoir rappelé les hypotheses nécessaires, appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a |'ordre
n € N en 0 a la fonction f.

2a. Apres avoir rappelé les hypotheses nécessaires, a I'aide de la formule de Taylor — Young, déterminer
le développement limité a I'ordre 2 en 0 de la fonction f(x) = arctan(x).
2b. En déduire un équivalent de arctan(x) au voisinage de 0

3a. A I'aide de produits de développements limités, déterminer le développement limité a 'ordre 2 en 0

de la fonction f définie par f(x) = 11+_xx .

3b. Déterminer la tangente a Cr en A(0; 1) ainsi que sa position par rapport a Cr au voisinage de 0.

, X
4a. Etudier la convexité de la fonction f définie sur R par f(x) = In (e ;1)

4b. En déduire que pour tout x € [0;In3] on a

1 < Flo) < In2
¥ s =xpm

5. Soit f la fonction définie par f(x) = xe ™ sur R.

5a. Dresser le tableau de variations de f sur son domaine.

5b. Etudier la convexité de f et donner ses éventuels points d’inflexion.
5c. Représenter I'allure de la courbe représentant f sur R*.
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EXERCICE 02

2n-1 . s .
On pose Up4q = ——Up Ol U, sera défini en question 1.

Les questions 1, 2, 3 et 4 sont indépendantes.

la. Soit A € R. Exprimer en fonction de A le réel I, = fA L dt.

0 1+t2
1b. On pose u; = lim I4. Déterminer u,.
A—+o00

La valeur de uq n’est pas indispensable a la poursuite de I’exercice.
2. Ecrire une fonction Scilab qui, étant donné un entier naturel non nul n, renvoie la valeur de u,,.

3. On cherche dans cette question a déterminer un équivalent du terme général u,,.
3a. Prouver que pour tout entier natureln, u, > 0.

On pose alors v, = In(u,,) + lnTn pour tout entier naturel n non nul.

3a. Donner un équivalent simple de v, .1 — v, lorsque n tend vers l'infini.

3b. Montrer que la série }.;;51(Vn4+1 — V) cOnverge.

3c. En déduire I'existence d’un réel K > 0 tel que un~% lorsque n — +oo.

4. A I'aide d’une récurrence, prouver que pour tout entier naturel n non nul on a
(2n - 2)!

1>< 22n-2((n — 1)1)"

Un

EXERCICE 03

On note E = R, [X], 'espace vectoriel des polyndmes de degré inférieurs ou égaux a 2.
On considere I"application T qui a un polynéme P associe le polynéme
T(P) = XX -1PY)
ou le prime désigne la dérivation.
On désigne par B la base canonique de E dont les polyn6mes sont ordonnés suivant leur degré croissant.
1. Vérifier que T est un endomorphisme de E.
2. Déterminer la matrice de T relativement a la base B. On notera A cette matrice.
3. Déterminer le rang de T, une base de Im(T) ainsi que de Ker(T).

4. La matrice A est-elle inversible ? Si oui, déterminer son inverse.

5a. Déterminer une base de chacun des trois espaces vectoriels suivants (on choisira des vecteurs de base
qui ont tous 1 pour premiere coordonnée) :

E,={P€E | T(P)=AP} pour A=0, 1=2, 1=6

5b. Ces trois espaces sont-ils supplémentaires dans E ?
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PROBLEME

Dans tout le probléme, 1’espace vectoriel R? est muni de sa base canonique notée ¢ = (e, ez, e3).
On identifie R? et .#31(R) : cela signifie que les vecteurs de R? sont notés en colonne. Ainsi

1 0 0
e = 0 , €2 = 1 , €3 = 0
0 0 1

On note .Z(IR3) le R-espace vectoriel des endomorphismes de R3, Id I'identité de R3, .#5(R) le R-espace vectoriel des matrices
d’ordre 3 a coefficients réels et I3 la matrice identité de .#3(R).
On rappelle aussi que si f est un endomorphisme de R3 les notations f2, f3, etc. désignent fo f, fo f o f, etc.

1l est demandé de faire figurer tous les calculs sur la copie.

Premiére partie.

T T
Soit f ’endomorphisme de R? défini par f |y | = A | vy | ot A est la matrice :
z z
-1 2 -1
A=|-4 5 -3
-2 2 -1

On pose M = A — Is.
(1) (a) Montrer que la matrice M = A — I3 n’est pas inversible.

(b) Montrer que le noyau de f — Id est une droite vectorielle de R?® dont on donnera un vecteur directeur u;. On
choisira u; de telle sorte que sa premiére coordonnée dans la base % soit 1.

(2) On considére les vecteurs de R3 : uy = pes + ges et uz = re; + ses, ol p, q, 7, s sont des réels.
(a) Déterminer les reéels p, g, r, s pour que :
fluz) =u1 +uz et f(uz) =2uz +us
(b) Vérifier alors que % = (u1,uz,us3) est une base de R3.
(¢) Montrer que Ker(f — Id) et Im(f — Id) sont supplémentaires dans R3.

(8) Calculer M? et M3. En déduire I’expression, pour tout entier naturel n, de la matrice A en fonction de n.

x
(4) L’endomorphisme f est-il bijectif et, le cas échéant, exprimer f~! | y | en fonction de x,y et z.
z
Deuxiéme partie.
On note g 'endomorphisme de R3 défini par
1
g(el) = 5(361 + ea + 63)
1
g(eg) = 5(6‘1 + 362 — 63)
g(eg) =e; —eg +e3
T
(1) Soit [y | € R3.
z
T
(a) Exprimer g | y | en fonction de z,y et z.
z
T T
(b) Déterminer une matrice A de format 3 x 3 tellequeg |y | =A |y
z z

(¢) Exprimer A2 en fonction de A.

(2) (a) Déterminer le noyau de g et en donner une base.
(b) Déterminer une base de "image de g.
(c) L’endomorphisme g est-il injectif ? surjectif?

T T T
(8) Soit | y | € R3. Exprimer gog | vy | en fonction de g | y
z z z

(4) Montrer que Kerg et Img sont supplémentaires dans R3.



Probléme 02

Les trois parties de ce probléme sont indépendantes, 'objectif étant de déterminer par trois méthodes la
matrice A", pour n entier naturel.

-2 0 0 000
SoientA=(2 1 2 |etN=(2 3 2]
0 0 -2 000

Partie A - La classique. Soit E = {aA + bl, (a,b) € R?}.

Al. Prouver que E est un espace vectoriel sur R.

A2a. Prouver que la famille B = (A,I) est une base de E.

A2b. Prouver que A% € E et déterminer ses coordonnées dans la base B.

A3. Compléter I'algorithme suivant afin qu'il permettre le calcul de A™ pour n € N saisi par ['utilisateur.

A=[.];

U=[100,010001];

n=[.]

fork=1n

U=[.]

endfor

disp U
A4. Prouver que pour tout entier naturel n, il existe deux réels a,, et b, tel que A™ = a,A + b,l.
A5. En reconnaissant a,,..,, déterminer a, puis b, en fonction de n, pour tout entier n.
A6. Expliciter la matrice A" en fonction de n € N.

Partie B - La célébre

B7. Exprimer N? en fonction de N et en déduire N™ en fonction de N et de n pour tout entier n > 1.
Quen est-il pourn=10?

B8. Montrer que A est combinaison linéaire de I et de N.

B9. En déduire, pour n € N, A™ en fonction de N et de I puis expliciter cette matrice.

Partie C — La générale. Considérons les vecteurs de R3 : u = (-1,0,1), v = (=3,2,0) etw = (0,1,0), la

-1 =30
matriceP=1 0 2 1]

1 00

C10. Montrer que la famille B" = (u, v, w) est une base de R®.

C11a. Montrer que P est inversible et déterminer sa matrice inverse.

C11b. Sous Scilab, que renverra l'instruction rank(P) ou P est la matrice ci-dessus ?
C12. Déterminer la matrice D = P A P.

C13. En déduire A™ en fonction de D™ puis donner 'expression de A" en fonction de n.




ELEMENTS DE CORRECTION

EXERCICE 01 — APPLICATIONS DU COURS

1a. Soit f(x) = In(1 + x) la fonction définie sur I = [0; +oo[. Déterminer la dérivée k-ieme de f pour
tout entier naturel k. f est C*® sur son domaine eton a:

1
f(x)=1+—x=(1+x) 1
f(z)(x) =—-1x(1+x)72
) = -1x(=2)x(1 +x)73
F® () = —1x(=2)x(=3)x(1 + x)~*

On démontrerait alors facilement par récurrence que pour tout entier k non nul on a
—1)*Ix(k - 1)!
fooey = EDXE = 1)
14+x)

1b. Aprées avoir rappelé les hypothéses nécessaires, appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre
n € N en 0 alafonction f. I est bien un intervalle de R et :

° f € Cn+1(1)

e |l existe un réel M tel que Vx € I, |f(”+1)(x)| <M

(=1)"xn! .
En effet | f "D (x)| = |(1+x)n+1 <n!= M puisque 1 + x > 1.
(k) _ont1
Alors, comme 0 € ] et toutréelxdelona: |f(x) — ZZ=0f k'(o) (x—0)[ < M%
Comme f®(0) = (=1)¥1x(k — 1)!, et £(0) = 0 on obtient :
n
(_1)](—1 . xn+1
-y —2 ¥kl <

_1\k-1
1c. En déduire que la série Zka(T converge et déterminer sa somme. Pour x = 1 € I on obtient dc,

In 2 zn: D
n k
k=1

D’apres le théoréme des gendarmes, la suite des sommes partielles Y.} -,
k-1
-1

1
<=
n

(_1)k—1

converge vers In 2, donc

la série Y y>1 converge et sa somme est In 2.

k
2a. Apres avoir rappelé les hypothéses nécessaires, a I'aide de la formule de Taylor — Young, déterminer
le développement limité a 'ordre 2 en 0 de la fonction f(x) = arctan(x). La fonction arctan est C2(R)
donc au voisinage de 0 ; elle admet donc un DL, (0) donné par la formule de Taylor Young, a savoir :

fx) =710+ f'(0)x + @xz + 0(x?) au voisinage de 0. Or

e f(0)=0

¢ /()= zdoncf(0) =1

e Inutile de calculer la dérivée seconde, arctan étant impaire, son DL, (0) est aussi son DL, (0)
Ainsi, arctan(x) = x + o(x?) au voisinage de 0.

2b. En déduire un équivalent de arctan(x) au voisinage de 0. On a donc arctan x ~x pour x proche de 0.
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3a. A l'aide de produits de développements limités, déterminer le développement limité a 'ordre 2 de la

fonction f définie par f(x) = AU voisinage de 0, on a :

. v1—x—(1—x)2—1+ ( x)+;(1 )( x)?+o(x?)=1- ———+0(x2)
o — =1-—x+x2 +o(x2)

1+x
Effectuons la troncature a I'ordre 2 du produit de ces deux DL, (0), il vient :

1 1 1 3 11
_ _1_= 2 - _ = 2y 12, 2.2 2
f(x)—1+x( 1 2)+x <1+2 8)+0(x) 1 2x+ g * + o(x*)

3b. Déterminer la tangente a Cr en A(0; 1) ainsi que sa position par rapport a Cr au voisinage de 0.

L’équation de la tangente en A estdoncy =1 — %x : par ailleurs,

f00-(1-35) - (o)

Or au voisinage de 0, % + 0(1) > 0donc Cr est au-dessus de sa tangente au voisinage du point A.

4a. Etudier la convexité de la fonction f définie sur R par f(x) =1In (ex;l).
festC?(R)etonaf'(x) =

X
s (x) = (eer)Z > 0 : la fonction f est donc convexe sur R.

eX+1’

4b. En déduire que pour tout x € [0;In3] on a %x <flx) < xiz—z . f est donc convexe sur [0;In 3] donc :
e (y est au-dessus de toutes ses tangentes donc au-dessus de celle en O.
OrTy:y =f(0)+ f'(0)x = %x :on adonc bien%x < f(x)
e (; estsous la corde d’extrémités 0(0; 0) et A(In 3 ;In 2) puisque f(In3) = In 2.

. . o In2-0 1
Or (OB) est d’équation y = ax (elle passe par |'origine) avec = 122—3 = %
1
On a donc bien f(x) < xlnz
5. Soit f la fonction définie par f(x) = xe™ sur R.
5a. Dresser le tableau de variations de f sur son domaine.
f est dérivable de dérivée f'(x) = e™ —xe™ = e (1 — x) x | =® 1 +
qui est du signede 1 — x. et
e Par croissance comparée, liT fx)=0 Ji€3) 7 \
X—+00
e Parproduit, lim f(x) = —o0 — 0
X——00

5b. Etudier la convexité de f et donner ses éventuels points d’inflexion.

f est C?% sur son domaineetona f"(x) = —e ™ (1 —x) — e ™ = e *(x — 2) qui est du signe de 2 — x.
e f estdonc concave sur ]| — oo; 2], convexe sur [2; +oo].
e Le point de coordonnées (2; 2e2) est le seul point d’inflexion de Cr

5c. Représenter 'allure de la courbe representant f sur [R+ Faire apparaltre I’axe des abscisses comme

. R T . . . asymptote 3 Cf, le
point d’inflexion A de
coordonnées
(2;2e72), le sommet
S(1;e™1) ainsi que les
poiepeneepeeeeeneneenent résyltats de convexité
ST e o, dush.
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3k—1

6. Prouver la convergence puis calculer la somme de la série Y>3 k prrzE

< 1 donc la série

o 1 3\ 1 3 \k=1
Le terme général est de la forme u, = — Xk (—) =—=Xk (—) :or
3e e? e3 e?

e?
N

Y1 k (e—z) est une série géométrique dérivée convergente et par conséquent Y.;s3 Uy est une série

convergente (la nature d’une série ne dépend pas d’'un nombre fini de termes).

Par ailleurs,

> on(2) =2y k(D) = (k) 1
9 e? K e? E e? e?

k=3 k=3 k=1

1 1 6
TS\ sy @
(1-2)
-n e—TL

z . ;. . e
7. Etudier la nature de la série suivante an17 .Notonsu,, = -

2 _ -n . , _ 1
® n-"u, = ne -0 par croissance comparee, et donc Uy, =0\—

n2
e n?u, =ne ™ > 0 a partir d’un certain rang
- 1 - .
e lasérie Znﬂﬁ est une série de Riemann convergente

-n

PN JORT) T ;. e o
Par critere de négligeabilité, la série 2"217 est une série convergente.

EXERCICE 02 — D’APRES EML S 2017

2n-1 . P . . o
Onpose U, 1 = Z—nun ou u, sera défini en question 1. Les questions 1, 2, 3 et 4 sont indépendantes.

la. Soit A € R. Exprimer en fonction de A le réel I, = fA -

o ;52 dt-Onaly = [arctan(t)]§ = arctan(4).

1b. On pose u; = Alirp I,. Déterminer u,. Rappelons que arctan est la bijection réciproque de la
—-+ 00

fonction tan:] —=;m/2[- R:vuque lim_tan(t) = 400, ona lim arctan(t) = = : ainsi, u; = —.
2 L t—+o 2

t—>;

2. Ecrire une fonction Scilab qui, étant donné un entier naturel non nul n, renvoie la valeur de u,,.

function H=emlyonl¥{n)

H=Ypi/2 Ou, pour la boucle :
for k=2:n // H wvaut H{k-1) for k=1 :n-1
H=(2%(k-1)-1)+H/(2* (-1} ) H=(2*k-1) / (2*k) * H

FfH vaut (2=(k-1)-1)+H(k-1)/(2=(k-1))=H{k) end
and
S/ en sortie H vaut H{m)
S/ cvar la derniére wvaleur de k ast n

endfuncticn

3. On cherche dans cette question a déterminer un équivalent du terme général u,,.

. | .
3a. Prouver que pour tout entier naturel n, u,, > 0. On pose alors v, = In(u,,) + % pour tout entier

naturel n non nul.
Récurrence immédiate.
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3b. Donner un équivalent simple de v, 41 — v, lorsque n tend vers l'infini.
2n-1

Rappelons que u, 44 = o Un't ainsi,
In(n + 1) Inn
Vna1 — Vp = I(Uny) + ———— — In(wp) ———
Upt1 1 m+1 2n—1 1 1
=ln< >+—ln< )=ln( )+—ln(1+—)
Uy, 2 n 2n 2 n

=1 (1 1)-}-11 <1+1>
- , 2n Zn n
Or, au voisinagede Oonaln(1 + x) = x — x? + 0(x?) donc au voisinage de +oo :
1 1 1 1
o« (1-2)=-2—hto()
1 1 1/1 1 1 1 1 1
e n(1+0)=3(G-m0)to(H) =mmto()

I 3 1 . 3 -
AinSi Vypyq = Uy = =25+ 0 (F) On obtient donc vy, — 1~ — —— au voisinage de +oo.
L 3 :
3c. Montrer que la série ), ,51(Vp41 — Vy) cONverge. vy — Uy = — 5z et de signe constant, et c’est le

terme général d’'une série de Riemann convergente. Le critére d’équivalence sur les séries de terme
général positif assure alors que la série Y. ,,51 (V41 — 1) converge.

K

N lorsque n — +co. Ainsi, la suite des sommes

3d. En déduire I'existence d’un réel K > 0 tel que u,~

partielles converge, cad
n
Sn = Z(vk+1 — V) = Un4q1 — V1 cCONVerge
k=1
Notons s cette limite ; par conséquent la suite (v,,) converge vers s + v, d’aprés I'égalité précédente.
. 1 Y . .
Mais v, = In(u,,) + % = In(u,) + In(¥'n) = In(u,vn) donc par passage a I'exponentielle (fonction
continue sur R), on obtient que lim e”n = lim u,Vn = et =K > 0.
n—-+oo n—+oo

. K
On a donc bien Un™~ 7= lorsque n — +o0.

4. A I'aide d’une récurrence, prouver que pour tout entier naturel n non nul on a
L = U X (2n-2)!
" 17 gen—2((-1))*

2n-2)!
(2n-2) s » pourn € N*.

Notons P(n) : « u, = X a2 (o))

e P(1) estvraie puisque 0! = 1 par convention.
. . 2n—1 N ,
e Supposons P(n) vraie au rang n : on sait que U, 41 = Z—nun donc par hypothese de récurrence,

(2n —2)! (2n—2)!
un+1 = u1>< 2 == u1>< X 2
22n-2((n — 1)!) 22n-2((n — 1)!)
(2n —2)! (2n —2)!
= u1>< X X 2 = ulx 2
22n=2((n — 1)!) 22n72((n— 1))
(2n)! 2n)!

M =Nz 222

et donc, P(n + 1) est vérifiée.
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EXERCICE 03 — D’APRES EML S 2017

On note E = R,[X], I'espace vectoriel des polyndmes de degré inférieurs ou égaux a 2.

On considére I'application T qui a un polynéme P associe le polyndme T(P) = (X(X — 1)P’)’ ou le prime
désigne la dérivation.

On désigne par B la base canonique de E dont les polyndmes sont ordonnés suivant leur degré croissant.

1. Vérifier que T est un endomorphisme de E.
e Vérifions T est a valeurs dans E. Soit P un polyndme de degré inférieur a 2.
deg(X(X —1)P") <2+ 1 = 3 et donc en dérivant, deg(T(P)) < 2.0nabien T(P) € R,[X].
e Soient P et Q deux polynédmes de E, 1 € R : par linéarité de la dérivation,
TP+AQ)=XX-1DP+2Q)) =XX-1DP' + XX —1)Q")'
=XX-DP) +2(XX -1Q") =T(P) + AT(Q)

2. Déterminer la matrice de T relativement a la base B. On notera A cette matrice.
e T(H=XX-10)=0
e T =XX-D1D)'=X>-X)=2X-1
o T(X)=XX-12X) =(2X3-2X?)'=6X>—-4X

0 -1 0
Ainsi,A=({0 2 —4

0 O 6

3. Déterminer le rang de T, une base de Im(T) ainsi que de Ker(T).
e Onsaitque rang(T) = rang(A) : comme la matrice est constitué de 2 vecteurs non colinéaires
(un nul, et deux dont les coordonnées sont échelonnées), on a rang(T) = 2.
e Ainsi, Im(T) = vect(f(1), f(X), f(X?)) = vect(2X — 1,6X? — 4X) : ces deux polyndmes
constituent une base de Im(T).
e D’aprés le théoréme du rang, dim(Ker T) = 1:comme f(1) = 0,1 € Ker(T) ; comme le noyau
est de dimension 1, le polyndme 1 en est une base. Ker T = vect(1) = R.

4. La matrice A est-elle inversible ? Si oui, déterminer son inverse. Non elle ne I'est pas puisqu’elle est
triangulaire avec un 0 sur la diagonale.

Autre argument possible : Ker(T) n’est pas réduit au vecteur nul, donc T non injectif, donc non bijectif
donc sa matrice est non inversible.

5a. Déterminer une base de chacun des trois espaces vectoriels suivants (on choisira des vecteurs de base
qui ont tous 1 pour premiére coordonnée) : E; ={P € E | T(P) = AP} pour A=0, A=2, A =6.

1
o E,:T(P)=0PeKer(T) @P =aqa, aER:unebasedeEOest<0)=[1]3
0

a a —b 2a —0
e E,:T(P)=2P & A(b) =2 <b> o <2b — 4c> = <2b) = {b C__ 5g ' PrEnonsa = 1 comme
c c 61c 2c - Ted

I'indique la consigne. Une base de E, est (—2) =[-2X+1]p
0
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a a —b 6a b=—6
o E6:T(P)=6P@A<b>=6<b>®<2b—40)=<6b>=}{ - 6aa:prenonsa=1comme

c c 6¢ 6c €=
1

I'indique la consigne. Une base de Eg est | —6 | = [6X%2 — 6X + 1]3
6

5h. Ces trois espaces sont-ils supplémentaires dans E ? Appliquons la méthode de concaténation des

bases et considérons la famille F = (1;2X + 1;6X%2 + 6X + 1) :

e Cette famille est libre car les polyndmes de degré échelonné.

e Trois vecteurs libres en dimension 3 (celle de E) forment une base
Ces espaces sont bien supplémentaires dans E.

Probléme 02
Ft r r r r r
Soient #L. mt s tgetOLm u tq
r r Ft r r r

Partie A *lLa classique. Soit ' L <#E > #:=%&; D9°%=
Al. Prouver que ' est un espace vectoriel sur 9.
X 'estunsous-HQVHPEOH/GHKH;OTHY
X ' estnon vide puisque r#Er+b’
X Soient / L =#E > et / "L =% E >“+deux matrices de ', GD 9. Alors
| EU "L s5cRGH # E 5G4 +est bien un élément de '.

D9 P9
A2a. Prouver que la famille L :#a&%estune basede '. estune basede ' car:
X Par définitionde ', ' L R A28, donc la famille génére '

x Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc elle est libre
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A2b. Prouver que #° B' et déterminer ses coordonnées dans labase .Ona #° L ® L nFt

etdonc #% L F# E t +Ses coordonnées dans sont :Fsét ..
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A3. &8RPSOpWHU OYDOJRULWKPH VXLYDQW#IpourQl ©X ¥IDQ \SH 8 B H VOW X\ LD

A=[200221200-2];U=[100;010001]; JLLQSXW 3VDLVLU XQ HQWLH!

fork =1:n U=UH# endfor
disp U
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