ELBILIASIY

e SlMulation
DEVOIR SURVEILLE 07 - ECS1

Calculatrice interdite.

La presentation, la lisibilite, |’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour
une part importante dans [’appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.
1ls ne doivent faire 'usage d’aucun document : seule [ utilisation d 'une regle graduée est autorisée.

EXERCICE 01

Soit E = R3[X] et f I'application qui a un polynéme P de E associe le polyndme défini pour tout réel x par
f(P)(x) =P(x+1)+P(x).
On désigne par B la base canonique de E, les polynémes étant rangés dans I'ordre croissant des degrés.

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

2. Déterminer la matrice M de f relativement a la base B.

3. Prouver que f est un isomorphisme.

4. Déterminer la matrice de 'endomorphisme f ! relativement a la base B.
5.Soit P = Y3 _, a; X* un polynéme de E.

5a. Expliciter le polynéme Q = f~1(P) en fonction des coefficients de P.
5b. On considére pour tout entier naturel n strictement positif, la somme

S0 = Y (~D*P(K)
k=1

Exprimer S(n) sous forme simplifiée, en fonction de Q, sans symbole somme.

EXERCICE 02

T
Pour tout entier naturel n, on pose w, = foz cos™(t) dt.

1. Calculer wy et wy.
2. Etudier les variations de la suite (W,)pen-

3. Cette suite est-elle convergente ?

s
4a. Prouver que pour tout entier naturel n, wy, ., = (n + 1) foz cos™(t) sin?(t) dt.
n+1

4b. Etablir alors que pour tout entier naturel nona w4, = 5 Wn

5. En déduire, a I'aide des variations de (w;,,) et de la question précédente que wy,1~Ww, au voisinage de +oco.

6b. Montrer que la suite (u,)ney de terme général u, = (n + 1)w,w,,,; est constante.

6c¢. En déduire que w,~,/1/(2n) au voisinage de +oo et déterminer la limite de la suite (w,).

6d. Utiliser la question 6b pour créér une fonction SciLab de parameétre n, permettant de calculer u,, lorsque n est
entré par 'utilisateur.
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PROBLEME

1. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose a,, =

ninn’

1a. Montrer que pour tout entier naturel k supérieur ou égala 2,ona:
k+1

f 1 dt < 1
Y tlnt  ~ klnk

1b. En déduire, par sommation, la nature de la série de terme général a,,.
1c. Proposer une fonction SciLab, prenant n comme paramétre, qui permette d’effectuer le calcul de S,, = X7, ax

pour tout entier naturel n = 2.

Dans la suite, on considere la fonction f définie par:

—x |
fx) = {(1 O —x) ¥ El= 0ol
1 Six=0

2a. Déterminer le développement limité a I'ordre 2 en 0 de la fonction g(x) = (1 — x) In(1 — x).
2b. Rappeler le développement limité a I'ordre 1 en O de ﬁ et en déduire que f admet un développement limité a

I'ordre 1 en O (le déterminer).
2c. Montrer que f est continue sur | — oo, 1], dérivable en 0 et donner la valeur de f'(0).

3a. Montrer que f est dérivable sur | — oo, 0[ et sur ]0,1[, puis montrer que pour tout x de ] — o0, 0[U]0,1[, f'(x)
est du signe de —In(1 — x) — x.

3b. Prouver que pourtouty > —1,In(1 +y) < y.

3c. Déterminer les variations de f.

3d. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition, puis dresser son tableau de variation.

4a. Etablir que, pour tout n de N*, il existe un seul réel de [0,1[, noté u,, tel que f(u,) = n et donner la valeur de
Uy.

4b. Montrer que la suite (u,) converge et que lim u, = 1.

n-+oo

4c. Pour tout entier naturel n non nul, montrer que

1f<1 1 ) 2 (nn—1
n nn/ 3n\ Inn
puis en déduire qu’il existe un entier naturel ng tel que, pour tout entier n supérieur ou égal a ny, ona

i)

nn
4d. En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égala ny, ona:

unﬁl—n

4e. Déduire, a I'aide de la premiére question, que la série de terme général ~ ) diverge.

In(1-u,
4f. A I'aide de la définition de u,,, donner un équivalentde 1 — u,,.
4g. En déduire la nature de la série de terme général 1 — u,,.
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CORRIGE EXERCICE 01 — D’APRES ECRICOME 2000

Soit E = R3[X] et f I'application qui a un polyndme P de E associe le polyndme défini pour tout réel x par
f(P)(x) =P(x+1)+Px).
On désigne par B la base canonique de E, les polyndmes étant rangés dans |'ordre croissant des degrés.

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.
e SoitP€E:f(P)=PX+1)+P(X)etcomme deg(P(X + 1)) = deg(P), on obtient que
deg(f(P)) < max(deg(P(X + 1)),deg(P)) <3
Ainsi f(E) C E
e Soit(P,Q) EE?etA€ER:
fP+2AQ) =P +2Q)(X +1) — (P +1Q)(X)
=PX+1D+1QX+1)—PX)—-2QX) = f(P) +Af(Q)
f est bien linéaire.

2. Déterminer la matrice M de f relativement a la base B.
f()=1X+1)+1(X) =1+ 1 = 2 (il S’agit d’une évaluation, pas d’un produit).

e fX)=X+14+X=2X+1
e fXH=X+1D?+X2=2X2+2X+1
e fX)=X+1)3+Xx3=2X3+3X?+3X+1
2 1 1 1
. 0 2 2 3
On en déduit que M = 00 2 3
0 0 0 2

3. Prouver que f est un isomorphisme. La matrice M est triangulaire sans O sur la diagonale, elle est donc
inversible. Par conséquent, f est bijectif.

4. Déterminer la matrice de 'endomorphisme f ! relativement a la base B. D’aprés le cours, la matrice de f~1 est
I'inverse M~ de la matrice M de f.

21 Tyl 1 0 :Q 0 L1 -14/2 21101100 -1/2 3
i i ‘ ¢ V ; ¢ ¢ F 0 /e Ll . 143/2
0223107100 L2 —-314/2 i, 02201010 -3/2 [2— I3
0023|0010 | L3-3L4/2 0020|001 -3/2 L; e
0 6.0 2 |0 0@ 71 [4/2 0001000 1/2 3/2
('2 1 00|10 —-1/2 1/4 20001 -1/2 o0 1/4
i 0200]01 -1 0 L1-12/2 01000 1/2 -1/2 0
0010]00 1/2 -3/4 2/2 00100 O 1/2 -3/4
\ 000100 O 1/2 00010 O 0 1/2
(1 0 00|1/2 —-1/4 0 1/8 1/2 -1/4 0 1/8
0100 0 1/2 -1/2 0 R I 0 1/2 -1/2 0
“loo1o0|lo o 12 —au|dmeMT=] 43 o 12 -3
\ooo1| 0o o 0o 1/2 o 0 0 1/2
5.S0it P = Y5_, aiX* un polynéme de E.
Qo
5a. Expliciter le polynéme Q = f~1(P) en fonction des coefficients de P. Vectoriellement, [P] = Z; : ainsi,
as

4ay — 2a4 + a;
4a, — 4a,
4a, — 6a;

4a,

[Q] = M~Y[P] =< etdonc Q = 3 (4ag — 2a; + a + (4a; — 4a;)X + (40, — 6a;)X* + 4a;X*).
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5b. On considére pour tout entier naturel n strictement positif, la somme S(n) = X1_,(—1)*P (k).
Exprimer S(n) sous forme simplifiée, en fonction de @, sans symbole somme. On a

St = ) (D@ = ) (~DHQUKk + 1) +Q(0) = ) (~1FQUe+ D + ) (—1*Q(K)
k=1 k=1 k=1 k=1

n+1 n
= = ) DM + ) (-DFQW) = (-1 + 1) = Q()
k=2 k=1

CORRIGE EXERCICE 02

. 2
Pour tout entier naturel n, on pose w,, = fon/ cos™(t) dt.

1. Calculer wy et wy.

_(m/2 _m
o wo=Jf,"1ldt =7

e w =f:/2costdt= [sint]g/2 =1

2. Etudier les variations de la suite (W, ). Par linéarité,
/2
Wpet — Wy, = f cos™(t) (cost — 1)dt
0

Or sur [0; %], cos™ > 0etcos — 1< 0donc par positivité de I'intrégale, w,, ;1 — w,, < 0 : la suite est

décroissante.

3. Cette suite est-elle convergente ? Par le méme argument qu’en question 2, on montre que w,, = 0 : la suite est
donc décroissante et minorée, elle converge.

T
4a. Prouver que pour tout entier naturel n, wy, ., = (n + 1) foz cos™(t) sin?(t) dt.On a
/2 /2
Wpip = f cos"t2(t)dt = f cos t cos™1(t) dt
0 0

u' = cos { u = sin
7’

= COSn+1 v = —(n + 1)Sin X cos™ (U,U sont C* sur [0, 2 ) sl vient,

Effectuons une IPP en posant {v

s T
2 2

Wp4p = [sint cos™*? 1:]70T/2 +(n+1) f cos™(t) sin?(t)dt = (n + 1) f cos™(t) sin?(t) dt
0 0

L ) n+1 .
4b. Etablir alors que pour tout entier naturel nona w, ., = W Vuquesin? =1-—cos? ,le4adonne

Wniz = M+ DWWy —wpiz) © Wyip = M+ Dwy — (0 + Dwyyyy
d’ou le résultat.

5. En déduire, a I'aide des variations de (w,,) et de la question précédente que wy, .1 ~Ww, au voisinage de +oo.
. o . N+l
e Lasuite (wy) est décroissante donc w4, < Wy 1 < wy, cad o Wn < Wp41 < Wy, i enremarquant que par

stricte positivité de I'intégrale, w,, > 0 on en déduit que

n+1l w
< Wn+1

n+2- wy

<1

o Le théoreme des garndarmes permet alors de conclure
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6b. Montrer que la suite (i, ),ey de terme général u,, = (n + 1)w,,w,,,, est constante. On a
n+1

Upt+1 = (n+ 2)Wn+1Wn+2 =+ 2)Wn+1mwn

Etdonc u,4, = (n + 1)w,w, 41 = u, pour tout entier naturel n : cette suite est bien constante.

6c. En déduire que wy,~ /% au voisinage de +oo et déterminer la limite de la suite (w;,).
e (u,) est constante donc pour tout n,
I
(n + 1)Wan+1 =Ug = E

e Parailleurs, d’apres Q5 on a
(n+ 1)Wan+1~n(Wn)2

Et donc n(w,,)?~ % ce qui donne bien

T
Wnp~ %

Cette suite tend donc vers 0.

6d. Utiliser la question 6b pour créér une fonction SciLab de parameétre n, permettant de calculer u,,

lorsque n est entré par I'utilisateur.

. s / .
Nous avons vu que pour tout entier naturel n, (n + Dw,wyyq = ug = Sonen déduit que
s

Wnt1 = 2(n+ Dw,,
D’ou I'algorithme suivant :

function w = wallis(n)

w = %pi /2

fork=1:n

w=%pi/(2*k*u)

end

endfunction
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CORRIGE PROBLEME — D’APRES EDHEC 2018 EPREUVE ANNULEE (FRANCE, SAUF CLERMONT)

1. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose a,, = T

. - s k+1 1
1a. Montrer que pour tout entier naturel k supérieur ou égala 2,ona: fk P < Tk

Notons que pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 2, la fonction t — Tt est continue sur [k; k + 1].

Pourtoutt € [k; k + 1], t>k donc par produit de ces inégalités positives, tInt = kInk > 0.
Int >Ink
. . 1 1 . —
Par inversion, ot < e SYr [k ; k + 1] et donc par croissance de I'intégrale,
k+1 k+1
f ! dt < ! dt < ! k+1-k) = !
tint  — ) klnk T klnk ~kink

1b. En déduire, par sommation, la nature de la série de terme général a,,.

k+1 1 1

Par sommation de k = 2 4 k = n — 1 on obtient pour tout entier n > 2, ¥¢_, [, g At < 2oy
S s . n k+1 1 o+l 1 .
D’apres la relation de Chasles, Y.} —, kTt dt = fz pam dt donc on obtient
n+1 n
f 1 dt < Z 1
tlnt  — kink
2 k=2
o1y u’ n+1l 1 . n+1 _
Mais —— = = qui est de la forme —et donc fz prnw: dt = [In(In )13 = In(In(n + 1)) — In(in 2).
Le critére de comparaison permet alors de conclure que la suite de terme général Y.7_, ﬁtend vers +oo et donc
ue la série de terme général a,, = —— diverge
q g n = nn ge.

1c. Proposer une fonction ScilLab, prenant n comme parameétre, qui permette d’effectuer le calcul de S, = X} _, ax
pour tout entier naturel n > 2.
function s = ds(n)

s=0
fork=2:n
s=s+1/(k *log(k))
endfor
endfunction
Dans la suite, on consideére la fonction f définie par:
—X
- {(1 =y S €l @ ool
1 Six=0

2a. Déterminer le développement limité a I'ordre 2 en 0 de la fonction g(x) = (1 — x) In(1 — x).
2
Par produit de DL, au voisinage de 0, g(x) = (1 — x) <—x - x? + o(x2)> =—x+ %xz +o0(x?).

2b. Rappeler le développement limité a I'ordre 1 en 0 de ﬁ et en déduire que f admet un développement limité a
I'ordre 1 en O (le déterminer).
e Auvoisinage de 0, i =1+X+o0X).

e D’apres le 2a, au voisinage de 0,
—-X 1 X
flx) = =1+ >

+o(x)

= X
—x +%x2 +o(x2) 1-5+0()
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2c. Montrer que f est continue sur | — oo, 1|, dérivable en 0 et donner la valeur de f'(0).
Notons que sur | — o0, 0[U]0,1[, f est continue comme quotient de fonctions continues a dénominateur non nul.
Par ailleurs, f admet un DL d’ordre 1 en 0 donc on peut affirmer qu’elle est continue en 0 (avec f(0) = 1),

dérivable en 0 avec f'(0) = % .

3a. Montrer que f est dérivable sur ] — oo, 0 et sur ]0,1[, puis montrer que pour tout x de ] — o, 0[U]0,1][, f'(x)
est du signe de —In(1 — x) — x.
Sur ] — 00,0[U]0,1], f est dérivable comme quotient de fonctions dérivables a dénominateur non nul.
Apres calculs, il vient
—In(1—x)—x
(1 —-x)?2(n(1 —x))?

f'(x) =

3b. Prouver que pour touty > —1,In(1 +y) < y.
Etudions la convexité de la fonction h(x) = In(1+x) :h € C2(] — 1;+o0[) : ' (x) = Plr—x eth"(y) =—

(1+x)2 —
La fonction h est donc concave sur son domaine, donc sa courbe est en dessous de toutes ses tangentes, en
particulier de celle au point d’abscisse 0 : son équation est y = h(0) + h'(0)(x — 0) = x donc on trouve bien que
pour tout x > —1, In(1 + x) < x.

3c. Déterminer les variations de f.
e Six < 1lalorsy = —x > —1 donc on peut appliquer le 3b au nombre y = —x. Il vient pour x €] — oo, 1],
nl—-x)<-xeomh(l-x)+x<0
e Surson domaine, f'est donc positive, et f est croissante sur | — oo, 1].

3d. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition, puis dresser son tableau de variation.

f étant continue en 0, nous devons étudier la limite de la quantité — = en-—owetenl”.
(1-x)In(1-x)
—-x -x . R _
* En—oo: (1-0In(1-x)  -xIn(1-x) _ In(1-x) et donc xl—1>r—noof(x) B xl—1>r—n°° In(1-x) X = 1
—-X —-X 1

T i—~ = i — — =i =0 +

e Enl: haos = oo & donc xllr{l(l x)In(1 — x) }(1_r)r(1)Xln(X) 0 00
par cc. Par quotient, on obtient alors lirlrl f(x) = +oco. f&) 7
X— 0

4a. Etablir que, pour tout n de N*, il existe un seul réel de [0,1[, noté u,, tel que f(u,) = n et donner la valeur de
Uy.
e Lafonction f est continue sur l'intervalle | — oo, 1[, strictement croissante donc elle définit une bijection de
] = 0, 1 sur f(]—o0; 1[) =]0; +oo[.
Pour tout n de N*, n €]0; +oo[ donc par définition d’une bijection, il existe un unique réel u,, de |—oo; 1|
tel que f(u,) = n.
e Parailleurs, f(0) = 1 <n = f(u,) donc par croissance de f, u, € [0; 1[.
e 1w, estlasolution de I’équation f(x) = 1, comme f(0) = 1 alorsu; = 0.

4b. Montrer que la suite (u,) converge et que lim u, = 1.
n—-+oo

Une maniére d’écrire u,, est d’utiliser la bijection réciproque de f : u, = f~(n)
Par passage a la limite et d’aprés le tableau de variations du 4a, lim u, = lim f~(n) = 1.

n—-+oo n—-+oo
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4c. Pour tout entier naturel n non nul, montrer que lf (1 - —) == (nﬁ_l) puis en déduire qu’il existe un
n n'n 3n\ Inn
. . - . 1 1
entier naturel n, tel que, pour tout entier n supérieur ou égal a ny, on a ;f (1 — m) > 1.
e Ona
o) ()
nvn nvn) _—(mvn-1) (nvn-1)

O )
(nn—-1) 2(n/n-1
= %m(n) =§< Inn

) d’ou le premier résultat

. .. 1 1\ _ 2 n/n_ 2Vn 1 ( __)_
° Parallleurs,auv0|smagede+00,nf(1 n‘/_) 3nxlnn T etdoncnllrfwnf 1 —e = 400,

Par définition de la limite, il existe un rang n, tel que, pour tout entier n supérieur ou égal a ny, on a

CEOEE

4d. En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égalang,ona:u, <1 —

nn’
1 1 1
o S S _ 1S . . . - 1L
Ainsi, f (1 n«/ﬁ) >ncad f (1 n«/ﬁ) > f(u,) : par croissance de la fonction f on en déduit que u,, < 1 _—t
4e. Déduire, a I'aide de |la premiére question, que la série de terme général m diverge.

Mais quelle est donc le lien... ??? Allons y pas a pas.

1
n<1——= donc
nvn

1
0<——=<1-u, dou
nvn

(n\/—) <In(1-wu,) cad

3
—Eln(n) <In(1—-wu,) dou

3
Enln(n) > —nln(1 —u,)

Tout est strictement positif donc par inversion,
2 1 1

- <
3nlnn = —nIn(1 —u,)

D’apres Qlb, la série de terme général a,, = mdlverge, donc par critére de comparaison, celle de terme général

“nin(i-uy) diverge également.

4f. A I'aide de la définition de u,,, donner un équivalentde 1 — u,,.

= — 0 Un i 4 g o __ Yn
f(u,) =netdoncn = —mynG—ny ainsi, 1 —u, Tni—ny

1

Comme (u,,) converge vers 1, on en déduit qu’en l'infini, 1 — u,~ —
-nln(1-uy)

4g. En déduire la nature de la série de terme général 1 — u,,. u, € [0; 1[ donc d’apres le critere d’équivalence sur

les séries de terme général positif, );(1 — u,) et ), ont méme nature, d’ou le résultat d’apreés le 4e.

-nln(1-uy,)
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