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DEVOIR SURVEILLE 07 – ECS1 
                Calculatrice interdite. 

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour 

une part importante dans l’appréciation des copies. 
Les candidats sont invités à encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs. 

Ils ne doivent faire l’usage d’aucun document : seule l’utilisation d’une règle graduée est autorisée. 

 

EXERCICE 01 

 

Soit 𝐸 = ℝ3[𝑋]  et 𝑓 l’application qui à un polynôme 𝑃 de 𝐸 associe le polynôme défini pour tout réel 𝑥 par  
𝑓(𝑃)(𝑥) = 𝑃(𝑥 + 1) + 𝑃(𝑥) . 

On désigne par ℬ la base canonique de 𝐸, les polynômes étant rangés dans l’ordre croissant des degrés. 

 

1. Montrer que 𝑓 est un endomorphisme de 𝐸. 

2. Déterminer la matrice 𝑀 de 𝑓 relativement à la base ℬ. 

3. Prouver que 𝑓 est un isomorphisme. 

4. Déterminer la matrice de l’endomorphisme 𝑓−1 relativement à la base ℬ. 

5. Soit 𝑃 = ∑ 𝑎𝑘𝑋𝑘3
𝑘=0  un polynôme de 𝐸. 

5a. Expliciter le polynôme 𝑄 = 𝑓−1(𝑃) en fonction des coefficients de 𝑃. 

5b. On considère pour tout entier naturel 𝑛 strictement positif, la somme 

𝑆(𝑛) = ∑(−1)𝑘𝑃(𝑘)

𝑛

𝑘=1

 

Exprimer 𝑆(𝑛) sous forme simplifiée, en fonction de 𝑄, sans symbole somme. 

 

EXERCICE 02 
 

Pour tout entier naturel 𝑛, on pose 𝑤𝑛 = ∫ cos𝑛(𝑡) 𝑑𝑡
𝜋

2
0

. 

1. Calculer 𝑤0 et 𝑤1. 
 

2. Étudier les variations de la suite (𝑤𝑛)𝑛∈ℕ. 
 

3. Cette suite est-elle convergente ?  
 

4a. Prouver que pour tout entier naturel 𝑛, 𝑤𝑛+2 = (𝑛 + 1) ∫ cos𝑛(𝑡) sin2(𝑡) 𝑑𝑡
𝜋

2
0

. 

4b. Établir alors que pour tout entier naturel 𝑛 on a  𝑤𝑛+2 =
𝑛+1

𝑛+2
𝑤𝑛. 

 

5. En déduire, à l’aide des variations de (𝑤𝑛) et de la question précédente que 𝑤𝑛+1~𝑤𝑛 au voisinage de +∞. 

 

6b. Montrer que la suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ de terme général 𝑢𝑛 = (𝑛 + 1)𝑤𝑛𝑤𝑛+1 est constante.  
 

6c. En déduire que 𝑤𝑛~√𝜋/(2𝑛) au voisinage de +∞ et déterminer la limite de la suite (𝑤𝑛).  
 

6d. Utiliser la question 6b pour créér une fonction SciLab de paramètre 𝑛, permettant de calculer 𝑢𝑛 lorsque 𝑛 est 

entré par l’utilisateur.  

Simulation 
http ://elbiliasup.ma
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PROBLEME 
 

1.  Pour tout entier naturel 𝑛 supérieur ou égal à 2, on pose 𝑎𝑛 =
1

𝑛 ln 𝑛
.   

1a. Montrer que pour tout entier naturel 𝑘 supérieur ou égal à 2, on a :  

∫

𝑘+1

𝑘

1

𝑡 ln 𝑡
 d𝑡 ≤

1

𝑘 ln 𝑘
 

1b. En déduire, par sommation, la nature de la série de terme général 𝑎𝑛. 

1c. Proposer une fonction SciLab, prenant 𝑛 comme paramètre, qui permette d’effectuer le calcul de 𝑆𝑛 = ∑ 𝑎𝑘
𝑛
𝑘=2  

pour tout entier naturel 𝑛 ≥ 2. 

 

Dans la suite, on considère la fonction 𝑓 définie par :  

𝑓(𝑥) = {

−𝑥

(1 − 𝑥) ln(1 − 𝑥)
Si 𝑥 ∈] − ∞, 0[∪]0,1[

1 Si 𝑥 = 0

 

 

2a. Déterminer le développement limité à l’ordre 2 en 0 de la fonction 𝑔(𝑥) = (1 − 𝑥) ln(1 − 𝑥). 

2b. Rappeler le développement limité à l’ordre 1 en 0 de 
1

1−𝑋
 et en déduire que 𝑓 admet un développement limité à 

l’ordre 1 en 0 (le déterminer). 

2c. Montrer que 𝑓 est continue sur ] − ∞, 1[, dérivable en 0 et donner la valeur de 𝑓′(0). 

 

3a. Montrer que 𝑓 est dérivable sur ] − ∞, 0[ et sur ]0,1[, puis montrer que pour tout 𝑥 de ] − ∞, 0[∪]0,1[, 𝑓′(𝑥) 

est du signe de − ln(1 − 𝑥) − 𝑥.  

3b. Prouver que pour tout 𝑦 > −1, ln(1 + 𝑦) ≤ 𝑦. 

3c. Déterminer les variations de 𝑓.  

3d. Déterminer les limites de 𝑓 aux bornes de son ensemble de définition, puis dresser son tableau de variation. 

 

4a. Établir que, pour tout 𝑛 de ℕ∗, il existe un seul réel de [0,1[, noté 𝑢𝑛, tel que 𝑓(𝑢𝑛) = 𝑛 et donner la valeur de 

𝑢1.  

 

4b. Montrer que la suite (𝑢𝑛) converge et que lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 1.  

 

4c. Pour tout entier naturel 𝑛 non nul, montrer que   

1

𝑛
𝑓 (1 −

1

𝑛√𝑛
) =

2

3𝑛
(

𝑛√𝑛 − 1

ln 𝑛
) 

puis en déduire qu’il existe un entier naturel 𝑛0 tel que, pour tout entier 𝑛 supérieur ou égal à 𝑛0, on a 

1

𝑛
𝑓 (1 −

1

𝑛√𝑛
) ≥ 1 

 

4d. En déduire que, pour tout entier 𝑛 supérieur ou égal à 𝑛0, on a :  

𝑢𝑛 ≤ 1 −
1

𝑛√𝑛
 

 

4e. Déduire, à l’aide de la première question, que la série de terme général 
1

−𝑛 ln(1−𝑢𝑛)
 diverge. 

4f. À l’aide de la définition de 𝑢𝑛, donner un équivalent de 1 − 𝑢𝑛.  

4g. En déduire la nature de la série de terme général 1 − 𝑢𝑛. 
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CORRIGE EXERCICE 01 –  D’APRES ECRICOME 2000 

Soit 𝐸 = ℝ3[𝑋]  et 𝑓 l’application qui à un polynôme 𝑃 de 𝐸 associe le polynôme défini pour tout réel 𝑥 par  
𝑓(𝑃)(𝑥) = 𝑃(𝑥 + 1) + 𝑃(𝑥) . 

On désigne par ℬ la base canonique de 𝐸, les polynômes étant rangés dans l’ordre croissant des degrés. 
 

1. Montrer que 𝑓 est un endomorphisme de 𝐸. 

• Soit 𝑃 ∈ 𝐸 : 𝑓(𝑃) = 𝑃(𝑋 + 1) + 𝑃(𝑋) et comme deg(𝑃(𝑋 + 1)) = deg (𝑃), on obtient que  

deg(𝑓(𝑃)) ≤ max(deg(𝑃(𝑋 + 1)) , deg(𝑃)) ≤ 3 

Ainsi 𝑓(𝐸) ⊂ 𝐸 

• Soit (𝑃, 𝑄) ∈ 𝐸2 et 𝜆 ∈ ℝ :  
𝑓(𝑃 + 𝜆𝑄) = (𝑃 + 𝜆𝑄)(𝑋 + 1) − (𝑃 + 𝜆𝑄)(𝑋) 

= 𝑃(𝑋 + 1) + 𝜆𝑄(𝑋 + 1) − 𝑃(𝑋) − 𝜆𝑄(𝑋) = 𝑓(𝑃) + 𝜆𝑓(𝑄) 
𝑓 est bien linéaire. 

 

2. Déterminer la matrice 𝑀 de 𝑓 relativement à la base ℬ. 

• 𝑓(1) = 1(𝑋 + 1) + 1(𝑋) = 1 + 1 = 2 (il s’agit d’une évaluation, pas d’un produit). 

• 𝑓(𝑋) = 𝑋 + 1 + 𝑋 = 2𝑋 + 1 
• 𝑓(𝑋2) = (𝑋 + 1)2 + 𝑋2 = 2𝑋2 + 2𝑋 + 1 
• 𝑓(𝑋3) = (𝑋 + 1)3 + 𝑋3 = 2𝑋3 + 3𝑋2 + 3𝑋 + 1 

On en déduit que 𝑀 = (

2 1 1 1

0 2 2 3
0 0 2 3
0 0 0 2

). 

 

3. Prouver que 𝑓 est un isomorphisme. La matrice 𝑀 est triangulaire sans 0 sur la diagonale, elle est donc 
inversible. Par conséquent, 𝑓 est bijectif.  
 

4. Déterminer la matrice de l’endomorphisme 𝑓−1 relativement à la base ℬ. D’après le cours, la matrice de 𝑓−1 est 
l’inverse 𝑀−1 de la matrice 𝑀 de 𝑓.  

 
 

5. Soit 𝑃 = ∑ 𝑎𝑘𝑋𝑘3
𝑘=0  un polynôme de 𝐸. 

5a. Expliciter le polynôme 𝑄 = 𝑓−1(𝑃) en fonction des coefficients de 𝑃. Vectoriellement, [𝑃] = (

𝑎0

𝑎1

𝑎2

𝑎3

) : ainsi, 

[𝑄] = 𝑀−1[𝑃] =
1

8
(

4𝑎0 − 2𝑎1 + 𝑎3

4𝑎1 − 4𝑎2

4𝑎2 − 6𝑎3

4𝑎3

) et donc 𝑄 =
1

8
(4𝑎0 − 2𝑎1 + 𝑎3 + (4𝑎1 − 4𝑎2)𝑋 + (4𝑎2 − 6𝑎3)𝑋2 + 4𝑎3𝑋3). 
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5b. On considère pour tout entier naturel 𝑛 strictement positif, la somme 𝑆(𝑛) = ∑ (−1)𝑘𝑃(𝑘)𝑛
𝑘=1 . 

Exprimer 𝑆(𝑛) sous forme simplifiée, en fonction de 𝑄, sans symbole somme. On a  

𝑆(𝑛) = ∑(−1)𝑘𝑓(𝑄)(𝑘)

𝑛

𝑘=1

= ∑(−1)𝑘(𝑄(𝑘 + 1) + 𝑄(𝑘))

𝑛

𝑘=1

= ∑(−1)𝑘𝑄(𝑘 + 1)

𝑛

𝑘=1

+ ∑(−1)𝑘𝑄(𝑘)

𝑛

𝑘=1

 

= − ∑(−1)𝑘𝑄(𝑘)

𝑛+1

𝑘=2

+ ∑(−1)𝑘𝑄(𝑘)

𝑛

𝑘=1

= (−1)𝑛𝑄(𝑛 + 1) − 𝑄(1) 

 

CORRIGE EXERCICE 02 

 

Pour tout entier naturel 𝑛, on pose 𝑤𝑛 = ∫ cos𝑛(𝑡) 𝑑𝑡
𝜋/2

0
. 

1. Calculer 𝑤0 et 𝑤1. 

• 𝑤0 = ∫ 1𝑑𝑡
𝜋/2

0
=

𝜋

2
 

• 𝑤1 = ∫ cos 𝑡 𝑑𝑡
𝜋/2

0
= [sin 𝑡]0

𝜋/2
= 1 

 

2. Étudier les variations de la suite (𝑤𝑛)𝑛∈ℕ. Par linéarité,  

𝑤𝑛+1 − 𝑤𝑛 = ∫ cos𝑛(𝑡) (cos 𝑡 − 1)𝑑𝑡
𝜋/2

0

 

Or sur [0;
𝜋

2
], cos𝑛 ≥ 0 et cos − 1 ≤ 0 donc par positivité de l’intrégale, 𝑤𝑛+1 − 𝑤𝑛 ≤ 0 : la suite est 

décroissante. 

 

3. Cette suite est-elle convergente ? Par le même argument qu’en question 2, on montre que 𝑤𝑛 ≥ 0 : la suite est 

donc décroissante et minorée, elle converge. 

 

4a. Prouver que pour tout entier naturel 𝑛, 𝑤𝑛+2 = (𝑛 + 1) ∫ cos𝑛(𝑡) sin2(𝑡) 𝑑𝑡
𝜋

2
0

. On a  

𝑤𝑛+2 = ∫ cos𝑛+2(𝑡) 𝑑𝑡
𝜋/2

0

= ∫ cos 𝑡 cos𝑛+1(𝑡) 𝑑𝑡
𝜋/2

0

 

Effectuons une IPP en posant { 𝑢′ = cos 
𝑣 = cos𝑛+1  , {

𝑢 = sin 
𝑣 = −(𝑛 + 1)𝑠𝑖𝑛 × cos𝑛 (𝑢, 𝑣 sont 𝐶1 sur [0;

𝜋

2
]) : il vient, 

𝑤𝑛+2 = [sin 𝑡  cos𝑛+1 𝑡]0
𝜋/2

+ (𝑛 + 1) ∫ cos𝑛(𝑡) sin2(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= (𝑛 + 1) ∫ cos𝑛(𝑡) sin2(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

 

4b. Établir alors que pour tout entier naturel 𝑛 on a  𝑤𝑛+2 =
𝑛+1

𝑛+2
𝑤𝑛. Vu que sin2 = 1 − cos2 , le 4a donne  

𝑤𝑛+2 = (𝑛 + 1)(𝑤𝑛 − 𝑤𝑛+2) ⇔ 𝑤𝑛+2 = (𝑛 + 1)𝑤𝑛 − (𝑛 + 1)𝑤𝑛+2  , 

d’où le résultat. 

 

5. En déduire, à l’aide des variations de (𝑤𝑛) et de la question précédente que 𝑤𝑛+1~𝑤𝑛 au voisinage de +∞. 

• La suite (𝑤𝑛) est décroissante donc 𝑤𝑛+2 ≤ 𝑤𝑛+1 ≤ 𝑤𝑛 càd 
𝑛+1

𝑛+2
𝑤𝑛 ≤ 𝑤𝑛+1 ≤ 𝑤𝑛 : en remarquant que par 

stricte positivité de l’intégrale, 𝑤𝑛 > 0 on en déduit que  

𝑛 + 1

𝑛 + 2
≤

𝑤𝑛+1

𝑤𝑛
≤ 1 

• Le théorème des garndarmes permet alors de conclure 
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6b. Montrer que la suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ de terme général 𝑢𝑛 = (𝑛 + 1)𝑤𝑛𝑤𝑛+1 est constante. On a  

𝑢𝑛+1 = (𝑛 + 2)𝑤𝑛+1𝑤𝑛+2 = (𝑛 + 2)𝑤𝑛+1

𝑛 + 1

𝑛 + 2
𝑤𝑛  

Et donc 𝑢𝑛+1 = (𝑛 + 1)𝑤𝑛𝑤𝑛+1 = 𝑢𝑛 pour tout entier naturel 𝑛 : cette suite est bien constante. 

 

6c. En déduire que 𝑤𝑛~√
𝜋

2𝑛
 au voisinage de +∞ et déterminer la limite de la suite (𝑤𝑛). 

• (𝑢𝑛) est constante donc pour tout 𝑛,  

(𝑛 + 1)𝑤𝑛𝑤𝑛+1 = 𝑢0 =
𝜋

2
 

• Par ailleurs, d’après Q5 on a  

(𝑛 + 1)𝑤𝑛𝑤𝑛+1~𝑛(𝑤𝑛)2 

Et donc 𝑛(𝑤𝑛)2~
𝜋

2
 ce qui donne bien 

𝑤𝑛~√
𝜋

2𝑛
 

• Cette suite tend donc vers 0. 

•  

6d. Utiliser la question 6b pour créér une fonction SciLab de paramètre 𝑛, permettant de calculer 𝑢𝑛 
lorsque 𝑛 est entré par l’utilisateur. 

Nous avons vu que pour tout entier naturel 𝑛, (𝑛 + 1)𝑤𝑛𝑤𝑛+1 = 𝑢0 =
𝜋

2
 : on en déduit que 

𝑤𝑛+1 =
𝜋

2(𝑛 + 1)𝑤𝑛
  . 

D’où l’algorithme suivant :  
function w = wallis(n) 

w = %pi /2 

for k=1 : n  

 w = %pi / (2 * k * u) 

end  

endfunction 
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CORRIGE PROBLEME –  D’APRES EDHEC 2018 EPREUVE ANNULEE (FRANCE, SAUF CLERMONT) 

 

1.  Pour tout entier naturel 𝑛 supérieur ou égal à 2, on pose 𝑎𝑛 =
1

𝑛 ln 𝑛
.   

1a. Montrer que pour tout entier naturel 𝑘 supérieur ou égal à 2, on a : ∫
𝑘+1

𝑘

1

𝑡 ln 𝑡
 d𝑡 ≤

1

𝑘 ln 𝑘
 

Notons que pour tout entier naturel 𝑘 supérieur ou égal à 2, la fonction 𝑡 →
1

𝑡 ln 𝑡
 est continue sur [𝑘; 𝑘 + 1]. 

Pour tout 𝑡 ∈ [𝑘 ; 𝑘 + 1],  𝑡 ≥ 𝑘  donc par produit de ces inégalités positives, 𝑡 ln 𝑡 ≥ 𝑘 ln 𝑘 > 0. 

    ln 𝑡 ≥ ln 𝑘 

Par inversion, 
1

𝑡 ln 𝑡
≤

1

𝑘 ln 𝑘
 sur [𝑘 ; 𝑘 + 1] et donc par croissance de l’intégrale, 

∫

𝑘+1

𝑘

1

𝑡 ln 𝑡
 d𝑡 ≤ ∫

𝑘+1

𝑘

1

𝑘 ln 𝑘
 d𝑡 ≤

1

𝑘 ln 𝑘
(𝑘 + 1 − 𝑘) =

1

𝑘 ln 𝑘
 

 

1b. En déduire, par sommation, la nature de la série de terme général 𝑎𝑛. 

Par sommation de 𝑘 = 2 à 𝑘 = 𝑛 − 1 on obtient pour tout entier 𝑛 ≥ 2, ∑ ∫
𝑘+1

𝑘

1

𝑡 ln 𝑡
 d𝑡𝑛

𝑘=2 ≤ ∑
1

𝑘 ln 𝑘
𝑛
𝑘=2  . 

D’après la relation de Chasles, ∑ ∫
𝑘+1

𝑘

1

𝑡 ln 𝑡
 d𝑡𝑛

𝑘=2 = ∫
𝑛+1

2

1

𝑡 ln 𝑡
 d𝑡 donc on obtient  

∫

𝑛+1

2

1

𝑡 ln 𝑡
 d𝑡 ≤ ∑

1

𝑘 ln 𝑘

𝑛

𝑘=2

 

Mais  
1

𝑡 ln 𝑡
=

1/𝑡

ln 𝑡
 qui est de la forme 

𝑢′

𝑢
 et donc ∫

𝑛+1

2

1

𝑡 ln 𝑡
 d𝑡 = [ln(ln 𝑡)]2

𝑛+1 = ln(ln(𝑛 + 1)) − ln(𝑙𝑛 2). 

Le critère de comparaison permet alors de conclure que la suite de terme général ∑
1

𝑘 ln 𝑘
𝑛
𝑘=2  tend vers +∞  et donc 

que la série de terme général 𝑎𝑛 =
1

𝑛 ln 𝑛
 diverge. 

 

1c. Proposer une fonction SciLab, prenant 𝑛 comme paramètre, qui permette d’effectuer le calcul de 𝑆𝑛 = ∑ 𝑎𝑘
𝑛
𝑘=2  

pour tout entier naturel 𝑛 ≥ 2. 

function s = ds(n) 

 s = 0 

 for k=2 :n 

  s = s + 1/(k * log(k)) 

 endfor 

endfunction 

Dans la suite, on considère la fonction 𝑓 définie par :  

𝑓(𝑥) = {

−𝑥

(1 − 𝑥) ln(1 − 𝑥)
Si 𝑥 ∈] − ∞, 0[∪]0,1[

1 Si 𝑥 = 0

 

2a. Déterminer le développement limité à l’ordre 2 en 0 de la fonction 𝑔(𝑥) = (1 − 𝑥) ln(1 − 𝑥). 

Par produit de DL, au voisinage de 0, 𝑔(𝑥) = (1 − 𝑥) (−𝑥 −
𝑥2

2
+ 𝑜(𝑥2)) = −𝑥 +

1

2
𝑥2 + 𝑜(𝑥2) . 

2b. Rappeler le développement limité à l’ordre 1 en 0 de 
1

1−𝑋
 et en déduire que 𝑓 admet un développement limité à 

l’ordre 1 en 0 (le déterminer). 

• Au voisinage de 0,  
1

1−𝑋
= 1 + 𝑋 + 𝑜(𝑋). 

• D’après le 2a, au voisinage de 0,  

𝑓(𝑥) =
−𝑥

−𝑥 +
1
2 𝑥2 + 𝑜(𝑥2)

=
1

1 −
𝑥
2 + 𝑜(𝑥)

= 1 +
𝑥

2
+ 𝑜(𝑥) 
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2c. Montrer que 𝑓 est continue sur ] − ∞, 1[, dérivable en 0 et donner la valeur de 𝑓′(0). 

Notons que sur ] − ∞, 0[∪]0,1[ , 𝑓 est continue comme quotient de fonctions continues à dénominateur non nul. 

Par ailleurs, 𝑓 admet un DL d’ordre 1 en 0 donc on peut affirmer qu’elle est continue en 0 (avec 𝑓(0) = 1), 

dérivable en 0 avec 𝑓′(0) =
1

2
 . 

 

 

3a. Montrer que 𝑓 est dérivable sur ] − ∞, 0[ et sur ]0,1[, puis montrer que pour tout 𝑥 de ] − ∞, 0[∪]0,1[, 𝑓′(𝑥) 

est du signe de − ln(1 − 𝑥) − 𝑥.  

Sur ] − ∞, 0[∪]0,1[ , 𝑓 est dérivable comme quotient de fonctions dérivables à dénominateur non nul. 

Après calculs, il vient  

𝑓′(𝑥) =
− ln(1 − 𝑥) − 𝑥

(1 − 𝑥)2(ln(1 − 𝑥))2
 

 

3b. Prouver que pour tout 𝑦 > −1, ln(1 + 𝑦) ≤ 𝑦. 

Étudions la convexité de la fonction ℎ(𝑥) = 𝑙𝑛(1 + 𝑥) : ℎ ∈ 𝐶2(] − 1; +∞[) : ℎ′(𝑥) =
1

1+𝑥
 et ℎ′′(𝑦) = −

1

(1+𝑥)2 ≤ 0 

La fonction ℎ est donc concave sur son domaine, donc sa courbe est en dessous de toutes ses tangentes, en 

particulier de celle au point d’abscisse 0 : son équation est 𝑦 = ℎ(0) + ℎ′(0)(𝑥 − 0) = 𝑥 donc on trouve bien que  

pour tout 𝑥 > −1, ln(1 + 𝑥) ≤ 𝑥. 

 

3c. Déterminer les variations de 𝑓.  

• Si 𝑥 < 1 alors 𝑦 = −𝑥 > −1 donc on peut appliquer le 3b au nombre 𝑦 = −𝑥. Il vient pour 𝑥 ∈] − ∞, 1[, 

ln(1 − 𝑥) ≤ −𝑥 ⇔ ln(1 − 𝑥) + 𝑥 ≤ 0 

• Sur son domaine, 𝑓′est donc positive, et 𝑓 est croissante sur ] − ∞, 1[. 

 

3d. Déterminer les limites de 𝑓 aux bornes de son ensemble de définition, puis dresser son tableau de variation. 

𝑓 étant continue en 0, nous devons étudier la limite de la quantité 
−𝑥

(1−𝑥) ln(1−𝑥)
 en −∞ et en 1−. 

• En −∞ : 
−𝑥

(1−𝑥) ln(1−𝑥)
~

−𝑥

−𝑥 ln(1−𝑥)
=

1

ln(1−𝑥)
 et donc lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→−∞

1

ln(1−𝑥)
= 0. 

• En 1− : 
−𝑥

~
−𝑥

−𝑥 ln(1−𝑥)
=

1

ln(1−𝑥)
 et donc lim

𝑥→1−
(1 − 𝑥) ln(1 − 𝑥) = lim

𝑋→0
𝑋 ln(𝑋) = 0− 

par cc. Par quotient, on obtient alors lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = +∞. 

 

4a. Établir que, pour tout 𝑛 de ℕ∗, il existe un seul réel de [0,1[, noté 𝑢𝑛, tel que 𝑓(𝑢𝑛) = 𝑛 et donner la valeur de 

𝑢1.  

• La fonction 𝑓 est continue sur l’intervalle ] − ∞, 1[, strictement croissante donc elle définit une bijection de 

] − ∞, 1[ sur 𝑓(]−∞; 1[) =]0; +∞[. 

Pour tout 𝑛 de ℕ∗, 𝑛 ∈]0; +∞[ donc par définition d’une bijection, il existe un unique réel 𝑢𝑛 de ]−∞; 1[ 

tel que 𝑓(𝑢𝑛) = 𝑛. 

• Par ailleurs, 𝑓(0) = 1 ≤ 𝑛 = 𝑓(𝑢𝑛) donc par croissance de 𝑓, 𝑢𝑛 ∈ [0; 1[. 

• 𝑢1 est la solution de l’équation 𝑓(𝑥) = 1, comme 𝑓(0) = 1 alors 𝑢1 = 0. 

 

4b. Montrer que la suite (𝑢𝑛) converge et que lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 1.  

Une manière d’écrire 𝑢𝑛 est d’utiliser la bijection réciproque de 𝑓 : 𝑢𝑛 = 𝑓−1(𝑛) 

Par passage à la limite et d’après le tableau de variations du 4a, lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑓−1(𝑛) = 1. 

  

𝑥 −∞       1 

 

𝑓(𝑥) 

             +∞ 

       ↗               

0                    
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4c. Pour tout entier naturel 𝑛 non nul, montrer que  
1

𝑛
𝑓 (1 −

1

𝑛√𝑛
) =

2

3𝑛
(

𝑛√𝑛−1

ln 𝑛
) puis en déduire qu’il existe un 

entier naturel 𝑛0 tel que, pour tout entier 𝑛 supérieur ou égal à 𝑛0, on a  
1

𝑛
𝑓 (1 −

1

𝑛√𝑛
) ≥ 1. 

• On a  

𝑓 (1 −
1

𝑛√𝑛
) =

− (1 −
1

𝑛√𝑛
)

(1 − (1 −
1

𝑛√𝑛
)) ln (1 − (1 −

1

𝑛√𝑛
))

=

− (1 −
1

𝑛√𝑛
)

1

𝑛√𝑛
ln (

1

𝑛√𝑛
)

=
−(𝑛√𝑛 − 1)

− ln(𝑛√𝑛)
=

(𝑛√𝑛 − 1)

ln (𝑛
3
2)

 

=
(𝑛√𝑛 − 1)

3
2

ln(n)
=

2

3
(

𝑛√𝑛 − 1

ln 𝑛
)     d′où  le premier résultat 

• Par ailleurs, au voisinage de +∞, 
1

𝑛
𝑓 (1 −

1

𝑛√𝑛
) ~

2

3𝑛
×

𝑛√𝑛

ln 𝑛
=

2√𝑛

3 ln 𝑛
 et donc lim

𝑛→+∞

1

𝑛
𝑓 (1 −

1

𝑛√𝑛
) = +∞. 

Par définition de la limite, il existe un rang 𝑛0 tel que, pour tout entier 𝑛 supérieur ou égal à 𝑛0, on a  
1

𝑛
𝑓 (1 −

1

𝑛√𝑛
) ≥ 1. 

 

4d. En déduire que, pour tout entier 𝑛 supérieur ou égal à 𝑛0, on a : 𝑢𝑛 ≤ 1 −
1

𝑛√𝑛
.  

Ainsi, 𝑓 (1 −
1

𝑛√𝑛
) ≥ 𝑛 càd 𝑓 (1 −

1

𝑛√𝑛
) ≥ 𝑓(𝑢𝑛) : par croissance de la fonction 𝑓 on en déduit que 𝑢𝑛 ≤ 1 −

1

𝑛√𝑛
 . 

 

4e. Déduire, à l’aide de la première question, que la série de terme général 
1

−𝑛 ln(1−𝑢𝑛)
 diverge. 

Mais quelle est donc le lien… ??? Allons y pas à pas. 

𝑢𝑛 ≤ 1 −
1

𝑛√𝑛
   donc 

0 <
1

𝑛√𝑛
≤ 1 − 𝑢𝑛   d′où 

ln (
1

𝑛√𝑛
) ≤ ln(1 − 𝑢𝑛)    𝑐à𝑑 

−
3

2
ln(𝑛) ≤ ln(1 − 𝑢𝑛)   d′où 

3

2
𝑛 ln(𝑛) ≥ −𝑛 ln(1 − 𝑢𝑛) 

Tout est strictement positif donc par inversion,  

2

3

1

𝑛 ln 𝑛
≤

1

−𝑛 ln(1 − 𝑢𝑛)
 

D’après Q1b, la série de terme général 𝑎𝑛 =
1

𝑛 ln 𝑛
 diverge, donc par critère de comparaison, celle de terme général 

1

−𝑛 ln(1−𝑢𝑛)
 diverge également. 

 

4f. À l’aide de la définition de 𝑢𝑛, donner un équivalent de 1 − 𝑢𝑛.  

𝑓(𝑢𝑛) = 𝑛 et donc 𝑛 = −
𝑢𝑛

(1−𝑢𝑛) ln(1−𝑢𝑛)
 : ainsi, 1 − 𝑢𝑛 = −

𝑢𝑛

𝑛 ln (1−𝑢𝑛)
 . 

Comme (𝑢𝑛) converge vers 1, on en déduit qu’en l’infini, 1 − 𝑢𝑛~
1

−𝑛 ln (1−𝑢𝑛)
 

 

4g. En déduire la nature de la série de terme général 1 − 𝑢𝑛. 𝑢𝑛 ∈ [0; 1[ donc d’après le critère d’équivalence sur 

les séries de terme général positif, ∑(1 − 𝑢𝑛) et ∑
1

−𝑛 ln (1−𝑢𝑛)
 ont même nature, d’où le résultat d’après le 4e. 
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