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Exercice 1 2013

On considere I'espace vectoriel R?, on note Id 'endomorphisme identité de R>.
On note B= (i, j) la base canonique de R?. Le but de cet exercice est de trouver les couples (u, v)
d'endomorphismes de R> vérifiant les 4 assertions suivantes :
(4)) : u* =-Id (il faut comprendre uou =-Id ).
(4):v#1d.
(43): (v=1d ) =0.
(4y) : Ker (u+v-1d)#{0}.

1) Etude d'un exemple.

. . 0 -1 1 1
Soit les matrices U= et V= )
1 0 0 1

Vérifier que les endomorphismes u et v dont les matrices dans @ sont respectivement U et V sont
solutions du probléme posé.

On revient au cas général et on considere un couple (u, v) solution du probleme.

2) a) Montrer que # et v sont des automorphismes de R?, puis donner les expressions de u™ et v en
fonction de u, v et Id.

b) Pour toutn de N, exprimer v comme combinaison lindaire de v et d.
3) Etablir que Im(v—-1d ) =Ker(v-1d).
4) Montrer que dimKer (u+v-1d)=1.

5) Soit (e;) une base de Ker(u+v—1Id ), on pose : e; = — u(e,).
a) Montrer que (ej, ¢;) est une base de R?.
b) Donner les matrices U et V de u et v dans cette base.

6) Donner la conclusion de cet exercice.
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Exercice 1
Soit # un endomorphisme non nul de K* tel que u~ = 0.

2) Comparer Im u et Ker u. En déduire que rg(u) < 2.

3) On suppose dans cette question que rg(u) = 1.
On considére un vecteur e; qui n’est pas dans Keru et on pose e, = u(el) :

Vérifier que e, appartient & Ker  puis montrer que I’on peut trouver deux vecteurs e; et e, tels que
(ez,e3,e4) soit une base de Ker u. Montrer que (el,eQ,e3,e4) est une base de R*. Quelle est la matrice

de u dans cette base ?
Dans toute la suite de I’exercice, on suppose que u est de rang égal a 2.

4) a) Etablir que Keru=Imu.
b) Soit (el,ez) une base de Ker u. Justifier qu’il existe deux vecteurs ey et ¢, tels que ¢ =u(e3)
et e :u(e4) et montrer que (el,ez,e3,e4) est une base de R*.
0010
0001
0000
0000

¢) Montrer que la matrice de u dans cette base est U =

5) Onnote C(u) = {veL(R*), uov=vou} et P(u) = {veL(R*), IS e R[X], v="5(u)}.
a) Montrer que C(u) est un sous-espace vectoriel de £(R*). En caractérisant la matrice d’un
¢lément v de C(u) dans la base (el,e2,e3,e4 ), donner la dimension de C().

b) Montrer que la dimension de P(u) est égale a 2.
¢) A-t-on C(u)=P(u)?
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1) Vérifions matriciellement que les endomorphismes u et v proposés sont solutions du
probleme.

U = =—I,doncu " =-Id.
1 O 1 0

V=I,doncv=Id.

SR CI AT C IR B I DA
2 =10 o)lo o) Tlo o OtV =

0 ) . .
U+V-1I,= (1 Oj ,donc, grace a la derniere colonne nulle de cette matrice, on peut écrire

que : (u+v-1d)(j) =0, ce qui prouve que Ker(u+v-1d) = {0}.
En conclusion, les endomorphismes u et v dont les matrices respectives dans la base (i, j) sont
U et V sont bien solutions du probleme.

2) @) uou=-Id donc uo(-u)=(-u)ou=1Id,ce qui prouve que u est bijectif. Comme u est un

endomorphisme de [ 2, u est un automorphisme de [ 2 et de plus : u ' = —u.

(v—Id)2: 6 donc v2 -2v+1d =0,d’ou ’on tire : vo(ZId—v) = (2Id—v)ov:ld.

Ceci prouve que v est un endomorphisme bijectif de [] 2, donc un automorphisme de [ 2,
avecde plus : v = 2Id —v.

b)On a v2= 2v-1Id. En composant par v, on trouve: v°> =2v2—v= 3v-2Id . En
composant encore, on obtient vi= 4v-3Id .

On va donc montrer par récurrence que : Y€l ,v" = nv - (n - 1) Id .

Pour n =0, cette relation est vraie. Si 1’on suppose qu’elle est vraie pour un » fixé dans [ ,
alors, en composant par v,on a: v"*' = (nv —(n —I)Id Yov = nv? —(n —l)v ,d’ou :

Vit = n(2v-1d) - (n—l)v: (n+1)v—nld.

On a bien montré par récurrence que : Ya€l ,v" = nv - (n - 1) Id .

3) a) Soit x un élément quelconque de Im (v - Id ), alors il existe ¢, élément de [] 2, tel que :
x=(v-1d)(1)

En composant par v-1Id, on obtient: (v-1Id) (x) = (v-1d )2(1‘), d’ott (v-1d)(x) = 0, car

(v-1d)*=0. Ceci prouve que x appartient a Ker(v - Id ).

Conclusion : Im(v-1d ) C Ker(v-1d).

b) On sait que v = Id, donc v - Id = 0, on est alors siir que Im(v-1d ) = {0}, d’ou I’on peut
conclure que dim Im(v - Id ) = 1. Mais, d’apres le résultat de la question 3a), on a :
dim Ker(v -1d ) = dim Im(v-1d ), on a donc aussi : dim Ker(v-1d) = 1.
I1 est temps d’écrire la formule du rang : dim Ker(v-1d ) + dim Im(v-1d ) = 2.
La seule possibilité est donc : dim Ker(v-1d)=dim Im(v-1d)=1.
D’apres le résultat de la question 3a), on a Im(v -1d ) C Ker (v-1Id ) et on vient de voir que
dim Ker(v-1d) = dim Im (v-1d), on peut alors conclure, d’apres le théoreme du sous-
espace, que : Im(v-1d)=Ker(v-1d).
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4) Comme Ker(u+v-1d) = {0}, les seules valeurs possibles de dimKer(u +v-1d ) sont 1 ou
2. Si I’on suppose que dim Ker (u+v-1d) = 2, alors Ker (u+v-1d) = [ 2, c’est-a-dire
u+v-Id=0.Dans ce cas, on aurait v-Id = —u, d’ou 1’on tirerait alors (v -1d ) 2=u’= -Id,
mais on sait que (v-1Id) 2=0.1 y a une contradiction évidente (car 0 = —Id), il est donc
impossible que dim Ker(u +v-1d ) =2, ce qui prouve que : dim Ker(u+v-1d)=1.

5) a) Soit a et b deux réels tels que (x) ae; + be, = 0. En composant par u et en tenant compte
du fait que u est linéaire, on obtient : au(e;) + bu(e;) = 0.
Mais u(e;) = —e; d’ott u(e;) = —uz(ez) =ey,onadonc: aey—be =0.

. ) . b .
Si I’on avait a = 0, alors on aurait e, = — e, d’ou, en remplacant dans (x) :
a
2 2 2

. a +b
(a + —)e; = 0. On aurait donc
a a

=0 (car e est non nul), d’oll a 24bh%= 0, ce qui est

impossible car a = 0. Par conséquent, a est nul et on en déduit aisément, toujours grace a (x)
que b =0.

Conclusion : (e;, e») est une famille libre de 2 vecteurs de J 2 et dim[] = 2 donc (e;, e,) est
une base de [J 2.

b) Par définition de e, e; = —u(e;) donc u(e;) = e, ce qui donne la premiere colonne de U.
On a aussi u(ey) = —ey, ce qui fournit la deuxiéme colonne de U.

0 -1
La matrice de u dans la base (e, e>) est donc la matrice U = (1 0 j .

D’autre part, (u+v-1d)(e;) =0 donc v(ep) = e; — u(ez) = ez + ej, ce qui donne la deuxieme
colonne de V. Cette égalité s’écrit aussi : e; = (v-1d ) (e2), ce qui prouve que e; appartient a
Im(v-1d ) =Ker(v - Id ), cette derniere égalité provenant de la question 3b). On en déduit, par
définition du noyau, que (v - 1d )(e;) =0, c’est-a-dire que v(e;) = e;.

En résumé : v(e;) = e; et v(ep) = e; + €5, donc :

1 1
La matrice de v dans la base (e, e;) est: V= (0 1] .

6) D’apres la premiere question, il existe effectivement des couples (u,v) qui sont solutions du
probléme posé. La suite de 1’exercice prouve que ce sont les couples (u#,v) d’endomorphismes

tels qu’il existe une base de [] * dans laquelle les matrices de u et v sont respectivement U et V.

Exercice 2
1) a) Par définition,on a : F J._m f

* Vx<0, F(x j 0dt=0.

* Vx=0, F I_mOdt+I Jdt =1- (9

*Posons Y =X -0.
Ona F;(x)=PY =x)=P(X =x+0)=F(x+0).0On en déduit :

Vx <0, Fy(x)=0 (puisque x+0<0).
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1) a) Comme u* = 0, le polynéme X2 est annulateur de u et ainsi, 0 est la seule valeur propre
possible de u.

De plus, si 0 n’était pas valeur propre, alors u serait bijectif et en composant ’égalité u* = 0 par u~!,
on obtiendrait # =0, ce qui n’est pas le cas puisque u n’est pas nul.

On a donc : Sp(u) ={0}.

b) Ayant 0 comme seule valeur propre, si u était diagonalisable, sa matrice dans une base de R*
serait la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont nuls, ¢’est-a-dire la matrice nulle, et on
aurait # =0, ce qui n’est pas le cas
Conclusion : u n’est pas diagonalisable.

2) Pour tout y de Im #, il existe un réel x tel que y =u(x) et on a alors : u(y) =u? (x) =0, ce qui

montre que y appartient a Ker u.
On a donc :
Im uc Ker u

On en déduit que rg(u) < dim(Ker u) et avec le théoréme du rang, on obtient : rg(u) < 4 —rg(u). Ceci
donne :
rg(u) <2

3) Comme on suppose que rg(x) = 1, on a dim(Ker ) = 3.
On considere un vecteur ¢; qui n’est pas dans Ker « et on pose e, = u(el) .
On a u(ey)=u?(e)=0 donc e, appartient & Ker u. La famille (e,) est libre car e, =0, sinon on
aurait ¢; dans Ker u et, d’apres le théoreme de la base incompléte, on peut compléter la famille libre
(e2) en une base (e,.e;.¢,) de Keru.
Testons la liberté de la famille (el,ez,e3,e4) en considérant 4 réels a, b, ¢ et d tels que :
ae, +be, +ces +de, =0 (%)
En appliquant u, il reste : au(e;)=0, ¢’est-a-dire ae, =0. Comme e, #0,0ona a=0.
En injectant ce résultat dans (*), il reste be, +ce; +de, =0 et comme la famille (ez,e3,e4) est libre,
onab=c=d=0.
Conclusion : la famille (el,ez,e3,e4) est libre et de cardinal 4 donc ¢’est une base de R*.

Comme u(e;)=e,, u(e;)=u(e;)=u(e,;)=0, la matrice de u dans cette base est :

00 00
1 0 00
00 00
00 00

4) a) Comme u est de rang égal a 2, on a dim(Ker )= dim(Im #) et comme Im uc Ker u, on peut
conclure, grace au théoréme du sous-espace, que : Keru =Im u.

b) Comme (el ,ez) est une base de Ker u, c’est aussi une base de Im u puisque Ker z = Im u.
Dés lors, par définition de I’image, il existe deux vecteurs e; et ¢, tels que ¢ = u(e3) et e, = u(e4) .
Testons la liberté de la famille (el,ez,e3,e4) en considérant 4 réels a, b, ¢ et d tels que :

ae, +be, +ces +de, =0 (%)
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En appliquant u, il reste : cu(e;)+du(e,;) =0, c’est-a-dire ce, +de, =0. Comme (e;,e,) est une base
de Keru, c’est une famille libre etonentire: c=d =0.
En injectant ce résultat dans (*), il reste ae, + be, =0 et pour la méme raison,ona a=5b=0.

Conclusion : la famille (el,ez,e3,e4) est libre et de cardinal 4 donc ¢’est une base de R*.

¢) On a u(e)=0, u(e , u(e;)=¢ et u(e;)=e, donc la matrice de u dans la base

(el,eQ,e3,e4) est U =

oo~o°

)=
1
0
0
0

S O O O
S O O O

5) On est toujours sous I’hypothéese que rg(u) = 2.
a) C(u) n’est pas vide car u appartient a C(u).
C(u) est inclus dans I’espace vectoriel £( R*).
Si v et w sont deux éléments de C(u) et si A est un réel, alors on a :
uo(v+kw)=u0v+kuow=vou+kw0u=(v+kw)ou
Conclusion : C(u) est un sous-espace vectoriel de £(R*).

a as ay

Soit ¥ = bbby by la matrice d’un élément v de C(u) dans la base (e.e),e35,¢,), on a
a ¢ oo
d d, dy d,
UV =VU , ce qui donne :
001 O0Ya a a5 a a a a a0 0 1 0
0 0 0 1| b by by by| |b by by by||0 0 0 1
000001020304_c1c263c4OOOO
0 00 O)\dy, d, dy d, d d, dy d,)\0 0 0 0

L G 3 Cy 00 g o
On a alors : di dy ds d = 0.0 & b
0 0 0 O O 0 (&] Cy
0O 0 0 O 0 0 d d,

Ontrouvedonc: ¢, =¢,=dy=d, =0, c3=a,, ¢, =a,, dy=b,, dy =b, .

a a, ay a
b b, by b,

0 aq a
0 0 b b

Finalement : 7 =



La matrice V est donc combinaison linéaire des 8 matrices :

1000 01 00 0000 0000 0010 000 1
0000 0000 1000 01 00 0000 0000
0010 ]000T1 |000O0|0000O0 (0000 [0000]|
0000 0000 0010 000 1 0000 0000
00 00)(000O0O
001 0/|000O0°1
0000|0000
00000000

Comme ces 8 matrices forment une famille libre (il suffit de résoudre ' =0 avec la matrice V écrite
plus haut), on peut conclure : dim (C(u)) = 8.

b) Comme > =0, on a évidemment P(u) = Vect(Id,u). La famille (Id,u) est libre, sinon on

aurait u = Ald , ce qui donnerait u> =3Id =0, d’ou A=0, puis u=0.
Conclusion : la dimension de P(u) est égale a 2.

¢) Les dimensions de C(u) et de P(u) sont différentes, on n’a donc pas C(u) = P(u).

Exercice 2
1) On vérifie les trois points classiques :

e Pour tout x de [0, 1],

0 est bien défini et positif et, comme fest nulle ailleurs, on conclut que fest
+x

positive sur R .

e fest continue sur ]0, 1] comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne s'annule pas et f est nulle
donc continue sur |-, 0[ et |1, + o [.

La fonction fest donc continue sur R sauf éventuellement en O eten 1.

e Les intégrales J‘_O F(r)dr et J‘:w f(¢)dt sont nulles, I’intégrale j; f(¢)dt est bien définie et on a

1 1 1] +o0
jJ(r)dr:E ,7 =1 Onadone [ rnydr=1

Les trois points précédents montre que f est bien une densité de probabilité.

2) On obtient facilement la fonction de répartition :
Vx<0, Fy(x)=0

Vx>1, Fy(x)=1

X X 1 X 1 1
‘v’xe[O, 1], FX(x)z‘[_wf(t)dtzjof(t)dtzm 0Tor tzmxln(l+x)

. 0 +o0 . 1 . .
3) Les intégrales j_ tf (t)dt et J. | tf (t)dt sont nulles, I’intégrale jot f (t)dt est bien définie et

1 1 ¢1 ¢ 1 1 1 1
Ona‘.‘olff(f)dfzm Omdt:E O(l—mjdtzﬁ(l—lnﬂ.
+o0
On a donc I_ f(r)de=1

Ceci prouve que E(X) existe et on a E(X) = 1111212
n




