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Soit f I'endomorphisme de R* dans R? définie par :

2 -2 -9
fle)=1 -1 |, fle)=| 3 |, fla)=] 1
-1 -1 1
T
(1) Déterminer l'expression de f [ y | en fonction de z,y, 2.
Z

(2) Déterminer une base de ker(f) et une base de Im(f). L'endomorphisme f est-il injectif? surjectif ?
(3) On pose ), =& — &, @y =& + & et U = & — &. Montrer que la famille (7, 7, 73) est une base de R®,

(4) Déterminer les coordonnées de chacun des vecteurs f(if1), f(iy), f(t3) dans la base (i, ¥y, i)
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Exercice 2 : On considére espace vectoriel R? muni de sa base canonique (61,69,€3) :

1 0 0
e=|0|,a=[1],&=
0 1

L'identité de R? est notée Ips et la matrice identité de .#3(R) est notée Is.
On rappelle aussi que pour un endomorphisme f dun espace vectoriel E, les notations f2, f2, etc. désignent fo f,fofo f
etc.

T -
Soit f application de R dans R? définiepar f [ y | = | 32 +5y—32
z 3x + 6y — 4z

z
(1) (a) Montrer que f est un endomorphisme de R? et déterminer la matrice A € /3(R) telleque f | y | = A

(b) Montrer que A? = A+ 2[3. En déduire que f2 = f + 2Igs.

(c) Montrer que f est un automorphisme de R? et déterminer 'automorphisme réciproque de f en fonction de Ips

et de f.
(2) Déterminer une base de ker(f — 2Igs) et une base de ker(f + Is).
(3) Montrer que R® = ker(f — 2Ips) @ ker(f + Igs).

ptq = Ips

woq = f (On les exprimera en fonction de Igs

(4) (a) Déterminer des endomorphismes p,q de R? tels que {

et f)
(b) Montrer que p,q sont des projecteurs.

(c) Veérifier que pog=qop=0.
(d) Montrer que Im(p) = ker(q).
(5) A Taide de la question (4), établir que pour tout entier n € N, f™ =2"p+ (—1)"g.
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Corrigé

Exercice 1:
(1) x 20 — 2y — 22
fluy = —r+3y+z
z —r—Y+=z

(2) Déterminer une base de ker(f) et une base de Im(f). L’endomorphisme f est-il injectif ? surjectif ?

T r—y—z = 0
y| €ker(f) <= —z+3y+z = 0
z r4+y—2z = 0
r—y—z = 0
< 2y = 0 (LQ%LQ‘FLl)
<~ o=z
y = 0
T 1
<~ |y | € Vect 0
z 1

Ensuite Im(f) = Vect(f(e1), f(e2), f(e3)) mais f(e3) = —f(e1) donc
Im(f) = Vect(f(e1), f(e2))

2 -2
et les vecteurs f(e1) = | —1 |, f(e2) = 3 sont non colinéaires donc ils forment une base de Im(f).
—1 —1
L’application f n’est pas injective car son noyau n’est pas réduit au vecteur nul.
0
L’application f n’est pas surjective non plus car le vecteur e3 = | 0 | n’a pas d’antécédent par f. En effet, ’équation
1
f(u) = es d’inconnue u est impossible puisque
r—y—2z2 = 0 r—y—z2 = 0
r+y—z = 1 2y = 1 (Ls—Ly)

(8) On pose ¥, = & — &, Uy = &1 + €3 et U3 = & — &3. Montrer que la famille (¥, 72, T3) est une base de R3.

a a
Soit b un vecteur de R3. Etudions le probléme b = xU1 + yUs + 2U3 qui revient au systéme
c c
r+y = a
—r+z =
y—z =
r+y = a r+y = a
—r+z = b < ¢ y+z = a+b a—b—c
y—z = ¢ y—z = ¢ r = —0
r+y = a !, a+%—c
< y+z = a+bd %
Zy — a+b+c y = M

(4) Déterminer les coordonnées de chacun des vecteurs f(¢7), f(¥2), f(U3) dans la base (v, Ua, U3).

4 0 0
fo)=1 —4 |, f@)=1| 0], f(73)= 2
0 0 —2

donc
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Exercice 2 :
(1) (a) L’application f est définie sur R? & valeurs dans R3.

x x -1 0 0
Onafl|l y |=A|l y |ou A= 3 5 -3
z z 3 6 —4
Les régles du calcul matriciel impliquent alors la linéarité de f qui est donc un endomorphisme de R3, puisque
x x
quelque soient les vecteurs u = [y | , v= | y | et quelque soit le réel A, on a
z z

fOu+v)=AAu+v) = NMu+ Av = Af(u) + f(v).

10 0
(b) On trouve A2= |3 7 —3| donc A2 = A +2I;.
3 6 —2

Soit u un vecteur de R3. Puisque f(u) = Au, on a f o f(u) = A(Au) = A%u donc f?(u) = A%u.
La relation matricielle vérifiée par A implique alors Vu € R®, A%u = Au + 2u
donc Vu € R®, f?(u) = f(u) +2u d’ou la relation f2 = f 4 21Ips.
(c) La relation obtenue précédemment se réécrit encore f2 — f = 2Ips donc f o %( f — Igs) = Igs ce qui prouve que f

est un automorphisme de R? et son automorphisme réciproque est f~! = 1(f — Igs).

1 1 1 1
(b) pop= §(IR3 +f)?= §(IR3 +2f + f?) = §(3IR3 +3f) = §(IR3 + f) = p et méme calcul pour gq.

1
(¢) On trouve pogq = (Igs + f)o(2Igs — f) = §(2IR3 + f— f?) = 0 puisque f? = f +2Igs et méme calcul pour g o p.

= ker(q).

Montrons que Im(p) C ker(q).

Soit y € Im(p). 1l existe x € R3 tel que y = p(x). Or go p = 0 donc q(y) = q(p(z)) = 0 donc y € ker(q).

Montrons maintenant ker(q) C Im(p). Soit y € ker(q). Donc ¢(y) = 0 donc f(y) = 2y d’apres (4). Mais f(y) =

2p(y) — q(y) = 2p(y) donc p(y) =y € Tm(p).
Par double inclusion, Im(p) = ker(q).

Nel i

(d) Montrer que Im(p

=

(5) A laide de la question (4), établir que pour tout entier n € N, f™ = 2"p + (—1)"q.
Pour tout n € N, notons &, la propriété : « f* =2"p+ (—1)"¢q »
— Pour n =0 et n =1, la propriété est vraie.
— Soit n € N* tel que &2, est vraie. Montrons que &,,,1 est vraie.
On a

[ =frof=02"+(—)"q)o(2p—q) =2"""p* —2"pog+2(—1)"qop+ (—-1)"T¢® = 2" p+ (-1)"Tq

Ainsi, la propriété &, 1 est donc vraie dés que &7, est vraie.
— D’apreés le principe de récurrence sur N, pour tout n € N, f™* =2"p 4 (—1)"q.



